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 AVANT-PROPOS


 Changement  de  monde,  et  même  de  réalité  :  au  cours  du  siècle  dernier,



 la  physique  quantique  s'est  imposée,  au  détriment  des  théories  classiques


 –


 et  parfois  du  simple  bon  sens.  Pour  en  apprécier  toute  la  profondeur,



 quelques  connaissances  de  mathématiques,  assez  usuelles,  sont  quelque-



fois  nécessaires.  À  cet  effet,  nous  avons  introduit  dans  le  texte  un  cer-



tain  nombre  d'encadrés,  de  deux  types  :  D  pour  «  débutants  »,  où  sont



 présentées  des  notions  de  base  sur  les  fonctions  trigonométriques  (sinus,



 cosinus),  les  intégrales,  etc.,  et  C  pour  «  confirmés  »,  plus  pointus  et  que



 le  lecteur  pourra  éviter  en  première  lecture.  Sans  sous-estimer  un  abord



 souvent  difficile  ou  déroutant,  nous  espérons  pouvoir  vous  accompagner


 –


 jusqu'aux  développements  les  plus  récents  –  vers  une  compréhension



 réelle  de  cette  théorie  qui  a  tout  révolutionné.






 

 INTRODUCTION


 Tout  devient  quantique  de  nos  jours.  Un  expert  en  rémunération  fait



 miroiter  un  «  saut  quantique  dans  le  partage  du  profit  »  grâce  à  l'élection



 de  François  Hollande.  Une  maison  d'édition  parisienne  publie  un  «  essai



 de  sociologie  quantique  ».  Sur  Internet,  un  artiste  chante  l'«  amour  quan-



tique  »  et  les  firmes  chinoises  vendent  du  quantique  à  tour  de  bras  :  entre



 autres,  Tiānjīn  Zhèngjiàn  Nano-Tech  propose  des  pendentifs  d'énergie



 quantique,  tandis  que  Dōngguǎn  Hǔmén  Soul  Healthcare  se  spécialise



 dans  des  «  anneaux  à  quantum  d'énergie  »  propres  à  rétablir  une  fonction



 masculine  défaillante.



 Mais  ce  n'est  pas  pour  suivre  la  mode  que  le  jury  du  Nobel  de



 physique  a  décerné  son  prix  au  Français  Serge  Haroche  et  à  l'Américain



 David  Wineland  en  octobre  2012,  en  récompense  de  «  leurs  méthodes



 expérimentales  novatrices  qui  permettent  la  mesure  et  la  manipulation  des



 systèmes  quantiques  individuels  ».  Si  le  terme  se  répand  à  tort  et  à  travers,



 c'est  qu'il  se  passe  vraiment  quelque  chose.



 Tout  a  commencé  en  1900,  quand  le  physicien  allemand  Max  Planck  a



 dû  introduire  une  constante  minuscule,  le  quantum  d'action,  pour  expliquer



 le  rayonnement  émis  par  un  morceau  de  matière  quand  on  le  chauffe.  Cela



 a  permis  à  Einstein  d'élucider  en  1905  l'effet  photoélectrique  (émission



 d'électrons  par  une  plaque  métallique  frappée  par  des  rayons  lumineux),



 puis  au  physicien  danois  Niels  Bohr  de  proposer  en  1913  un  modèle  de



 l'atome  permettant  de  comprendre  les  fréquences  des  rayonnements  émis



 


 par  ce  dernier.  Autour  de  1925,  enfin,  est  élaborée  la  mécanique  quantique,



 œuvre  collective  de  génies  de  la  physique  comme  Louis  de  Broglie,  Werner



 Heisenberg,  Erwin  Schrödinger,  Paul  Dirac,  Wolfgang  Pauli.  Dans  les



 années  1930  se  développe  l'électrodynamique  quantique,  base  théorique



 des  semi-conducteurs,  des  transistors,  des  lasers  et  de  toute  notre  industrie



 de  l'information.



 C'est  ce  développement  historique  qui  sert  en  général  de  trame  à



 l'enseignement  de  la  mécanique  quantique,  avec  sa  fonction  d'onde,  ses



 relations  d'incertitude  ou  d'indétermination,  son  flou  qui  disparaît  lors



 d'une  mesure,  ses  paradoxes  tels  que  celui  du  chat  de  Schrödinger  (mort



 et  vivant  à  la  fois)  et  celui  d'Einstein-Podolsky-Rosen  (les  particules,  dites



 un  peu  abusivement  «  jumelles  »,  qui  ne  forment  qu'une  même  entité



 lorsqu'elles  sont  séparées  par  des  distances  parfois  considérables).  Mais



 cette  introduction  pas  à  pas  de  la  théorie  masque  en  quelque  sorte  les



 principes  fondamentaux  dont  elle  découle  presque  «  naturellement  »  –  à



 l'aide,  faut-il  dire  hélas,  de  mathématiques  assez  élaborées.



 Pour  obtenir  le  plus  simplement  possible,  à  partir  de  ces  principes,



 une  présentation  directe,  globale  et  approfondie  de  la  théorie,  il  faut  passer



 par  une  grandeur  physique  un  peu  mystérieuse  :  l'action.  Les  grandeurs



 physiques  sont  des  entités  de  nature  plus  ou  moins  évidente  utilisées  pour



 élaborer  les  théories  physiques  :  vitesse,  température,  flux  lumineux,  intensité



 de  courant  électrique,  énergie,  temps,  etc.  Une  action  est  définie  comme  étant



 le  produit  d'une  énergie  par  un  temps.  Mais  qu'est-ce  qu'une  énergie  ?  Et



 qu'est-ce  que  le  temps  ?  Le  physicien  français  Jean-Louis  Basdevant  écrit  à



 propos  de  l'action1  :  «  C'est  vrai,  on  ne  sait  pas  ce  que  c'est  que  le  temps,



 pas  plus  que  l'énergie  (contrairement  à  d'autres  concepts  comme  la  vitesse,



 le  flux,  la  longueur  d'onde,  etc.).  Il  est  extraordinaire  de  voir,  sinon  ce  que



 sont  le  temps  et  l'énergie,  du  moins  qu'ils  ont  une  relation.  Elle  est  devant



 nous  en  mécanique  quantique.  Elle  existe  également  dans  la  mécanique



 analytique  de  Hamilton
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 .»  O



 n  peut  tout  de  même  se  faire  une  idée  de



 l'énergie  et  du  temps  ;  quant  à  l'action,  c'est  une  autre  paire  de  manches.



 Quels  sont  ces  principes  fondamentaux  ?



 –  Premier  principe  :  à  nos  yeux,  les  phénomènes  naturels  se  déroulent



 dans  un  espace-temps  en  obéissant  à  un  principe  de  moindre  action  (principe



 1.  Basdevant  J.-L.,  12  leçons  de  mécanique  quantique,  Paris,  Vuibert,  2006.



 2.  William  Rowan  Hamilton,  mathématicien  et  physicien  irlandais,  1805-1865.
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 valable  également  pour  la  mécanique  classique,  qu'elle  soit  newtonienne



 ou  relativiste).



 –  Second  principe  :  l'action  est  quantifiée,  c'est-à-dire  que  toute



 valeur  qu'elle  peut  prendre  est  forcément  égale  à  une  valeur  minimum  (le



 quantum  d'action)  multipliée  par  un  nombre  entier  positif  (ou  nul,  diront



 les  puristes).



 Sous  une  apparence  inoffensive,  ce  minuscule  quantum  d'action  a



 révolutionné  toute  la  physique.  D'un  point  de  vue  théorique,  il  permet  de



 décrire  les  composants  ultimes  de  la  nature  (les  particules  élémentaires)



 et  les  forces  qui  les  régissent,  à  l'exception  pour  le  moment  de  la  gravi-



tation  ;  sa  dernière  conquête  semble  être  le  désormais  célèbre  boson  de



 Higgs.  Dans  la  vie  pratique,  il  bouleverse  notre  environnement  technique



 (il  est  par  exemple  à  la  base  de  l'électronique  et  de  l'informatique,  ce  que



 l'utilisateur  du  smartphone  ignore  très  généralement).  Surtout,  il  perturbe



 notre  vision  de  l'espace-temps  en  suggérant  qu'il  existe  une  autre  réalité.



 En  effet,  il  induit  une  notion  de  non-localité  qui  permet  à  deux  particules


 –


 et  par  conséquence  à  deux  machineries  de  mesure3  –  d'être  secrètement



 et  instantanément  en  contact  l'une  avec  l'autre,  quelle  que  soit  la  distance



 qui  les  sépare.  Comme  l'écrit  le  physicien  suisse  Nicolas  Gisin4  :  «  Pour



 le  dire  de  façon  crue  :  ces  corrélations  non  locales  semblent,  en  quelque



 sorte,  surgir  de  l'extérieur  de  l'espace-temps  !  »



 D'où  vient  précisément  cette  popularité  des  mots  «  quantique  »,



 «  quantum  »,  «  quanta  »  ?  Certainement  pas  de  la  théorie  en  elle-même,  suf-



fisamment  ardue  pour  décourager  le  plus  grand  nombre.  Certainement  pas



 non  plus  de  l'extension  de  l'usage  des  ordinateurs,  tablettes  numériques,



 smartphones,  etc.  :  ceux  qui  possèdent  ces  appareils  en  font  la  plupart  du



 temps  un  usage  totalement  profane,  social  ou  intime,  et  se  soucient  comme



 d'une  guigne  de  l'explication  de  leur  fonctionnement.  Ce  sont  en  fait  une



 curiosité  diffuse,  une  quête  vague  de  sens,  alimentées  par  les  découvertes



 quasi  cosmogoniques  faites  au  CERN  et  dans  les  laboratoires  analogues,



 et  par  les  paradoxes  invraisemblables  mais  bien  réels  dus  aux  fondements



 mêmes  de  la  théorie,  qui  conduisent  une  part  de  plus  en  plus  grande  de  la



 population  à  connaître  et  à  utiliser  –  plus  souvent  à  tort  qu'à  raison  –  un



 3.  Espagnat  B.  d',  Traité  de  physique  et  de  philosophie,  Paris,  Fayard,  2002,  p.  78  ;  Espagnat  B.  d',



 Salicetti  C.,  Candide  et  le  physicien,  Paris,  Fayard,  2008,  question  12.



 4.  Gisin  N.,  L'Impensable  Hasard.  Non-localité,  téléportation  et  autres  merveilles  quantiques,



 Paris,  Odile  Jacob,  2012.
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 vocabulaire  quantique  très  sommaire.  Mais,  en  cela,  les  gens  sont  plus



 proches  de  la  réalité  que  bien  des  scientifiques  austères,  effarouchés  par



 l'apparition  de  l'ontologie  et  de  la  métaphysique  au  travers  de  leurs  équa-



tions  et  de  leurs  expériences.



 LA  MIRACULEUSE  EFFICACITÉ  DE  LA  THÉORIE  QUANTIQUE


 12


 

 1


 L'ACTION  :  DE  FERMAT  À  MAUPERTUIS



 Qu'est-ce  que  l'action  ?



 Quelle  stratégie  peut  adopter  un  automobiliste  se  rendant  d'une  loca-



lité  Aleph  à  une  localité  Beth,  distante  de  100  kilomètres,  sur  une  autoroute



 plate  et  très  peu  fréquentée  ?  Il  peut,  s'il  est  très  pressé,  se  maintenir



 constamment  à  la  vitesse  maximale  autorisée,  soit  130  km/h.  Si,  par  contre,



 il  veut  consommer  le  moins  d'essence  possible,  il  doit  adopter  la  vitesse



 pour  laquelle  cette  consommation  est  minimale.  La  figure  1  ci-dessous



 donne,  pour  un  véhicule  standard  des  années  2000,  les  consommations  en



 litres  pour  100  kilomètres  parcourus  en  fonction  de  la  vitesse  :



 Le  minimum  correspond  à  70  km/h.  Donc,  dans  le  premier  cas,  le



 conducteur  aura  effectué  ses  100  kilomètres  en  46  minutes,  et  consommé



 11,6  litres  d'essence  ;  dans  le  second  cas,  il  aura  mis  1  heure  26  minutes  et



 consommé  6,2  litres.  À  1  euro  le  litre,  ce  n'est  pas  forcément  intéressant  ;



 à  10  euros,  ça  le  devient.



 Si  le  conducteur  est  un  physicien,  il  peut  s'amuser  à  minimiser  ce



 que  ses  collègues  et  lui-même  appellent  l'action.  Mais  de  quoi  s'agit-il  ?



 En  quoi  leur  acception  diffère-t-elle  de  la  définition  habituelle  du  mot  ?



 Selon  Le  Grand  Robert,  l'action  est  le  «  fait  de  produire  un,  des  effets,



 de  modifier  des  objets  (choses,  personnes)  par  son  existence,  sa  présence,



 son  fonctionnement,  et,  spécialement  (en  parlant  des  êtres  humains)  par



 une  activité  volontaire  ou  coordonnée  ».  Cette  définition,  très  générale,



 


 automobile  data


 vitesse

 essence


 Figure  1.



 est  préférable  à  celle  d'autres  dictionnaires,  qui  mettent  d'emblée  l'accent



 sur  les  êtres  humains.  Le  Grand  Robert  précise  que  l'agent  de  cette  action



 peut  être  :


 –


 une  chose,  une  force  ;


 –


 un  organisme  ;


 –


 une  personne  ou  un  groupe.



 Le  physicien  ne  considère  que  le  premier  de  ces  trois  cas.  Et  il  défi-



nit  l'action  comme  une  grandeur  physique  dont  chaque  valeur  s'exprime



 par  le  produit  d'une  énergie  par  un  temps.  Cette  définition  peut  sembler



 obscure,  mais  dans  notre  exemple  d'une  voiture  roulant  à  vitesse  constante



 sur  une  route  plate,  elle  est  assez  facile  à  expliciter.  Le  véhicule  met  un



 certain  temps  pour  aller  d'Aleph  à  Beth,  par  exemple  1  heure  26  minutes



 à  70  km/h,  et  consomme  6,2  litres.  On  peut  dire  que  l'agent  de  l'action  est



 l'essence  qui  a  propulsé  le  véhicule.  La  combustion  d'un  litre  d'essence



 libère  une  énergie  de  35  475  000  J  (Joules)  (il  s'agit  d'une  valeur  moyenne



 conventionnelle).  Donc,  en  arrondissant  à  peine,  l'essence  a  produit  une



 énergie  de  220  000  000  J  ou  220  MJ  (mégajoules).  Le  temps  écoulé  est  de



 1  h  26  =  5  160  secondes.  On  trouve  que  l'action  est  de  1  135  200  MJ.s,  ou



 1,1352  1012  J.s,  à  comparer  avec  le  quantum  d'action  dont  nous  parlerons



 plus  loin  :  6,62607  10–34  J.s  seulement  !
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 Comment  notre  physicien  va-t-il  minimiser  l'action  ?  Le  temps  du



 trajet  est  égal  à  la  longueur  parcourue,  divisée  par  la  vitesse  moyenne.  La



 longueur  est  fixée  (100  kilomètres  dans  l'exemple  choisi),  et  on  suppose



 que  le  conducteur  se  débrouille  pour  rouler  à  vitesse  constante,  identique



 donc  à  la  vitesse  moyenne.  Donc  le  minimum  de  l'action,  dans  cet  exemple,



 correspond  au  minimum  de  la  consommation  divisée  par  la  vitesse,  quantité



 représentée  ci-dessous  :


 vitesse


 pseudo  exemple  action


 action


 Figure  2.



 Ce  minimum  correspond  à  la  vitesse  de  96  km/h.  À  cette  vitesse,



 le  conducteur  mettra  1  heure  et  2,5  minutes,  et  consommera  7,2  litres



 d'essence.  Par  un  calcul  analogue  au  cas  70  km/h,  on  trouve  pour  la  valeur



 de  l'action  957  825  000  000  J.s,  ou  9,57825  1011  J.s.



 Les  prémices  du  principe  de  moindre  action



 L'importance  de  l'action  en  tant  que  grandeur  physique  vient  de



 ce  que  la  Nature  obéit  à  un  principe  général  dit  principe  de  moindre



 action.  Pour  simple  qu'il  soit,  l'exemple  routier  développé  plus  haut  n'a



 L'action  :  de  Fermat  à  Maupertuis
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 pratiquement  rien  à  voir  avec  ce  principe,  il  a  juste  servi  à  définir  un  type



 d'action.  L'énergie  considérée  était  l'énergie  totale  libérée  par  combustion



 pour  aller  d'Aleph  à  Beth  ;  nulle  lors  du  départ  (ou  du  passage)  à  Aleph,



 cette  énergie  croissait  continûment  jusqu'à  Beth,  où  elle  atteignait  la  valeur



 retenue  dans  notre  calcul  de  l'action  =  énergie  ×  temps.



 Un  véritable  exemple,  ultrasimplifié,  du  principe  de  moindre  action



 serait  celui  d'une  balle  de  fusil  tirée  dans  le  vide  (pour  éviter  les  frotte-



ments)  dans  une  zone  dépourvue  de  champ  gravitationnel  (si  cela  était



 possible).  La  balle  aurait  alors  une  énergie  cinétique  1/2  mv2  constante  et  se



 dirigerait  en  ligne  droite  vers  la  cible  choisie,  s'il  faut  en  atteindre  une  et  si



 le  tireur  vise  bien.  La  ligne  droite  étant  le  plus  court  chemin  d'un  point  à



 un  autre,  le  temps  serait  minimum,  et  donc  également  l'action,  produit  par



 ce  temps  d'une  énergie  cinétique  constante.  En  cas  de  champ  gravitationnel



 dirigé  par  exemple  vers  le  bas,  le  tireur  devrait  viser  légèrement  au-dessus



 de  la  cible,  et  la  balle  décrirait  un  arc  de  parabole,  respectant  toujours  le



 principe  de  moindre  action,  mais  en  obéissant  à  une  mathématique  un  peu



 moins  élémentaire.



 Le  principe  de  moindre  action  concerne  en  effet  le  comportement  d'un



 objet  physique  lâché  «  en  pleine  nature  »  (ou  dans  les  champs  de  force



 générés  par  l'activité  humaine,  mais  hors  du  contrôle  de  cette  activité).  Ce



 n'est  pas  le  cas  du  véhicule  automobile  imaginé  ci-dessus  :


 –


 le  conducteur  de  ce  véhicule  sait  où  il  va  ;


 –


 il  sait  qu'il  y  a  une  limitation  administrative  de  vitesse  ;


 –


 il  connaît  le  coût  de  l'essence  ;


 –


 il  peut  choisir  de  minimiser  ce  qu'il  veut  ;


 –


 le  véhicule  dispose  d'une  source  d'énergie  interne  (le  moteur  ali-



menté  en  essence),  ce  qui  n'est  pas  le  cas  de  la  plupart  des  objets  physiques.



 Le  principe  de  moindre  action  relève  d'une  sorte  de  tendance  à  l'éco-



nomie  de  la  Nature,  et  a  été  pressenti  dès  l'Antiquité  (on  cite  souvent



 Héron  d'Alexandrie,  au  I


 er


 siècle  avant  notre  ère).  Le  premier  à  avoir



 utilisé  le  mot  «  action  »  dans  cette  quête  est  Léonard  de  Vinci  (bien  qu'il



 n'ait  certainement  pas  pensé  à  un  quelconque  accouplement  mathématique



 de  l'énergie  et  du  temps)  :  en  marge  d'une  feuille  d'étude  sur  les  miroirs



 concaves,  il  écrivit  :  «  Ogni  azione  fatta  dalla  natura  non  si  pò  fare  con



 più  brieve  modo  co  […].  Date  le  cause  la  natura  partorisce  li  effetti  per



 i  più  brieve  modi  che  far  si  possa.  »
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 Ce  qui  signifie  :  «  Toute  action  faite  par  la  nature  ne  peut  pas  être



 faite  de  façon  plus  brève  […].  Étant  donné  les  causes,  la  nature  accouche



 des  effets  de  la  manière  la  plus  brève  qui  soit  possible.  »



 Mais  la  véritable  émergence  du  principe  est  due  à  deux  savants  fran-



çais,  Fermat  et  Maupertuis.



 Le  principe  de  Fermat



 Cédric,  Bernard  et  Alain,  trois  amis  jeunes  et  athlétiques,  discutent



 en  regardant  la  mer  sur  une  plage  rectiligne  orientée  au  nord.  Chacun



 d'eux  peut,  sur  quelques  centaines  de  mètres,  nager  à  5  km/h  (le  record



 du  monde  est  à  environ  7  km/h)  et  courir  à  30  km/h  (37  km/h  pour  le



 record  du  monde).  Sur  leur  droite,  au  nord-est,  à  45°  donc  de  la  direction



 nord,  flotte  une  bouée  souvent  cible  des  nageurs,  qui  parfois,  parvenus



 au  but,  paniquent  en  découvrant  combien  ils  se  sont  éloignés  du  rivage.



 Tout  à  coup,  ils  remarquent  une  jeune  fille  qui  semble  dans  ce  cas  et,



 plus  ou  moins  bien  accrochée  à  la  bouée,  fait  des  gestes  désespérés.  Ils



 se  précipitent  à  son  secours,  depuis  le  point  origine  du  graphique  ci-après.



 Cédric  est  un  fonceur  dont  la  devise  est  «  Droit  au  but  ».  Sans  réflé-



chir,  il  court  en  ligne  droite  dans  la  direction  de  la  bouée,  pénètre  dans



 l'eau  et  continue  à  la  nage  dans  la  même  direction.  Un  calcul  simple



 (application  du  théorème  de  Pythagore)  montre  que  sa  distance  initiale



 à  la  bouée  est  de


 400

 ×

 2


 mètres,  soit  environ  566  mètres  ;  il  fera



 283  mètres  à  30  km/h  et  283  mètres  à  5  km/h,  et  mettra  en  tout  3  minutes



 et  58  secondes.



 Bernard  est  moins  impulsif  et  sait  que  c'est  le  trajet  dans  l'eau  qui



 prendra  le  plus  de  temps  ;  de  plus,  l'eau  est  assez  froide  et  il  n'aime



 pas  ça  ;  il  décide  donc  de  courir  jusqu'au  point  du  rivage  situé  juste  en



 face  de  la  bouée,  et  donc  de  minimiser  le  trajet  dans  l'eau.  Il  n'aura



 que  200  mètres  à  y  parcourir  et,  toujours  par  application  du  théorème  de


 Pythagore,

 100

 20

 ×


 mètres,  soit  447  mètres,  sur  la  plage.  Il  mettra  donc



 en  tout  3  minutes  et  18  secondes.



 Mais  Alain,  physicien  dans  un  institut  d'optique,  et  très  doué  en



 calcul  mental,  sait  que,  sur  la  plage,  il  doit  se  diriger  vers  un  point  situé



 à  une  distance  de  plusieurs  mètres  à  gauche  du  point  choisi  par  Bernard.
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 Figure  3.



 Si  on  appelle  x  cette  distance,  v


 1


 la  vitesse  d'Alain  sur  terre



 et  v


 2


 sa  vitesse  en  mer,  le  théorème  de  Pythagore  appliqué  deux



 fois  nous  montre  que  la  quantité  x  doit  être  celle  qui  minimise


 2

 2

 2

 2

 1

 2

 200

 +

 (


 400  –


 )

 +

 200

 +

 xv

 xv


 ;  un  calcul  pas  si  élémentaire  que



 ça  (sauf  pour  Alain)  donne  x  =  30  mètres.  Ce  qui  permet  à  Alain  de  gagner



 2  précieuses  secondes  sur  Bernard,  et  d'arriver  le  premier  au  secours  de  la



 jeune  fille.  Ce  qui  prouve  aussi  que,  dans  ce  cas  précis,  la  stratégie  de



 Bernard  n'est  pas  si  mauvaise  que  ça…



 Si  on  désigne  par  d1  la  distance  entre  le  sauveteur  et  le  bord  de  l'eau,



 d2  la  distance  de  la  bouée  à  la  côte,  D  la  distance  entre  les  perpendiculaires



 à  ce  bord  tracées  depuis  l'emplacement  du  sauveteur  et  depuis  la  bouée,  le



 problème  général  est  de  minimiser



 .  On



 s'aperçoit  alors  que,  si  on  désigne  par  θ1  l'angle  de  la  course  du  sauveteur



 avec  la  direction  de  ces  perpendiculaires,  et  par  θ2  l'angle  de  son  sillage  avec



 cette  même  direction,  le  minimum  est  atteint  lorsque  (sin(θ1))/v1  =  (sin(θ2))/v2



 (voir  l'encadré  «  Sinus  et  cosinus  »  au  chapitre  3).



 Cette  loi  très  générale  est  aussi  celle  qui  découle  de  l'application  à  la



 réfraction  du  principe  de  Fermat.  Selon  ce  principe,  la  lumière  «  choisit  »  le



 temps  minimum  pour  aller  d'un  point  A  à  un  point  B.  Si  le  point  A  se  trouve



 dans  l'air  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  ou  d'un  lac,  ou  d'un  aquarium,  et



 le  point  B  dans  l'eau,  comme  la  vitesse  de  la  lumière  dans  l'air  est  pratiquement
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 celle  qu'elle  a  dans  le  vide  (v1  =  299  792  km/s)  et  nettement  moindre  dans



 l'eau  (v2  =  225  563  km/s),  si  un  rayon  lumineux  arrive  dans  l'eau  avec  un



 angle  θ1  par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  la  surface,  il  pénétrera  dans  l'eau



 avec  un  angle  θ2  par  rapport  à  cette  perpendiculaire,  angle  défini  par  la  for-



mule1  sin(θ2)  =  (v2  /  v1)  sin(θ1),  donc  avec  θ2  <  θ1.  Il  bifurquera  pour  s'enfoncer



 plus  vite  dans  l'eau  que  s'il  avait  continué  en  ligne  droite,  de  même  que  le



 sauveteur  qui  arrive  au  bord  de  l'eau  infléchit  son  trajet  en  direction  du  large.



 Peu  avant  Fermat,  la  loi  (sin(θ1))/v1  =  (sin(θ2))/v2  avait  été  trouvée,



 d'abord  expérimentalement  par  Snell2,  puis  mathématiquement  par  Descartes,



 sous  une  forme  différente,  à  savoir  sin(θ2)  =  (1/n)  sin(θ1),  où  n  désignait



 l'indice  de  réfraction  de  l'eau  par  rapport  à  l'air,  l'indice  de  ce  dernier  étant



 pris  égal  à  l'unité.  De  nos  jours,  si  on  ne  veut  pas  entrer  dans  les  détails,



 on  peut  définir  l'indice  de  réfraction  comme  étant  le  rapport  de  la  vitesse



 de  la  lumière  dans  le  vide  à  celle  dans  le  milieu  considéré.  On  trouve  alors



 pour  l'air  1,00027,  et  pour  l'eau  1,334  (1,341  pour  l'eau  de  mer).



 La  formule  de  Descartes  était  juste,  mais  sa  démonstration  était  fausse.



 Il  supposait  pour  arriver  au  résultat  que  la  lumière  allait  plus  vite  dans



 l'eau  que  dans  l'air3  !  Cela  déplut  fortement  à  Pierre  de  Fermat,  magistrat



 toulousain  féru  de  mathématiques,  qui  attaqua  vigoureusement  la  démons-



tration  de  Descartes  en  1637,  et  finit  par  énoncer  en  1661  son  «  principe



 de  moindre  temps  ».  La  querelle  entre  Descartes  et  Fermat  est  décrite  en



 détail  dans  un  livre  récent4.



 Ce  «  principe  de  moindre  temps  »  peut  être  considéré  comme  une



 forme  du  principe  de  moindre  action.  En  effet,  on  sait  maintenant  que  la



 lumière  est  constituée  de  photons.  Chaque  photon  a  une  énergie  inverse-



ment  proportionnelle  à  sa  longueur  d'onde.  Comme  la  couleur  (détermi-



née  par  la  longueur  d'onde)  ne  change  pas  lors  du  passage  d'un  milieu



 transparent  (air)  à  un  autre  (eau),  l'énergie  ne  change  pas.  Donc,  pour  le



 photon,  minimiser  la  durée  revient  à  minimiser  l'action,  égale  au  produit



 de  cette  durée  par  une  constante.



 Il  existe  des  matériaux  transparents,  comme  le  verre,  où  la  vitesse  de



 la  lumière  dépend  de  la  longueur  d'onde  de  façon  non  négligeable.  C'est



 1.  Si  nécessaire,  voir  l'encadré  D1  chapitre  3   pour  la  définition  du  sinus.



 2.  Willebrord  Snell,  mathématicien  et  astronome  hollandais  (1580-1626).



 3.  Basdevant  J.-L.,  Le  Principe  de  moindre  action  et  les  principes  variationnels  en  physique,



 Paris,  Vuibert,  2010.



 4.  Nahin  P.  J.,  When  Least  is  Best,  Princeton,  Princeton  University  Press,  2004,  chapitre  4.
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 avec  eux  que  l'on  fait  des  prismes  qui  décomposent  la  lumière  du  soleil



 en  «  couleurs  de  l'arc-en-ciel  ».  Mais  le  principe  de  moindre  temps  (ou



 action)  est  toujours  respecté.



 Chemin  optique



 Mathématiquement,  le  principe  de  Fermat  s'exprime  à  l'aide  de  la



 notion  de  chemin  optique.  Supposons  que  le  rayon  lumineux  traverse  une



 suite  de  milieux  i  d'indices  de  réfraction  différents  ni,  et  qu'il  décrive



 ainsi  une  ligne  brisée  formée  d'une  suite  de  segments  si.  Le  cas  le  plus



 simple  est  celui  air/eau  décrit  ci-dessus,  avec  n1  =  1  et  n2  =  1,334.  Pour



 compliquer  un  peu,  supposons  que  l'eau  soit  celle  d'un  aquarium  à  section



 triangulaire  (et  non  pas  rectangulaire  comme  c'est  l'usage),  de  largeur



 40  centimètres  au  niveau  de  l'eau,  avec  un  fond  en  verre  oblique  à  45°,



 épais  de


 10

 2

 /

 =

 7,07


 centimètres  ;  on  a  un  cas  à  quatre  milieux  d'indices



 de  réfraction  n1,  n2,  n3  et  n4,  avec  n3  =  1,6  (valeur  assez  courante  pour  les



 verres)  et  n4  =  1  (le  rayon  sort  dans  l'air  et  disparaît  au  sol)  :



 Figure  4.



 On  écrira  la  longueur  de  ce  chemin  optique  sous  la  forme  d'une



 somme  de  ni  ×  si,  si  désignant  la  longueur  géométrique  de  chaque  seg-



ment  i  ;  la  longueur  du  chemin  géométrique  (somme  des  si)  est  égale  à



 64,347  centimètres  dans  l'exemple  ci-dessus.
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 On  peut  représenter  ce  cas  en  plaquant  bout  à  bout,  dans  l'ordre,



 les  quatre  segments  de  la  ligne  brisée  sur  une  ligne  droite  horizontale  de



 64,347  centimètres  de  long,  qui  définira  un  «  axe  des  s  »  (équivalent  de



 l'habituel  «  axe  des  x  »),  puis  en  associant  à  chaque  valeur  de  s  l'indice



 de  réfraction  qui  lui  correspond,  dans  les  milieux  successifs  air/eau/verre/



 air,  à  l'aide  d'un  axe  vertical  «  axe  des  n  »  (sur  le  modèle  de  l'habituel



 «  axe  des  y  »)  :



 chemin  optique



 chemin  géométrique



 indice  de  réfraction



 Figure  5.



 Dans  le  cas  de  la  figure  4,  la  ligne  brisée  du  chemin  géométrique



 reste  dans  un  plan,  car  la  direction  perpendiculaire  au  fond  en  verre  de



 l'aquarium  est  dans  le  plan  défini  par  le  rayon  incident  (venant  de  l'air)



 et  le  rayon  réfracté  dans  l'eau.  Si  cette  direction  était  inclinée  par  rapport



 à  ce  plan,  la  ligne  brisée  se  déploierait  dans  l'espace  à  trois  dimensions


 –


 ce  qui  n'empêcherait  pas  de  la  plaquer  sur  une  droite  pour  obtenir  une



 représentation  du  type  de  la  figure  5.  Que  la  ligne  brisée  soit  planaire  ou



 tridimensionnelle,  la  figure  5  permet  de  calculer  facilement  la  longueur



 du  chemin  optique.  Elle  est  constituée  de  quatre  rectangles  accolés,  cor-



respondant  de  gauche  à  droite  au  premier  parcours  dans  l'air,  au  parcours



 dans  l'eau,  à  celui  dans  le  verre,  et  enfin  au  second  parcours  dans  l'air.  La



 somme  des  surfaces  de  ces  rectangles  est  égale  à  la  longueur  du  chemin


 optique.
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 Encadré  D1



 La  notion  d'intégrale



 Ce  mode  de  calcul  peut  être  généralisé  à  un  milieu  dont  l'indice  de



 réfraction  varie  de  façon  continue  et  indépendante  dans  toutes  les  direc-



tions  de  l'espace  («  totalement  anisotrope  »),  grâce  à  la  notion  d'inté-



grale.  Dans  ce  dernier  cas,  la  ligne  brisée  devient  une  courbe  continue



 plus  ou  moins  tire-bouchonnée.  Si  on  suppose  qu'elle  se  matérialise  par



 un  fil  métallique  très  résistant  et  très  souple,  et  que  l'on  puisse  extraire



 ce  fil  métallique  du  milieu,  on  peut  alors  tirer  sur  le  fil  jusqu'à  le  rendre



 droit  (mais  sans  changer  aucunement  les  longueurs  que  l'on  peut  définir



 sur  ce  fil)  et  le  plaquer  sur  l'axe  des  s.  À  chaque  valeur  de  s  on  associera



 l'indice  de  réfraction  au  point  correspondant  du  trajet  lumineux  réel,  et



 on  définira  ainsi  une  fonction  indice  de  réfraction  n(s)  représentée  par



 une  courbe,  par  exemple  :



 chemin  optique



 chemin  géométrique



 indice  de  réfraction



 Figure  6.



 La  surface  s'étendant  de  cette  courbe  un  peu  bizarre  à  l'axe  des  s  est  la



 longueur  du  chemin  optique.  On  peut  en  avoir  une  bonne  approximation



 en  la  découpant  en  64  bandes  rectangulaires  verticales  de  base  1  centi-



mètre  (on  a  choisi  une  longueur  de  chemin  géométrique  de  64  centimètres
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 pour  se  rapprocher  du  cas  de  la  figure  4)  et  de  hauteur  égale  à  l'indice



 de  réfraction  moyen  correspondant,  et  faire  la  somme  des  surfaces  de



 ces  bandes  (figure  7  ci-dessous)  :



 chemin  optique



 chemin  géométrique



 indice  de  réfraction



 Figure  7.



 Si  on  appelle  Δsi  chacun  des  centimètres  du  premier  (i  =  1)  au  dernier



 (i  =  64),  et  ni  la  valeur  de  l'indice  de  réfraction  dans  cet  intervalle  Δsi



 (valeur  moyenne  par  exemple,  mais  ce  n'est  pas  obligatoire),  on  aura



 ainsi  une  longueur  approximative  du  chemin  optique  égale  à


 .


 En  prenant  des  bandes  de  plus  en  plus  étroites,  et  en  faisant  tendre  leur



 nombre  vers  l'infini,  on  obtiendra  la  surface  exacte,  c'est-à-dire  la  valeur



 exacte  de  la  longueur  du  chemin  optique.  On  dit  que  l'on  a  calculé  l'inté-



grale  de  la  fonction  n(s)  entre  l'origine  (longueur  0)  et  la  longueur  totale



 L  (64  centimètres  ici)  du  chemin  géométrique,  et  on  écrit  cette  intégrale



 (le  concept  d'infinitésimal  utilisé  au  XVIIIe  siècle  pour  définir



 le  ds  a  fait  l'objet  au  XIXe  siècle  d'une  réfutation,  elle-même  remise  en



 cause  au  XXe  siècle  par  l'analyse  non  standard  d'Abraham  Robinson,  mais



 n'ergotons  pas…).  Ce  type  d'intégrale  est  appelé  intégrale  de  Riemann.



 Pour  terminer,  signalons  que  l'application  du  principe  de  Fermat  à



 la  réflexion  sur  un  miroir  (ou  une  autre  surface),  aux  miroirs  courbes,  aux



 enchevêtrements  de  miroirs,  conduit  à  l'énoncer  de  façon  plus  générale,
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 comme  le  fait  le  physicien  Bernard  Diu  :  «  Le  véritable  principe  de  Fermat



 s'énonce  comme  suit  :  parmi  tous  les  trajets  possibles  entre  A  et  B,  la



 lumière  suit  celui  –  ou  ceux  –  qui  correspond(ent)  à  un  temps  de  parcours



 stationnaire.  »  Nous  renvoyons  à  son  ouvrage  les  lecteurs  intéressés5.


 Maupertuis


 Pierre-Louis  Moreau  de  Maupertuis,  mathématicien  français  né  en



 1698,  acquit  la  célébrité  en  tant  que  responsable  de  l'expédition  menée  l'an



 1737  en  Laponie  pour  la  mesure  d'un  arc  de  méridien  terrestre.  Quelques



 années  plus  tard,  étendant  en  quelque  sorte  le  principe  optique  de  Fermat  à



 la  mécanique,  il  fut  le  premier  à  énoncer,  dans  un  mémoire  publié  en  1744,



 ce  qu'il  appelait  le  «  principe  de  la  moindre  quantité  d'action  »  :  «  L'Action



 est  proportionnelle  au  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  et  par  l'espace.



 Maintenant,  voici  ce  principe  si  sage,  si  digne  de  l'être  suprême  :  lorsqu'il



 arrive  quelque  changement  dans  la  Nature,  la  quantité  d'Action  employée



 pour  ce  changement  est  toujours  la  plus  petite  qu'il  soit  possible.  »



 Dans  cet  énoncé,  l'espace  n'est  pas  l'espace-volume  mais  l'espace-



distance,  c'est-à-dire  la  longueur,  équivalente  à  la  vitesse  v  multipliée



 par  le  temps  t.  Si  on  désigne  la  masse  par  m,  on  voit  que  Maupertuis



 écrit  :  action  =  m  ×  v2  ×  t  =  2  ×  énergie  cinétique  ×  temps.  Au  facteur



 2  près,  c'est  bien  une  énergie  multipliée  par  un  temps,  conformément  à



 notre  définition  de  l'action.  Et  minimiser  le  double  de  l'action,  c'est  bien



 minimiser  l'action.



 Bien  que  Maupertuis  bénéficiât  immédiatement  du  soutien  du  mathé-



maticien  suisse  Leonhard  Euler,  il  ne  récolta  guère  que  des  sarcasmes.  Paul



 J.  Nahin  écrit6  :  «  Maupertuis,  cependant,  qui  semblait  guidé  plus  par  un



 raisonnement  théologique  que  par  la  physique  mathématique,  fut  couvert



 de  ridicule  à  cause  de  cette  moindre  action,  le  pire  venant  de  Voltaire,



 son  ami  d'un  temps.  Ce  débat  sur  la  moindre  action  devint  l'une  des  plus



 dégoûtantes  rixes  scientifiques  de  l'histoire,  initiée  par  un  mathématicien



 nommé  Koenig  qui  prétendit  que,  d'abord,  c'était  faux,  et,  en  second,



 que  Maupertuis  l'avait  de  toute  façon  volé  dans  une  lettre  non  publiée  de



 5.  Diu  B.,  La  Mathématique  du  physicien,  Paris,  Odile  Jacob,  2010,  chapitre  25.  Dans  ce



 contexte,  «  stationnaire  »  signifie  :  maximum  ou  minimum.



 6.  Nahin  P.  J.,  When  Least  is  Best,  op.  cit.
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 Leibniz  datant  de  1707  !  Euler  déclara  que  Maupertuis  avait  raison,  mais



 il  ne  faisait  pas  le  poids  face  à  la  plume  empoisonnée  de  cet  analphabète



 mathématique  qu'était  Voltaire.  »  Vaincu  dans  l'opinion  malgré  le  soutien



 du  roi  Frédéric  II  de  Prusse,  Maupertuis  en  eut  sa  fin  de  vie  gâchée.  Il  mou-



rut  en  1759,  huit  ans  après  l'initiative  de  Koenig  (ce  dernier,  par  ailleurs,



 s'était  lui-même  toujours  comporté  de  façon  courtoise  avec  Maupertuis7


 –


 en  l'occurrence,  «  c'est  la  faute  à  Voltaire  »).



 L'action  telle  que  définie  par  Maupertuis  a  été  mathématiquement



 «  mise  en  forme  »  par  Euler  ;  pour  un  objet  décrivant  une  trajectoire  sur



 une  longueur  L  avec  une  vitesse  variable,  fonction  de  la  longueur  l  parcou-



rue,  c'est


 L


 mv(l)  dl


 ∫

 0


 .  La  définition  de  l'énergie  totale  d'un  point  matériel



 en  mécanique  classique  est  E  =  énergie  cinétique  +  énergie  potentielle  ;  un



 exemple  d'énergie  potentielle  est  l'énergie  potentielle  gravitationnelle  :  une



 boule  de  pétanque  immobilisée  à  10  mètres  au-dessus  du  sol  a  plus  d'énergie



 potentielle  qu'une  boule  identique  posée  au  sol  ;  si  on  la  libère,  elle  tombe



 sur  le  sol  avec  une  certaine  énergie  cinétique,  et  son  énergie  potentielle  a



 diminué  d'autant,  rejoignant  celle  de  la  boule  posée  au  sol.  On  dit  que  le  point



 est  placé  dans  un  potentiel,  souvent  noté  V(r),  r  étant  un  vecteur  représentant



 la  position  du  point  dans  l'espace  (voir  au  chapitre  5),  et  V(r)  représentant



 l'énergie  potentielle  en  ce  point.  Dans  l'application  du  principe  de  Maupertuis,



 on  suppose  que  l'énergie  totale  E  =  1/2  m  v2  +  V  (r)  est  constante,  et  le  prin-



cipe  dit  que  la  trajectoire  pour  aller  d'un  point  A  à  un  point  B  avec  cette



 énergie  constante  rend  minimum  l'action



 2m  (E–  V)


 L

 L


 mv(l)  dl  =∫0


 dl

 ∫

 0

 .


 Il  faut  noter  que  L  n'est  pas  connu  avant  que  l'on  ait  trouvé  la  bonne



 trajectoire  entre  A  et  B  ;  c'est  pourquoi  on  écrit  en  fait


 B

 A

 ∫


 plutôt  que


 L

 ∫

 0


 (cette  remarque  vaut  également  pour  le  chemin  optique).



 7.  Badinter  E.,  Les  Passions  intellectuelles,  tome  II  :  Exigence  de  dignité  (1751-1762),



 Paris,  Fayard,  2002.
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 LE  TRIOMPHE  DU  CONCEPT  D'ACTION



 Le  calcul  des  variations



 L'action,  telle  qu'elle  est  définie  en  1744  par  Maupertuis  –  «  l'action



 est  proportionnelle  au  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  et  par  l'espace  »


 –


 est  une  quantité  bien  identifiée,  comme  le  chemin  optique  introduit  un



 siècle  auparavant  par  Fermat.  Cependant,  le  principe  de  moindre  action  se



 révèle  moins  directement  utilisable  que  ce  dernier.  Le  principe  de  Fermat



 permet  des  raisonnements  purement  géométriques  qui  suffisent  pour  retrou-



ver  élégamment  les  lois  usuelles  de  l'optique  géométrique  (réflexion,



 réfraction,  retour  inverse  de  la  lumière).  Le  principe  de  Maupertuis  est



 à  la  fois  plus  général,  plus  abstrait  et  plus  «  philosophique  ».  Il  s'agit  en



 quelque  sorte  d'un  principe  d'économie  :  la  Nature  choisit  la  voie  la  plus



 «  économique  »  pour  évoluer  entre  un  état  initial  et  un  état  final.  On  ne



 s'étendra  pas  sur  les  sous-entendus  anthropomorphiques  ou  religieux  de



 cette  vision,  car  Maupertuis,  esprit  universel  comme  on  pouvait  encore



 l'être  à  son  époque,  était  à  la  fois  mathématicien,  astronome,  géographe,



 naturaliste  et  philosophe.  Une  formulation  plus  précise  de  ce  principe  a



 ensuite  été  donnée  par  Euler.  La  théorie  mathématique  sous-jacente  s'ap-



pelle  le  calcul  variationnel.  Avant  d'expliquer  en  toute  généralité  cette



 méthode,  illustrons-la  par  deux  exemples  concrets.



 Une  bulle  de  savon  prend  une  forme  sphérique.  Quelle  est  la  loi



 physique  qui  peut  l'expliquer  ?  La  fine  membrane  qui  limite  cette  bulle  est



 


 constituée  d'un  liquide  formé  de  molécules  d'eau  et  de  savon  qui  s'attirent



 entre  elles.  Cette  attraction  doit  forcément  exister,  sinon  la  membrane  ne



 tiendrait  pas.  On  l'appelle  «  tension  superficielle  »  du  liquide.  Pour  former



 cette  membrane,  l'enfant  qui  souffle  la  bulle  doit  dépenser  une  certaine



 énergie  pour  vaincre  l'attraction  des  molécules  de  liquide,  d'autant  plus



 grande  que  la  surface  de  la  bulle  est  importante.  Par  ailleurs,  la  pression



 de  l'air  à  l'intérieur  de  la  bulle  pousse  la  membrane  vers  l'extérieur,  ce



 qui  augmente  son  volume.  Existe-t-il  une  forme  de  bulle  telle  que  la



 surface  –  et  donc  l'énergie  –  soit  minimale  pour  un  volume  donné  ?  La



 réponse  est  :  une  sphère.  Jusqu'ici,  nous  n'avons  pas  fait  beaucoup  de



 mathématiques  !  Mais  supposons  maintenant  que  la  bulle  de  savon  soit



 accrochée  à  deux  boucles  de  fil  de  fer  (figure  1,  à  gauche).  La  forme  de



 la  bulle  devient  plus  compliquée.  Elle  est  telle  que  sa  surface  soit  la  plus



 petite  possible,  compte  tenu  de  la  contrainte  de  s'appuyer  sur  les  deux



 boucles.  Ce  problème  peut  se  résoudre  mathématiquement,  et  la  surface



 en  question  s'appelle  une  caténoïde.  Si  vous  soufflez  cette  bulle  de  savon



 avec  quelques  amis,  dites-leur  «  j'ai  construit  une  caténoïde  »  et  savourez



 votre  succès.  Les  choses  vont  même  plus  loin  :  si  le  support  en  fil  de  fer



 possède  une  forme  géométrique  plus  tordue,  trouver  mathématiquement



 la  surface  minimale  peut  être  extrêmement  difficile  (figure  1,  à  droite).



 Par  contre,  il  suffira  de  construire  un  modèle  en  bulle  de  savon  pour



 connaître  la  solution.



 Figure  1.



 Une  corde  homogène  tendue  entre  deux  points  d'attache  prend  une



 forme  caractéristique  (figure  2).  Cette  forme  peut  être  calculée  en  sup-



posant  que  l'énergie  gravitationnelle  de  la  corde  est  minimale.  La  forme



 de  la  corde  est  donnée  par  la  courbe  représentative  de  la  fonction  z(x)



 où  x  est  la  coordonnée  horizontale.  Chaque  petit  élément  de  longueur



 Δl  de  la  corde  possède  un  poids  μ  g  Δl  et  se  trouve  à  l'altitude  z  (μ  est



 la  masse  par  unité  de  longueur,  g  l'accélération  de  la  pesanteur).  Son
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 énergie  gravitationnelle  est  z  g  Δl.  Pour  connaître  l'énergie  totale  de  la



 corde  E,  il  faut  donc  additionner  ces  petits  éléments,  c'est-à-dire  faire



 une  intégrale.  Supposons  que  nous  connaissions  la  solution,  et  effectuons



 une  petite  modification  de  la  forme  de  la  courbe  δz(x),  comme  indiqué  en



 pointillé  sur  la  figure  2.  Il  en  résulte  aussi  une  légère  modification  de  la



 pente  de  la  tangente  à  la  courbe  δz'(x)  et  donc  de  Δl.  Au  final  l'énergie



 totale  est  également  modifiée  d'une  quantité  δE.  C'est  ici  qu'intervient



 le  principe  de  moindre  action  :  il  impose  que  δE  soit  nul  pour  que  E  soit



 minimale.  On  en  déduit  que  les  deux  variations,  sur  z  et  Δl,  doivent  se



 compenser.  Cette  compensation  doit  se  produire  pour  toute  valeur  de  x,



 puisque  l'on  s'autorise  à  faire  varier  la  forme  de  la  courbe  en  n'importe



 quelle  position.  On  obtient  ainsi  une  condition  entre  z  et  ses  dérivées



 première  et  seconde,  qui  s'appelle  une  équation  différentielle.  Sa  réso-



lution  est  classique  et  la  courbe  obtenue  s'appelle  une  chaînette.  Il  est



 intéressant  de  remarquer  que  la  surface  caténoïde  d'une  bulle  de  savon



 est  engendrée  en  faisant  tourner  une  chaînette  autour  de  l'axe  de  symétrie



 des  deux  boucles  de  fil  de  fer.


 

 z

 Z

 X


 Figure  2.



 De  Newton  à  Lagrange



 Avant  les  idées  de  Lagrange  publiées  en  1788,  la  mécanique  est  basée



 sur  les  lois  de  Galilée  et  surtout  de  Newton.  L'objet  le  plus  simple  que



 l'on  puisse  considérer  est  le  point  matériel.  C'est  un  corps  dont  on  peut



 négliger  les  dimensions  lorsqu'on  décrit  son  mouvement.  Bien  entendu,
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 cette  possibilité  dépend  des  conditions  concrètes  de  tel  ou  tel  problème.



 Ainsi  on  peut  considérer  la  Terre  comme  un  point  matériel  lorsqu'on



 étudie  sa  rotation  autour  du  Soleil,  mais  évidemment  pas  lorsqu'on  consi-



dère  sa  rotation  diurne.  L'expérience  montre  que  le  mouvement  futur



 d'un  point  matériel  peut  être  déterminé  si  l'on  connaît  sa  position  et  sa



 vitesse  à  un  instant  initial  donné.  La  mécanique  newtonienne  stipule  que



 l'accélération,  c'est-à-dire  la  variation  de  vitesse  par  unité  de  temps,  est



 proportionnelle  à  la  force  exercée  sur  le  corps  et  à  sa  masse.  Dans  le



 cas  de  la  Terre,  la  force  est  l'attraction  gravitationnelle  du  Soleil,  et  la



 vitesse  varie  effectivement  en  direction,  puisque  la  Terre  tourne  autour



 du  Soleil  au  lieu  de  suivre  une  ligne  droite.  Le  principe  d'inertie  et  la  loi



 de  l'action  et  de  la  réaction  complètent  cet  édifice.  Ce  corpus  est  celui



 qui  est  enseigné  dans  les  études  secondaires  et  il  suffit  pour  résoudre  la



 plupart  des  problèmes  courants.



 La  mécanique  lagrangienne  utilise  le  principe  de  moindre  action  de



 la  façon  suivante  :  il  existe  une  quantité  L,  appelée  lagrangien,  qui  dépend



 de  la  position,  de  la  vitesse  et  du  temps.  Elle  est  reliée  à  l'action  A  –  au



 sens  de  Maupertuis  –  par  une  intégrale  sur  le  temps  t  entre  l'instant  de



 départ  t1  et  l'instant  d'arrivée  t2  :


 1

 =


 ∫t



 t2



 L(z,  z,t)dt


 A


 La  position  est  notée  z,  et  la  vitesse



 z



 .  Notre  problème  revient  alors



 à  déterminer  la  fonction  z(t)  qui  minimise  l'intégrale  A.



 Encadré  C1



 L'équation  d'Euler-Lagrange



 Nous  utilisons  la  notation  conventionnelle  en  mécanique  qui  consiste  à



 ajouter  un  point  supérieur  à  une  quantité  pour  désigner  sa  dérivée  par



 rapport  au  temps  (la  dérivée  est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rapport  de



 l'accroissement  d'une  fonction  à  l'accroissement  de  la  variable,  lorsque



 celui-ci  tend  vers  zéro).  Elle  se  note  donc  aussi  :



 z


 =


 dz  /dt


 .


 Inspirons-nous  de  la  méthode  décrite  pour  la  corde  du  paragraphe  pré-



cédent.  En  toute  généralité,  Euler  considère  le  problème  suivant  :  déter-



miner  la  fonction  z(t),  qui  minimise  l'intégrale


 b

 a

 I

 =

 ∫


 L(z,  z,t)dt



 ,  où  L



 est  une  fonction  connue,  dépendante  de  z(t),



 z(t)



 et  t.
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 Supposons  que  nous  connaissions  une  solution  et  effectuons  une  petite



 variation  δz(x),  mais  en  maintenant  les  extrémités  fixes,  c'est-à-dire



 δz(a)  =  δz(b)  =  0.  Mathématiquement  parlant,  L  est  une  fonction  de



 trois  variables.  Nous  les  considérons  comme  indépendantes,  même  si  au



 final  nous  cherchons  à  déterminer  la  position  et  la  vitesse  en  fonction



 du  temps.  Nous  introduisons  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  z,


 ∂

 ∂

 L

 z

 ,


 qui  est  simplement  la  dérivée  calculée  en  supposant  fixes  les  deux  autres



 variables.  Idem  pour


 ∂

 ∂

 L


 z



 .  La  variation  de  l'intégrale  est  :


 =


 (t)  +


 b

 a

 L

 L

 I

 z


 z(t)  dt


 z


 z


 ∂

 ∂

 δ

 δ

 δ

 ∂

 ∂

 

 

 

 ∫


 En  intégrant  par  parties  le  second  terme  (que  nous  laisserons  aux  mathé-



maticiens  experts),  on  peut  mettre  δz  en  facteur  puisque  par  définition


 (

 x

 )

 =


 (d


 /

 dt

 )

 z

 z

 δ

 δ

 

 .


 L'intégrale  doit  s'annuler  quel  que  soit  δz,  ce  qui



 conduit,  après  calcul,  à  l'équation  d'Euler-Lagrange  :


 [

 ]

 =

 1

 L

 d

 L

 z

 d

 t

 


 z


 

 ∂

 ∂

 ∂

 ∂

 

 


 Dans  cette  équation  on  fait  intervenir  la  dérivée  totale  d/dt,  où  l'on  tient



 compte  cette  fois  de  la  variation  de



 z



 avec  le  temps.



 Dans  le  cas  simple  d'un  point  matériel  en  mouvement  uniforme,



 l'action  définie  par  Maupertuis  est  proportionnelle  à  mvl,  où  l  est  la



 distance  parcourue.  Mais,  puisque  la  vitesse  est  constante,  l  =  v  (t2  –  t1).



 On  en  déduit  que  la  fonction  de  Lagrange  est  proportionnelle  à  mv2.  Pour



 faire  le  lien  avec  la  mécanique  newtonienne,  on  l'identifie  à  l'énergie



 cinétique  :



 L  =  1/2  mv2



 Dans  le  cas  général,  un  point  matériel  est  soumis  à  une  force  et  son



 mouvement  n'est  pas  uniforme.  Supposons  que  cette  force  ne  dépende  que



 de  la  position  dans  l'espace,  et  pas  du  temps  ni  de  la  vitesse.  Il  s'agira  par



 exemple  du  poids  dû  à  la  gravitation  terrestre.  Ajoutons  donc  à  la  fonc-



tion  de  Lagrange  une  fonction  –  V(z)  qui  ne  dépende  que  de  la  position



 verticale  :



 L  =  1/2  mv2  –  V
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 En  utilisant  l'équation  d'Euler-Lagrange  [1],  on  trouve,  après  calcul1,



 la  formule  :


 [

 ]

 =

 F

 2

 V


 mz  =  –


 z

 ∂

 ∂


 Ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  loi  fondamentale  de  Newton,  puisque



 z



 est  la  dérivée  seconde  de  la  position  par  rapport  au  temps,  c'est-à-dire



 l'accélération.  Le  terme  de  droite  est  la  force  F,  qui  est  la  dérivée  par



 rapport  à  z  de  l'énergie  potentielle  précédée  d'un  signe  moins.  On  voit  que



 la  fonction  de  Lagrange  générale  est  égale  à  la  différence  entre  l'énergie



 cinétique  et  l'énergie  potentielle.



 Quel  est  l'intérêt  de  la  formulation  lagrangienne  par  rapport  à  la



 formulation  newtonienne  de  la  mécanique  ?  L'expression  mathématique



 en  est  a  priori  plus  compliquée  (fonctions  de  plusieurs  variables,  dérivées



 partielles  et  totales)  et  finalement  on  retombe  sur  la  même  équation  dif-



férentielle  [2].  Mais  nous  avons  raisonné  jusqu'ici  sur  la  dynamique  d'un



 point  en  une  seule  dimension.  Pour  un  mouvement  dans  l'espace  à  trois



 dimensions  (notées  x,  y,  z)  le  lagrangien  s'écrit  :



 L  =  1/2  mv2  –  V(x,  y,  z)



 C'est  donc  une  fonction  de  six  variables  (les  trois  coordonnées  d'es-



pace  et  les  trois  composantes  de  la  vitesse  vx,  vy  et  vz).  Il  y  a  trois  équations



 d'Euler-Lagrange  à  résoudre,  de  même  qu'il  y  aurait  trois  équations  newto-



niennes  [2].  Cependant,  s'il  existe  une  condition  qui  limite  le  mouvement,



 par  exemple  si  le  point  ne  peut  se  déplacer  que  sur  un  cercle,  il  n'existe



 en  fait  qu'une  seule  variable  du  mouvement,  qui  est  simplement  l'angle  de



 rotation.  Dans  ce  cas,  on  peut  écrire  directement  le  lagrangien  en  fonction



 de  cet  angle,  et  le  problème  se  réduit  à  une  seule  équation.



 Dans  le  cas  le  plus  général  d'un  ensemble  de  N  points  évoluant  dans



 l'espace  à  trois  dimensions,  le  lagrangien  est  une  fonction  de  6N  variables.



 Le  système  mécanique  a  souvent  des  contraintes,  en  particulier  lorsque



 certains  points  sont  connectés  ensemble  par  des  liaisons  rigides,  comme



 c'est  le  cas  pour  un  corps  solide.  Dans  ce  cas,  le  nombre  de  degrés  de



 liberté  du  système  est  inférieur  à  3N  et  il  est  utile  d'écrire  le  lagrangien



 en  fonction  de  variables  qui  ne  sont  pas  les  coordonnées  d'espace,  mais



 des  coordonnées  généralisées  notées  qi.  L'action  devient  :


 1.

 (

 )

 2

 1/

 2

 =

 d

 

 L

 

 d


 mz



 mz


 dt

 


 z    =  dt


 ∂

 ∂

 =

 –

 L

 V

 ∂

 ∂

 z

 z

 ∂

 ∂
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 1

 =


 ∫t



 t2



 L(q1,  q2  ,  ...,  qS  ,  q1,  q2  ,...,  qS  ,  t)  dt


 A


 L'indice  i  varie  de  1  à  s,  où  s  est  le  nombre  de  degrés  de  liberté,



 et  il  y  a  donc  s  équations  d'Euler-Lagrange  à  résoudre  simultanément.



 La  résolution  par  la  méthode  de  Newton  supposerait  de  tenir  compte  des



 interactions  entre  points  par  la  loi  de  l'action  et  de  la  réaction,  ce  qui  serait



 plus  calculatoire  et  surtout  moins  général.



 La  relativité  de  Galilée



 Lorsqu'on  parle  de  la  théorie  de  la  relativité,  on  pense  immédiatement



 à  Einstein  et  à  E  =  mc2.  Il  est  exact  qu'il  a  démontré  que  le  temps  s'écoule



 différemment  pour  des  observateurs  en  mouvement  et  que  la  mesure  de  la



 longueur  d'un  objet  varie  avec  sa  vitesse.  De  là  à  conclure  par  l'expres-



sion  simpliste  «  tout  est  relatif  »,  il  n'y  a  qu'un  pas  souvent  franchi  sans



 discernement.  Nous  examinerons  cette  théorie  dans  un  prochain  chapitre  et



 nous  verrons  qu'elle  est  basée  sur  le  fait  que  la  lumière  est  une  constante



 universelle  de  la  physique.  C'est  une  quantité  absolue,  tout  n'est  donc  pas



 relatif  !  Einstein  lui-même  a  d'ailleurs  un  peu  regretté  plus  tard  le  choix



 de  cette  dénomination.



 En  fait,  il  existe  aussi  un  principe  de  relativité  en  mécanique  clas-



sique,  qui  date  des  débuts  de  cette  science.  Tout  mouvement  devant  être



 décrit  dans  un  système  de  coordonnées  d'espace  et  dans  le  temps,  on  peut



 se  poser  la  question  de  trouver  les  repères  dans  lesquels  la  description



 sera  la  plus  simple.  L'expérience  montre  qu'il  existe  une  infinité  de  tels



 repères,  animés  les  uns  par  rapport  aux  autres  d'un  mouvement  rectiligne



 et  uniforme.  Ces  repères  sont  nommés  galiléens.  Dans  ces  repères,  les



 propriétés  de  l'espace  et  du  temps  sont  les  mêmes,  ainsi  que  les  lois  de  la



 mécanique.  C'est  le  principe  de  relativité  de  Galilée.  Un  exemple  simple  :



 assis  dans  un  wagon  de  chemin  de  fer  dans  une  gare,  observez  les  autres



 trains  par  la  fenêtre.  Lorsque  vous  voyez  le  train  voisin  qui  commence  à



 se  déplacer,  est-ce  vraiment  lui  qui  part,  ou  votre  train  qui  part  dans  l'autre



 sens  ?  Il  est  impossible  de  le  savoir  car  les  deux  repères  sont  galiléens2.  Par



 2.  Cela  n'est  vrai  que  si  l'on  se  limite  aux  déplacements  horizontaux.  À  cause  de  la  gravité



 terrestre,  les  mouvements  verticaux  obéissent  à  une  loi  plus  complexe.
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 contre,  dès  que  votre  train  freinera  brutalement,  ou  bien  lorsqu'il  abordera



 un  virage  serré,  vous  ressentirez  une  accélération,  signe  que  votre  repère



 devient  momentanément  non  galiléen.



 Supposons  que  l'on  passe  d'un  repère  galiléen  à  un  autre  dont  la



 vitesse  relative  est  donnée  par  le  vecteur  V.  Le  vecteur  r,  représentant



 la  position  dans  le  premier  repère,  est  lié  au  vecteur  r',  représentant  la



 position  dans  le  second  repère,  par  la  relation  :



 r  =  r'  +  Vt  [3]



 Dans  la  mécanique  de  Galilée,  on  admet  que  le  temps  est  universel,



 c'est-à-dire  que  t  =  t'.  Ces  deux  relations  forment  ce  que  l'on  appelle  les



 transformations  de  Galilée.  En  divisant  la  relation  [3]  par  t,  ou  en  dérivant



 par  rapport  à  t,  on  obtient  la  loi  de  transformation  des  vitesses  :



 v  =  v'  +  V



 où  l'on  voit  que  toute  vitesse  (en  particulier  celle  de  la  lumière)  est


 relative.


 La  formulation  lagrangienne  de  la  mécanique  se  prête  particulièrement



 bien  à  l'utilisation  des  propriétés  générales  de  l'espace  et  du  temps.  Par



 exemple,  on  peut  prouver  que  les  transformations  de  Galilée  impliquent  que



 pour  un  point  matériel  libre,  c'est-à-dire  non  soumis  à  une  influence  exté-



rieure,  la  fonction  de  Lagrange  est  proportionnelle  à  la  masse  multipliée  par



 la  vitesse  au  carré.  Autrement  dit,  le  principe  de  relativité  de  Galilée  permet



 de  retrouver  l'expression  de  l'action  posée  par  Maupertuis.  L'application



 des  équations  d'Euler-Lagrange  montre  alors  que  les  trois  composantes  du



 vecteur  vitesse  sont  constantes.  Ce  n'est  pas  autre  chose  que  la  loi  de  l'iner-



tie,  pressentie  déjà  par  Galilée  puis  énoncée  par  Newton  :  tout  mouvement



 libre  s'effectue  avec  une  vitesse  constante  en  grandeur  et  en  direction.



 L'origine  des  lois  de  conservation



 Pour  simplifier  les  problèmes  de  mécanique,  il  est  toujours  intéressant



 de  savoir  si  certaines  quantités  dynamiques  sont  conservées  au  cours  d'un



 mouvement.  Supposons  que  nous  connaissions  un  système  comprenant  de



 nombreux  points  matériels,  décrit  en  toute  généralité  par  un  lagrangien  avec



 les  coordonnées  généralisées  qi.  Pour  simplifier  l'écriture  nous  n'écrivons



 qu'une  seule  coordonnée,  l'indice  i  symbolisant  l'ensemble  des  s  degrés



 de  liberté  :



 L(qi,  qi,  t)


 .
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 Commençons  par  étudier  ses  propriétés  en  admettant  que  le  temps  est



 homogène.  Nous  entendons  par  là  que,  une  fois  lancée  avec  les  mêmes  condi-



tions  initiales,  l'évolution  du  système  sera  la  même,  que  l'on  commence  à  un



 instant  quelconque  ou  à  n'importe  quel  autre  instant  postérieur.  Une  autre  façon



 de  l'exprimer  est  de  dire  que  le  problème  est  invariant  par  translation  dans



 le  temps.  Mathématiquement,  cela  se  traduit  par  le  fait  que  la  variable  temps



 n'intervient  pas  dans  l'expression  du  lagrangien  :



 L(qi,  qi,  t)  =  L(qi,  qi)


 .


 Encadré  C2



 Les  lois  de  conservation



 Le  lagrangien  ne  dépend  plus  explicitement  du  temps,  donc  la  dérivée



 totale  par  rapport  au  temps  s'écrit  :


 i

 dL

 L

 L


 qi


 +

 dt

 =

 q


 qi  qi


 ∂

 ∂

 ∂

 ∂


 ∑i



 ∑i



 Le  signe  somme



 ∑i



 représente  la  somme  des  termes  pour  toutes  les



 valeurs  de  l'indice  i.  Le  premier  terme  du  second  membre  peut  être



 remplacé,  grâce  aux  équations  de  Lagrange,  par


 d

 L

 dt


 qi


 ∂

 ∂


 ∑i



 ce  qui  aboutit  à  :


 dL

 d

 

 L

 dt

 =


 qi  qi


 

 ∂

 ∂

 


 ∑i  dt  



 et  finalement,  la  quantité  :


 L

 E

 =


 qi  –  L


 ∂

 ∂


 ∑i  qi


 [4]


 est  constante  au  cours  du  temps.



 La  quantité  E  définie  dans  la  formule  [4]  de  l'encadré  est  l'énergie,



 bien  connue  en  mécanique  newtonienne.  On  peut  le  vérifier  facilement  sur



 la  formule  simple  d'un  point  matériel.  Dans  ce  cas  nous  avions  trouvé  le



 lagrangien  égal  à  :



 1/2mv2  –  V(x,  y,  z)



 L'application  de  la  formule  [4]  donne  comme  il  se  doit  l'énergie



 totale  comme  somme  de  l'énergie  cinétique  et  de  l'énergie  potentielle  :



 E  =  1/2mv2  +  V(x,  y,  z)
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 Ce  résultat  se  généralise  au  cas  d'un  ensemble  de  N  points  qui  inter-



agissent  entre  eux,  pourvu  que  le  potentiel  ne  dépende  que  des  coordonnées



 d'espace  :



 E=



 ∑i  1  2  mivi2  +  V  (r1,  ...,  rN  )



 Ce  résultat  va  beaucoup  plus  loin  qu'une  simple  manipulation



 mathématique,  il  nous  montre  qu'une  propriété  fondamentale  du  concept



 de  temps,  son  homogénéité,  est  intimement  liée  à  la  conservation  d'une



 quantité  mécanique,  l'énergie.  Raisonnons  par  l'absurde  :  supposons



 qu'une  loi  physique  varie  au  cours  du  temps.  La  gravitation,  par  exemple,



 serait  moins  intense  la  nuit  que  le  jour.  On  pourrait  soulever  des  poids



 la  nuit,  les  laisser  redescendre  dans  la  journée,  et  récupérer  ainsi  plus



 d'énergie  que  celle  dépensée  une  demi-journée  plus  tôt  :  la  loi  de  la



 conservation  de  l'énergie  serait  violée.  Un  tel  phénomène  permettrait



 de  construire  un  moteur  perpétuel,  hélas  totalement  contraire  aux  lois



 de  la  physique  !



 Continuons  par  les  propriétés  de  l'espace.  L'homogénéité  de  l'espace



 s'exprime  en  écrivant  que  le  lagrangien  est  invariant  par  une  translation,  et



 donc  que  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  chaque  composante  du  vecteur



 de  translation  est  nulle.  Un  raisonnement  tout  à  fait  analogue  au  précédent



 aboutit  à  la  conservation  de  l'impulsion  (nous  conserverons  dans  la  suite



 cette  dénomination  plutôt  que  celle  –  un  peu  ancienne  –  de  quantité  de



 mouvement).  Pour  un  point  matériel,  elle  est  égale  à  la  masse  multipliée



 par  la  vitesse  :



 p  =  mv



 L'impulsion  est  donc  conservée  si  le  lagrangien  ne  dépend  pas  des



 coordonnées  d'espace,  c'est-à-dire  si  l'énergie  potentielle  V  est  constante.



 Pour  un  ensemble  de  N  points,  l'impulsion  totale  est  égale  à  la  somme



 des  impulsions.  Mais  il  n'est  pas  nécessaire  que  l'énergie  potentielle  soit



 constante,  il  suffit  qu'elle  soit  invariante  par  translation.  C'est  le  cas  si



 les  interactions  entre  deux  masses  ne  dépendent  que  de  la  différence  des



 vecteurs  positions  :



 V(ri  –  rj)



 Ainsi  l'impulsion  de  la  Terre  en  rotation  autour  du  Soleil  n'est  pas



 conservée,  puisqu'elle  est  soumise  à  son  attraction  dont  le  centre  est  bien



 localisé  dans  l'espace.  Par  contre,  si  l'on  considère  le  système  constitué
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 par  le  Soleil  et  la  Terre,  son  impulsion  totale  est  conservée.  Une  autre



 façon  de  formuler  la  même  propriété  est  de  dire  que  le  centre  de  gravité



 Soleil-Terre  se  comporte  comme  un  objet  libre.



 Pour  terminer,  intéressons-nous  à  une  autre  propriété  de  l'espace,



 l'isotropie.  Il  s'agit  ici  d'utiliser  le  fait  que  toutes  les  directions  de  l'es-



pace  sont  équivalentes.  Il  se  traduit  mathématiquement  en  écrivant  que  le



 lagrangien  est  invariant  pour  n'importe  quelle  rotation  dans  l'espace  à  trois



 dimensions.  La  quantité  conservée  dans  ce  cas  est  le  moment  cinétique,



 égal  au  produit  de  la  masse  par  la  vitesse  et  par  le  rayon  de  giration.  Sa



 définition  complète  fait  appel  au  produit  vectoriel,  mais  on  peut  en  donner



 une  approche  intuitive.  Lorsqu'une  patineuse  effectue  une  pirouette,  elle



 tourne  sur  elle-même  bras  étendus  (figure  3).  Quand  elle  rapproche  ses



 bras  du  corps,  on  voit  sa  vitesse  de  rotation  s'accélérer  au  point  que  l'œil



 a  du  mal  à  la  suivre.  En  rapprochant  ses  bras,  elle  diminue  la  distance



 moyenne  des  masses  qui  constituent  son  corps,  en  conséquence  sa  vitesse



 de  rotation  doit  augmenter  pour  que  le  moment  cinétique  soit  conservé.



 Figure  3.



 La  mécanique  de  Hamilton



 Les  lois  de  conservation  décrites  dans  le  paragraphe  précédent  ont  été



 généralisées  en  1918  par  la  mathématicienne  allemande  Emmy  Noether.  Son



 théorème  a  été  qualifié  par  Einstein  de  «  monument  de  la  pensée  mathéma-



tique  ».  Fille  d'un  mathématicien,  sa  vocation  est  pourtant  tardive  et  son



 parcours  difficile,  à  une  époque  où  les  femmes  ne  peuvent  pas  enseigner
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 à  l'université.  Après  sa  thèse,  elle  enseigne  cependant  gratuitement…  avec



 l'accord  et  sous  le  nom  de  David  Hilbert,  chef  de  file  de  l'école  mathé-



matique  allemande.  Elle  est  finalement  rémunérée,  mais  doit  émigrer  aux



 États-Unis  où  elle  meurt  en  1935  à  53  ans.  En  simplifiant  la  formulation



 mathématique,  on  peut  résumer  son  théorème  de  la  façon  suivante  :  si  un



 système  possède  une  propriété  de  symétrie  continue,  il  existe  des  quantités



 correspondantes  qui  sont  conservées  au  cours  du  temps.  Ce  théorème  peut



 être  généralisé  au  champ  électromagnétique  et  à  d'autres  champs  de  forces



 dans  l'espace-temps  à  quatre  dimensions  utilisé  en  physique  relativiste.



 Il  peut  même  être  étendu  à  des  structures  mathématiques  plus  abstraites



 comme  les  espaces  non  euclidiens  de  dimension  quelconque.  Il  est  utilisé



 en  physique  quantique  et  dans  son  extension  relativiste,  la  théorie  quantique



 des  champs,  sous  une  forme  élaborée  dans  les  années  1950  par  Ward  et
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