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Avant-propos





L’impressionnisme peut être vu comme une volonté de regarder l’essentiel sans s’encombrer des « détails ». Cette attitude, appliquée à la science, permet de décrire le monde qui nous entoure en en dégageant les mécanismes dominants. Il faut réduire un problème à son épure pour en avoir une description à la fois simple et générique et ainsi en extraire la physique sous-jacente. Car l’objectif n’est pas simplement de décrire mais avant tout de comprendre les phénomènes présentés. Cette démarche structure chacune des pages de ce livre.

Le moyen le plus simple de présenter une telle description est de l’écrire sous la forme d’une loi, au sens mathématique du terme, mais sans la complexité qui l’accompagne d’ordinaire. Avec un bagage mathématique réduit à son plus simple appareil, nous aboutirons à des lois de la nature tout à la fois simples et universelles. Ces relations, indépendantes de l’échelle considérée, sont appelées lois d’échelle. Comme elles sont par essence génériques, elles permettent d’apporter un peu d’unité dans l’extraordinaire diversité et complexité du monde qui nous entoure. Selon les cas, une loi pourra décrire tous les mammifères, de la musaraigne à la baleine, ou tout ce qui vole, du moustique à l’Airbus, ou tout ce qui nage, tombe ou flotte.

Jean Perrin, prix Nobel de physique (1926) et fondateur du Centre national de la recherche scientifique (CNRS), disait que la science consiste à « découvrir des principes simples cachés par la complexité du réel ». C’est exactement ce que nous allons faire avec notre approche impressionniste : éclairer les ingrédients essentiels du système observé, découvrir les lois qui décrivent une réalité d’apparence complexe, et les interpréter pour en dégager toute la compréhension accessible. Par cette démarche, nous nous faisons l’écho de toute une école de pensée, une méthode scientifique dont un autre prix Nobel de physique (1991), Pierre-Gilles de Gennes, fut l’une des figures de proue les plus emblématiques.

Les lois d’échelle sont un formidable outil de vulgarisation. Elles apportent un formalisme simple mais extrêmement puissant, qui permet de discuter des mécanismes à l’origine d’une variété considérable de sujets, sans s’embarrasser de détails. Cet ouvrage s’adresse donc à une communauté d’amateurs de science au sens large, à travers des questions diverses, souvent fondamentales et a priori complexes : quelle est la forme d’un arbre ? Comment la taille d’un animal influence-t-elle son apparence, sa consommation de nourriture ou son espérance de vie ? Comment marche un homme, vole un oiseau ou nage un poisson ? Comment estimer la puissance nécessaire à un sous-marin ou un navire ? Quel est le point commun entre une bulle et une tempête de sable ? Quelle est la forme d’une goutte ? Le lectorat un peu plus familier avec l’outil mathématique trouvera aussi deux interludes, et quelques encadrés, où sera abordée la méthode permettant de déterminer ces lois d’échelle : l’analyse dimensionnelle. Les relations seront écrites en ne raisonnant que sur les dimensions de chaque grandeur : c’est élémentaire et extrêmement efficace.

Bonne promenade au cœur du simple et de l’universel !







CHAPITRE 1

Biologie : taille et conséquences





À la fin du XVIIe siècle, avec la découverte du spermatozoïde par Antoni Van Leeuwenhoek, une théorie du développement embryonnaire prend son essor : la théorie de la préformation. Elle affirme que tous les hommes et les animaux préexistent en miniature dans le sperme ou l’ovule des parents. Une image publiée en 1694, depuis devenue iconique en embryologie, montre un être humain miniature dans un spermatozoïde (figure 1.1). Selon cette théorie, soutenue par l’Église, Dieu a créé tous les organismes à la naissance du monde, et ils sont tous imbriqués les uns dans les autres comme une famille infinie de poupées russes. Lorsque commence la grossesse, l’homme miniature grandit en conservant ses proportions. Aujourd’hui considérée comme farfelue, cette théorie était parfaitement crédible à l’époque ; elle est notamment présentée dans l’Encyclopédie de Diderot et d’Alembert, au milieu du XVIIIe siècle. Parmi les nombreuses invraisemblances de cette théorie, celle sur laquelle nous allons revenir dans ce chapitre est la forme de l’homme miniature. En effet, une tête de spermatozoïde n’excédant pas 5 microns (environ dix fois moins que l’épaisseur d’un cheveu), l’homme représenté sur la figure 1.1 est environ 400 000 fois plus petit qu’un adulte humain, tout en ayant exactement les mêmes proportions !

[image: Figure 1.1. Homme contenu dans une tête de spermatozoïde (Nicolaas Hartsoeker, 1694).]

Figure 1.1. Homme contenu dans une tête de spermatozoïde (Nicolaas Hartsoeker, 1694).


En accord avec notre intuition, on va voir que deux êtres de tailles très différentes ne peuvent pas avoir la même forme. La taille d’un organisme contraint en effet toutes sortes de processus mécaniques et biologiques qui influencent sa forme. Typiquement, augmenter la taille d’un organisme nécessite une modification de sa structure et de ses fonctions vitales. Il faut qu’il puisse continuer à tenir sur ses pattes sans s’effondrer, mais aussi qu’il soit capable de fournir suffisamment d’énergie à son organisme pour vivre. On verra ainsi pourquoi araignées géantes, Lilliputiens et autres King Kong ne peuvent exister, et pourquoi la nature a été dans l’obligation d’associer, à tout changement important de taille, des modifications profondes de l’organisme. Il s’avère ainsi que la taille est un excellent moyen de décrire la vie qui nous entoure, un prisme formidablement pratique par lequel observer les êtres vivants. Mais il faut pour cela un outil qui permette de relier la taille et les effets qu’elle produit, un moyen d’exprimer une caractéristique d’un animal ou d’une plante en fonction de son échelle. Cet outil, qui va constituer le fil rouge de tout ce livre, nous est fourni par les mathématiques, et répond au nom de lois d’échelle.

Ces lois d’échelle, aussi appelées « relations allométriques » par les biologistes, vont permettre de révéler simplement des comportements biologiques ou mécaniques d’une stupéfiante universalité. Grâce à elles, nous pourrons trouver la force maximale d’un homme en fonction de sa taille, comprendre la forme des os des vertébrés, et même estimer l’énergie dépensée par un mammifère en fonction de sa masse. Nous verrons que grâce à ces lois, la taille d’un mammifère permet d’en apprendre énormément sur lui. Après avoir dompté l’abstraction inhérente à l’outil mathématique, il restera à s’émerveiller de ce que des processus si complexes puissent s’exprimer avec une si grande simplicité.

Dans ce chapitre, on introduira le concept de loi d’échelle et le cadre mathématique nécessaire. On examinera les conséquences de la taille d’un organisme sur quelques-unes de ses caractéristiques fondamentales, et on verra parmi les lois les plus générales et les plus fondamentales que la biologie peut nous offrir. Nous pourrons ensuite répondre à des questions aussi diverses que : pourquoi n’existe-t-il pas d’humanoïde géant ? Les arbres ont-ils tous la même forme ? Quelle quantité de nourriture doit consommer un éléphant pour rester en vie ? Quelle est la fréquence cardiaque d’une musaraigne ? Pourquoi les gros mammifères vivent-ils plus longtemps que les petits ? Quelle est la différence de population de moustiques et d’éléphants dans la savane sud-africaine ?


Toutes proportions gardées…

La relation entre taille et forme dans la nature est un sujet discuté depuis longtemps, et nous en verrons plusieurs exemples historiques au cours de ce chapitre. Néanmoins, le premier à avoir vraiment abordé la question est probablement le biologiste et mathématicien écossais D’Arcy Thompson (1860-1948), auteur d’un livre tout à fait singulier dont la première édition a été publiée en 1917 : On Growth and Form (Forme et croissance). Sa thèse centrale consiste à attribuer un rôle majeur à la physique et à la mécanique dans la sélection des formes des organismes vivants, considérés comme des objets matériels. Le morphologiste devient alors de facto physicien.

C’est la voie que nous suivrons dans ce chapitre et, comme D’Arcy Thompson dans son premier chapitre intitulé « On magnitude », on commencera par le cas le plus simple, celui où tout changement de taille s’accompagne d’une conservation des proportions. Cette transformation s’appelle, en géométrie euclidienne, une « similitude ». Nous nous servirons des exemples qui illustreront ce concept simple pour introduire naturellement les outils mathématiques élémentaires utiles tout au long de cet ouvrage.


Deux objets sont semblables si…

… toutes les longueurs ont été multipliées par la même valeur ou, autrement dit, si toutes les proportions sont les mêmes. Deux objets semblables ont donc exactement la même forme, mais pas forcément la même taille. C’est le cas de deux carrés ou deux cercles de côtés ou de rayons différents. Si, en revanche, le carré se transforme en rectangle ou le cercle en ovale, alors les proportions n’ont pas été conservées, une dimension de l’objet a augmenté plus que l’autre, changeant ainsi la forme de l’objet. L’exemple de similitude le plus populaire est la famille de poupées russes trônant sur de nombreux buffets à travers le monde, et illustré sur la figure 1.2, où toutes les matriochkas sont semblables.

[image: Figure 1.2. Famille de matriochkas. Ce jouet, présenté pour la première fois hors de Russie à l’Exposition universelle de Paris en 1900, est constitué d’une famille de poupées semblables, c’est-à-dire qui ont la même forme, les mêmes proportions, mais une taille différente. Le rapport d’agrandissement entre chaque poupée est ici de 150 %.]

Figure 1.2. Famille de matriochkas. Ce jouet, présenté pour la première fois hors de Russie à l’Exposition universelle de Paris en 1900, est constitué d’une famille de poupées semblables, c’est-à-dire qui ont la même forme, les mêmes proportions, mais une taille différente. Le rapport d’agrandissement entre chaque poupée est ici de 150 %.


Dans le monde animal ou végétal, il existe quelques cas où la croissance complète, de la naissance à la mort, se fait en conservant les proportions, et où les organismes de cette espèce sont tous semblables quel que soit leur âge. C’est le cas de certaines grenouilles, de certaines salamandres (Batrachoseps) ou de certaines petites plantes (Dictyostelium discideum). Mais ces exemples restent rares. Les cas dans lesquels les proportions entre petits et adultes changent drastiquement sont bien plus fréquents. En revanche, entre adultes d’une même espèce, lorsque la taille varie peu, il est fréquent d’observer en moyenne une réelle similitude : plus un individu de cette espèce sera grand, plus il sera large, plus ses membres seront longs, etc.




Proportionnalité et similitude

[image: Figure 1.3. Les deux rectangles sont semblables : leur taille est différente mais leur forme est la même ; le rapport entre les deux côtés y/x est identique (y/x = 1/2). Le graphique de droite présente la relation de similitude y = bx, où la pente b de la droite est égale à un demi : y/x = b = 1/2.]

Figure 1.3. Les deux rectangles sont semblables : leur taille est différente mais leur forme est la même ; le rapport entre les deux côtés y/x est identique (y/x = 1/2). Le graphique de droite présente la relation de similitude y = bx, où la pente b de la droite est égale à un demi : y/x = b = 1/2.


Introduisons une première pincée de formalisme mathématique. On a vu que, lorsque deux objets sont semblables, leurs proportions sont conservées. C’est le cas de deux cercles ou de deux carrés qui, par définition, ont toujours la même forme. Deux rectangles aussi peuvent être semblables, il suffit que leur petit côté y et leur grand côté x soient changés dans les mêmes proportions. Ils auront alors des tailles différentes mais le rapport de leurs deux longueurs (y/x) sera toujours le même, comme c’est le cas des rectangles de la figure 1.3.

Il en va de même pour deux individus semblables, comme les membres d’une famille de matriochkas : toutes les proportions sont constantes et donc le rapport de deux longueurs, quelles qu’elles soient, sera constant. Autrement dit, si y est la dimension de la tête et x la taille totale de ces individus semblables, la relation de proportionnalité suivante entre la tête et le corps devra être respectée :

 

y ∝ x,

 

où le symbole ∝ signifie « est proportionnel à », qui peut s’écrire autrement :

 

y = bx,

 

où b est une constante de proportionnalité. Ces relations sont des relations de similitude.

Comme pour les deux rectangles semblables, le rapport y/x sera toujours le même : la dimension de la tête reste proportionnelle à la taille totale. Nous avons tracé cette relation sur le graphique de la figure 1.3 : pour x = 1 on a y = b, pour x = 2, y = 2b… On a ainsi une droite de pente b. Pour ces relations de proportionnalité, la pente n’est autre que le rapport entre y et x. Sur la droite, nous avons représenté deux segments, et noté leur longueur : b et 1. Leur rapport (b/1) indique la pente de la droite. Les pentes de la plupart les droites de cet ouvrage seront indiquées de cette manière.




Premiers exemples de similitude dans la nature

Il n’y a pas que dans les familles de matriochkas que les proportions sont conservées entre deux individus de taille différente. Un des exemples les plus connus fut suggéré par Léonard de Vinci vers 1492 dans son fameux dessin intitulé Étude des proportions du corps humain selon Vitruve et schématisé sur la figure 1.4. En effet, en inscrivant un homme dans un cercle et un carré, il a représenté les proportions du corps humain, suggérées comme étant les plus courantes chez l’homme adulte. Le texte accompagnant le dessin commence de la façon suivante : « Vitruve dit, dans son ouvrage sur l’architecture : la Nature a distribué les mesures du corps humain comme ceci », et suit l’énoncé d’une vingtaine de relations de similitude dans le corps humain. Il écrit par exemple que « la longueur des bras étendus d’un homme est égale à sa hauteur », c’est-à-dire, en notant x la taille de l’homme et y la longueur des bras étendus, y = x, soit une similitude y = bx avec un coefficient de proportionnalité égal à 1. Il écrit aussi que « depuis le bas du menton jusqu’au sommet de la tête, il y a un huitième de la hauteur d’un homme », énoncé que nous pouvons formaliser par y = (1/8)x, où y est la distance du menton au haut du crâne.

[image: Figure 1.4. Les proportions du corps humain, d’après Léonard de Vinci.]

Figure 1.4. Les proportions du corps humain, d’après Léonard de Vinci.


Léonard de Vinci, en citant et en illustrant Vitruve de cette manière, suppose que les hommes adultes sont semblables en moyenne. Cette notion de moyenne est importante : si deux adultes sont pris au hasard, personne ne s’attend à ce qu’ils soient exactement semblables. Prenons un individu petit et fort, et un autre grand et maigre ; ils ne sont absolument pas proportionnels l’un à l’autre. En revanche, ce que suggère ce texte de Léonard de Vinci, c’est qu’en prenant un grand nombre d’individus, il est possible de trouver de nombreuses relations de similitude entre eux.

Le chant et l’ouïe des animaux sont un autre exemple biologique de conservation des proportions. En effet, dans certains groupes de mammifères, la longueur des cordes vocales et le rayon des tympans, ces délicats petits tambours, sont proportionnels à la taille de l’animal, c’est-à-dire que plus l’animal est grand, plus ses cordes vocales et ses tympans sont grands. D’autre part, nous savons par expérience que le son d’un instrument de musique devient plus grave, c’est-à-dire que sa fréquence diminue, quand ses dimensions augmentent. Nous pouvons en conclure qu’un grand animal a une voix plus grave qu’un petit. Pour qu’il puisse entendre ses congénères, ses tympans devront aussi être adaptés à ces basses fréquences, ce qui l’empêchera sans doute d’entendre le son produit par des animaux plus petits. Enfin, nous savons que les sons de basses fréquences (graves) voyagent plus loin que les hautes fréquences (aiguës) : les premiers sons entendus à l’approche d’un concert sont toujours les basses. Prenons alors comme exemple les baleines, dont la majorité des espèces émettent des sons graves, autour de 15-20 hertz (Hz), trop graves pour être perçus par l’homme (dont le spectre audible s’étend généralement de 20 à 20 000 hertz), et qui peuvent voyager sur plus de 3 000 kilomètres. On voit ainsi que l’appareil de production sonore d’un animal, son appareil de réception et la distance parcourue par son chant semblent proportionnels à sa taille. Si des animaux d’une taille équivalente peuvent s’entendre, ils sont, en général, sourds aux espèces d’animaux de tailles très différentes. Il existe, par exemple, des appareils à ultrasons dont les fréquences sont absolument insoutenables pour les taupes, les souris et autres rats, mais qui sont complètement inaudibles pour l’homme. En analysant le son émis par un animal, il est donc possible d’avoir une idée de sa taille.




Loi de puissance et exposants

Nouveau soupçon de notions mathématiques : cet ouvrage est entièrement dédié aux lois d’échelle, qui sont ce qu’on appelle en mathématiques des lois de puissance, c’est-à-dire une relation entre deux quantités x et y qui peut s’écrire de la façon suivante :

y ∝ xk,

où k est une constante, dite exposant, ou puissance. Cette relation peut encore s’écrire y = bxk, où b est la constante de proportionnalité. Le cas simple, vu précédemment, où x est proportionnel à y, est donc une loi de puissance particulière, où l’exposant k vaut 1. La loi de puissance est la formulation mathématique la plus complexe que nous verrons dans cet ouvrage, mais elle est aussi l’outil indispensable à l’étude des lois d’échelle. Nous introduisons dans les deux encadrés qui suivent les règles utiles à leur maniement.


Règles de jonglage avec les exposants


Comme nous allons manier constamment des lois de puissance, nous devrons jongler avec les exposants ; quelques notions élémentaires s’imposent :

• Le carré de x, ou « x puissance 2 », s’écrit x2. Le cube de x, ou « x puissance 3 », s’écrit x3, etc.

• Une variable (x) élevée à une certaine puissance (a) peut être multipliée et divisée par la même variable élevée à une autre puissance (b), ou élevée à une nouvelle puissance (b), de la façon suivante :

xa × xb = xa + b

xa/xb = xa – b

(xa)b = xa×b.

On a par exemple :

x2 × x3 = x5, ou : (x2)3 = x6.

• Nous pouvons déduire de ce qui précède que

ya = xb

peut aussi bien s’écrire :

y = xb/aen élevant les deux termes de l’équation à la puissance 1/a. Par exemple, y2 = x3 devient x = y2/3. Notons que nous ne considérerons dans cet ouvrage que des variables x et y positives.






Exposants nuls et négatifs


Toute variable élevée à une puissance nulle est égale à 1 :

x0 = 1.

D’autre part, élever une variable (x) à une puissance négative (– a) est équivalent à diviser par la même variable élevée à la même puissance mais positive :

[image: Illustration]

Relation que l’on peut retrouver en mélangeant plusieurs des règles précédentes :

[image: Illustration]









De la taille à la masse pour des organismes semblables

Dans le domaine de la morphologie, il serait bien restrictif de ne s’intéresser à la dimension d’un individu que dans une seule direction. En effet, pour définir la forme d’un objet, il nous faut connaître sa taille dans les trois directions de l’espace. Nous allons ici nous interroger sur l’évolution de la surface et du volume de figures semblables, ce que D’Arcy Thompson appelait le « principe de similitude ».

Pour ce faire, commençons par le cas le plus simple d’un animal dont la taille est la même dans les trois dimensions de l’espace. Un hypothétique animal sphérique, comme représenté sur la figure 1.5, en est un bon exemple, et constitue aussi une approximation raisonnable pour de nombreux animaux, comme plusieurs espèces de poissons par exemple. Sa taille L est donc définie par le diamètre de son corps, unique longueur indépendante de la sphère. Son tour de taille est aussi une longueur, le périmètre du cercle pointillé, mais celle-ci n’est pas indépendante puisqu’elle est proportionnelle1 à L.

[image: Figure 1.5. Animal sphérique de taille L, de circonférence πL ∝ L, de section maximale S = (π/4) L2 ∝ L2, de surface extérieure πL2 ∝ L2 et de volume V = (π/6)L3 ∝ L3.]

Figure 1.5. Animal sphérique de taille L, de circonférence πL ∝ L, de section maximale S = (π/4) L2∝ L2, de surface extérieure πL2∝ L2 et de volume V = (π/6)L3∝ L3.


La plus grande section de cet animal est l’aire délimitée par le cercle pointillé, elle est proportionnelle au carré de sa taille : L2. Il en va de même de sa surface extérieure, c’est-à-dire la surface de sa peau, et encore de toutes les surfaces de cet animal : elles sont toutes proportionnelles au carré de la seule longueur disponible, L2. Le volume V de notre animal sphérique est quant à lui proportionnel à sa taille au cube : L3. Enfin, la masse M et le volume V seront toujours considérés comme proportionnels, les variations éventuelles de la masse volumique ρ seront négligées.

[image: Figure 1.6. Cylindre de longueur L = 2d, de section S = (π/4) d2 ∝ L2, et de volume V = (π/4)d2L ∝ L3.]

Figure 1.6. Cylindre de longueur L = 2d, de section S = (π/4) d2∝ L2, et de volume V = (π/4)d2L ∝ L3.


Ce qui est vrai pour la sphère le reste pour des objets plus complexes, tant que ceux-ci conservent leurs proportions. Prenons le cylindre de la figure 1.6 comme exemple ; il constitue une approximation raisonnable pour tous types d’animaux élancés, comme les serpents ou les anguilles.

Il a deux dimensions différentes, L et d, mais on peut toujours exprimer L en fonction de d ; nous avons pris ici L = 2d. Il n’a donc, comme la sphère, qu’une longueur indépendante, que nous pouvons indifféremment prendre égale à L ou à d. Son volume V, qui est proportionnel à L × d2, est donc aussi proportionnel à d3 ou à L3. Le cylindre peut changer de taille, cette relation de proportionnalité restera identique tant que ses proportions sont conservées, tant que sa forme est identique. Par conséquent, la surface et le volume de figures semblables augmentent toujours respectivement suivant le carré et le cube de leurs dimensions linéaires, quelles qu’elles soient. Résumons ces relations dans l’encadré suivant, qui servira de règles du jeu des transformations semblables pour toute la suite de l’ouvrage.


Règles de similitude


Quel que soit le changement de taille d’un objet, tant que les proportions sont conservées, toutes les surfaces et tous les volumes satisfont les relations suivantes :

S ∝ L2

V ∝ L3.

La masse étant proportionnelle au volume, elle satisfait la relation :

M ∝ L3.

Enfin nous pouvons utiliser ces relations fondamentales pour exprimer la taille en fonction de la masse ; en effet, la relation précédente élevée à la puissance 1/3 implique :

L ∝ M1/3

et comme S ∝ L2, on en déduit la relation entre surface et masse en élevant la relation précédente au carré :

S ∝ M2/3.





Ces relations élémentaires entraînent dans leur sillage une multitude de conséquences dont certaines revêtent une importance majeure. Nous en verrons plusieurs tout au long de la suite de ce chapitre, mais il revient à D’Arcy Thompson de commencer l’illustration de ces lois de similitude par un exemple éclairant parfaitement cette notion d’individus semblables (les remarques entre parenthèses ont été rajoutées) :

Gilbert White de Selborne [ornithologue du XVIIIe siècle] […] découvrant que l’échasse, un petit oiseau à longues pattes, pesait environ 120 grammes et avait des pattes de 20 centimètres de long, en conclut qu’un flamant rose, pesant un bon kilo et demi (15 fois plus), devait proportionnellement avoir des pattes de 3 mètres de long (15 fois plus !). Bien entendu il nous paraîtra évident que les poids de deux oiseaux étant dans le rapport de 1 à 15, les pattes, ou toute autre dimension linéaire, devront être dans le rapport des racines cubiques de ces deux nombres, c’est-à-dire environ de 1 à 2,5. Dans ce cas, les pattes du flamant rose devraient mesurer 50 centimètres, ce qui est assez proche de la réalité.


Ces deux oiseaux, présentés sur la photo de la figure 1.7, ne sont pas parfaitement semblables, notamment au niveau du cou, mais ils le sont suffisamment pour que la taille de leurs pattes satisfasse une règle de similitude et varie comme leur masse à la puissance 1/3.

[image: Figure 1.7. Une échasse et un flamant rose.]

Figure 1.7. Une échasse et un flamant rose.


Présentons maintenant une des conséquences les plus importantes de ce principe de similitude. Pour ce faire, revenons à notre famille de poupées russes, toutes semblables les unes aux autres. Considérons, pour simplifier, que la taille de la plus grande est deux fois celle de la plus petite. Sa surface extérieure est alors de fait 22 = 4 fois plus importante. Son volume et sa masse se voient eux augmenter d’un facteur 23 = 8 (on considère ici des matriochkas pleines). La grande matriochka est donc quasiment 10 fois plus lourde que la petite ! Cette augmentation rapide de la masse avec la taille est une clé essentielle pour aborder la morphologie des systèmes vivants. Une autre conséquence dont les implications sont absolument universelles vient du fait que le rapport d’une masse M à une surface S varie comme la taille de l’objet considéré : M/S ∝ L. Une première illustration de cette relation est cette capacité fascinante qu’ont les enfants à jouer et courir pieds nus sur des rochers, quand cela nous semble une véritable torture, à nous adultes. En effet, la douleur ressentie est liée à la pression qu’exerce le pied sur toutes les petites aspérités du rocher sous le pied. Une pression est une force divisée par une surface : P = F/S. Ici, la force qu’exerce le pied sur le rocher est proportionnelle au poids de l’individu, donc à sa masse : F ∝ M. La pression qu’exerce le pied sur le rocher est donc proportionnelle au rapport P ∝ M/S et, en supposant que la similitude entre un enfant et un adulte est à peu près respectée, on voit que cette pression est proportionnelle à la taille de l’individu. Autrement dit, plus on est grand, plus la pression sur le pied est grande, et plus ça fait mal !

De même, lorsqu’un fruit grossit, sa masse croît proportionnellement à sa taille au cube (M ∝ L3), mais la section de son pédoncule, proportionnelle à sa résistance mécanique, s’accroît selon le carré de sa taille (S ∝ L2), donc beaucoup moins vite. Si le fruit devient trop gros, le pédoncule n’a plus la résistance suffisante pour le supporter, et il se brise. Voilà pourquoi les gros fruits comme les melons et les potirons poussent au ras du sol. Le fait que la résistance mécanique soit proportionnelle à la section n’est pas propre au pédoncule, mais il se retrouve dans toutes les structures de nos bâtiments, comme les poutres et autres piliers.

Pour finir, citons une nouvelle fois D’Arcy Thompson, rendant à Galilée (1564-1642), physicien italien, la paternité de ces raisonnements :

C’est Galilée qui, voici plus de trois cents ans, avait établi le premier ce principe général de similitude ; et son exposé était d’une clarté remarquable, richement illustré d’exemples choisis aussi bien dans le monde vivant que dans celui des structures inanimées. Il affirmait ainsi que si nous nous avisions de construire des navires, des palais ou des temples d’une taille démesurée, les vergues, les poutres et les chevilles cesseraient d’assurer leur rôle ; la nature, elle non plus, ne peut faire pousser un arbre ou concevoir un animal qui dépasse une certaine taille, tout en conservant les proportions et les matériaux qui conviennent aux structures de petites tailles. L’objet céderait sous son propre poids…


Nous reviendrons sur ces limitations plus loin pour voir quelles solutions l’homme et la nature ont adoptées. Prenons maintenant le temps de découvrir un nouvel outil dont nous nous servirons tout au long de cet ouvrage.




Le logarithme, un chasseur d’exposant

Expérimentalement, pour observer si une relation entre deux variables, x et y, est une loi de puissance (y ∝ xk), et pour déterminer la valeur de l’exposant, le moyen le plus simple est d’utiliser un outil classique en mathématiques : le logarithme. Cette fonction, publiée pour la première fois en 1614 par John Neper, est née de la volonté des mathématiciens de simplifier les calculs de produits et de quotients, en les remplaçant par des additions et des soustractions. Bien qu’il en existe de plusieurs types, ici nous ne considérerons que le logarithme décimal, noté log. Cette fonction particulière vaut 0 en 1, 1 en 10, 2 en 100, 3 en 1 000, etc., et parmi un florilège de propriétés tout à fait remarquables, sa qualité la plus extraordinaire, celle pour laquelle elle a été créée, est de transformer un produit en somme :

log(a×b) = log(a) + log(b)

log(ak) = k log(a).

Pour effectuer le produit de deux nombres, il suffit alors de chercher leur logarithme dans des tables, de les additionner, et de rechercher l’inverse du logarithme du résultat. Les tables de logarithmes ont été d’un usage fréquent avant d’être remplacées par les calculatrices.

Pour cet ouvrage, cette propriété est essentielle car elle conduit à ce que notre loi de puissance :

y = xk,

se transforme en :

log(y) = k log(x).

Ainsi, une parabole se transforme en une droite, ce qui est une considérable simplification, illustrée sur la figure 1.8. Sur le graphique ordinaire de gauche, l’équation y = x est une ligne droite de pente 1, presque confondue avec l’axe des abscisses, et y = x2 est une courbe parabolique. À droite, les mêmes courbes ont été tracées sur un diagramme dit en log-log, où au lieu d’avoir un espacement constant entre chaque valeur sur les axes, on a un espacement constant entre les puissances de 10 : il y a autant d’espace entre 1 et 10 qu’entre 10 et 100, etc. Dans ce nouveau repère, la droite y = x de pente 1 reste une droite de pente 1, car y = x est équivalent à log(y) = log(x). En revanche, la courbe parabolique y = x2 devient une droite d’équation log(y) = 2 log(x), et donc de pente 2. Le logarithme permet ainsi de transformer n’importe quelle loi de puissance en une droite ! La puissance de la loi pourra alors être déterminée par simple mesure de la pente de la droite.

[image: Figure 1.8. La droite y = x et la parabole y = x2 tracées à gauche dans un graphique en coordonnées cartésiennes et à droite en coordonnées logarithmiques. Les pentes des droites dans le graphique log-log sont 2/1 = 2 pour y = x2 et 2/2 = 1 pour y = x.]

Figure 1.8. La droite y = x et la parabole y = x2 tracées à gauche dans un graphique en coordonnées cartésiennes et à droite en coordonnées logarithmiques. Les pentes des droites dans le graphique log-log sont 2/1 = 2 pour y = x2 et 2/2 = 1 pour y = x.


À l’inverse, si des valeurs expérimentales forment une droite dans un diagramme log-log, cela signifie qu’une loi de puissance, y ∝ xk, décrit correctement la relation entre x et y. Par exemple, si nous traçons la taille L de chaque membre d’une famille de poupées russes en fonction de leur masse M sur un diagramme log-log, nous verrons tous les points, qui correspondent à chaque membre de la famille, s’aligner le long d’une droite. Quelle en sera la pente ? Simplement l’exposant de la relation L ∝ Mk dans les règles de similitude, soit k = 1/3.

Une autre propriété fondamentale des tracés en log-log est qu’ils permettent de rassembler sur le même graphique un grand nombre de points s’étalant sur une large gamme. En effet, la partie comprise entre 1 et 10 ne se voit presque pas sur l’axe vertical de la courbe de gauche alors qu’elle prend un quart de l’axe sur la courbe en log-log. Autrement dit, le tracé log-log permet de voir ce qu’il se passe à grande échelle sans perdre l’information de ce qu’il se passe à petite échelle. Pour ce faire, l’écartement entre les grands nombres sera réduit et celui entre les petits nombres sera agrandi. Le logarithme est en fait une fonction très naturelle : c’est par exemple la fonction que nos tympans appliquent aux sons reçus, et grand bien nous en fasse. En effet, nous sommes capables de percevoir des sons extrêmement faibles, ayant une intensité sonore d’environ 10–12 W/m2 (watt par mètre carré), sans qu’un son 1 000 milliards de fois plus intense soit douloureux, la douleur n’apparaissant que pour une valeur d’environ 10 W/m2, soit un son 10 000 milliards de fois plus intense. Notre oreille peut ainsi s’accommoder de 13 ordres de grandeur en intensité sonore, ce qui est absolument gigantesque.




Taille, force et similitude

Un magnifique exemple de similitude entre individus d’une même espèce nous vient de l’haltérophilie. Pour le comprendre, faisons deux hypothèses : supposons que les haltérophiles sont semblables entre eux, et que la force maximale qu’ils développent est proportionnelle à la section de leurs muscles. Cela revient à supposer que plus un muscle est gros, plus il développe de force, un peu à la manière du pédoncule ou de la poutre dont nous avons vu que la résistance est proportionnelle à la section. La similitude entre athlètes impose l’utilisation des règles associées (voir encadré) : si L est la taille d’un homme, sa surface extérieure évoluera comme L2, ainsi que la section de son tronc, de chacun de ses membres et donc de chacun de ses muscles. De ces hypothèses nous pouvons conclure que la force maximale développée par les haltérophiles doit se comporter comme :

Force ∝ M2/3.

Autrement dit, la masse maximale qu’un haltérophile peut soulever devrait être proportionnelle à la masse de l’haltérophile à la puissance 2/3 : M2/3. Dans le contexte de ce sport, il est aisé de vérifier la validité de ces hypothèses. Il suffit pour cela de consulter les records du monde en fonction de la catégorie de poids2. Il se trouve qu’en 1972, les règles de ce sport ont changé : le mouvement dit « du développé » a été officiellement abandonné et seuls deux mouvements sont depuis lors évalués : l’arraché et l’épaulé-jeté. La somme du meilleur essai de chaque mouvement donne le total olympique. Dans la figure 1.9, on a tracé, en coordonnées logarithmiques, tous les records de masse totale soulevée en fonction de la catégorie de poids, entre 52 et 94 kilos, et ce depuis 1973. Chaque point correspond donc à un record du monde.

[image: Figure 1.9. Tracé en coordonnées logarithmiques (log-log) de l’intégralité des records du monde en haltérophilie olympique masculine (somme de la masse soulevée lors de l’arraché et de l’épaulé-jeté) en fonction de la catégorie de masse des athlètes, entre 52 et 94 kilos, sur les trois périodes depuis l’abandon officiel du mouvement dit du développé : 1973-1992, 1993-1997 et de 1997 à nos jours. La droite pointillée est celle qui ajuste le mieux tous les points, sa pente est de 0,65. Le point gris correspond au record du Turc N. Süleymanoglu.]

Figure 1.9. Tracé en coordonnées logarithmiques (log-log) de l’intégralité des records du monde en haltérophilie olympique masculine (somme de la masse soulevée lors de l’arraché et de l’épaulé-jeté) en fonction de la catégorie de masse des athlètes, entre 52 et 94 kilos, sur les trois périodes depuis l’abandon officiel du mouvement dit du développé : 1973-1992, 1993-1997 et de 1997 à nos jours. La droite pointillée est celle qui ajuste le mieux tous les points, sa pente est de 0,65. Le point gris correspond au record du Turc N. Süleymanoglu.


On voit d’abord, que malgré une faible dispersion, tous les points se regroupent le long d’une seule et même droite sur le graphique en log-log : on est donc bien en présence d’une loi de puissance. D’autre part, la mesure de la pente de cette droite donne 0,65, valeur très proche de 2/3. On peut donc en conclure que chez les champions d’haltérophilie, dans l’intervalle de poids considéré (52-94 kilos), la force développée par les muscles est proportionnelle à la masse du corps élevée à la puissance 2/3. Cela nous permet de valider a posteriori la validité de nos hypothèses : la force qu’un muscle peut produire est effectivement proportionnelle à sa section, et les champions d’haltérophilie, dans cette gamme de masse, sont suffisamment semblables pour que la section de leurs muscles croisse proportionnellement au carré de leur taille. La pertinence de les faire concourir par catégorie semble donc discutable ; pourquoi ne pas tous les faire concourir dans la même catégorie ? Celui qui serait le plus éloigné, au-dessus de la ligne pointillée représentant la loi d’échelle, serait alors le seul et unique champion ! Ici, c’est l’athlète turc Naim Süleymanoglu (60 kilos pour un total soulevé de 342,5 kilos), champion du monde en septembre 1988, qui est clairement le meilleur haltérophile mondial toutes catégories confondues, et ce depuis 1972.

Parmi des individus semblables les uns aux autres, la force varie donc comme la taille au carré ou la masse élevée d’une puissance 2/3. Un individu qui serait 2 fois plus grand que les autres serait donc 4 fois plus fort… mais pèserait 8 fois plus ! Il serait donc 2 fois moins fort, proportionnellement à sa masse. En somme, plus on est grand, moins on est fort, car soulever son propre poids coûte davantage. Pour formaliser cela mathématiquement, il suffit de diviser la force, proportionnelle à la taille au carré, par la masse, proportionnelle à la taille au cube ; il vient alors :

F/M ∝ 1/L.

C’est-à-dire que F/M et L varient en sens inverse ; lorsque la taille augmente, le rapport de la force sur la masse diminue d’autant, ce qui confirme ce que nous venons de voir : proportionnellement à sa masse, plus un animal est petit, plus il est fort. Nous sommes en droit de nous demander ce que nous serions alors capables de soulever si nous faisions la taille d’une fourmi. C’est facile à estimer. Prenons un homme de 10 kilos, c’est évidemment peu mais cela simplifie les calculs et nous donnera une bonne idée du résultat. Cet homme pèse grossièrement 1 million de fois plus qu’une fourmi (10 milligrammes) et n’est donc que 1 000 0002/3 = 10 000 fois plus fort. Relativement à sa masse, un homme de 10 kilos est 100 fois moins fort que s’il pesait 10 milligrammes. Si nous pouvons lever des objets de l’ordre de grandeur de notre masse, un homme de 10 milligrammes pourrait alors lever des objets pesant 100 fois sa masse, soit l’équivalent de 1 tonne à notre échelle. Même si une fourmi est assez loin d’être semblable à un homme, nous comprenons pourquoi les fourmis, et autres petits animaux, peuvent porter des objets qui semblent si lourds par rapport à leur poids. En fait, un humain de la taille d’une fourmi serait sans doute au moins aussi fort qu’elle. De l’autre côté de la gamme d’échelle, la baleine bleue est tellement massive qu’elle ne pourrait pas bouger sans l’aide de la poussée d’Archimède qui la soutient dans l’eau. Lorsqu’une baleine s’échoue sur le sable, elle est d’ailleurs généralement incapable de retourner dans l’eau.

Pour finir, on peut maintenant regarder d’un œil plus critique certains films où intervient un rapetissement des protagonistes. C’est ce qui arrive par exemple dans L’Homme qui rétrécit (1957), ou dans Chérie, j’ai rétréci les gosses, film culte du début des années 1990. Dans ces deux films, les personnages miniatures vivent les pires difficultés face à des insectes présentés comme beaucoup plus forts… Nous savons maintenant qu’un homme rapetissé serait probablement à son avantage dans un tel combat !




Taille et surface d’échange,
une similitude impossible

Pour vivre, notre corps a besoin de « carburant ». Celui-ci, sous différentes formes, est principalement délivré dans le sang par deux organes : les poumons et l’intestin. Les alvéoles pulmonaires permettent les échanges d’oxygène et de dioxyde de carbone entre l’air et le sang. La paroi intestinale permet, elle, le passage des nutriments provenant des aliments vers le sang. Dans les deux cas, le processus de transport se fait à travers la paroi de l’organe, et est donc proportionnel à la surface (S) de ces parois. Ainsi, en supposant valide le principe de similitude, le taux d’échange varie comme la taille au carré (L2), ou comme la masse à la puissance deux tiers (M2/3). Par conséquent, à l’instar de la force musculaire, les taux d’échange d’oxygène et de nutriments par unité de masse diminuent à mesure que la taille augmente. Mais cela pose un problème physiologique : la quantité de carburant dont un corps a besoin par jour est, elle, bien proportionnelle à sa masse ou, de manière équivalente, à son volume (V), chaque cellule de notre corps ayant besoin d’être alimentée dans le but d’assurer ses fonctions et de rester en vie.

Le problème est donc ici assez clair : un organisme se nourrit à un taux qui est proportionnel à la surface des organes livrant le combustible (S) et dépense son énergie à un taux proportionnel à son volume (V). Entre deux organismes semblables, ce rapport n’est pas constant. Comme il vaut l’inverse de la taille (1/L), il diminue avec la taille de l’organisme, promettant ainsi une mort certaine à tous les grands organismes qui verront leur corps consommer plus de carburant que ce qu’ils peuvent en absorber. La seule manière d’éviter cette fin tragique est de conserver un rapport à peu près constant entre la surface des organes en question et le volume du corps (S/V). Pour ce faire, il est nécessaire d’associer à une augmentation de taille un changement de forme des organes considérés. Une augmentation de leur longueur plus rapide que la taille de l’organisme est une solution envisageable. Ce qui est certain, c’est que les organes livrant le combustible d’animaux de taille très différente ne peuvent pas être semblables. Les poumons et les intestins des grands mammifères ont donc adopté une forme optimisant le rapport surface sur volume. Nous comprenons ainsi pourquoi, pour un être humain, l’intestin mesure 7 à 8 mètres, et pourquoi la surface de la muqueuse intestinale est de 300 à 400 mètres carrés (environ deux terrains de tennis), ce qui en fait la surface d’échange la plus grande du corps humain, devant le poumon, qui a une surface d’échange approchant tout de même les 80 mètres carrés (la taille d’un bel appartement de trois pièces).

Notons que la peau, qui a une surface bien plus faible, est aussi le lieu d’échanges entre notre corps et l’air ambiant. En effet, la chaleur que nous générons lorsque nous fournissons un effort ne peut s’échapper de notre corps qu’en passant par cette surface. Si l’on voulait conserver un rapport surface de peau sur masse à peu près constant, pour être sûr de ne pas surchauffer, il faudrait que la surface du corps des grands mammifères soit extrêmement « bosselée », « sinueuse » ou « pliée » comme peut l’être la surface d’une noix par exemple. Mais ici, la nature a été suffisamment clémente pour ne pas nous donner une forme si disgracieuse, et a trouvé un autre moyen pour que nous puissions courir sans nous mettre à bouillir. Nous verrons plus loin que cela a des répercussions fortes sur notre métabolisme.




Malgré tout, les hommes ne sont pas vraiment tous semblables !

L’indice de masse corporelle (IMC) permet d’estimer la corpulence d’une personne. Elle a comme principale utilité d’évaluer les risques liés au surpoids, et a notamment été choisie par l’Organisation mondiale de la santé comme standard pour les études liées à l’obésité. L’IMC a été proposé en 1870 par Adolphe Quetelet, mathématicien et statisticien belge. Il est défini comme le rapport de la masse à la taille au carré : M/L2.

En dépit de certaines réserves liées à son utilisation dans des cas individuels, il apparaît que cet indice est raisonnablement indépendant de la taille chez l’adulte, et est donc une mesure satisfaisante de la corpulence. Cela signifie qu’en moyenne la masse d’un adulte est plutôt proportionnelle à sa taille au carré plutôt qu’à sa taille au cube. Autrement dit, les hommes ne sont pas vraiment semblables entre eux ; ils ne conservent pas parfaitement leurs proportions et ne respectent donc pas complètement les règles de similitude. Les grands auront tendance à être proportionnellement plus fins et plus allongés que les plus petits. Attention, cela ne dit rien sur la composition du corps, et notamment sur le rapport entre la graisse et le muscle. Des sportifs comme Michael Jordan ou Serena Williams ont un IMC qui les placerait parmi les gens en surcharge pondérale… ce qui n’est évidemment pas le cas étant donné leurs résultats dans leurs sports respectifs.






Nous ne vivons pas dans un monde de matriochkas

Dans la section précédente, nous avons établi les règles de similitude, valables pour des individus semblables, et vu quelques exemples dans la nature où ces règles fonctionnent bien. Elles présentent aussi l’intérêt de donner une idée des conséquences possibles si elles sont respectées, ce qui permet de discuter de certains comportements observés dans la nature. Nous avons déjà vu des cas remettant en cause cette hypothèse de similitude. Dans cette section, nous allons voir d’autres exemples classiques de non-similitude, où les proportions ne peuvent être conservées, sous peine de gros tracas…


Papa, pourquoi j’ai une plus grosse tête que toi ?

Une silhouette de bébé ne se confond en aucune manière avec la silhouette d’un adulte, même si aucune échelle n’est précisée. C’est ce que nous observons sur les formes de corps humains présentées, de la petite enfance à l’âge adulte, sur la figure 1.10.

Nul besoin ici de préciser où est le bébé et où est l’adulte. Cela provient d’un changement drastique de proportions au cours de la croissance humaine, avec une réduction relative de la tête et un allongement des bras et des jambes. En effet, la taille de la tête d’un bébé compte pour 34 % de sa taille totale alors que pour un adulte elle ne compte plus que pour 13 %. Ainsi, à l’âge de 15-16 ans, nous avons des proportions et une forme globale très différentes de celles que nous avions à la naissance. Il est intéressant de remarquer que les jeunes mammifères ont globalement tous ces mêmes propriétés : tête relativement grosse et membres relativement courts. Nous n’apporterons pas d’explication à cette observation, mais nous proposons d’en décrire une conséquence intéressante.

[image: Figure 1.10. Ce diagramme montre la forme d’un corps humain à différents stades de son développement, tous présentés à la même taille (adapté de Journal of Heredity, vol. 12, p. 421).]

Figure 1.10. Ce diagramme montre la forme d’un corps humain à différents stades de son développement, tous présentés à la même taille (adapté de Journal of Heredity, vol. 12, p. 421).


Pour ce faire, écartons-nous un instant de ces considérations purement morphologiques pour nous intéresser à ce que ces proportions provoquent inconsciemment en nous. Parmi tous les articles à destination du grand public que Stephen Jay Gould (1941-2002), le célèbre paléontologue américain, a publiés dans la revue Natural History, un en particulier, datant de 1979, aborde ces questions en prenant comme ligne directrice l’évolution de Mickey Mouse sur cinquante ans. L’auteur note qu’en novembre 1928, pour sa première apparition publique dans l’épisode Steamboat Willie, Mickey n’est pas celui que nous connaissons, il est espiègle, farceur et même un brin cruel. Puis, à mesure que le temps passe et qu’il gagne en célébrité, la personnalité de Mickey s’adoucit. Mais ce que met en exergue Gould c’est que parallèlement à cet adoucissement du caractère s’opère une transformation physique : Mickey rajeunit sans que son âge « réel » soit a priori modifié. L’auteur suggère que personne, pas même les artistes de Disney eux-mêmes, n’a vraiment réalisé qu’il y avait une corrélation entre le tempérament plus candide et inoffensif de Mickey et son rajeunissement progressif. Ce qui est certain, c’est qu’au cours des décennies qui ont suivi la première apparition de Mickey, ses membres ont raccourci et sa tête a grossi par rapport à son corps, ses yeux ont grossi et son museau s’est raccourci (il est facile de voir sur Internet ce changement en faisant une recherche avec les mots clés « évolution Mickey »). Il a donc subi les changements de proportions inverses de ceux qui caractérisent le vieillissement de tous les mammifères.

Mais pourquoi faire subir cela à la souris la plus célèbre du monde ? Sans doute parce que Disney avait compris que les proportions des bébés mammifères déclenchent chez l’adulte humain une poussée naturelle d’affection et de tendresse, comme si nous étions programmés pour être émus par ces caractéristiques juvéniles, à tel point que cela dépasse les limites de notre propre espèce. Demandez-vous ce que vous ressentez à la vue de chiots ou de chatons pour vous en convaincre. En donnant ainsi à Mickey les proportions des bébés mammifères, Disney a suivi ces principes biologiques et a réussi, brillamment, à stimuler notre propension à avoir de l’affection pour ce qui est devenu, avec les années, l’icône de la Walt Disney Company.

Revenons à des considérations plus terre à terre. On a vu que Vitruve, en insérant l’homme dans un carré, a montré que la taille des bras d’un adulte était proportionnelle à sa taille totale. En nommant y la taille des bras et x la taille totale, Vitruve suggère une relation de similitude du type : y ∝ x. La figure 1.10 montre que cette relation ne peut pas être vraie au cours de la croissance, puisque les bras croissent un peu plus vite que la taille totale. Dans ce cas, la variable x doit être affublée d’un exposant, qui, étant donné nos observations, doit être plus grand que 1. En effet, pour cet exemple précis, les mesures montrent que la relation s’écrit : y ∝ x1,2. Pour une augmentation d’un facteur 2 de la taille, les bras, eux, croissent d’un facteur 21,2 ≈ 2,3. Ce type de loi de puissance rendant compte d’un phénomène de croissance différentielle est appelé « relation allométrique » en biologie. L’allométrie est plus généralement l’étude de la relation entre deux grandeurs qui n’évoluent pas de la même manière. Bien souvent, une de ces deux grandeurs est la taille ou la masse totale de l’individu considéré.




Les Brobdingnagiens sont condamnés à nager

Nous allons maintenant nous intéresser à une des limitations les plus importantes du concept de similitude. Considérons pour cela le deuxième voyage de Gulliver, lorsqu’il arrive à Brobdingnag. La situation est opposée à celle qu’il avait trouvée à Lilliput. Il découvre ici un monde semblable en tout point à celui qu’il connaît, sauf en ce qui concerne la taille : les végétaux, les animaux et les êtres humains sont agrandis d’un facteur 12, et ce en conservant toutes les proportions, comme cela est illustré sur le dessin tiré du livre de Swift paru pour la première fois en 1726 (figure 1.11).

[image: Figure 1.11. « Voyage à Brobdingnag », dans Les Voyages de Gulliver de Jonathan Swift (1726) (illustration Louis-Joseph Lefèvre, 1797).]

Figure 1.11. « Voyage à Brobdingnag », dans Les Voyages de Gulliver de Jonathan Swift (1726) (illustration Louis-Joseph Lefèvre, 1797).


La similitude entre Européens et Brobdingnagiens est donc complète, exactement comme deux matriochkas de la même famille. Les os des Brobdingnagiens étant 12 fois plus grands que les nôtres, leur section est 122 = 144 fois plus grande, et leur masse est 123 = 1 728 fois plus grande que la nôtre. La masse moyenne M d’un homme étant environ de 80 kilos, celle d’un Brobdingnagien est d’environ 140 tonnes ! Pour comparaison, l’éléphant d’Afrique, le plus gros animal terrestre vivant de nos jours, ne dépasse pas les 10 tonnes.

Avec ces données, nous pouvons évaluer la pression s’appliquant sur le fémur d’un de ces géants. Lors de la marche, le poids porte sur une seule jambe et le fémur supporte donc seul le poids du corps. La pression subie est égale au poids (produit de sa masse M par la gravité g) divisé par la section S d’un fémur (P = Mg/S). Elle est donc proportionnelle au rapport M/S, c’est-à-dire à L. Elle est donc 12 fois plus importante que celle d’un homme normal ! Cette pression équivaut à celle qui s’exerce sur la jambe d’un homme portant une voiture sur ses épaules, à cloche-pied… Nous sommes en droit de nous demander si les os du Brobdingnagien sont capables de subir une telle pression sans se briser.

Pour apporter un élément de réponse, oublions un instant les géants de Brobdingnag et revenons dans le monde réel ; le graphique de la figure 1.12 présente la pression maximale exercée sur les os des pattes d’un animal, pendant une course ou un saut, en fonction de sa masse. Les animaux représentés vont de la souris, qui pèse une vingtaine de grammes, à l’éléphant dont la masse dépasse la tonne, soit environ un facteur 100 000 sur la masse ! Une telle gamme impose l’utilisation d’une échelle logarithmique pour l’axe horizontal.

On observe que la pression ressentie par les os de tous ces animaux, de la souris à l’éléphant, est toujours à peu près la même : elle varie d’un facteur 2 tout au plus, ce qui n’est rien en comparaison de la variation gigantesque en masse. Il est tout de même assez surprenant de penser que la pression ressentie par une patte de souris, de chèvre, de bison ou d’éléphant est quasiment la même ! Quoi qu’il en soit, ce résultat invalide violemment l’hypothèse de similitude selon laquelle la pression devrait augmenter proportionnellement à la taille.

[image: Figure 1.12. Pression maximale exercée dans les os de mammifères de différentes tailles, lors d’un effort violent : course, ou saut lorsque c’est indiqué. La masse des animaux est tracée en échelle logarithmique sur l’axe horizontal. La courbe en pointillé représente l’évolution de la pression qui s’exercerait sur les os d’un tamia si celui-ci grossissait en conservant ses proportions, c’est-à-dire selon les règles de similitude : P ∝ M1/3. La zone hachurée représente la pression à laquelle les os se brisent (adapté de Biewener, 1989).]
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La zone hachurée de ce même graphique indique la pression maximale que peut supporter un os avant de casser. La première chose que nous remarquons, c’est que cette pression de rupture est constante, quel que soit le mammifère considéré. Cela signifie que chez tous ces animaux, les os sollicités lors de ces efforts violents ont approximativement tous la même résistance à la pression avant fracture. L’autre point notable, c’est que cette pression à laquelle un os se brise n’est pas si éloignée de la pression maximale exercée sur les os de ces mammifères lors d’un effort courant : seulement un facteur variant entre 2 et 4. Cette différence constitue une marge de sécurité assez faible ; pour la plupart des constructions humaines les ingénieurs imposent des marges bien supérieures, de 10 à 100 environ. C’est d’ailleurs pourquoi il n’est pas si rare de se casser une jambe. Nous en avons des exemples assez régulièrement autour de nous. Les amateurs de football se souviendront de l’horrible fracture tibia-péroné de l’attaquant français Djibril Cissé sur une action assez anodine, lors d’un match avec l’équipe de France contre la Chine, la veille du départ pour la Coupe du monde en Allemagne en 2006.

Reconsidérons maintenant l’hypothèse de similitude, et voyons à quoi elle mène. Pour ce faire, prenons un tamia, qui est une sorte de petit rongeur de la famille des écureuils, et faisons-le grossir tout en le forçant à conserver sa forme initiale : il reste donc similaire à lui-même ou autosimilaire. La pression qui s’exerce dans les os de ses pattes augmente proportionnellement à sa taille, c’est-à-dire comme la racine cubique de sa masse (M1/3) : elle suit donc la ligne courbe pointillée tracée sur le graphique. Par conséquent, lorsque ce tamia mutant atteint 100 fois sa masse de départ, soit environ 10 kilos, ce qui correspond à une augmentation de taille d’un facteur 5 environ (1001/3), la ligne croise la zone hachurée… Avec cette taille, notre rongeur géant ne pourrait faire le moindre pas sans se briser une patte ! Nous comprenons alors qu’il n’est pas possible d’avoir deux animaux semblables avec un rapport de taille supérieur à environ 5. Les Brobdingnagiens, qui sont 12 fois plus grands que les Européens, ne pourront donc même pas se dresser sur leurs jambes. Ils seront condamnés à ramper ou, plus probablement, à rejoindre au plus vite la vie marine, et ainsi retrouver le seul animal ayant un poids comparable : la baleine.

Mais si un Brobdingnagien s’effondre dès lors qu’il est debout, on peut se demander ce qu’il advient de toutes les créatures zoomorphes ou anthropomorphes géantes, chères au cinéma fantastique. King Kong, héros du film éponyme sorti en 1933, est probablement la plus célèbre d’entre elles. Il mesure 24 pieds (7,3 mètres) lorsqu’il est à New York (voir figure 1.13), soit 4 à 5 fois plus qu’un gorille moyen ; la pression sur ses os est donc aussi 4 à 5 fois supérieure à celle d’un gorille ordinaire, ce qui correspond environ à la pression maximale que peut encaisser un os avant de casser. Ce pauvre animal risque la fracture au moindre saut… Si Kong peut, peut-être, marcher calmement, Nancy Archer, l’héroïne de Attack of the Fifty Foot Woman (figure 1.13), a été agrandie d’un facteur 9 par un extraterrestre. Son premier pas sera donc aussi son dernier.

[image: Figure 1.13. À gauche : dans le film King Kong, sorti en 1933, le gorille géant affronte des avions au sommet de l'Empire State Building. À droite : le film Attack of the Fifty Foot Woman (1958) relate l’histoire de Nancy Archer qui, à la suite d’une rencontre avec des extraterrestres, change de taille pour atteindre 50 pieds, soit plus de 15 mètres, ce qui lui permet de voir les hommes de sa vie sous un autre angle…]

Figure 1.13. À gauche : dans le film King Kong, sorti en 1933, le gorille géant affronte des avions au sommet de l'Empire State Building. À droite : le film Attack of the Fifty Foot Woman (1958) relate l’histoire de Nancy Archer qui, à la suite d’une rencontre avec des extraterrestres, change de taille pour atteindre 50 pieds, soit plus de 15 mètres, ce qui lui permet de voir les hommes de sa vie sous un autre angle…


On aura compris qu’une similitude avec un rapport de taille supérieur à 5 n’est a priori pas viable. Et cela est encore pire pour les animaux possédant un exosquelette, ce qui est le cas de beaucoup d’invertébrés, comme les insectes, les crustacés et les mollusques. Un squelette creux est pratique en cas d’attaque, mais une telle structure résiste encore plus mal aux contraintes qu’un squelette interne. Il est en effet plus aisé de faire plier une paille qu’un cylindre de même taille et de même matériau. Voilà pourquoi il n’existe pas de grands animaux avec un exosquelette. Il va sans dire que toutes les récurrences d’insectes géants au cinéma, et elles sont nombreuses, sont promises à une mort certaine faute de pouvoir se mouvoir sans s’effondrer. Voilà qui devrait nous permettre de rassurer nos enfants, tout en leur inculquant quelques notions passionnantes sur les similitudes.




Grossir, un moyen de grandir sans s’effondrer

Entre une souris qui mesure environ 10 centimètres et pèse 20 grammes et un éléphant d’environ 5 mètres et 2 tonnes, il y a un facteur 50 sur la taille et 100 000 sur la masse, ce qui satisfait les règles de la similitude puisque 50 élevé au cube fait bien environ 100 000. En revanche, nous avons compris que les os de leurs membres inférieurs ne peuvent pas être simplement proportionnels. Comment doit donc évoluer la forme de leurs os pour que la pression (M/S) soit constante ? Autrement dit, nous souhaiterions que la masse de l’animal soit proportionnelle à la section de ses os : M ∝ S. Cet objectif devient accessible si, tout en conservant une similitude sur les individus (M ∝ L3), et sur la longueur des os L, ce que nous avons grossièrement entre la souris et l’éléphant, nous libérons la section des os de cette contrainte. Appelons alors d le diamètre des os (voir figure 1.6), tel que la section est proportionnelle à d2, et laissons-le évoluer librement indépendamment de leur longueur L. La relation que nous souhaitons imposer, M ∝ S, s’écrit simplement L3∝ d2, ou encore :

L ∝ d2/3.

Cela représente donc un animal de taille caractéristique L, supporté par un squelette dont la longueur des os des membres inférieurs est proportionnelle à L, et dont le rayon est proportionnel à d. Les os ont ainsi une section S qui croît proportionnellement à la masse M de l’individu qu’ils soutiennent ; la pression qui s’exerce sur les os est bien toujours la même, quelle que soit la taille de l’animal. On a maintenant deux tailles caractéristiques indépendantes : d proportionnel aux diamètres de tous les os qui assurent le maintien du corps, et L proportionnelle à toutes les autres longueurs. Sur le graphique de la figure 1.14, la longueur d’un os de la patte de différentes espèces de bovidés est tracée en fonction de son diamètre, depuis une antilope naine de 3 kilos jusqu’à un buffle d’Afrique de 750 kilos. Le diagramme log-log montre que ces os s’alignent bien sur une droite, dont la pente est 2/3 comme cela est imposé par la relation précédente, pour laquelle la pression dans les os reste constante. Si les os étaient en tous points proportionnels les uns aux autres, quelle que soit leur taille, ils devraient suivre la relation de similitude tracée en pointillé, ce qui n’est pas le cas.

[image: Figure 1.14. L’humérus d’une série de bovidés, depuis un dik-dik de Kirk (antilope naine) de 3 kilos jusqu’à un buffle d’Afrique de 750 kilos. Les os suivent la relation L = 24,09d0,66, ou d = 0,0087L1,5, représentée par la droite noire. Pour comparaison, la droite L ∝ d a été ajoutée en pointillé (adapté de McMahon, 1975).]

Figure 1.14. L’humérus d’une série de bovidés, depuis un dik-dik de Kirk (antilope naine) de 3 kilos jusqu’à un buffle d’Afrique de 750 kilos. Les os suivent la relation L = 24,09d0,66, ou d = 0,0087L1,5, représentée par la droite noire. Pour comparaison, la droite L ∝ d a été ajoutée en pointillé (adapté de McMahon, 1975).


Les os doivent croître plus vite en épaisseur (d) qu’en longueur (L). Les os d’un gros animal auront donc une forme bien différente de ceux d’un animal léger. Si L est 12 fois plus grande, le diamètre doit augmenter lui d’un facteur 123/2 ≈ 40. Sous cette condition, les jambes des Brobdingnagiens pourraient résister à leur masse. Notons que, selon ces hypothèses, comme la section des os croît plus rapidement que la taille de l’individu, les os doivent prendre de plus en plus de place dans le corps. Cela semble avoir été vérifié par D’Arcy Thompson, qui remarque que la taille d’un vertébré terrestre a une incidence sur la masse relative de ses os. Il affirme en effet que les os constituent 8 % du corps d’une souris, 13-14 % d’un chien, et 17-18 % d’un humain. Il est en revanche extrêmement intéressant de remarquer combien sont similaires les proportions des squelettes d’un marsouin, petit cétacé d’environ 50 kilos, et d’une baleine de plus de 100 tonnes. Cela résulte du fait que ces deux cétacés n’ont que faire de l’action de la gravité, et n’ont donc pas besoin de s’extraire des règles de similitude fatales aux animaux terrestres.

Pour aller plus loin dans la compréhension de cette loi d’échelle, intéressons-nous au comportement d’un os unique. Pour se représenter la rupture d’un os de Brobdingnagien, trop fin pour supporter une masse trop importante, nous pouvons réaliser une expérience simple : prenons un spaghetti et appuyons à chaque extrémité, de plus en plus fort. Passé un certain seuil, le spaghetti adopte une forme courbée. Lorsqu’il a atteint ce stade, il ne reste plus beaucoup à appuyer pour le rompre. Toute structure allongée est soumise à ce phénomène, dit de flambage, qu’elle doit à tout prix éviter sous peine de s’effondrer. Si l’on imagine maintenant un spaghetti vertical dont on fait croître la longueur, il va grandir sans grossir, et nous avons tous une idée de ce qui va lui arriver : passé une certaine hauteur, il flambera sous son propre poids, comme la jambe d’un Brobdingnagien. La force qu’il faut dépasser pour qu’un cylindre flambe, appelée « seuil de flambage », Ff, a été trouvée en 1744 par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1883), elle prend la forme suivante :

Ff∝ Ed4/L2.

E est le « module de Young », du nom du physicien britannique Thomas Young (1773-1829). Ce module indique la rigidité d’un matériau ; plus il est élevé, plus le matériau est rigide et moins facilement il flambe. Notons aussi que le diamètre est au numérateur et la longueur est au dénominateur, ce qui signifie que plus un spaghetti est court ou épais, plus il est résistant au flambage.

Notre spaghetti en pleine croissance flambera donc sous son propre poids si ce dernier croît plus vite que la force de flambage seuil. En revanche, si les deux forces croissent de la même manière, autrement dit si leur rapport reste constant, notre spaghetti pourra grandir sans craindre l’effondrement. Le poids d’un cylindre est donné par le produit de trois termes : la gravité g, sa densité ρ et son volume, qui est proportionnel à Ld2. Par conséquent, conserver constant le rapport du poids du cylindre sur la force de flambage seuil impose la relation :

L ∝ (E/ρg)1/3 d2/3.

Si on fait l’hypothèse que tous les os sont faits du même matériau, ils ont le même rapport E/ρg, et cette relation, qui garantit une croissance sans risque de flambage de notre cylindre, est la même que celle qui permet de conserver une pression constante dans les os d’un animal : L ∝ d2/3.

Pour terminer, intéressons-nous aux cylindres en croissance les plus répandus autour de nous : les arbres. On peut commencer par se poser la question de la survie d’un arbre qui croîtrait en conservant sa forme. Nous savons maintenant que si tel était le cas, le diamètre resterait proportionnel à la longueur, et il n’y aurait alors qu’une seule longueur caractéristique : comme pour les os, la pression augmenterait avec la taille de l’arbre, jusqu’à sa rupture. La condition de flambage donnerait naturellement le même résultat, et à une certaine hauteur l’arbre se plierait et romprait.

En revanche, nous venons de voir un critère qui permet de croître verticalement sans se rompre sous son propre poids. Si ce critère est pertinent dans la croissance des arbres, alors cette loi d’échelle devrait jouer un rôle dans leur forme. C’est cette hypothèse qu’a voulu vérifier Fabian Brau, professeur à l’Université libre de Bruxelles, en traçant sur le graphique de la figure 1.15 la hauteur d’une multitude d’arbres en fonction de leur diamètre. 5 500 au total !… provenant de plusieurs centaines d’espèces d’arbres à travers le monde : Indonésie, Amazonie, Australie, Canada, États-Unis, et de différentes forêts tropicales (Colombie, Équateur, République démocratique du Congo, Inde, Thaïlande, Malaisie). Cette figure montre une immense variété d’arbres dont la hauteur varie de 1 mètre jusqu’à une centaine de mètres : de l’arbuste au gigantesque séquoia de Californie.

[image: Figure 1.15. Hauteur L d’arbres, tracée sur un diagramme log-log, en fonction du diamètre d de leur tronc, pour plusieurs centaines d’espèces d’arbres provenant de différentes régions du monde. Ces régions et les symboles associés sont indiqués sur le graphique. La droite qui passe à travers les points vérifie la relation L ∝ d2/3.]

Figure 1.15. Hauteur L d’arbres, tracée sur un diagramme log-log, en fonction du diamètre d de leur tronc, pour plusieurs centaines d’espèces d’arbres provenant de différentes régions du monde. Ces régions et les symboles associés sont indiqués sur le graphique. La droite qui passe à travers les points vérifie la relation L ∝ d2/3.


Malgré cette formidable diversité, ce qui est fascinant est que ce large nuage de points, bien que dispersé, suit une tendance nette : il se positionne assez uniformément autour du trait continu de pente 2/3 tracé sur le graphique. Cette courbe remarquable délivre donc un message clair : malgré l’extraordinaire complexité liée à la sélection de la forme d’un arbre, la loi d’échelle ci-dessus compte comme un ingrédient essentiel ! En caricaturant largement le propos, cette courbe signifie que les arbres ont tous la même forme : leur hauteur est proportionnelle à leur diamètre élevé à la puissance 2/3.
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