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Préface


Il m’arrive souvent de penser à un merveilleux dîner en l’honneur de mon ami Robert Vinh Mau, professeur à l’université Pierre-et-Marie-Curie, auquel participait Léon Cooper. C’est un homme hors du commun par sa vivacité, sa culture et son humour. Prix Nobel de physique en 1972 pour la théorie de la supraconductivité, il s’intéresse aux sciences cognitives, à la linguistique, aux mathématiques appliquées et… à la physique. Je me souviens que nous bavardions à bâtons rompus sur la théorie des cordes. Il fut le premier (peut-être le seul) à me convaincre en deux mots du fait que, même s’il n’y connaissait pas grand-chose dans la pratique, il croyait à l’avenir de cette théorie des cordes, dont Steven Weinberg lui-même avait fait une critique sépulcrale. En effet, disait Léon Cooper, la théorie quantique des champs traditionnelle, qui a enregistré de spectaculaires succès, manipule des objets ponctuels, qui sont un non-sens tant du point de vue quantique que de la relativité générale. Au contraire, une théorie quantique et relativiste d’objets étendus est à l’évidence plus prometteuse. En l’entendant, je n’ai pas pu m’empêcher de lui citer de mémoire une des plus belles phrases que j’aie jamais lues sur notre métier de scientifiques : « S’il est vrai qu’on construit des cathédrales aujourd’hui dans la Science, il est bien dommage que les gens n’y puissent entrer, ne puissent pas toucher les pierres elles-mêmes. » Je reverrai toujours son sourire ébahi et émerveillé. Car cette phrase est de lui, en français dans le texte, en exergue de son livre An Introduction to the Meaning and Structure of Physics. Léon Cooper m’a confié qu’il était heureux car pratiquement personne n’avait jamais relevé ni le fond de cette phrase ni « surtout », dit-il avec un sourire de potache, la forme, ce français si beau. Je le réconfortai en lui envoyant mon cours de mécanique quantique de l’École polytechnique, où depuis des années je ne manquais pas de mettre en cage des mots pareils. La conversation dévia assez vite quand je lui fis part des réserves de fond que mon expérience d’enseignement de plus de trente ans à l’époque avait progressivement fait naître en moi sur cette affirmation de non-communicabilité si séduisante. Peut-être n’était-ce qu’un a priori commode pour des intellectuels paresseux, trop attachés dans l’efficacité de leur jargon professionnel pour prendre le risque de communiquer en clair.

Me voilà parti à expliquer à Léon Cooper un des paradoxes les plus frappants à mes yeux : l’incapacité des philosophes actuels à saisir le bouleversement culturel que constitue la mécanique quantique. Ce paradoxe va si loin que certains vont jusqu’à se protéger en évoquant le spectre de « deux cultures », sœurs mais antagonistes, presque antinomiques. Pourtant, des années passées dans cet exercice qui consiste à faire sentir à des élèves exigeants la beauté intellectuelle de ce qui constitue l’une des plus grandes aventures intellectuelles de l’humanité, m’avaient convaincu de beaucoup de choses. D’abord, au plan culturel, mes élèves étaient parfaitement aptes à mener de front la culture « littéraire », si prisée des Français, et la culture scientifique. Laisser à penser que l’on est d’autant meilleur littérateur ou penseur qu’on est réfractaire aux mathématiques est une coquetterie, souvent reflet de la sottise. Puis, ce qui est plus important dans mon propos, l’aide de mathématiciens aussi profonds et patients que Laurent Schwartz et Jean-Michel Bony m’avait permis d’observer une chose étonnante. Ce qui est subtil, dans la mécanique quantique, c’est bien la physique, notre rapport au monde et à sa description, et pas vraiment les mathématiques. Ces dernières, au bout du compte, sont l’affaire de spécialistes, comme l’est la réparation d’un allumage électronique qu’aucun physicien des semi-conducteurs ne chercherait à faire, fût-il un artiste des puits quantiques à arséniure de gallium. En effet, en enseignant, je me suis rendu compte que la structure mathématique la plus fondamentale de la mécanique quantique, l’origine de tous ses mystères comme de ses merveilles, réside dans la première des quatre opérations élémentaires, l’addition. C’est vrai pour les célèbres paradoxes, pour la révolution de la pensée du monde que sont les inégalités de Bell et la démonstration expérimentale de leur violation, comme pour la preuve de l’existence de l’intrication quantique. La violation des inégalités de Bell est un acquis phénoménal de la pensée ; elle remet en cause notre conception de l’espace comme la relativité a bouleversé notre conception du temps. J’ai eu la chance de pouvoir le comprendre en essayant de transmettre le message essentiel de la mécanique quantique à des jeunes qui, chaque année, avaient toujours vingt ans. Bien entendu, il fallait aussi que je puisse répondre aux questions de nature mathématique de mes élèves, et tant Laurent Schwartz que Jean-Michel Bony, Yves Meyer et Alain Guichardet m’ont maintes fois sauvé la mise sur ce plan.

Plus récemment, j’ai eu la chance d’être invité à parler de mécanique quantique à des lycéens, voire des collégiens. Au début, j’y voyais une sorte d’acrobatie sans filet dont je ne savais pas bien ce qu’elle donnerait. Mais, avec un ou deux gestes, à l’aide d’images bien réelles (pas de métaphores), à l’aide de la capacité d’émerveillement devant les faits expérimentaux, et avec quelques rires pour bien ancrer les choses, je m’aperçus que la méthode était bonne. Les lycéens comprenaient vite que cette réalité-là était véritablement un bouleversement si on avait eu à nous l’appliquer à nous-mêmes. Je vis, avec une certaine joie je l’avoue, que ces jeunes esprits, non pollués par la coquetterie, frais et curieux, comprenaient très bien, eux aussi, grâce à cette addition, les mystères et merveilles de cette aventure. Au point que plusieurs fois, ils m’ont poussé dans mes retranchements par la pertinence et la profondeur de leurs questions.

Lorsque Alexandre Moatti m’a donné son texte à lire, je n’imaginais pas que j’allais me retrouver à la place de ces lycéens, et me laisser entraîner dans le délice de redécouvrir, parfois découvrir, les délices de la création scientifique moderne. J’aime ces expressions : « Une odyssée de la science », « Dures les sciences dures ? », « Anthologie de la science », car elles résument l’essentiel de la réflexion que j’ai eue sur la science moderne et son contenu culturel pendant tant d’années. Elles décrivent, sans concession à la mauvaise métaphore ou à l’envolée poétique, cette merveilleuse aventure qu’Einstein appelait l’effort extraordinaire et constamment renouvelé de l’esprit humain pour trouver, dans le monde des idées, celles qui correspondent au monde des phénomènes.

Et les mathématiques, me dira-t-on ? Quel rapport avec le monde des phénomènes ? On peut, par exemple, lire le passionnant dialogue de Jean-Pierre Changeux et Alain Connes Matière à penser. Là, précisément, mais ce n’est qu’un point de vue, si j’ai toujours eu une passion pour ce sujet inépuisable qu’est la nature des mathématiques, j’ai été émerveillé par la réponse lumineuse que m’a faite Jean-Michel Bony tout récemment : « Les mathématiques sont un outil que l’esprit de l’homme ne cesse de construire et de perfectionner afin de comprendre le monde. » Je me suis rappelé immédiatement une phrase attribuée à Aristoxène : « Un mérite de Pythagore est d’avoir élevé l’arithmétique au-dessus des besoins des marchands. Il a transformé un ensemble de recettes empiriques utilitaires en une science démonstrative. » J’ai vu le mathématicien, tel un homme des cavernes cassant ses silex, affûtant des outils de plus en plus longs, de plus en plus tranchants ou contondants, qui serviront, il le sait, même si l’on ne sait ni quand ni comment.

C’est exactement ce que fait Alexandre Moatti. Il nous mène d’emblée dans cette direction. Et, à mes yeux, sa qualité première est d’avoir su tout ramener à l’essentiel, c’est-à-dire des choses subtiles mais simples. Je sais mesurer la difficulté de l’entreprise.

La première moitié de son livre est consacrée aux mathématiques, plus particulièrement les nombres, la logique, la notion de démonstration. Ces mots semblent fades, bien entendu, ce n’est qu’en pénétrant le livre que l’on en découvre la merveille. Savoir, par exemple, élever des problèmes hôteliers, si je puis dire, au rang de démonstrations de la théorie des ensembles. L’écriture est pure, elle ne laisse que peu de part aux ornements inutiles, tout juste ce qu’il faut pour soutenir l’argumentation. Et l’on arrive tout naturellement à cette immense découverte de Gödel sur les limites de la logique, un sommet que, quelques pages auparavant, on croyait inaccessible. Ce n’est pas un mince mérite que d’avoir ainsi écrit un texte où certains pourront retrouver, car ils l’avaient déjà appris, ce qu’ils avaient mis un effort colossal à comprendre, et dont la vie les a un peu éloignés. D’autres y trouveront, s’ils le veulent, ce qui fait le bagage culturel de l’honnête homme d’aujourd’hui.

La deuxième partie du livre d’Alexandre Moatti est consacrée à la physique. C’est une véritable « anthologie » de la physique, au sens où ce sont des morceaux choisis, au goût de l’auteur, qui ont tous un lien, tant dans l’évolution des idées que dans celle des technologies. Alexandre Moatti y fait preuve tout à la fois d’une étonnante virtuosité intellectuelle et d’une grande culture. La mécanique quantique y figure en bonne place, bien entendu, mais que de choses étonnantes l’ont précédée. Du pendule de Foucault aux premières mesures de la vitesse de la lumière, on vibre littéralement devant l’ingéniosité de ces êtres humains, devant leur curiosité, leurs interrogations et leur méthode. Puis l’étonnant saut en avant de la physique contemporaine depuis vingt-cinq ans, qu’est le fondement théorique et observationnel de la cosmologie, c’est-à-dire de la naissance de l’Univers, dans le cadre de la théorie du big bang (avec un titre provocateur que l’on doit savourer chacun à sa façon). Enfin, les fractales et le chaos de Poincaré, revigoré depuis 1963 par Edward Lorenz et les météorologistes, sont la cerise sur le gâteau.

Là se trouve une leçon pour moi tout aussi importante dans le contenu culturel de la science tel que nous le soumet Alexandre Moatti. En physique, on peut se tromper mais on ne peut pas mentir. Et c’est ça l’intérêt de la physique. Le réel a toujours raison. Si les idées qu’on a sont contraires à ce qu’on voit, il faut en trouver d’autres. On ne peut pas changer le réel par des discours. Certains y verront peut-être une boutade, voire une évidence. Qu’ils réfléchissent au monde tel que nous le préparons pour le laisser à d’autres. Entre les lignes, on découvre en Alexandre Moatti plus qu’un homme talentueux et cultivé, un véritable humaniste. Il y en a trop peu qui se manifestent actuellement et qui mettent en application cette capacité.

Je tiens à terminer sur une note plus personnelle. Alexandre Moatti appartient à la promotion 1978 de l’École polytechnique, dont il fut un des plus brillants éléments. Cette promotion a été la dernière à connaître Laurent Schwartz comme professeur de mathématiques. Quelques années auparavant, Laurent Schwartz avait déclenché une tempête dans le monde polytechnicien en publiant dans le journal Le Monde un article intitulé « Le Détournement des cerveaux ». Cet article lui avait valu la vindicte de divers personnages et une menace (de Polichinelle) de mise à la porte de l’École polytechnique. En découvrant la carrière d’Alexandre Moatti après qu’il a été mon élève, en apprenant son action constante en faveur de la promotion de la science dans toutes les fonctions de responsabilité qu’il a exercées, j’ai repensé à cet article de Laurent Schwartz. Bien entendu, je ne tomberai pas dans la sottise de vouloir imaginer ce que ce dernier aurait pensé de notre élève commun. Mais personnellement, j’éprouve une véritable fierté de voir que l’on peut être à la fois un grand commis de l’État et un scientifique de plain-pied avec la science contemporaine. Une fierté et une grande joie.

Maintenant, on comprendra aisément la réputation d’intarissable bavard que j’ai acquise. Il est plus sage que je m’arrête pour laisser aux nombreux lecteurs le délice de parcourir, chacun avec ses goûts, les pages qui suivent.



Jean-Louis Basdevant
Professeur de physique à l’École polytechnique
Paris, décembre 2005




Avant-propos


Dures les sciences dures ?

Une odyssée de la science.





J’ai choisi de naviguer dans les sciences pour montrer comment certaines notions de base, mathématiques ou physiques, sont tout à fait abordables et passionnantes, y compris dans leur formulation ou leur démonstration.

C’est un choix arbitraire auquel je me suis livré : comme il existe des anthologies de la poésie, voici ce qui pourrait être une anthologie de la science.

Les chapitres 1 à 10 concernent plus spécifiquement les mathématiques, notamment l’arithmétique (chapitres 1 à 5), la géométrie (chapitres 6 à 8), la logique (chapitre 9), les probabilités (chapitre 10). Je n’évoque ni l’algèbre avancée ni l’analyse qui sont d’un haut niveau conceptuel y compris leurs outils de démonstration ; la logique est elle aussi d’un haut niveau conceptuel, mais reste accessible dans un langage mathématique compréhensible.

Les chapitres 11 à 19 concernent plus spécifiquement la physique. Le fil directeur en est la lumière : son étude dans les siècles précédents donne lieu au début du XXe siècle à la naissance des deux théories révolutionnaires de la physique, la relativité et la mécanique quantique. Un second fil directeur en est aussi le mouvement relatif, sujet très présent bien avant la théorie de la relativité restreinte.

Les chapitres 20 et 21 abordent deux notions de la seconde moitié du XXe siècle, à la frontière des mathématiques et de la physique, les courbes fractales et la théorie du chaos. Même si ce ne sont pas les branches les plus importantes de la science à ce jour, elles m’ont paru aisément s’enchaîner avec les autres et intellectuellement stimulantes.

J’ai aussi choisi ces différents thèmes pour montrer que les sciences progressent par fertilisation croisée, en voici quelques exemples :

• les géométries non euclidiennes (chapitre 8) sont utilisées dans la théorie de la relativité (chapitre 14) ;

• des conjectures d’arithmétique (chapitre 4) illustrent des théorèmes de logique (chapitre 9) ;

• les nombres entiers (chapitre 2) sont au cœur de la discontinuité quantique (chapitre 18) ;

• les nombres rationnels (chapitre 2) apparaissent dans les ondes musicales (chapitre 12) ;

• le nombre π (chapitre 7) apparaît dans la théorie des nombres en tant que premier nombre transcendant connu (chapitre 2) ou dans les probabilités (chapitre 10) ;

• les probabilités (chapitre 10) sont utilisées comme outils descriptifs de la physique quantique (chapitre 18) ;

• les courbes fractales, constructions au départ purement géométriques (chapitre 20) apparaissent dans les développements astrophysiques de la théorie du chaos (chapitre 21).

Soulignons aussi l’importance de la science dans la technologie : le génial expérimentateur et inventeur Foucault ne fut pas uniquement l’inventeur du pendule aussi inutile que démonstratif (chapitre 11), mais aussi celui du gyroscope, petit outil au départ démonstratif comme le pendule (il indique une rotation indépendante de celle de la terre), maintenant utilisé comme compas dans les bateaux ou comme boussole dans les fusées et les avions !

Réciproquement, la technologie paie bien sa dette à la science. C’est grâce à de nouveaux outils de laboratoire que le troisième test de la relativité générale ou la résolution du paradoxe EPR (qu’on peut assimiler à un test de la physique quantique) ont pu être effectués, quarante ans après leur conception (chapitre 19) ! C’est aussi grâce à l’ordinateur que des conjectures mathématiques peuvent être résolues (théorème des quatre couleurs, chapitre 4), ou que des systèmes chaotiques peuvent être mis en évidence et étudiés (chapitre 21).

Ce décalage entre les concepts scientifiques de précurseurs géniaux et la possibilité de vérification expérimentale venant longtemps après ne laisse pas d’étonner et donne foi en la science théorique : la relativité générale (chapitre 15) est en sommeil entre 1925 et 1960 avant de trouver d’éclatantes vérifications et applications ; la théorie du chaos (chapitre 21), modélisée par Poincaré en 1898, trouve son premier domaine d’application dans la météorologie en 1963 ; dans une moindre mesure, la théorie de la déflection de la lumière des astronomes anglais du XVIIIe siècle (chapitre 13) trouve une certaine légitimation avec la relativité générale en 1919…

Dans cet aller-retour plus ou moins rapide mais constant entre science et technologie, entre théorie et expérience, il faut aussi mentionner les erreurs d’expérience, les artefacts de manipulations qui donnent lieu instantanément à de riches et nouvelles théories : Röntgen et son matériau rendu fluorescent par de nouveaux rayons en 1895, Becquerel et sa plaque photographique impressionnée par les rayons uraniques en 1896 (chapitre 17), Lorenz et son programme informatique repris en cours de route en 1963 (chapitre 21).

J’aborde aussi la notion d’incertitude dans la science, grande découverte des scientifiques du XXe siècle, certes en physique mais de manière plus surprenante en mathématiques aussi. On ne peut qu’être frappé de cette véritable découverte de l’incertitude dans le monde du XXe siècle, qu’on pourrait qualifier de siècle de l’incertitude, où les limites de la connaissance ont été approchées :

• Principe de relativité restreinte (Einstein 1905) : remise en cause de la notion de temps absolu.

• Mécanique ondulatoire (de Broglie 1923) : la lumière – et la matière – sont à la fois onde et corpuscule.

• Principe d’indétermination (Heisenberg 1926) : la description de la matière est nécessairement probabiliste.

• Théorème d’indécidabilité (Gödel 1931) : tout ce qui est vrai n’est pas forcément démontrable, et vice versa.

• Théorie du chaos : un système déterministe n’est pas forcément prédictible.

Citons à ce propos le philosophe des sciences Bertrand Russell (bibliographie [20]) : « Il est curieux de constater – et la relativité n’est pas la seule à nous le montrer – qu’à mesure que le raisonnement progresse, il prétend de moins en moins être à même de prouver. »

Enfin, ce parcours des sciences est aussi un voyage dans l’Europe intellectuelle et scientifique du XVIIe au XXe siècle, où les idées circulaient entre grands pays européens, confrontant les grandes traditions scientifiques nationales :

• La France et ses mathématiciens sur toute la période (de Fermat et Descartes à Poincaré), mais aussi ses physiciens et astronomes dans la première moitié du XIXe siècle (Arago, Coriolis, Fizeau, Fresnel, Foucault…).

• L’Allemagne et son école de physique qui prend le relais à la fin du XIXe siècle, avec le jaillissement de concepts ayant suivi ou précédé les deux articles fondateurs d’Einstein en 1905 : citons des physiciens théoriciens comme Planck, Boltzmann, Heisenberg, mais aussi de brillants physiciens expérimentaux comme Röntgen, Hertz…

• La Grande-Bretagne avec Newton le fondateur de la mécanique, et dans son sillage des astronomes et physiciens sur toute la période : Bradley et l’angle d’aberration de la lumière, Michell et les corps obscurs ancêtres des trous noirs, Young et les franges d’interférence lumineuse, Maxwell et les équations de l’électromagnétisme, Eddington et la vérification en 1919 de la relativité générale…

• L’Italie avec le géant Galilée ; et aussi un certain nombre d’autres pays où sont apparus de très grands scientifiques : la Pologne avec Copernic, le Danemark depuis Römer au XVIIe siècle (qui mesura en premier la vitesse de la lumière) jusqu’à Bohr au XXe siècle, les Pays-Bas avec Hendrik Lorentz…

Le Nouveau Monde n’apparaît que tardivement dans l’histoire des sciences ; la physique au début du XXe siècle était allemande, elle deviendra américaine à partir de 1935.

Ce parcours des sciences mathématiques et physiques a pour but de montrer comment des notions scientifiques fondamentales peuvent être formulées, et pas seulement exprimées, de manière simple. C’est justement le pari qui a été fait d’utiliser une formulation scientifique simple1 : à titre d’exemple est conduit le calcul relativiste de correction des horloges dans le GPS, simple et d’application pratique, sans utilisation des formules de tenseurs de la relativité générale qui n’auraient pas leur place ici.

Puisse cet opuscule donner envie au lecteur de se plonger dans la bibliographie et d’approfondir ainsi les sujets qui lui auront plu au hasard de ce parcours !



Alexandre Moatti


1- Les seules opérations mathématiques utilisées sont les quatre opérations élémentaires, et l’élévation à la puissance ; aucun calcul différentiel ou intégral n’est fait, apparaissent deux fois des signes de dérivée ou d’intégrale à titre d’exposé uniquement (système différentiel du chaos, fonction d’onde de Schrödinger).










Chapitre 1

Pythagore
 et les nombres irrationnels


On raconte que Pythagore, célèbre pour son théorème du triangle rectangle (« le carré de l’hypoténuse est égal à la somme des carrés des deux autres côtés »), ne put admettre la découverte par un de ses disciples de l’existence de nombres irrationnels : celui-ci avait trouvé de manière simple un nombre irrationnel, [image: images], égal à la longueur de la diagonale d’un carré de côté 1, par application directe du théorème de son maître !


Qu’est-ce qu’un nombre rationnel ?

Un nombre rationnel est un nombre qui s’écrit sous la forme d’une fraction [image: images], où a et b sont entiers.

• Il peut avoir un nombre fini de chiffres après la virgule, par exemple [image: images] = 0,5.

• Il peut aussi avoir un nombre infini de chiffres après la virgule, par exemple [image: images] = 0,16666…

• Tout nombre rationnel a un développement décimal périodique (soit un nombre de chiffres fini, soit un nombre de chiffres infini avec un motif périodique à partir d’un certain rang ; par exemple [image: images] = 0,857142857142857142…) ; réciproquement, tout nombre ayant un développement décimal périodique à partir d’un certain rang est rationnel.

• La fraction selon laquelle s’exprime un nombre rationnel peut être simplifiée au maximum, par exemple [image: images], cette dernière étant la forme « irréductible ».

Exprimons à présent un nombre rationnel sous sa forme irréductible [image: images] ; le fait que cette fraction ne peut être simplifiée signifie que les deux nombres entiers a et b sont « premiers entre eux », c’est-à-dire qu’ils n’ont aucun diviseur commun.

Deux nombres « premiers entre eux » ne sont pas forcément tous les deux des nombres premiers :

• 5 et 3 sont tous les deux des nombres premiers, ils sont donc premiers entre eux.

• 9 et 20 ne sont ni l’un ni l’autre premiers, et pourtant ils sont « premiers entre eux » ; ils n’ont pas de diviseur commun autre que 1 ; la fraction [image: images] ne peut être simplifiée.




La diagonale du carré, [image: images], est un nombre irrationnel1

On illustre ici une des plus intéressantes démarches mathématiques, « le raisonnement par l’absurde » : on va supposer que [image: images] est un nombre rationnel, et arriver à un résultat absurde ou impossible. On aura ainsi démontré que [image: images] est un nombre irrationnel, c’est-à-dire non rationnel.

On suppose que [image: images] est rationnel, soit [image: images], où a et b sont des nombres entiers, premiers entre eux (forme irréductible de la fraction). On élève cette équation au carré. Cela donne a2 = 2 × b2, donc a2 est pair.

Le fait que a2 est pair nous permet de déduire que a est pair pour la raison suivante :

• Le carré d’un nombre pair a = 2 × c s’écrit a2 = 4 × c2, il est divisible par 4 donc pair.

• Le carré d’un nombre impair a = 2 × c + 1 s’écrit a2 = 4 × c2 + 4 × c + 1, il est donc impair.

• Le carré d’un nombre pair est toujours pair, le carré d’un nombre impair est toujours impair.

Comme a est pair, on écrit a = 2 × c et l’identité initiale [image: images] devient [image: images], ce qui peut s’écrire [image: images].

• On élève comme ci-dessus cette équation au carré, on a b2 = 2 × c2 ; b est donc pair.

• Or il est impossible que a et b soient pairs tous les deux, car dans ce cas la forme initiale [image: images] pourrait être simplifiée : on aboutit donc à un résultat impossible.

• Le postulat de base [image: images], avec a et b premiers entre eux, est faux, donc [image: images] est irrationnel.




La diagonale du carré, [image: images], est un nombre irrationnel (bis)

On utilise ici une autre démonstration, plus conceptuelle, montrant ainsi la richesse des mathématiques où plusieurs chemins sont possibles pour arriver au but !

Cette démonstration consiste à remarquer que le carré d’un nombre rationnel [image: images], avec a et b premiers entre eux, est un nombre rationnel qui peut s’écrire [image: images]. Cette forme est irréductible car a2 et b2 sont premiers entre eux : si deux nombres sont premiers entre eux, leurs carrés le sont aussi.

• Si un nombre q est rationnel (s’écrivant sous la forme irréductible q = [image: images]), alors son carré q2 s’écrit sous la forme irréductible [image: images].

• Or 2 s’écrit sous la forme irréductible [image: images] qui n’est pas le quotient de deux carrés [image: images], puisque 2 n’est pas un carré parfait : donc [image: images] n’est pas rationnel.

• Cette démonstration est aussi valable pour [image: images]







1- Les mathématiques utilisent souvent de manière imagée des adjectifs ayant des sens différents dans le langage commun, comme ici les termes « rationnel » et « irrationnel », ou dans le chapitre suivant les termes « dense », « discret », « transcendant ».









Chapitre 2

L’hôtel de Hilbert
 l’infini et le transfini


Le cardinal d’un ensemble est le nombre d’éléments qu’il contient. Le cardinal de l’ensemble formé par les jours de la semaine est sept.

Un ensemble peut être de cardinal infini. Par exemple, on énumère les nombres entiers positifs sans fin les uns après les autres de manière ordonnée : 1, 2, 3, 4… Les mathématiques parlent dans ce cas d’« infini discret ».

La notion d’infini est moins évidente lorsqu’il s’agit, par exemple, de l’ensemble des nombres réels ou de l’ensemble des points d’une droite, ou même d’un segment : on ne peut pas énumérer leurs éléments de manière ordonnée. Entre deux points d’un segment, aussi près soient-ils, on en trouvera toujours un autre.

Les mathématiques parlent dans ce cas d’« infini dense » (par opposition à l’infini « discret »), et introduisent dans le langage un terme spécifique, le « transfini », plus grand que l’infini.


Hilbert et son hôtel particulier

L’hôtel de Hilbert est un hôtel particulier, il a un nombre infini de chambres numérotées à partir de 1, et chacune d’elles est occupée. Amusons-nous aux deux jeux suivants1.

Jeu A

Un client arrive et souhaite une chambre. Hilbert lui dit : « Pas de problème ! » ; effectivement il trouve une chambre au nouvel arrivant. Comment ?

Jeu B

Une infinité de clients arrivent et tous souhaitent une chambre. Hilbert leur dit : « Pas de problème ! » ; effectivement il trouve une chambre à chacun des nouveaux arrivants. Comment ?

Solution

• Jeu A : Hilbert demande au client de la chambre n° 1 de prendre la chambre n° 2, au client de la chambre n° 2 de prendre la chambre n° 3, etc. La chambre n° 1 se libère donc et il l’offre au nouvel arrivant.

• Jeu B : Hilbert demande au client de la chambre n° 1 de prendre la chambre n° 2, au client de la chambre n° 2 de prendre la chambre n° 4, etc. Toutes les chambres à numéro impair se trouvent donc libres, il y loge tous les nouveaux arrivants, en nombre infini.

• En rappelant que la notation ∞ s’applique à l’infini2, on a illustré le fait que ∞ + 1 = ∞ (jeu A) et que ∞ + ∞ = ∞ (jeu B).




Il y a autant de fractions que d’entiers !

On appelle « ensemble dénombrable » un ensemble dont on peut énumérer un à un les éléments, c’est-à-dire qu’il peut être mis en relation biunivoque avec l’ensemble N des nombres entiers positifs : chaque élément de l’ensemble peut être associé à un entier naturel de N.

L’ensemble Z des entiers relatifs (positifs ou négatifs) peut être mis en relation biunivoque avec N par la méthode de dénombrement suivante :

[image: tableau]

Ainsi chaque entier positif n de Z est associé à (2 × n) dans N, chaque entier négatif – n de Z est associé à (2 × n – 1) dans N ; on retrouve la deuxième variante de l’hôtel de Hilbert (arrivée dans l’hôtel N d’une infinité de nouveaux occupants qui sont les nombres entiers négatifs). Z est dénombrable et de même cardinal que N (bien qu’il contienne en apparence deux fois plus de nombres…).

L’ensemble K des carrés des nombres entiers positifs peut être mis en relation biunivoque avec N par la méthode de dénombrement suivante :

[image: tableau]

À chaque nombre, on peut associer son carré : c’est le paradoxe de Galilée, à savoir qu’« il y a autant de carrés parfaits que de nombres entiers ».

Plus surprenant encore, l’ensemble Q des nombres rationnels peut être mis en relation biunivoque avec N par la méthode de dénombrement suivante :

[image: images]

Dans le sens horizontal du tableau se trouvent les numérateurs des rationnels, et dans le sens vertical les dénominateurs ; on élimine au passage les fractions réductibles équivalentes à des fractions déjà rencontrées (symbolisées ici par des cases blanches). On décrit ainsi dans ce tableau la totalité des nombres rationnels (ensemble Q).

Le dénombrement de Q se fait par la règle suivante :

• [image: images] est classé avant [image: images]

• dans le cas où p + q = p’ + q’, [image: images] est classé avant [image: images] (par exemple [image: images] est classé avant [image: images], 3 + 4 = 5 + 2 mais 3 < 5)

[image: images]

On trouve ainsi un « chemin » (chiffres indiqués en gras, en bas à droite de chaque case) dans Q permettant d’énumérer les nombres rationnels. Ce n’est pas illogique car Q est défini à partir de N. On appelle [image: images]0 (aleph 0) le cardinal des ensembles de même cardinal que N : N lui-même, l’ensemble des carrés parfaits K, Z, Q…




Les cardinaux transfinis

L’ensemble R des nombres réels (comprenant les irrationnels, chapitre 1) n’est pas dénombrable. C’est un ensemble « plus grand » que N, Z ou Q. On appelle [image: images]1 (aleph 1) le cardinal de ce type d’ensemble, qui est dit « transfini » ou, selon la formule du mathématicien Georg Cantor, « ayant la puissance du continu ».

Pour le démontrer, on utilise comme dans le chapitre 1 le raisonnement par l’absurde en supposant que l’ensemble des nombres réels compris entre 0 et 1 est dénombrable. Cela signifie qu’à chaque entier positif, on peut associer un nombre réel compris entre 0 et 1 ; on fait l’énumération correspondante (peu importe les nombres réels compris entre 0 et 1 qu’on choisit dans la colonne de droite) :

[image: tableau]

• On forme alors le nombre réel suivant : sa première décimale après 0 est la première décimale du premier (soit 3) à laquelle on ajoute 1, sa seconde décimale est la seconde décimale du deuxième (soit 2) à laquelle on ajoute 1, etc.

• Dans notre cas cela donne 0,43543… ; on obtient ainsi un autre nombre réel compris entre 0 et 1 dont on est sûr qu’il n’est pas dans la liste puisque sa première décimale n’est pas celle du premier, sa seconde décimale n’est pas celle du second…

• Il n’est pas nécessaire de prendre la décimale du premier en lui ajoutant 1, il suffit de prendre n’importe quelle décimale du premier nombre autre que celle qui y figure effectivement3 !




Nombres algébriques et nombres transcendants

On appelle « algébrique » un nombre réel solution d’une équation algébrique à coefficients entiers, comme

[image: images]

Par exemple [image: images] est solution de l’équation x2 – 2 = 0, c’est un nombre algébrique.

L’ensemble des nombres algébriques, qui va largement au-delà des entiers positifs (ensemble N) et des nombres rationnels (ensemble Q), est lui aussi dénombrable, il peut être mis en relation biunivoque avec N !

Une manière simple de s’en convaincre est de noter que l’ensemble des équations algébriques est dénombrable et que par ailleurs, chacune ayant un nombre fini de solutions, l’ensemble formé par ces solutions, c’est-à-dire l’ensemble des nombres algébriques, est dénombrable.

En voici une démonstration plus précise. À chaque nombre solution d’une équation algébrique, on associe un nombre entier différent : on arrive donc à énumérer les nombres algébriques. Il s’agit d’une méthode classique, que Gödel utilise dans son théorème (chapitre 9) lorsqu’il introduit les « nombres de Gödel ». Ce type de méthodes utilise le « théorème fondamental de l’arithmétique », à savoir que tout nombre entier peut être décomposé de manière unique en un produit de puissances de nombres premiers (décomposition d’un entier en nombres premiers).

Ainsi l’équation polynomiale (1) ci-dessus a n racines ; on associe à chacune des racines réelles le nombre entier ainsi composé :

[image: images]

où pn est le ne nombre premier, et k un entier compris entre 1 et n permettant de couvrir par excès l’ensemble des n solutions du polynôme algébrique. Comme on doit tenir compte du fait que les coefficients a0, a1… peuvent être négatifs, on adopte la convention suivante : si [image: images], an#= an et an## = 0, et si an < 0, an# = 0 et an## = – an ; on affecte ainsi les nombres premiers de rang pair comme 3, 7, 13… aux coefficients positifs de l’équation algébrique (1), et les nombres premiers de rang impair comme 5, 11, 17… aux coefficients négatifs de l’équation.

 

Le caractère dénombrable de l’ensemble des nombres algébriques a une conséquence importante. Il implique que le caractère non dénombrable des réels, qu’on a vu au paragraphe précédent, est celui des nombres non algébriques, c’est-à-dire les nombres transcendants. En effet, l’ensemble des nombres algébriques étant dénombrable, le fait que l’ensemble des réels qui le contient est non dénombrable signifie que c’est l’ensemble des nombres transcendants qui n’est pas dénombrable.


[image: images]Figure 2.1 : Les ensembles évoqués dans ce chapitre, de K l’ensemble des carrés parfaits à R l’ensemble des nombres réels (A est l’ensemble des nombres algébriques). Seule la dernière couche hachurée, celle des nombres transcendants, a un cardinal transfini.




C’est l’ensemble des nombres transcendants qui a un cardinal transfini4 : et pourtant, il n’est pas intuitif de citer ne serait-ce qu’un seul nombre transcendant, d’ailleurs jusqu’au XIXe siècle aucun mathématicien n’était capable d’en citer avec certitude !

Il a fallu attendre 1882 pour que Lindemann mette en évidence de manière certaine un nombre transcendant, qui n’est autre que π ! Il démontrait aussi par la même occasion l’impossibilité de la « quadrature du cercle », équivalente au fait que π n’est pas solution d’une équation algébrique.




Comment multiplier l’infini [image: images]0 par le transfini [image: images]1 ?

• On démontre que le segment réel [0,1] est biunivoque avec le carré de segment [0,1] : ce résultat a beaucoup étonné Cantor, à savoir que le segment comme le carré ont la même puissance du continu [image: images]1 : le carré n’est pas plus « grand » que son côté ! Cela peut s’écrire [image: images]1 × [image: images]1 = [image: images]1.

La démonstration est facile, on prend un carré de côté 1, et son sommet en bas à gauche est pris comme origine d’un repère cartésien.


[image: images]Figure 2.2 : Tout point à l’intérieur du carré a pour coordonnées X = 0, X1X2X3… Xn… et Y = 0, Y1Y2Y3… Yn… Ce point peut être mis en correspondance biunivoque avec le réel du segment [0,1] ainsi formé : Z = 0, X1Y1X2Y2X3Y3… XnYn …




• Notons que le segment réel [0,1] est biunivoque avec l’ensemble des réels R ; c’est moins étonnant puisque R s’obtient en répétant par translation le segment [0,1] une infinité dénombrable de fois : [0,1], [1,2], [2,3], [3,4]… (idem pour les nombres négatifs [– 1,0], [– 2,– 1]…). Autrement dit, on translate le segment [0,1] autant de fois qu’il y a d’entiers naturels (positifs ou négatifs) pour obtenir l’ensemble R des nombres réels : cela peut s’écrire [image: images]1 × [image: images]0= [image: images]1.

• On démontre que le segment [0,1] est assimilable à l’ensemble des parties de N.

En effet à chaque nombre réel compris entre 0 et 1, soit 0, X1X2X3… Xn… on associe la partie de N qui est l’ensemble des décimales de ce nombre réel, partie qu’on convient de noter {X1, X2, X3, …, Xn, …}

Or pour un ensemble fini à n éléments {X1, X2, X3, …, Xn}, le nombre de ses parties5 est égal à 2n ; par extrapolation, on écrit, en comparant d’une part le segment [0,1] qui a [image: images]1 éléments et qui est associé à l’ensemble des ensembles de type {X1, X2, X3, … , Xn, …}, et d’autre part N qui a [image: images]0 éléments, que [image: images] ; cela met en évidence que, pour passer de [image: images]0 à [image: images]1, ce n’est pas une addition ou une multiplication qui entre en jeu (en effet [image: images]0 × [image: images]0 = [image: images]0), mais une mise à la puissance.

• Enfin, les mathématiciens se sont demandé s’il y avait un autre type de cardinal compris entre l’infini dénombrable [image: images]0 et le transfini [image: images] ; ils conjecturaient qu’un tel ensemble n’existait pas. Il s’agissait du premier des 23 problèmes à résoudre au XXe siècle posés par Hilbert en 1900. Gödel, en 1938, sur la base de son théorème de 1931, démontra que cette conjecture était indécidable (chapitre 9).






OEBPS/images/p28a.jpg
Etc.

w | = o 1en wun o
I B PN A e R e
© | o cun o~
n e | e | wi [ e
+ | - i wun i
@ | o | et | mun s | oo
& |« e o TS
ST N T N I B N RS






OEBPS/images/p28b.jpg
LD





OEBPS/images/p28c.jpg
P i
—sip+q<p'+
g sipra<p+d





OEBPS/images/p28c1.jpg
(Tp,-sip<p’





OEBPS/cover/pagetitre.jpg
ALEXANDRE MOATTI

LES INDISPENSABLES

Mathématiques et physiques
pour tous

Préface de Jean-Louis Basdevant





OEBPS/images/p24b.jpg





OEBPS/images/p24c.jpg





OEBPS/images/p24d.jpg





OEBPS/images/p24e.jpg





OEBPS/images/p24f.jpg
35045yl





OEBPS/images/Tab1.jpg





OEBPS/images/Tab2.jpg





OEBPS/images/p31b.jpg
K quf | ok o o 2t
2% 3 x5 7 x I S X






OEBPS/images/p31e.jpg





OEBPS/images/p32.jpg





OEBPS/images/p33.jpg
0,Y1 Yy Yp o

0, X1 X2 ... Xn .o





OEBPS/images/p34a.jpg





OEBPS/cover/cover.jpg
ALEXANDRE MOAT'TI

LES INDISPENSABLES
MATHEMATIQUES
ET PHYSIQUES POUR TOUS






OEBPS/images/p28f.jpg





OEBPS/images/p28g.jpg





OEBPS/images/p29a.jpg
s |6 | 7|8 |BEe
' C R E R P! 6 |1 s
s s | o u| ||
1 3 5 7
e L LTS 75
A ER O B N O I A
Soap g 157 20
T E E T
6 14 25
P O N F R I
S0 137 19| 24 5 [P R
s [ : §
12
o R O N EN O R
1|7 23
I A I R O
22






OEBPS/images/p29b.jpg





OEBPS/images/Tab2a.jpg
DR —

correspond a
correspond a
correspond a
correspond 2
correspond a

0,3456459...
0,4289573...
0,6742305...
0,05639725...
0,48552191...





OEBPS/images/p31a.jpg
a,X"+a, X" '+..+aX+a, =0 (1)







OEBPS/images/p34b.jpg





OEBPS/images/p21a.jpg





OEBPS/images/p21b.jpg





OEBPS/images/p21c.jpg





OEBPS/images/p23b.jpg
B

©
<7|><
o






OEBPS/images/p21d.jpg
6





OEBPS/images/p23c.jpg
IS
clo





OEBPS/images/p22a.jpg





OEBPS/images/p24a.jpg





OEBPS/images/p22b.jpg
S

Wi





OEBPS/images/p22c.jpg





OEBPS/images/p22d.jpg





OEBPS/images/p23a.jpg
=
T







