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INTÉGRALES ET AIRESAire sous la courbe d’une fonction continue et positive  sur un intervalle []ab;f(b)f(a)aAB1 u.a.bᏭ =         ab   f(t)dt u.a.Ꮿf䊊Aire d’un domaine délimité par les courbes de deux fonctions continues et positivesa1 u.a.b  ab[f(t) − g(t)dt u.a.ᏯfᏯg䊊Valeur moyenne d’une fonction continue et positiveam1 u.a.b  ab f(t)dt u.a.Ꮿfm =1b −a䊊
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Documents de référenceVALEURS INTERMÉDIAIRESET POINT D’INFLEXION La fonction f est continue et strictement monotone sur les intervalles ;[]ab et ;[]bc, ;[]()()∈mfbfa et ;[]()()∈mfbfc:xabcVariations de f()fa()fb()fcL’équation ()=fxm admet deux solutions : α et β.Ꮿff(α)= f(β) = mf(x)艌 mf(x)艋 mf(x)艌 my = mαβ䊊 Le point A est un point d’inflexion de la courbe Ꮿf d’une fonction f dérivable (deux fois dérivable) sur un intervalle I de .Af(a)f′decroissante(f″(a) 艋 0)f′croissante(f″(a) 艌 0)af″(a) = 0䊊
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9MÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS1COURSwww.annabac.comCHAPITRE1

ContinuitéL’objectif de ce chapitre n’est pas une approche théorique de la notion de continuité. On s’intéresse davantage, en terminale, aux applica-tions de cette notion. En particulier, la continuité d’une fonction sur un intervalle est une condition déterminante de l’application du théorème des valeurs intermédiaires, qui permet d’étudier l’existence des solutions des équations du type fxk()= et d’en trouver des valeurs approchées.1 Notion de continuité sur un intervalleA Fonction continue ou discontinue sur un intervalleSoit I un intervalle, f une fonction déﬁ nie sur I et  la courbe représentative de f sur l’intervalle I dans le plan muni d’un repère.On dit que f est continue sur I si la courbe  se trace d’un trait continu, « sans lever le crayon », c’est-à-dire si la courbe  ne présente pas de « saut ».ExempleLa fonction f représentée ci-dessous est déﬁ nie sur l’inter-valle −[]25;, mais elle n’est pas continue sur cet intervalle : on doit lever le crayon pour tracer sa courbe. On dit que f présente une discontinuité en 3. Par contre, la fonction f est continue sur −[[23; et sur 35;[].01–1–1123–22345Un intervalle de  est un ensemble « sans trou » : si a et b sont deux éléments d’un intervalle I, alors tout réel compris entre a et b appartient à I. On n’étudie pas la continuité d’une fonction sur un ensemble autre qu’un intervalle.
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10B Propriétés• Les fonctions usuelles (aﬃ  nes, carré, inverse, racine carrée, cube) sont continues sur tout intervalle contenu dans leur ensemble de déﬁ nition.Les fonctions • polynômes sont continues sur .Les fonctions • rationnelles (quotient de deux polynômes) sont continues sur tout intervalle contenu dans leur ensemble de déﬁ nition, c’est-à-dire sur tout intervalle où leur dénominateur ne s’annule pas.On verra que la • fonction exponentielle est continue sur  (voir le chapitre 2) et que la fonction logarithme népérien est continue sur 0;+∞][ (voir le chapitre 3).Remarque : En économie, la discontinuité indique une rupture dans un pro-cessus, un « saut ». Par exemple, une petite augmentation du capital d’une entreprise peut engendrer un « saut » dans sa production si l’augmentation de capital permet à l’entreprise de bénéﬁ cier d’avantages ﬁ scaux.C Théorème important éorème : Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.Attention ! La réciproque de cette propriété est fausse ; une fonction peut être continue sur un intervalle sans être dérivable sur cet intervalle. Par exemple, la fonction racine carrée xx est déﬁ nie et continue sur 0;+∞[[, mais elle n’est pas dérivable sur cet intervalle ; elle n’est dérivable que sur 0;+∞]].2 Théorème des valeurs intermédiairesA Énoncé du théorème1. Approche graphique La fonction f représentée ci-contre est continue sur ab;[]. La droite 1 (en bleu) a pour équation yk=1 ; k1 est compris entre fa()et fb().1 coupe la courbe représentative de f en trois points.L’équation fxk()=1 a trois solutions dans l’intervalle ab;[].sont continues sur tout intervalle contenu dans leur ensemble de déﬁ nition, Les fonctions usuelles sont continues sur tout intervalle où elles sont définies.Ce théorème est admis. Il permet de justifier la continuité de la plupart des fonctions usuelles.baf (a)f (b)A12B
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11MÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS1COURSLes solutions de l’équation fxk()=1 sont les abscisses des points d’intersec-tion de la droite 1 et de la courbe représentative de f.La droite 2 (en rouge) a pour équation yk=2.k2 est compris entre fa() et fb(). 2 coupe la courbe représentative de f en un point. L’équation fxk()=2 a une solution dans l’intervalle ab;[].  éorème Soit a et b deux réels tels que ab et f une fonction continue sur l’intervalle ab;[]. Pour tout réel k compris entre fa() et fb(), il existe au moins un réel c appartenant à ab;[] tel que fck()=.L’équation fxk()= a au moins une solution dans l’in-tervalle ab;[] ; la droite d’équation yk= a au moins un point commun avec , courbe représentative de f sur l’in-tervalle ab;[].2. Cas particulier important Si f est continue sur l’intervalle ab;[] et si fafb()()0 (fa()et fb() sont en ce cas de signes contraires), alors l’équation fx()=0 a au moins une solution dans l’intervalle ab;[].Remarques« • k compris entre fa() et fb() » signiﬁ e suivant le cas :fakfb()() ou fbkfa()()Autre formulation du théorème•  : Toute valeur intermédiaire entre l’image de a et l’image de b est l’image d’au moins un nombre de l’intervalle ab;[] (d’où le nom de « théorème des valeurs intermédiaires »).• L’hypothèse de continuité est fondamentale ; si la fonction f n’est pas continue sur l’intervalle ab;[], le résultat peut ne pas être vrai :ff115()().Pourtant, l’équation fx()=1 n’a pas de solution dans l’intervalle 15;[].Il n’existe aucun nombre c dans cet intervalle tel que fc()=1.La fonction f n’est pas continue sur l’intervalle 15;[].« Au moins un » signifie  « un ou davantage ».0012312345
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12 Le théorème aﬃ  rme l’existence d’au moins une solution à l’équation fxk()=, mais il peut y avoir plusieurs solutions. De plus, le théorème ne donne pas la valeur exacte de cette (ces) solution(s). Dans certains cas, on connaît (ou on peut déterminer) la valeur exacte d’une ou plusieurs solution(s) ; sinon, on peut utiliser la calculatrice ou un programme (algorithme) pour en déter-miner un encadrement d’amplitude donnée ou une valeur approchée à une précision donnée (voir méthode et exercice 8).B Conséquence : cas d’une fonction strictement monotoneSoit a et b deux réels tels que ab et f une fonction conti-nue et strictement monotone sur l’intervalle ab;[]. Pour tout réel k compris entre fa() et fb(), il existe un unique  réel c appartenant à ab;[] tel que fck()= ; autrement dit, l’équation fxk()= a une unique  solution dans ab;[].En eﬀ et, une fonction f continue et strictement mono-tone sur l’intervalle ab;[] présente l’un des deux tableaux de variations suivants.xaf (a)f (b)bVariationsde  fxaf (a)f (b)bVariationsde  fPar convention, dans un tableau de variations, les ﬂ èches « obliques » traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction sur l’intervalle considéré.La stricte monotonie de la fonction  f entraîne l’unicité de la solution de l’équation.bk compris entre fa() et fb() signifie kfafb∈()()[]; si f est croissante ; kfbfa∈()()[]; si f est décroissante.
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13coursMÉTHODEeXercicescorrigÉs1détmn l nmb t n namnt  ltn ’n éqatn  typ f (x ) = k Soit f  la fonction dé nie sur −[]31; par fxxxx()=+++32693.1 Étudier les variations de f sur −[]31; et construire son tableau de variations.2 Montrer que l’équation fx()=2 admet deux solutions a et b dans −[]31;.3 Donner à l’aide de la calculatrice un encadrement d’amplitude 102− de chacune des deux solutions a et b.2 Pour montrer que l’équation fx()=2 admet deux solutions dans −[]31;, on cherche les intervalles sur lesquels f est strictement monotone ; on montre que f est strictement monotone sur deux intervalles de la forme −[]3;t et t;1[] −()31t, et que 2 est compris entre les images des bornes de chacun de ces intervalles.3 Pour obtenir un encadrement d’amplitude 102− d’une solution de l’équa-tion fx()=2, on détermine deux réels a et b tels que f soit strictement mono-tone sur ab;[], que 2 soit compris entre fa() et fb() et que 0102ba−−.1 f est la restriction d’une fonction polynôme, elle est donc dérivable sur son intervalle de dé nition. Pour tout x appartenant à −[]31;, ′()=++fxxx31292.L’équation 312902xx++= est une équation du second degré dont le discriminant est ∆=36.Cette équation a pour solutions −3 et −1.D’après la règle sur le signe d’un trinôme vue en première, on peut conclure que :′−()=f30 ; ′−()=f10 ;′()fx0 si x∈−−][31; ; ′()fx0 si x∈−]]11;.ÉNoNcÉMÉhodecorrigÉ• Le discriminant de l’équation axbxc20++= est ∆=−bac24.• Une équation du second degré dont le discriminant est positif a deux solutions distinctes dans R.Pour étudier les variations de f, on calcule sa dérivée et on étudie le signe de cette dérivée.
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14On peut construire le tableau de variations de f sur l’intervalle −[]31; :Variationsde fSigne de f ′(x)x– 3– 1– 11αβ0–220+3192 f est continue sur −[]31;.f est strictement décroissante sur −−[]31;.f−()=33 et f−()=−11.−123 , donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un nombre réel α (unique) tel que −−31α et fα()=2.Entre −3 et −1, la fonction f « passe (une fois et une seule) par la valeur 2 ».De même, f est strictement croissante sur −[]11;.ff−()()121 ; il existe donc un (unique) réel b compris entre −1 et 1 tel que fβ()=2.L’équation fx()=2 a donc deux solutions : une solution a appartenant à −−[]31; et une solution b appartenant à −[]11;.3 Avec la calculatrice, on établit que : ff−()−()23224,,(f−()≈23187,, et f−()≈24214,,)Donc −−2423,,α.On peut restreindre cet encadrement : ff−()−()2342235,,.Donc −−235234,,α (encadrement d’amplitude 102− de a).De même, ff−()−()02201,,, donc −−0201,,β.ff−()−()0132012,,, donc −−013012,,β.Remarque :  L’exercice 10 présente une autre méthode pour l’obtention d’une valeur approchée d’une solution d’une équation de ce type. On peut aussi tra-cer à l’aide de la calculatrice ou d’un logiciel la courbe représentative de f et la droite d’équation y=2, puis déterminer graphiquement le nombre de points d’intersection et une valeur approchée de l’abscisse de chacun d’eux.
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