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AVANT-PROPOSÀ qui est destiné cet ouvrage ?Ce «Prépabac Entraînement intensif» s’adresse à vous qui visez l’excellence, parce que l’objectif principal de votre année de terminale, au-delà du bac, estl’orientation vers les étudessupérieures et les classespréparatoires.À vous qui êtes ambitieux, cet ouvrage offre les clés d’une année de terminale réussie et la promesse d’une entrée dans la filièresélective de votre choix.Quels contenus offre cet ouvrage ?Le cours, clair et structuré, rappelle l’essentiel des connaissances qu’il faut maîtriser.Danschaquechapitre,ilestcomplétéparunencadrépost bac présentant des connaissances nouvelles qui pourront être réinvesties dansl’enseignementsupérieur.Les méthodespour répondre aux questions types et les stratégiespour rendre de très bonnes copies sont un moyen de gagner en efficacité: elles constituent un gain de temps précieux dans votre travail.Les sujets, nombreux et progressifs, variés et originaux offrent un entraînementintensif, complet et très formateur :  – des sujets de type bac pour des révisions efficaces et ciblées ;  – des sujetsd'approfondissement vous proposant des exercices exigeants ;– des sujets post bacpour viser avec confiance la filière sélective de votre choix.Pour chaque sujet, l’auteur s’est attaché à rédiger un corrigé clair, détaillé et assorti de commentaires et de conseils.Quelscomplémentsoffrelesiteannabac.com?L’achat de ce «Prépabac Entraînement intensif» vous permet de bénéficier d’un accèsgratuit*à toutes les ressources d’annabac.com: vidéos, podcasts audio et fiches de cours, exercices interactifs, sujets d’annales corrigés…Pour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.comdanslarubrique« Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? ».* Selon les conditions précisées sur le site www.annabac.comANNEXES
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COURSRaisonnement par récurrence• I.  Le principe de récurrencePropriété– Soit 0, 1, 2, … , n une suite de propositions. Si la proposition 0est vraie et si, pour n’importe quel entier naturel n, la vérité de nentraîne celle de n+1, alors on peut conclure que pour tout entier naturel n, la proposition n est vraie.– De manière générale, si n0est un entier naturel, si la proposition n0est vraie et si pour n’importe quel entier naturel n ⩾ n0, la vérité de nentraîne celle de n+1alors on peut conclure que pour tout entier naturel n ⩾ n0, la proposition n est vraie.Exemples de propositions« Pour tout n ∈ ℕ, le nombre 4n +7n + 1 est divisible par 3. »« Pour tout n ∈ ℕ, 1+22+…+n2=nn+1()2n+1()6. »• II.  Démonstration par récurrence1. Mise en œuvreSoit n0un entier naturel. Pour démontrer qu’une propriété nest vraie pour tout entiern ⩾ n0, on eectue une démonstration par récurrence consistant à démontrer deux propriétés qui permettront de conclure :• on vérie tout d’abord que la propriété n0 est vraie ; c’est l’initialisation ;•on démontre ensuite, en considérant un entier quelconque n ⩾ n0et en supposant la propriéténvraieque,souscettehypothèse, la propriétén+1estvraie ;c’est l’hérédité.On peut alors en déduire que pour tout entier n ⩾ n0, la propriété n est vraie.RemarqueLe principe de récurrence révèle une propriété de l’ensemble des entiers naturels : ℕ contient 0, et tout entier naturel n admet un successeur n +1.2. Quelques pièges à éviter– Oublier l’initialisation.En eet, une propriété peut être héréditaire sans pourtant être vraie.Par exemple la propriété « 10n +(−1)nest un multiple de 11 » est héréditaire, mais comme on ne peut pas trouver d’entier pour lequel elle est vraie, on ne peut pasconclure.– Ne considérer que les premiers termes.Ainsi, pour n =0, n =1, n =2 et n = 3, on peut vérier par le calcul que :n4 −6n3 +11n2 −6n +1=1.Pourtant, pour n = 4, on a n4 −6n3 +11n2 −6n +1=25.10
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1 Raisonnement par récurrence COURS– Supposer que la propriété est vraie pour tout entier naturel n.En eet, si pour montrer l’hérédité, on suppose que la propriété est vraie pour tout entier n, alors on n’aura pas grand mal à démontrer qu’elle est en particulier vraie pour un entier n +1.• III.  Notation ∑On considère une suite de terme général un dénie à partir d’un rang n0. DéfinitionSi nest un entier supérieur à n0, la somme des termesde la suite de rangs compris entre n0 et n est notée :k=n0nuk.Quand il n’y a pas d’ambiguïté sur la valeur des termes sommés, on écrit :k=n0nuk=un0+un0+1+…+un.Exemples• k=141k=1+12+13+14.• k=02cos2kπ3=cos0+cos2π3+cos4π3=11212 =0.Propriétés• On a k=n0nuk=i=n0nui=j=n0nuj (on dit que l’indice k est muet).• Cas particuliers : k=n0n0uk=un0 ; k=n0n1=nn0+1.• Relation de Chasles. Pour tous entiers m et n tels que m > n ⩾ n0 :k=n0nuk+k=n+1muk=k=n0muk.• Linéarité. Soit une suite (vn) dénie à partir du rang n0 et λ un réel :k=n0nuk+vk()=k=n0nuk+k=n0nvk etk=n0nλuk=λk=n0nuk.• IV.  Factorielle d’un entier naturelDéfinition– Soit nun entier supérieur à 2. La factoriellede nest le produit des entiers naturels compris entre 1 et n. On note ce produit n!, ce qui se lit « factorielle n ».– Ainsi, 2! =1×2=2 ; 3!=1×2×3=6…On a (n +1)!= n! ×(n + 1). Ce qui incite à poser 1! = 1 puis 0! =1.11
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POST BACExempleCalcul du produit des n premiers nombres pairs non nuls :2 ×4×…×2n =(2×2×…×2)×(1×2×…× n) =2nn!.(Ce produit se note k=1n2k.)Récurrence double >Voir les exercices 11 et 14.ÉnoncéSoit (n) une suite de propositions. Soit n0 un entier naturel.Si les propositions n0et n0+1sont vraies et si pour n’importe quel entier naturel n ⩾ n0, la vérité de net de n+1entraîne celle de n+2alors on peut conclure que pour tout entier naturel n ⩾ n0, la proposition n est vraie.DémonstrationLe principe de récurrence double découle du principe de récurrence simple en consi-dérant la suite de propositions (Qn) dénies par Qn =«netn+1». Ainsi n0et n0+1sont vraies signie que Qn0est vraie, supposer que net n+1sont vraies revient à supposer Qnvraie. En déduire que n+2est vraie entraîne que Qn+1est vraie (puisqu’on a supposé n+1 vraie).ExempleOn considère la suite (un) dénie par u0 =1, u1 =2 et pour tout entier naturel n, un+2 = un+1 +2un. Démontrons que pour tout n ∈ ℕ, un =2n.Initialisation.Tout d’abord, 20 =1 et 21 =2, la propriété est donc vraie pour n =0 et n =1.Hérédité. Soit n un entier naturel, supposons que un =2n et un+1 =2n+1, on a alors :un+2 =2n+1 +2 × 2n=2n+1 +2n+1=2 × 2n+1=2n+2.On conclut donc que pour tout entier naturel n, un =2n.12
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POST BAC1 Raisonnement par récurrence COURSLe principe de récurrence forte >Voir l’exercice 11.Enclassedeterminale,onutiliseengénéralleprincipederécurrencesimpleetparfoiscelui de récurrence double. Pourtant, dans certains cas, l’utilisation du principe de récurrence forte peut être plus adapté.ÉnoncéSoit (n) une suite de propositions. Soit n0 un entier naturel.Si la proposition n0est vraie et si pour n’importe quel entier naturel n ⩾ n0, la vérité des propositions n0, n0+1, … , nentraîne celle de n+1alors on peut conclure que pour tout entier naturel n ⩾ n0, la proposition n est vraie.DémonstrationLà encore, on se ramène au principe de récurrence simple en considérant la suite de propositions (Qn) telle que Qn =« n0et n0+1et … et n » (la proposition Qnest vraie si et seulement si les propositions n0, n0+1, … et n sont vraies).Tout d’abord, la proposition Qn0est la proposition n0, donc si l’une est vraie, l’autre l’est également.Ensuite, soit un entier n ⩾ n0, supposons que Qnsoit vraie, c’est-à-dire n0, n0+1, … , nvraies. Si on en déduit que n+1est vraie alors n0, n0+1, … , net n+1sont vraies, c’est-à-dire Qn+1est vraie ; le principe de récurrence simple montre alors que pour tout entier naturel n, Qnest vraie, ou encore que n0, n0+1, … , nsont vraies et en particulier que n est vraie.RemarqueOn peut démontrer également que le principe de récurrence forte impliquele principe de récurrence faible.13
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MÉTHODES ET STRATÉGIESC1 Rédiger correctement un raisonnement par récurrence >Voir les exercices 1 à 14 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn se limite ici à l’utilisation du principe de récurrence simple.>Étape 1:identier la propriété à démontrer par récurrence et l’énoncer clairement en fonction d’un entier n(que l’on peut aussi noter pou k). On peut pour cela avoir à émettre une conjecture en considérant les premiers rangs.>Étape 2: préciser à partir de quel rang n0cette propriété doit être vériée (en généralà partir du rang n = 0 ou du rang n = 1, mais parfois à partir d’un rang plus élevé).>Étape 3 :  démontrer que la propriété est vraie au rang n0, c’est l’initialisation.>Étape 4: considérer un entier nquelconque supérieur ou égal à n0, et supposer que la propriété est vraie à ce rang n, c’est l’hypothèse de récurrence.>Étape5:énoncer la propriété au rang n +1 (en remplaçant tous les « n » par « n +1 »).>Étape 6: démontrer l’hérédité, c’est-à-dire que si la propriété est vraie au rang n alors elle est vraie au rang n +1.>Étape 7 :  conclure en énonçant que la propriété est vraie à partir du rang n0.ExempleDéterminer les fonctions dérivées successives de la fonction p dénie sur ℝ par :p(x) = xe x.Application>Étape 1 :  on a pour tout réel x : p′(x) = xe x +ex soit p′(x) =(x +1)ex.On a de même p″(x) =(x +2)ex. On conjecture que la fonction dérivée n-ième de la fonction p est la fonction :p(n):x (x + n)e x.La propriété à démontrer est donc : « pour tout x ∈ ℝ, p(n)(x) =(x + n)e x ».>Étape 2 :  le rang initial est ici n = 1 (la fonction dérivée première).>Étape 3: on a vu que pour tout réel x, p′(x) =(x +1)ex ; la propriété est donc vraie au rang 1.>Étape 4 :  soit n un entier supérieur ou égal à 1. On suppose que pour tout x ∈ ℝ,p(n)(x) =(x + n)e x.>Étape 5 :  il s’agit d’en déduire que pour tout x ∈ ℝ, p(n+1)(x) =(x + n +1)ex.14
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1 Raisonnement par récurrence MÉTHODES ET STRATÉGIES>Étape6:or, pour tout réel x, p(n+1)(x)=(p(n))′(x) (la fonction dérivée (n +1)-ièmedep est la fonction dérivée de la fonction dérivée n-ième de p) .Et on a supposé que p(n)(x) =(x + n)ex, donc p(n+1)(x) =ex +(x + n)ex soit p(n+1)(x) =(x +n +1)ex.>Étape 7: la propriété étant héréditaire et vraie au rang 1, on peut donc conclure que pour tout entier n ⩾1:p(n) : x (x + n)ex.C2  Démontrer qu’une propriété est héréditaire pour une suite >Voir les exercices 1 à 14 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn se limite également au principe de récurrence simple et on note unle terme généralde la suite étudiée.>Étape 1 :  énoncer la propriété n à démontrer à un rang n quelconque.>Étape 2 :  énoncer correctement cette propriété au rang n +1.>Étape 3: il s’agit de montrer que si nest vraie alors n+1est vraie ; pour cela il sut souvent de considérer une relation entre un+1et un. Cette relation est donnée directement par l’énoncé dans le cas d’une suite dénie par récurrence, ou en découle,notamment lorsque un est une somme de n termes.>Étape 4: partir de nvraie et utiliser la relation précédente pour déduire la pro-priété n+1.ExempleOn considère la suite (un) dénie par u0 =0,5 et pour tout entier naturel n, un+1 = un − un2.Il s’agit de démontrer par récurrence que pour tout n ∈ ℕ, un ∈[0;1].Application>Étapes 1 et 2: au rang n, la propriété est «0⩽ un ⩽1» et au rang n +1,«0⩽ un+1 ⩽1».>Étape 3 :  la relation entre un et un+1 est bien sûr la suivante : un+1 = un − un2.>Étape 4: soit nun entier naturel, on suppose que 0⩽ un ⩽1 (hypothèse de récur-rence).On a un+1 = un(1− un). Or, 0⩽ un ⩽1 d’où −1⩽ − un ⩽0 puis 0⩽1− un ⩽1. On endéduit que 0⩽ un(1 − un) ⩽1, soit 0⩽ un+1 ⩽1 (si deux nombres sont compris entre 0 et 1, leur produit l’est également).RemarquePour conclure, l’initialisation est essentielle : ici tout va bien puisqueu0 ∈[0;1], mais si par exemple u0 = −1, on pourrait montrer par récurrence que la suite est majorée par −1.15
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C3  Démontrer une propriété avec une somme ou une puissance >Voir les exercices 2, 8, 9, 10, 11 et 12 mettant en œuvre cette méthode.Méthode>Étape 1: énoncer la propriété nà démontrer à un rang nquelconque, les termes apparaissant dans cette propriété pourront être de la forme :k=n0nvk, anoun!.Bien sûr, plusieurs de ces formes peuvent être présentes dans l’expression de n.>Étape 2 :  énoncer correctement cette propriété au rang n +1 :– la somme devient k=n0n+1vk ;– la puissance devient an+1 ;– la factorielle devient (n +1)!.>Étape 3 :  pour établir un lien entre n et n+1, on écrit :k=an+1vk=k=anvk+vn+1, an+1 = a × an ou(n +1)!=(n +1)× n!.>Étape 4: nir la démonstration de l’hérédité en utilisant l’hypothèse de récurrence.ExempleOn veut démontrer que pour tout entier strictement positif n :k=1nk2k=2n+1n1()+2.Application>Étapes 1 et 2 :  soit n ∈ ℕ*, on suppose que :k=1nk2k=2n+1n1()+2.On veut en déduire que k=1n+1k2k=n2n+2+2.>Étape 3 :  on a :k=1n+1k2k=k=1nk2k+n+1()2n+1.>Étape 4 :  soit n un entier naturel non nul, supposons quek=1nk2k=2n+1n1()+2.16
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1 Raisonnement par récurrence MÉTHODES ET STRATÉGIESAlors :k=1nk2k+n+1()2n+1=2n+1n1()+2+n+1()2n+1=2n+1(n −1+ n +1)+2=2n2n+1 +2= n2n+2 +2.On a donc démontré que la propriété est héréditaire.RemarqueIl reste à montrer que la propriété est vraie au rang 1 pour conclure en appliquant le principe de récurrence que pour tout n ∈ ℕ*, k=1nk2k=2n+1n1()+2.C4 Démontrer qu’une suite est monotone >Voir les exercices 5 et 7 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn se limitera aux suites (un) croissantes à partir du rang 0 et dénies par u0 = aet un+1 = f(un), mais on peut aisément adapter la méthode au cas des suites décroissantes.>Étape 1 :  calculer u1.>Étape 2 :  vérier que u0 ⩽ u1.>Étape 3 :  considérer un entier n positif, et supposer que un ⩽ un+1.>Étape4: en déduire en utilisant les relations un+1 = f(un) et un+2 = f(un+1) queun+1 ⩽ un+2. Pour cela, on pourra utiliser la croissance de la fonction fsur un inter-valle qui contient tous les termes de la suite, ou bien procéder pas à pas en partant de l’inégalité un ⩽ un+1pour arriver de proche en proche (« par habillage ») à l’inégalité un+1 ⩽ un+2.ExempleOn considère la suite (un) dénie par un+1 =2un−4 et u0 =5. Application>Étape 1 :  on a u1 =2 × 5 −4=6.>Étape 2 :  on a u0 =5 et u1 =6 donc u0 ⩽ u1.>Étapes 3 et 4 :  soit n ∈ ℕ, on suppose que un ⩽ un+1 alors on a successivement :2un ⩽2un+12un −4⩽2un+1 −4un+1 ⩽ un+2Finalement, on peut en déduire que la suite (un) est croissante.RemarqueSi u0 =4, on démontre que la suite est constante et si u0 =3, qu’elle est décroissante.17


[image: background image]
SUJETS DE TYPE BACC 1 Étude d’une suite à termes complexesCet exercice mêle les thèmes de plusieurs chapitres et comprend une partie algo-rithmique comme dans la majorité des nouveaux sujets du bac S. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.On considère la suite (zn) à termes complexes dénie par z0 =1+i et, pour tout entier naturel n, par : zn+1=zn+zn3.Pour tout entier naturel n, on pose zn = an +ibn, où anet bnsont les parties réelle et imaginaire de zn.Partie A1. Donner a0 et b0 puis calculer a1 et b1.2. On considère l’algorithme suivant :VariablesA et BdesnombresréelsK et NdesnombresentiersInitialisationAecter à A la valeur 1Aecter à B la valeur 1TraitementEntrer la valeur de NPour K variant de 1 à NAecter à A la valeur A+A2+B23Aecter à B la valeur B3Fin PourSortieAcher Aa. On exécute cet algorithme en saisissant N =5.Recopier et compléter le tableau ci-dessous contenant l’état des variables au cours de l’exécution de l’algorithme (on arrondira les valeurs calculées au dix-millième).KAB12345b. Pour un nombre Ndonné, à quoi correspond la valeur achée par l’algorithme par rapport à la situation étudiée dans cet exercice ?40 min18
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1 Raisonnement par récurrence SUJETS DE TYPE BACPartie B1. Pour tout entier naturel n, exprimer zn+1en fonction de anet bn. En déduire l’expres-sion de an+1 en fonction de an et bn, et l’expression de bn+1 en fonction de an et bn.2. Quelle est la nature de la suite (bn) ? En déduire l’expression de bn en fonction de n, et déterminer la limite de (bn).3. a. On rappelle que pour tous nombres complexes z et z′ : ∙ z + z′∙ ⩽ ∙ z ∙ + ∙ z′∙.Montrer que pour tout entier naturel n, zn+1¯2zn3b. Pour tout entier naturel n, on pose un = ∙ zn ∙.Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, un¯23n2.c. En déduire que la suite (un) converge vers une limite que l’on déterminera.C 2 Étude d’une suite dénie par récurrenceLorsqu’on ne connaît pas l’expression en fonction de ndu terme général d’une suite et qu’on souhaite tout de même encadrer ce terme général, il peut être utile de raisonner par récurrence. >Voir les méthodes et stratégies 1, 2 et 3.On considère la suite (un)dénie par u0 = 5 et pour tout n ∈ ℕ, un+1=un+1un.1. Démontrer que pour tout n ∈ ℕ, un >0.2. En déduire que la suite (un) est strictement croissante et minorée par 5.3. Montrer que pour tout n ∈ ℕ, un¯n5+5.4. Montrer que pour tout n ∈ ℕ, un+1=u0+k=0n1uk.5. Montrer que pour tout n ∈ ℕ, un2 ⩾ u02 +2n.C 3 Étude de suites à croissance rapideCet exercice permet de discuter du comportement de suites minorées par des suitesgéométriques. L’utilisation de contre-exemples permet de mieux comprendre la notion de limite. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.Soit (un) une suite telle que u0 = 1 et pour tout n ∈ ℕ, un+1 ⩾2un.1. Montrer que pour tout n ∈ ℕ, un >0.2. En déduire que la suite (un)est croissante.3. Montrer que pour tout n ∈ ℕ, un ⩾2n. En déduire la limite de la suite (un).4. Soit kun réel strictement positif et (vn) une suite telle que v0 =1 et pour tout n ∈ ℕ, vn+1 ⩾ kvn.30 min40 min19
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a. La suite (vn) est-elle croissante ?b. Admet-elle pour limite + ∞ ?C 4 Fonctions dérivées n-ièmeCet exercice mêle fonctions et suites en demandant d’exprimer la fonction dérivéen-ième de fonctions trigonométriques et de fonctions rationnelles. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.Soit n un entier naturel non nul.1. Montrer que la fonction dérivée n-ième de la fonction sinus associe à tout réel xle réel sinx+nπ2.2. Montrer que la fonction dérivée n-ième de la fonction fdénie sur ]1;+ ∞[ par fx()=1x1 est la fonction fn():x1()nn!x1()n+1.C 5 Encadrement et monotonie d’une suite homographiqueIl s’agit ici de conjecturer puis de démontrer qu’une suite dénie par récurrence est bornée et monotone. Le raisonnement mis en œuvre se retrouve dans la plu-part des exercices traitant de l’étude d’une suite dénie à l’aide d’une fonction homographique. >Voir les méthodes et stratégies 1, 2 et 4.On considère la suite (un) telle que u0 = 1 et pour tout n ∈ ℕ, un+1=un+1 un+3.1. Donner sous forme d’un tableau les 10 premiers termes de la suite.2. Conjecturer alors le sens de variation de la suite ainsi qu’un encadrement de ses termes par deux entiers consécutifs.3. Démonstrations des conjectures.a. Démontrer que la suite est bornée.b. Montrer que pour tout n ∈ ℕ, un+1=12un+3. En déduire le sens de variation de la suite (un).30 min20 min2020
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1 Raisonnement par récurrence SUJETS DE TYPE BACC 6 Somme des termes d’une suite dénie par récurrenceLe calcul de la somme de termes d’une suite dénie par récurrence utilise ici deux formules qu’il faut absolument connaître. Cette manière classique de calculer unesomme doit être maîtrisée. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.On considère la suite (un)telle que u0 = 1 et pour tout n ∈ ℕ, un+1=13un+n2.1. Donner u1, u2, u3et u4sous forme de fractions irréductibles. Que peut-on remarquer ?2. Démontrer que pour tout entier n ⩾4, un ⩾0.3. Démontrer que pour tout entier naturel n, un=25413n+32n214.4. En déduire l’expression, en fonction de n, de la somme Sn=k=0nuk.C 7 Inuence du premier terme sur le comportement d’une suiteLa nature d’une suite dénie par récurrence est intimement liée à son premier terme. Il sut que la valeur de ce premier terme change pour que les variations de la suite changent! On s’en apercevra en mettant en œuvre des méthodes très représentatives de celles rencontrées dans ce type de problème. >Voir les méthodes et stratégies 1, 2 et 4.On considère la suite (un) de premier terme u0 ⩾0 telle que pour tout n ∈ ℕ, un+1=45un+2.1. On suppose que u0 = 0. Démontrer que pour tout n ∈ ℕ : 0 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽3.2. On suppose que u0 = 3. Que peut-on dire de la suite (un).3. Que peut-on dire des variations de la suite (un) selon les valeurs du réel positif u0 ?C 8 Inégalités de BernoulliLe but de cet exercice est de démontrer l’inégalité de Bernoulli, qui est l’une des démonstrations exigibles du programme de Terminale S, ainsi qu’une inégalité plus précise qui permet de déterminer la limite d’une suite. >Voir les méthodes et stratégies 1, 2 et 3.Soit a un réel positif.1. Démontrer que pour tout entier naturel n, (1 + a)n ⩾1+ na.45 min30 min50 min21
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POST BACPOST BAC2. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n,1+a()n˘1+na+nn1()2a2.3. En déduire que pour tout entier naturel non nul n, 3n ⩾2n2.Quelle est la limite de la suite de terme général 3n3n?SUJETS D’APPROFONDISSEMENTC 9 Somme des termes consécutifs d’une suiteQuelle est la valeur exacte de la somme des 2013 premiers termes de la suite étu-diée? On l’apprendra après avoir conjecturé une expression générale de la somme de ses n premiers termes. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 3.Soit un entier n ⩾ 1. On pose Sn=n+1k=1n1+1k2+1k+1()2 .1. Calculer S1, S2, S3 et S4.2. Émettre une conjecture quant à l’expression de Sn en fonction de n.3. Démontrer cette conjecture en utilisant un raisonnement par récurrence.4. En déduire 1 +112+122 +1+122+132 +…+1+120132+120142 sous forme de fraction irréductible.C 10 Formule du binôme de NewtonOn démontre dans cet exercice la fameuse formule du binôme de Newton. Il seraitd’ailleurs protable de refaire cet exercice après avoir pris connaissance de la correction. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 3.On rappelle que si net ksont des entiers naturels tels que k ⩽ nalors nkdésigne le nombre de manières de réaliser ksuccès lors de la répétition de népreuves de Bernoulliidentiques et indépendantes. On a en particulier le résultat suivant.Si n et k sont deux entiers naturels tels que 1 ⩽ k ⩽ n +1 alors :n+1k=nk1+nk.Soit x un réel non nul et diérent de − 1 et soit n un entier naturel.45 min60 min2222
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POST BAC1 Raisonnement par récurrence SUJETS DE TYPE BAC1 Raisonnement par récurrence SUJETS D’APPROFONDISSEMENT1. Démontrer par récurrence sur n que :x+1()n=k=0nnkxk.2. En déduire que pour tous a et b réels non nuls :a+b()n=k=0nnkakbnk.C 11 Égalité de suitesOn utilise, pour démontrer l’égalité de deux suites, les principes de récurrence double et forte, ce dernier principe étant énoncé dans la rubrique post bac. >Voir les méthodes et stratégies 1, 2 et 3.On considère les suites (un) et (vn) dénies par :u1 =1, u2 = 2 et pour tout n ∈ ℕ*, un+2 =3un+1 −2un ;v1 = 1 et pour tout n ∈ ℕ*, vn+1=1+k=1nvk.1. Calculer les 5 premiers termes de chaque suite.2. Que peut-on conjecturer ?3. Si (vn) est une suite géométrique, quelle en est la raison ?4. Démontrer que (vn) est eectivement une suite géométrique.5. Démontrer alors la conjecture émise à la question 2.C 12 Série harmoniqueOn se propose d’étudier ici quelques propriétés de la somme des inverses des entiers naturels non nuls; somme de référence qui se rencontre dans de nombreuxproblèmes de sommes des termes d’une suite. >Voir les méthodes et stratégies 1, 2 et 3.On considère la suite (Hn) dénie pour tout n ∈ ℕ* par Hn=k=1n1k.1. Démontrer que pour tout entier naturel n, H2n˘n2+1.En déduire que la suite (Hn) n’est pas majorée.2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, k=1nHk=n+1()Hnn.40 min40 min23
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POST BACC 13 Fonction exponentielle et fonctions polynômesOn applique dans cet exercice le principe de récurrence à des suites de fonctions. Cet exercice permet de se familiariser avec l’approximation de fonctions par des polynômes, notion largement étudiée dans les études scientiques et notammenten classes préparatoires. >Voir la méthode et stratégie 1.Montrer par récurrence que pour tout nombre entier nsupérieur à 1 et pour tout nombre x de l’intervalle [0 ; 1] :1+x+x22+…+xnn!¯ex¯1+x+x22+…+xn1n1()!+3xnn!.C 14 Suite de LucasOn étudie dans cet exercice certaines propriétés d’une suite proche de la suite de Fibonacci, en particulier en utilisant le principe de récurrence double. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.On considère la suite (Ln) dénie par L0 =2, L1 =1 et pour tout entier naturel n, Ln+2 = Ln+1 + Ln.1. Calculer L2, L3, L4, L5 et L6.2. Démontrer que pour tout n ∈ ℕ :L2n+1 − LnLn+2 +5(−1)n =0.3. On pose ϕ=1+52 , appelé nombre d’or.a. Montrer que ϕ2 = ϕ + 1 puis que 1ϕ2=11ϕ.b. Démontrer que pour tout n ∈ ℕ, ϕn+2 = ϕn+1 + ϕn et 1ϕn+2=1ϕn1ϕn+1.c. En déduire que pour tout n ∈ ℕ, Ln=ϕn+1()nϕn.30 min50 min2424
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1 Raisonnement par récurrence CORRIGÉSCORRIGÉSC 1 Étude d’une suite à termes complexesPartie A1. On a immédiatement a0 =1 et b0 =1 (voir le chapitre 8).Par dénition de la suite (zn), on a z1=z0+z03.Or,z0a pour module a02+b02= 2(voir lechapitre8), donc z1=1+i+23puisa1=1+23 et b1=13.2. a. On obtient pour N = 5, en arrondissant les valeurs calculées au dix-millième :KAB10,80470,333320,55860,111130,37600,037040,25130,012350,16760,0041b. Pour un nombre N donné, l’algorithme ache la valeur de aN.Partie B1. Pour tout entier naturel n, zn+1=an+ibn+an2+bn23 donc :an+1=an+an2+bn23 et bn+1=bn3Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont mêmes parties réelles et mêmes parties imaginaires. Voir le chapitre 8.2. La suite (bn) est une suite géométrique de raison 13et de premier terme b0 =1, donc pour tout n ∈ ℕ, bn=13n et limn+∞bn=0.La limite d’une suite de raison strictement comprise entre − 1 et 1 vaut 0. Voir le chapitre 2.3. a.Pour tout entier naturel n, zn+zn3=13zn+zndonc, d’après l’inégalité trian-gulaire, zn+1¯13zn+zn() soit zn+1¯2zn3.Pour les propriétés du module d’un nombre complexe, voir le chapitre 8.25
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b. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, un¯23n2.On a u0=2 et 2302=2, donc on a bien u0¯2302.Soit n un entier naturel. Supposons que un¯23n2 et démontrons que un+1¯23n+12.Puisque zn+1¯2zn3, alors un+1¯23undonc, en utilisant l’hypothèse de récurrence, un+1¯2323n2, d’où un+1¯23n+12.On peut donc en conclure que, pour tout entier naturel n, un¯23n2.c. Pour tout entier naturel n, 0¯un¯23n2et limn+∞23n=0donc, d’après le théo-rème dit des gendarmes, la suite (un) converge vers 0.Attention à encadrer la suite (un) par deux suites de limite nulle pour montrer qu’elle converge vers 0.C 2 Étude d’une suite dénie par récurrence1. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ, un >0.Tout d’abord u0 =5 donc u0 >0.Ensuite, pour n un entier naturel, supposons que un > 0 et démontrons que un+1 >0.On a un+1=un+1unet, d’après l’hypothèse de récurrence, un >0, donc 1un>0et un+1un>0, soit un+1 >0.On peut donc conclure que, pour tout n ∈ ℕ, un >0.Cela montre que la suite est dénie sur ℕ : puisqu’elle ne s’annule pas, on peut calculer l’inversede chacun de ses termes.2. Pour tout n ∈ ℕ, un+1un=1unet un >0 donc un+1 − un >0 et la suite (un) est stric-tement croissante.Or, toute suite croissante est minorée par son premier terme, donc pour tout n ∈ ℕ, un ⩾5.3. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ, un¯n5+5.On a u0 =5 donc u0¯05+5.Soit n un entier naturel. Supposons que un¯n5+5 et démontrons que un+1¯n+15+5.Attention à bien remplacer tous les « n » par des « n +1 ».26
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1 Raisonnement par récurrence CORRIGÉSOn a un+1=un+1unet par hypothèse de récurrence, un¯n5+5, de plus, puisque un ⩾5,1un¯15, donc un+1un¯n5+5+15, soit un+1¯n+15+5.On peut donc conclure que, pour tout n ∈ ℕ, un¯n5+5.4. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ, un+1=u0+k=0n1uk.On a u1=u0+1u0 donc u1=u0+k=001uk .Soit nun entier naturel, supposons que un+1=u0+k=0n1uket démontrons queun+2=u0+k=0n+11uk.On a un+2=un+1+1un+1 donc un+2=u0+k=0n1uk+1un+1 puis un+2=u0+k=0n+11uk.On en déduit que pour tout n ∈ ℕ, un+1=u0+k=0n1uk.5. Démontrons par récurrence que, pour tout n ∈ ℕ, un2 ⩾ u02 +2n.On a u02 ⩾ u02 +2× 0 : la propriété est vraie pour n =0.Soit n un entier naturel. Supposons que un2 ⩾ u02 +2n.On a un+12=un+1un2=un2+1un2+2, donc un+12˘u02+2n+1un2+2 puis un2+1 ⩾ u02 +2(n +1) car 1un2>0.Finalement : pour tout n ∈ ℕ, un2 ⩾ u02 +2n.C 3 Étude de suites à croissance rapide1. Démontrons par récurrence que, pour tout n ∈ ℕ, un >0.On a u0 =1, donc u0 >0.Soit n un entier naturel. Supposons que un >0.On a un+1 ⩾2un donc un+1 >0.Ainsi, pour tout n ∈ ℕ, un >0.2. Pour tout n ∈ ℕ, un+1 − un ⩾ unet un >0, donc la suite (un) est (strictement) croissante.3. Démontrons par récurrence que, pour tout n ∈ ℕ, un ⩾2n.On a u0 = 1 et 20 =1 donc u0 ⩾20.Soit n un entier naturel. Supposons que un ⩾2n.On a un+1 ⩾2un donc un+1 ⩾2×2n puis un+1 ⩾2n+1.Ainsi, on a montré que pour tout n ∈ ℕ, un ⩾2n. On a limn+∞2n=+∞donc, par comparaison de limites, on en déduit que limn+∞un=+∞.4. a. La suite (vn) n’est pas nécessairement croissante. Si k ⩾1, on peut démontrer comme précédemment que la suite est positive croissante (vn+1 − vn ⩾(k−1) vn). Maisla suite de terme général 12nest décroissante, avec pour tout n ∈ ℕ, un+1˘12un, où k=12.27
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b. Là encore, on ne peut pas conclure : si k >1, la suite (vn) admet pour limite+ ∞(on montre que vn ⩾ kn) mais la suite de terme général 12n a pour limite 0.C 4 Fonctions dérivées n-ième1. Démontrons par récurrence que la fonction dérivée n-ième de la fonction sinus est la fonction dénie sur ℝ par xsinx+nπ2.Pour n =1, on a, pour tout réel x, sin′(x)=cos(x) et sinx+π2=cosx(). Donc on a bienpour tout réel x, sinx()=sinx+π2.Pour la fonction dérivée de la fonction sinus et pour la formule d’addition de sinus, voir le chapitre 6.Soit nun entier naturel non nul. Supposons que la fonction sinus admette pour fonctiondérivée n-ième sur ℝ la fonction un: xsinx+nπ2.Alors on a, pour tout réel x, unx()=cosx+nπ2.Or, sinx+n+1()π2=sinx+nπ2+π2=cosx+nπ2.La fonction dérivée (n +1)-ième de la fonction fest la fonction dérivée de la fonction dérivée n-ième de f.Donc la fonction dérivée (n +1)-ième sur ℝ de la fonction sinus est :xsinx+n+1()π2.On en déduit que pour tout n ∈ ℕ*, la fonction sinus admet pour fonction dérivée n-ième, la fonction xsinx+nπ2.2. Démontrons par récurrence que la fonction dérivée n-ième de la fonction fest la fonction f (n) dénie sur ] 1 ; + ∞[ par fn()x()=1()nn!x1()n+1 .On a fx()=1x1()2 et 1()11!x1()1+1=1x1()2 donc la propriété est vraie pour n =1.Soit nun entier naturel non nul. Supposons que la fonction fadmette pour fonction dérivée n-ième sur ]1 ; + ∞[ la fonction f(n):x1()nn!x1()n+1.Alors on a pour tout réel x >1, f (n+1)(x) = −(n +1)×(−1)n n ! ×(x −1)−n −2 .On a utilisé le théorème suivant : si uest une fonction dérivable sur un intervalle et qui ne s’annule pas sur cet intervalle, alors pour tout entier relatif k, (uk)′= ku′uk−1 (voir le chapitre 4).28
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1 Raisonnement par récurrence CORRIGÉSOr, (n +1)× n! =(n +1)!, −(−1)n =(−1)n+1 et x1()n2=1x1()n+2, doncfn+1()x()=1()n+1(n+1)!x1()n+2.Finalement, on a démontré que pour tout n ⩾1, sur ]1;+ ∞[, fn()x()=1()nn!x1()n+1 .C 5 Encadrement et monotonie d’une suite homographique1. Le tableau suivant donne les valeurs demandées :n0123456789un112375121741297099239169408577139398523782. La suite semble décroissante et comprise entre 0 et 1.Sauf indication contraire, on doit donner les valeurs exactes. On pourra calculer des valeurs approchées des termes de la suite pour s’en assurer.3. a. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 ⩽ un ⩽1.On a u0 = 1 donc 0 ⩽ u0 ⩽1.Soit n un entier naturel. Supposons que 0 ⩽ un ⩽ 1 et démontrons que 0 ⩽ un+1 ⩽1.Si 0 ⩽ un ⩽ 1 alors 1 ⩽ un +1⩽ 2 et 3 ⩽ un +3⩽4, d’où 14¯1un+3¯13 puis 14<un+1()1un+3<23 et donc 0 ⩽ un+1 ⩽1.On a donc pour tout entier naturel n : 0 ⩽ un ⩽1.Ceci démontre que pour tout entier naturel n, un +3≠0 et justie que la suite est dénie sur ℕ.b. Pour tout n ∈ ℕ, 12un+3=un+32un+3 donc 12un+3=un+1.Démontrons maintenant par récurrence que la suite est décroissante.On a u0 =1 et u1=12 donc u1 ⩽ u0.Soit n un entier naturel. Supposons que un+1 ⩽ un alors :un+1 +3⩽ un + 3 et, puisque un+1 +3>0, 1un+1+3˘1un+3.D’où 2un+1+3¯2un+3 et nalement 12un+1+3¯12un+3, soit un+2 ⩽ un+1.On a ainsi démontré que pour tout n ∈ ℕ, un+1 ⩽ un. La suite (un) est décroissante.29
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C 6 Somme des termes d’une suite dénie par récurrence1. On a u1=53, u2=149, u3=1427et u4=6781. On remarque que la suite semblecroissante.2. Démontrons par récurrence que la suite est positive à partir du rang 4.On a u4=6781 donc u4 ⩾0.Soit un entier naturel n, n ⩾ 4, pour lequel un ⩾0.Attention ! Bien préciser que n ⩾4.Alors, 13un˘0 et n −2⩾0, car n ⩾4, donc 13un+n2˘0, soit un+1 ⩾0.On a donc démontré que pour tout entier n ⩾4, un ⩾0.3. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ, un=25413n+32n214.On a u0 =1 et 254130+320214=1 donc l’égalité est vraie pour n =0.Soit nun entier naturel. Supposons que un=25413n+32n214  et démontrons que un+1=25413n+1+32(n+1)214.Si un=25413n+32n214 alors 13un+n2=1325413n+32n214+n2 d’où un+1=25413n+1+12n74+n2=25413n+1+32(n+1)214.On a ainsi montré que pour tout n ∈ ℕ, un=25413n+32n214.4. Soit n ∈ ℕ, Sn=k=0n25413k+32k214.Donc Sn=254k=0n13k+32k=0nk214n+1().Or k=0n13k=113n+1113 et k=0nk=nn+1()2.Pour la somme des termes consécutifs des suites arithmétiques et géométriques, voir le chapitre 2.On en déduit que Sn=254113n+123+32nn+1()2214n+1() et enn que :Sn=758113n+1+3n+1()(n7)4.30
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1 Raisonnement par récurrence CORRIGÉSC 7 Inuence du premier terme sur le comportement d’une suite1. On suppose que u0 = 0. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ :0 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽3.On a u0 =0 et u1=452=32 donc 0 ⩽ u0 ⩽ u1 ⩽3.Soit un entier naturel n. Supposons que 0 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽3.On a alors 2 ⩽ un +2⩽ un+1 +2⩽5 d’où 1¯5un+1+2¯5un+2¯52.Puis 52¯5un+2¯5un+1+2¯1, soit 32¯45un+2¯45un+1+2¯3 et enn :32¯un+1¯un+2¯3 d'où 0 ⩽ un+1 ⩽ un+2 ⩽3.Conclusion : pour tout n ∈ ℕ, 0⩽ un ⩽ un+1 ⩽3, donc la suite (un) est croissante (et bornée par 0 et 3).On aurait pu utiliser les variations de la fonction x45x+2 sur l’intervalle [0 ; 3].2. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ : un =3.Si u0 =3 alors u1=455=3. Soit un entier naturel n. Supposons que un =3. Alors un+1=455=3.On en déduit que la suite (un) est constante (stationnaire).3. On peut conjecturer les variations de la suite (un) selon les valeurs du réel positif u0 à l’aide d’un tableur en faisant varier u0. Si 0⩽ u0 <3, la suite semble être croissante, si u0 >3 la suite semble être décroissante et on a vu que si u0 = 3, la suite est constante.Démontrons par récurrence que si u0 > 3 la suite (un) est décroissante.On a u1u0=45u0+2u0=u02+2u0+3u0+2=u0+1()3u0()u0+2.Lorsque l’on n’arrive pas à comparer directement deux nombres, on peut essayer de connaîtrele signe de leur diérence.Or u0 >3, donc u0 +2>0, u0 +1> 0 et 3 − u0 <0, ainsi u1 < u0.De plus, u0 +2>5 donc 5u0+2<1 puis 45u0+2>3 soit u1 >3.Soit n un entier naturel. Supposons que 3 < un+1 ⩽ un.On a alors 5 < un+1 +2⩽ un +2 d’où 5un+2¯5un+1+2<1 puis3 < 45un+1+2¯45un+2 soit 3 < un+2 ⩽ un+1.Conclusion : pourtoutn ∈ ℕ,3< un+1 ⩽ undonc lasuite(un)estdécroissante(etminorée par 3).On démontre comme à la question 1. que si 0 ⩽ u0 < 3 alors la suite est croissante.31
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En eet, seule l’initialisation change :si 0⩽ u0 <3 alors u0+1()3u0()u0+2>0et 0< u0 +2<5 donc 5u0+2>1puis 45u0+2<3 soit u1 <3.C 8 Inégalités de BernoulliSoit a un réel positif.1. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, (1 + a)n ⩾1+ na.On a (1 + a)0 = 1 et 1 +0× a = 1 donc on a bien (1 + a)0 ⩾1+0× a.Soit n un entier naturel. Supposons que (1 + a)n ⩾1+ na et démontrons qu’alors (1 + a)n+1 ⩾1+(n +1)a.Le réel a est positif donc 1 + a > 0 et (1 + a)n+1 ⩾(1+ na)(1 + a).Or, (1 + na)(1 + a) =1+(n +1)a + na2 et na2 ⩾0 donc :(1 + na)(1 + a) ⩾1+(n +1)a d’où (1 + a)n+1 ⩾1+(n +1)a.On a donc démontré que pour tout entier naturel n, (1 + a)n ⩾1+ na.2. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,1+a()n˘1+na+nn1()2a2.On a (1 + a)1 =1+ a et 1+1a+111()2a2=1+a donc on a bien :1+a()1˘1+1a+111()2a2.Soit n un entier naturel non nul. Supposons que 1+a()n˘1+na+nn1()2a2.Le réel a est positif donc 1 +a>0 et 1+a()n+1>1+na+nn1()2a21+a().Or, 1+na+nn1()2a21+a()=1+n+1()a+na2+nn1()2a2+nn1()2a3=1+n+1()a+nn+1()2a2+nn1()2a3 et nn1()2a3˘0 donc 1+a()n+1˘1 +n+1()a+nn+1()2a2.On a donc démontré que pour tout entier naturel nnon nul, 1+a()n˘1+na+nn1()2a2 .3. En appliquant l’inégalité précédente à a = 2, on obtient :pour tout entier naturel non nul n, 3n ⩾1+2n +2n (n −1).Or 1 +2n +2n (n −1)=1+2n2, on a donc 3n ⩾2n2.On en déduit que 0¯3n3n¯3n2n2, soit 0¯3n3n¯32n.Or limn+∞32n=0 donc limn+∞3n3n=0.C 9 Somme des termes consécutifs d’une suite1. On a S1=21+112+122=294=12 ;32
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1 Raisonnement par récurrence CORRIGÉSS2=31+112+1221+122+132=3944936=13.On obtient par des calculs analogues : S3=14 et S4=15.2. On conjecture que pour tout n ∈ ℕ*, Sn=1n+1.3. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ*, Sn=1n+1.On a S1=12, ce qui montre l’égalité pour n =1.Soit un entier n ⩾ 1. Supposons que Sn=1n+1 et montrons que Sn+1=1n+2.On a Sn+1=n+2k=1n+11+1k2+1k+1()2 =n+2k=1n1+1k2+1k+1()2 1+1n+1()2+1n+2()2 =Sn+11+1n+1()2+1n+2()2 =1n+1+1n+1()2n+2()2+n+1()2+n+2()2n+1()2n+2()2 . D’où Sn+11n+2=1n+1+11n+2n+1()2n+2()2+n+1()2+n+2()2n+1()2n+2()2 =n2+3n+3n+1()2n+2()2+n+1()2+n+2()2 n+1()n+2().Il sut de montrer que (n +1)2(n +2)2 +(n +1)2 +(n +2)2 =(n2 +3n +3)2, ce quise fait aisément en développant, pour prouver que Sn+11n+2=0 soit Sn+1=1n+2.On a donc pour tout entier n ⩾1, Sn=1n+1.4. On a 1 +112+122 +1+122+132 +…+1+120132+120142 =2014S2013donc 1 +112+122 +1+122+132 +…+1+120132+120142 =201412014soit 1 +112+122 +1+122+132 +…+1+120132+120142 = 40561952014 .C 10 Formule du binôme de NewtonOn démontre dans cet exercice la formule du binôme de Newton par récurrence.1. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ, x+1()n=k=0nnkxk.On a (1 + x)0 =1 et 00x0=1 donc la formule est vraie pour n =0.33
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Soit n un entier naturel, supposons que x+1()n=k=0nnkxk.Alors x+1()n+1=1+x()k=0nnkxk=k=0nnkxk+k=0nnkxk+1.Or, k=0nnkxk+1=k=1n+1nk1xk.En eet, ces deux sommes sont égales à n0x1+n1x2+…+nnxn+1.Ainsi x+1()n+1=n0x0+k=1nnkxk+k=1nnk1xk+nnxn+1.Puis x+1()n+1=n0x0+k=1nnk+nk1xk+nnxn+1.Or, n0=n+10, nk+nk1=n+1k et nn=n+1n+1 donc :x+1()n+1=n+10x0+k=1nn+1kxk+n+1n+1xn+1=k=0n+1n+1kxk.On a donc démontré que pour tout n ∈ ℕ, x+1()n=k=0nnkxk.2. Pour tous a et b réels non nuls, a+b()n=bnab+1n.Et, d’après ce qui précède ab+1n=k=0nnkabk=k=0nnkakbk.D’où bnab+1n=k=0nnkakbkbn, puis a+b()n=k=0nnkakbnk.C 11 Égalité de suites1. Le tableau suivant donne les 5 premiers termes de chaque suite.n12345un124816vn1248162. On conjecture que les deux suites sont égales.3. Si (vn) est une suite géométrique, sa raison est v2v1=2.4. Démontrons par récurrence forte que la suite (vn) est eectivement une suite géo-métrique de raison 2 et de premier terme v1 =1, c’est-à-dire, démontrons que pour tout n ∈ ℕ*, vn =2n−1.34
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1 Raisonnement par récurrence CORRIGÉSOn a 20 =1 et v1 =1 donc v1 =20.Soit nun entier naturel non nul, supposons que pour tout entier naturel non nul k⩽ n, vk =2k−1.On a vn+1=1+k=1nvk=1+k=1n2k1.Or, k=1n2k1= 12n12=2n1, donc vn+1 =2n.On a donc démontré que pour tout n ∈ ℕ*, vn =2n−1. La suite (vn) est bien une suite géométrique de raison 2.5. Démontrons par récurrence double que pour tout n ∈ ℕ*, un =2n−1.On a u1 =1 et u2 = 2 donc on a bien u1 =20 et u2 =21.Soit n un entier naturel non nul, supposons que un =2n−1 et un+1 =2n.Alors 3un+1 −2un =3×2n −2×2n−1 =3×2n −2n =2×2n =2n+1.On a donc démontré que pour tout n ∈ ℕ*, un =2n−1. Ce qui démontre l’égalité des deux suites.C 12 Série harmonique1. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel n, H2n˘n2+1.On a 20 =1, H1 =1 et 02+1 =1 donc l’inégalité est vériée pour n =0.Soit n un entier naturel, supposons que H2n˘n2+1.On a H2n+1=k=12n+11k=k=12n1k+k=2n+12n+11k.Or, pour tout k compris entre 2n + 1 et 2n+1, 1k˘12n+1, donc k=2n+12n+11k˘2n12n+1.Il y a 2ntermes dans la somme ci-dessus, et chacun est supérieur au dernier terme de la somme.Ainsi, H2n+1˘n2+1 +12 car 2n12n+1=12, donc nalement H2n+1˘n+12+1.On a donc démontré que pour tout entier naturel n, H2n˘n2+1.On en déduit que la suite (Hn) n’est pas majorée, car sinon, il existerait un réel Mtel que pour tout entier naturel n, H2n<M, et donc tel que n2+1¯M.Ce qui est impossible puisque limn+∞n2+1=+∞.2. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ*, k=1nHk=n+1()Hnn.On a k=11Hk=H1=1 et 2H1 −1=1, donc k=11Hk=2H11.Soit n un entier naturel tel que n ⩾ 1. Supposons que k=1nHk=n+1()Hnn.On a k=1n+1Hk=k=1nHk+Hn+1=n+1()Hnn+Hn+1.35
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Or, Hn=Hn+11n+1 donc (n +1)Hn =(n +1)Hn+1 −1 et k= 1n+1Hk=n+1()Hnn+Hn+1=n+2()Hn+11+n().On a donc démontré que pour n ∈ ℕ*, k=1nHk=n+1()Hnn.C 13 Fonction exponentielle et fonctions polynômesDémontrons par récurrence que pour tout entier n ⩾ 1 et pour tout réel x ∈[0;1],1+x+…+xnn!¯ex¯1+x+…+xn1n1()!+3xnn!.On démontre tout d’abord que pour tout x ∈[0;1], 1+ x ⩽ex ⩽1+3xen étudiant les fonctions u:x ex −1− xet v:x ex −1−3xsur l’intervalle[0;1] (voir la méthode et stratégie 2 du chapitre 4).On a pour tout x ∈[0;1], u′(x) =ex −1⩾0 et v′(x) =ex −3⩽0 donc, sur [0;1], la fonc-tion u est croissante et la fonction v est décroissante. Or, u (0) = v (0) = 0 donc pour tout x ∈[0;1], u(x) ⩾0 et v(x) ⩽0 soit :1 + x ⩽ex ⩽1+3x.Pour les propriétés de la fonction exponentielle utilisées ici, on se référera au chapitre 5.Soit n un entier supérieur à 1. Supposons que pour tout x ∈[0;1], 1+x+…+xnn!¯ex¯1+x+…+xn1n1()!+3xnn!. Étudions, sur l’intervalle [0 ; 1], les fonctions :u:xex1x…xn+1n+1()!etv:xex1x…xnn!3xn+1n+1()!.On a pour tout x ∈[0;1] : ux()=ex1x…xnn ! et vx()=ex1x…xn1n1()!3xnn !.La dérivée de la fonction xxn+1n+1()! est la fonction xn+1n+1()!xn=xnn!.Donc, d’après l’hypothèse de récurrence, u′(x)⩾0 et v′(x)⩽0 sur [0;1], la fonction uestcroissante et la fonction vest décroissante. Or, u(0)= v(0)=0 donc pour tout x ∈[0;1],u (x) ⩾0 et v (x) ⩽0 soit :1+x+…+xn+1n+1()!¯ex¯1+x+…+xnn !+3xn+1n+1()!.On a donc démontré par récurrence que pour tout entier n ⩾1 et pour tout x ∈[0;1] :1+x+…+xnn!¯ex¯1+x+…+xn1n1()!+3xnn!.36
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1 Raisonnement par récurrence CORRIGÉSC 14 Suite de Lucas1. On a L2 =3, L3 =4, L4 =7, L5 =11 et L6 =18.2. Démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ, L2n+1 − LnLn+2 +5 (−1)n =0.On a L12 − L0 L2 +5×(−1)0 =12 −2×3+5= 0 donc la propriété est vraie pour n =0.Soit nun entier naturel. Supposons que L2n+1 − LnLn+2 +5(−1)n =0 et démontrons queL2n+2 − Ln+1Ln+3 +5 (−1)n+1 =0.On a L2n+2 − Ln+1Ln+3 = L2n+2 − Ln+1(Ln+2 + Ln+1)= L2n+2 − Ln+1Ln+2− L2n+1= Ln+2(Ln+2 − Ln+1 − Ln) +5(−1)n= Ln+2 ×0+5(−1)n.Donc L2n+2 − Ln+1Ln+3 −5(−1)n =0 soit L2n+2 − Ln+1Ln+3 +5(−1)n+1 =0.On a donc démontré que pour tout n ∈ ℕ, L2n+1 − LnLn+2 +5(−1)n =0.3. a. On a ϕ2=1+25+54=3+52 et ϕ+1=1+52+1=3+52 donc φ2 = φ +1.D’où ϕ2ϕ2=ϕ+1ϕ2 puis 1 =1ϕ+1ϕ2 et nalement 1ϕ2= 11ϕ.b. On en déduit que pour tout n ∈ ℕ,φn+2 = φn × φ2 = φn (φ +1)= φn+1 + φn et 1ϕn+2=1ϕn1ϕ2=1ϕn11ϕ=1ϕn1ϕn+1.c. Démontrons par récurrence double que pour tout n ∈ ℕ, Ln=ϕn+1()nϕn.On a L0 =2 et ϕ0+1()0ϕ0=2 ; ϕ1+1()1ϕ1=ϕ1ϕ=ϕ21ϕ=1 et L1 =1.Donc l’égalité est vraie pour n = 0 et pour n =1.Soit n un entier naturel.Supposons que Ln=ϕn+1()nϕn et Ln+1=ϕn+1+1()n+1ϕn+1, alors :Ln+Ln+1=ϕn+1()nϕn+ϕn+1+1()n+1ϕn+1=ϕn+ϕn+1+1()n1ϕn1ϕn+1.D’où Ln+2=ϕn+2+1()n1ϕn+2.Or, (−1)n =(−1)n+2 donc Ln+2=ϕn+2+1()n+21ϕn+2.On a donc bien démontré que pour tout n ∈ ℕ, Ln=ϕn+1()nϕn.37
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COURSLimites de suites• I.  Limite innie1. Limite + ∞DéfinitionOn dit qu’une suite (un) admet pour limite + ∞si tout intervalle de la forme]A;+ ∞[ contient tous les termes de la suite à partir d’un certain rang. On note limn+∞un=+∞ et on dit que la suite diverge vers + ∞.Plus précisément, limn+∞un=+∞si et seulement si pour tout réel A, il existe un entier naturel N tel que pour tout n ⩾ N, un ∈ ]A;+ ∞[.ExemplesLes suites de termes généraux n, net plus généralement np(pentierstrictementpositif) admettent pour limite + ∞.2. Limite − ∞DéfinitionOn dit qu’une suite admet pour limite − ∞si tout intervalle de la forme ]− ∞;B[ contient tous les termes de la suite à partir d’un certain rang. On note limn+∞un=∞ et on dit que la suite diverge vers − ∞.RemarqueUne suite (un) diverge vers − ∞si, et seulement si, la suite de terme général − un diverge vers + ∞.3. Théorèmes de comparaison– Soit N un entier naturel, (un) et (vn) des suites telles que :pour tout entier n ⩾ N, vn ⩾ un.Si la suite (un) diverge vers + ∞, alors la suite (vn) diverge également vers + ∞.– Soit N un entier naturel, (un) et (vn) des suites telles que :pour tout entier n ⩾ N, vn ⩽ un.Si la suite (un) diverge vers − ∞, alors la suite (vn) diverge également vers − ∞.4. Suites monotones non bornées– Toute suite croissante non majorée diverge vers + ∞.– Toute suite décroissante non minorée diverge vers − ∞.5. Suites géométriques Soit a et q deux réels tels que a ≠0 et q >1 :• si a > 0, la suite géométrique de terme général a × qn diverge vers + ∞ ;• si a < 0, la suite géométrique de terme général a × qn diverge vers − ∞.40
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2 Limites de suites COURS6. Algorithme de seuilOn considère une suite croissante divergente vers + ∞ et un réel A.Dans le cas où la suite (un) estdénie par une relation de récur-rence de la forme un+1 = f(un) et par son premier terme u0 = a, l’algorithme suivant permet dedéterminer lerangà partir duquella suite dépasse A :EntréeLire AInitialisationAecter à N la valeur 0Aecter à U la valeur aTraitementTanT que U < A Aecter à N la valeur N + 1Aecter à U la valeur f(U)Fin TanT queSortieAcher NDans le cas où la suite (un) estdéfinie en fonction de nparun = f(n), on peut utiliser l’algo-rithme suivant : EntréeLire AInitialisationAecter à N la valeur 0TraitementTanT que U < AAecter à N la valeur N + 1Aecter à U la valeur f(N)Fin TanT queSortieAcher N• II.  Limite nie1. DénitionSoit ℓ un réel. On dit qu’une suite admet ℓ pour limitesi tout intervalle ouvert contenantℓ contient tous les termes de la suite à partir d’un certain rang. On note limn+∞un= et on dit que la suite converge vers ℓ.Plus précisément, on a limn+∞un=si, et seulement si, pour tout réel ril existe un entiernaturel N tel que pour tout entier n > N, un ∈ ]ℓ − r;ℓ + r[.ExemplesLes suites de termes généraux 1n, 1net plus généralement n−p(pentier strictement positif) admettent pour limite 0.2. Théorème d’encadrement (dit « des gendarmes »)Soit Nun entier naturel, ℓun réel et (un) et (wn) des suites telles que pour tout entier n ⩾ N, un ⩽ vn ⩽ wn.Si les suites (un) et (wn) convergent vers ℓalors la suite (vn) converge également vers ℓ.3. Suites monotones bornées– Toute suite croissante et convergente est majorée par sa limite ; toute suite décrois-sante et convergente est minorée par sa limite.– Toute suite croissante et majorée converge vers un réel inférieur à tout majorant de la suite.41
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– Toute suite décroissante et minorée converge vers un réel supérieur à tout minorantde la suite.4. Suites géométriques Soit a et q deux réels tels que a ≠0 et −1< q <1 :la suite géométrique de terme général a × qn converge vers 0.• III.  Opérations sur les limitesLes tableaux ci-dessous résument les résultats des opérations sur les limites. Lorsque laforme est indéterminée, on pourra la plupart du temps lever l’indétermination à l’aide des méthodes données ci-dessous.1. SommeLimite de (un)ℓℓℓ+ ∞ − ∞ + ∞ Limite de (vn)ℓ∙+ ∞ − ∞ + ∞ − ∞ − ∞ Limite de (un + vn)ℓ + ℓ∙+ ∞ − ∞ + ∞ − ∞ f.i.f.i. : forme indéterminée.2. ProduitLimite de (un)ℓℓ >0ℓ <0ℓ >0ℓ <0+ ∞ − ∞ − ∞ 0Limite de (vn)ℓ∙+ ∞ + ∞ − ∞ − ∞ + ∞ + ∞ − ∞ ± ∞ Limite de (unvn)ℓℓ∙+ ∞ − ∞ − ∞ + ∞ + ∞ − ∞ + ∞ f.i.f.i. : forme indéterminée.3. Inverse et quotient– Si une suite admet une limite nie non nulle ℓ, alors son inverse admet pour limite 1.– Si une suite admet une limite innie, alors son inverse admet pour limite 0.– Si une suite admet une limite nulle et si elle est positive (respectivement négative), alors son inverse a pour limite + ∞ (respectivement − ∞).– Le quotient de deux suites peut être considéré comme le produit de l’une parl’inverse de l’autre.4. Formes indéterminéesSans plus de renseignement sur les suites, on ne peut pas déterminer la limite :• de la diérence de deux suites de même limite innie ; • du quotient de deux suites de limites innies ;• du quotient de deux suites de limites nulles ;• du produit d’une suite de limite nulle par une suite de limite innie.Mais non plus :• de l’inverse d’une suite de limite nulle (il faut connaître le signe de u) ;• de uvavecu et v des suites de limites innies ou nulles.42
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POST BAC2 Limites de suites COURS• IV. Compléments1. Unicité de la limiteSi une suite admet une limite, nie ou innie, alors cette limite est unique.2. Suites divergentesUne suite divergente est une suite qui n’est pas convergente, c’est-à-dire une suite qui n’admet pas de limite nie ou qui admet une limite innie.3. Suites et fonctions– Soit fune fonction admettant en + ∞pour limite λ(nie ou innie), alors la suite de terme général f(n) admet pour limite λ.– Soit (un) une suite admettant pour limite α(nie ou innie) et soit fune fonction admettant en α la limite λ(nie ou innie), alors la suite de terme général f(un) admet pour limite λ.– Soit fune fonction et soit (un) une suite récurrente dénie par un+1 = f(un) telle que (un) converge vers un réel ℓ.Alors si la fonction f est continue en ℓ, on a f(ℓ) = ℓ.4. Suites arithmético-géométriquesSoit aet bdeux réels et soit (un) la suite dénie par son premier terme u0et par la relation de récurrence un+1 = aun + b. • Si a = 1, la suite (un) est arithmétique.• Si b = 0, la suite (un) est géométrique.• Si a ≠1 et b ≠ 0 alors la suite (un) est arithmético-géométrique.Les suites adjacentesLa dénition suivante n’est pas au programme de Terminale S ; néanmoins les suites adjacentes sont très utiles lorsqu’il s’agit d’encadrer un réel. >Voir les exercices 9, 10, 11 et 12.DéfinitionDeux suites (un) et (vn) sont adjacentessi, et seulement si, l’une est croissante, l’autre est décroissante et leur diérence a pour limite zéro.ThéorèmeSi deux suites (un) et (vn) sont adjacentes alors elles convergent vers un même réel ℓ. De plus, si (un) est croissante et (vn) décroissante et si les suites sont dénies à partir d’un entier naturel n0, alors pour tout entier naturel n ⩾ n0 :un ⩽ ℓ ⩽ vn.Démonstration• On démontre tout d’abord par l’absurde que pour tout n ⩾ n0, un ⩽ vn.En eet, s’il existe un entier k ⩾ n0pour lequel uk > vkalors, (vn) étant décroissante et (un) étant croissante, on a pour tout n ⩾ k : un − vn ⩾ uk − vk >0 et donc, si elle existe, 43
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la limite de un − vnest supérieure à uk − vk. Ce qui est impossible puisque cette limite est nulle par hypothèse. Donc pour tout n ⩾ n0, un ⩽ vn.On déduit des variations des suites (un) et (vn) que pour tout n ⩾ n0, un0 ⩽ un ⩽ vn ⩽ vn0.• Ensuite, on utilise les théorèmes sur les suites monotones bornées : –la suite (un) est croissante et majorée par vn0, elle converge donc vers un réel ℓ ;  –la suite (vn) est décroissante et minorée par un0, elle converge donc vers un réel ℓ∙. • Finalement, les suites (un) et (vn) convergent vers ℓ∙ et ℓ, ainsi leur diérence convergevers ℓ∙ − ℓ, et, puisque cette limite est nulle, on a ℓ∙ = ℓ. Or, toute suite convergente et croissante (respectivement décroissante) est majorée (respectivementminorée)parsalimitedonc pourtoutentiernatureln ⩾ n0 :un ⩽ ℓ ⩽ vn.RemarqueDanslesexercices,pourmontrerquedeuxsuitesconvergentverslamêmelimite, l’énoncé précisera souvent les trois étapes de cette démonstration.44
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2 Limites de suites MÉTHODES ET STRATÉGIESMÉTHODES ET STRATÉGIESC1 Lever l’indétermination d’une limite >Voir les exercices 1, 4, 5 et 7 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn considère les suites dénies explicitement et on se limite aux cas d’indéterminationsde la limite du quotient ou de la diérence de deux suites de limites innies.>Étape 1:factoriser par le terme prépondérant de chacune des deux suites pour un quotient ou des deux suites pour une diérence. >Étape 2:dans le cas d’un quotient, déterminer la limite du quotient simplié des termes prépondérants.>Étape 3 :  repérer les limites relevant des théorèmes de croissances comparées.>Étape 4 :  utiliser les propriétés des opérations sur les limites pour conclure.ExempleOn considère les suites de termes généraux un=n2+n+112n3 et vn =e n − n −1.Démontrer que la suite (un) converge et que la suite (vn) diverge.Application>Étape 1 :  on a pour tout entier n >0 : un=n21+1n+1n2n31n32=1n1+1n+1n21n32 ;vn=en1nen1.>Étapes2et3:on a limn+∞1n=0et limn+∞enn=+∞(croissances comparées) donclimn+∞nen=0.>Étape 4 :  on a limn+∞1+1n+1n2=1 et limn+∞1n32=2 donc :limn+∞1+1n+1n21n32=12 (limite d’un quotient) puis limn+∞un=0 (limite d’un produit).La suite (un) converge donc vers 0.On a limn+∞en=+∞et limn+∞1nen=1 donc limn+∞en1nen=+∞ (limite d’un produit)puis limn+∞vn=+∞.La suite (vn) diverge donc vers + ∞.45


[image: background image]
C2 Étudier la convergence d’une suite récurrente >Voir les exercices 2 et 13 mettant en œuvre cette méthode.Méthode>Étape 1:identier la fonction fqui dénit la suite récurrente (un) et son ensemble de dénition . >Étape 2 :  étudier les variations de la fonction f sur . >Étape 3:s’assurer que la suite est bien dénie : chaque terme de la suite doit appar-tenir à  ; ceci est vérié en particulier lorsque le premier terme de la suite appartient à  et que f() ⊂ .>Étape 4:démontrer par récurrence, en utilisant les variations de f, que la suite est monotone et bornée.>Étape 5:établir la convergence de la suite en utilisant les théorèmes des suitesmonotones bornées.>Étape 6:déterminer la valeur de la limite en remarquant que si (un) converge vers ℓ alors limn+∞un+1=, et que si f admet une limite en ℓ alors f(ℓ) = ℓ.ExempleOn considère la suite (un) dénie par : u0=0un+1=2un+1 pour tout n ∈ ℕ.Montrer que la suite (un) est convergente de limite L ⩽ 3. Déterminer cette limite.Application>Étape 1:si on note fla fonction dénie sur [0;+ ∞[ par fx()=2x+1, alors pour tout n ∈ ℕ, un+1 = f(un).>Étape 2:la fonction f, racine carrée d’une fonction positive et croissante sur [0;+ ∞[,est croissante sur [0;+ ∞[. (On peut évidemment montrer que fadmet une dérivée positive sur [0 ; + ∞[.)>Étapes 3 et 4 :  démontrons par récurrence que pour tout n ∈ ℕ , 0 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽3.On a u0 =0 et u1 = 1 donc 0 ⩽ u0 ⩽ u1 ⩽3.Soit n ∈ ℕ . On suppose que 0 ⩽ un ⩽ un+1 ⩽3.La fonction f étant croissante sur [0 ; + ∞[, on a alors : f(0) ⩽ f(un) ⩽ f(un+1) ⩽ f(3).Or, f(0) =1, f(un) = un+1, f(un+1) = un+2 et f3()=7 donc :0 ⩽1⩽ un+1 ⩽ un+2 ⩽ 7 ⩽3.D’après le principe de récurrence, on a, pour tout n ∈ ℕ, 0⩽ un ⩽ un+1 ⩽3.La suite (un) est donc bien dénie (tous ses termes sont positifs), elle est croissante et bornée par 0 et 3.>Étape 5:la suite (un) est croissante et majorée par 3 donc elle converge vers un réel L et L ⩽3.46
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2 Limites de suites MÉTHODES ET STRATÉGIES>Étape6:on a limn+∞ un=L , donc, d’une part limn+∞2un+1=2L+1(par compositionde limites) et, d’autre part, limn+∞ un+1=L.Ainsi, 2L+1=L.Or, si 2L+1=L alors L2=2L+1 soit L=1+2 ou L=12.La suite (un) étant positive, sa limite l’est également et donc L=1+2.C3 Utiliser les théorèmes de comparaison et d’encadrement >Voir les exercices 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12 et 13 mettant en œuvre cette méthode.Méthode>Étape 1:reconnaître une situation où on utilise les théorèmes de comparaison ou d’encadrement : il s’agit de situations où on ne connaît pas de formule explicite de la suite, ou des situations où la suite est dénie à partir de suites ne possédant pas de limite, comme par exemple les suites de termes généraux cos n ou (−1)n.>Étape 2 :  utiliser les inégalités adéquates : –pour montrer qu’une suite converge, on l’encadre par deux suites de même limite nie ; –pour montrer qu’une suite diverge vers + ∞(respectivement −∞) on la minore (res-pectivement majore) par une suite divergeant vers + ∞ (respectivement − ∞).>Étape 3:conclure en déterminant les limites des suites des bornes de l’encadrement.ExempleOn considère les suites de termes généraux un =sinn − n et vn=unn.Déterminer, si elles existent, les limites des suites (un) et (vn).Application>Étape 1:la suite de terme général sinnn’a pas de limite (on admet ce résultat) et elle est encadrée par − 1 et 1.>Étape 2 :  on a pour tout entier n ⩾0 : −1⩽sinn ⩽1, donc −1− n ⩽sinn − n ⩽1− n.On a donc pour tout entier n >0 :un ⩽1− net1nn¯ vn¯ 1nn.>Étape 3:d’une part limn+∞1n()=∞et un ⩽1− ndonc, d’après un théorème de comparaison, limn+∞un=∞.D’autre part, 1nn=1n1 et 1nn=1n1 ce qui donnelimn+∞1nn=1 etlimn+∞1nn=1.Comme 1nn¯ vn¯ 1nn, d’après le théorème des gendarmes,limn+∞vn=1.47
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C4 Utiliser des suites auxiliaires arithmétiques ou géométriques >Voir les exercices 2, 3, 5 et 9 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn veut ici étudier une suite (un) qui n’est ni arithmétique ni géométrique. On dénit pour cela une suite auxiliaire (vn) dont le terme général est une fonction de un.>Étape 1:conjecturer éventuellement la nature et la raison de la suite auxiliaire en calculant les trois premiers termes.>Étape 2 :  exprimer un en fonction de vn en vue de l’étape suivante.>Étape 3:montrer que la suite auxiliaire est arithmétique ou géométrique en expri-mant vn+1en fonction de un+1, puis de unen utilisant la dénition de la suite (un), et enn en fonction de vn en utilisant l’étape 2.>Étape 4:conclure quant à la nature et aux éléments caractéristiques de la suite (vn), en déduire une expression de vn en fonction de n.>Étape 5 :  déterminer une expression de un en fonction de n en utilisant l’étape 2.ExempleLa suite (un) est dénie par u1=12 et pour n ∈ ℕ*, un+1=12un+n1.On dénit la suite (vn) pour tout entier n >0 par vn =4un −8n +24. Démontrer que (vn) est une suite géométrique. En déduire unen fonction de npuis une expression de la somme de ses n premiers termes.Application>Étape 1 :  on a u2=14 et u3=78, d'où v1 =14, v2 =7 et v3=72.>Étape 2 :  on a pour tout entier n >0, un=2n6+vn4.>Étape 3:pour tout entier n >0, vn+1 =4un+1−8(n +1)+24=4un+1−8n +16, d’oùvn+1=412un+n18n+16=2un4n+12 =22n6+vn44n+12=12vn.>Étape 4:on en déduit que la suite (vn) est une suite géométrique de premier terme v1 = 14 et de raison 12. Donc on a pour tout entier n >0, vn=1412n1.>Étape 5 :  ainsi, pour tout entier n >0 : un=2n6+14412n1=2n6+72n.Or, k=1n2k6()=n4+2n62=nn5() et k=1n72k=72112n112=7112ndonc : k=1nuk=nn5()+7112n.48


[image: background image]
2 Limites de suites SUJETS DE TYPE BACSUJETS DE TYPE BACC 1 Étude d’une suite dénie par une fonctionCet exercice très varié met en œuvre une grande partie du cours sur les suites maiségalement sur les études de fonctions. >Voir les méthodes et stratégies 1, 2 et 3.Partie AL’objectif de cette partie est de prouver que pour tout entier naturel n, en +1 >2n +1.On considère la suite (un) dénie pour tout entier naturel n non nul par un=2n+32n+1.1. Vérier que cette suite est décroissante et majorée par le réel e. 2. En raisonnant par récurrence, démontrer le résultat annoncé.Partie BUn entier naturel non nul nétant donné, on considère la fonction hn dénie sur l’inter-valle [0;+ ∞[ par : hnx()=xnx+nex.1. a. Calculer hn (x) et déterminer son signe.b. Préciser la valeur de hn(0) et la limite de hn en + ∞.c. Dresser le tableau de variations de la fonction hn.2. Déterminer le signe de chacun des nombres hn(n) et hn(n +1).3. a. Prouver que l’équation hn(x) =0 admet une solution et une seule appartenant à l’intervalle [n;n + 1] ; cette solution sera notée vn.b. Calculer limn+∞vn et limn+∞vnn.C 2 Algorithme et suite auxiliaireL’intérêt de cet exercice est de se familiariser avec l’algorithmique, l’utilisation d’une suite auxiliaire géométrique et la notion de divergence vers l’inni d’une suite, cette dernière notion étant primordiale dans l’enseignement scientique supérieur.  >Voir la méthode et stratégie 4.Partie AOn considère l’algorithme ci-contre où les variablessont le réel U et les entiers naturels k et N.Quel est l’achage en sortie lorsque N =3 ?45 min40 minEntréeSaisir le nombre entier naturel non nul N.TraitementAecter à U la valeur 0Pour k allant de 0 à N—1Aecter à U la valeur 3U—2k+3Fin PourSortieAcher U49


[image: background image]
Partie BOn considère la suite (un) dénie paru0 = 0 et, pour tout entier naturel n, un+1 =3un −2n +3.1. Soit la suite (vn) dénie, pour tout entier naturel n, par vn = un − n +1.a. Démontrer que la suite (vn) est une suite géométrique. En déduire que, pour tout entier naturel n, un =3n + n −1.b. Déterminer la limite de la suite (un).2. Soit p un entier naturel non nul.a. Pourquoi peut-on armer qu’il existe au moins un entier n0tel que, pour toutn ⩾ n0, un ⩾10p ?b. On s’intéresse maintenant au plus petit entier n0.Justier que n0 ⩽3p. c. Déterminer à l’aide de la calculatrice cet entier n0 pour la valeur p =3.d. Proposer un algorithme qui, pour une valeur de p donnée en entrée, ache en sortiela valeur du plus petit entier n0 tel que, pour tout n ⩾ n0 , on ait un ⩾10p.C 3 Suites et fonction exponentielleLe QCM gurant dans cet exercice est typique des exercices de bac. Il traite des notions importantes de majoration, minoration, variation et convergence.  >Voir la méthode et stratégie 4.Soit (vn) une suite dénie sur ℕet soit la suite (un) dénie pour tout n ∈ ℕparun=1+evn.Partie APour chacune des questions, indiquer en justifiant la seule réponse exacte.1. a est un réel strictement positif et ln désigne la fonction logarithme népérien. Si v0 =lna alors : a. u0=1a+1c. u0 = −a +1b. u0=1a+1 d. u0 =1+e−a2. Si la suite (vn) est strictement croissante, alors : a. (un) est strictement décroissante et majorée par 2.b. (un) est strictement croissante et minorée par 1.c. (un) est strictement croissante et majorée par 2.d. (un) est strictement décroissante et minorée par 1.3. Si la suite (vn) diverge vers + ∞, alors :a. (un) converge vers 2.b. (un) diverge vers + ∞.c. (un) converge vers 1.d. (un) converge vers un réel α tel que α >1.45 min50
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2 Limites de suites SUJETS DE TYPE BAC4. Si la suite (vn) est majorée par 2, alors :  a. (un) est majorée par 1 +e−2.c. (un) est majorée par 1 +e2.b. (un) est minorée par 1 +e−2. d. (un) est minorée par 1 +e2.Partie BDémontrer que pour tout entier naturel non nul, on a ln (un) + vn >0.C 4 Suites récurrentes d’ordre 2La formulation de l’énoncé de cet exercice est inhabituelle bien que celui-ci soit extrait d’un sujet de bac. Il est néanmoins souhaitable de se familiariser avec ce type de formulation, fréquente dans l’enseignement supérieur.  >Voir les méthodes et stratégies 1 et 3.On considère l’ensemble des suites (un) dénies sur ℕet vériant la relation suivante :pour tout entier naturel n, un+2 = un+1 +2un.1. On considère un réel λ non nul et on dénit sur ℕ la suite (tn) par tn = λn.Démontrer que la suite (tn) appartient à l’ensemble si, et seulement si, λest solution de l’équation : λ2 − λ −2=0. En déduire les suites (tn) appartenant à l’ensemble .Onadmetqueest l’ensembledessuites(un)déniessurℕparunerelationdelaformeun = α2n + β(−1)n où α et β sont deux réels.2. On considère une suite (un) de l’ensemble  telle que u0 =5 et u1 =4.Démontrer que pour tout entier naturel n, un =3×2n +2×(−1)n.3. Déterminer la limite de la suite (un).4. Montrer que si n est un entier naturel pair alors k=0nuk=32n+11.C 5 Limite d’une suite récurrenteLa spécicité de cet exercice réside dans la manière de déterminer la limite de la suite étudiée. Il constitue de plus un bon entraînement pour l’utilisation d’une suite auxiliaire. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 4.Soit (un) la suite dénie pour tout entier naturel n non nul par u1=12un+1=n+12n un.On admet que, pour tout entier naturel n non nul, un est strictement positif.1. Calculer u2, u3 et u4.2. Démontrer que la suite (un) est décroissante. Que peut-on en déduire pour la suite (un) ?3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose : vn=unn.50 min30 min51
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a. Démontrer que la suite (vn) est géométrique. On précisera sa raison et son premier terme v1.b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, un=n2n.c. Déterminer la limite de la suite de terme général ln un.d. En déduire la limite de la suite (un).C 6 Limites de suites et encadrementChaque question de ce QCM possédant deux réponses correctes, son traitement permet de vérier que l’on a compris les théorèmes de comparaisons et d’enca-drement. >Voir la méthode et stratégie 3.Pour chaque question de ce QCM, il y a deux conclusions correctes. On considère trois suites (un), (vn) et (wn) qui vérient la propriété suivante :« Pour tout entier naturel n non nul, un ⩽ vn ⩽ wn. »1. Si la suite (vn) tend vers − ∞, alors :a. la suite (wn) tend vers − ∞.b. la suite (un) tend vers − ∞.c. la suite (un) est majorée.d. la suite (wn) n’a pas de limite.2. Si un ⩾1, wn =2un et limn+∞un=, alors :a. limn+∞vn=.b. limn+∞wnun()=.c. la suite (wn) tend vers + ∞.d. on ne sait pas dire si la suite (vn) a une limite ou non.3. Si limn+∞un=2 et limn+∞wn=2, alors :a. la suite (vn) est majorée.b. limn+∞vn=0.c. la suite (vn) n’a pas de limite.d. on ne sait pas dire si la suite (vn) a une limite ou non.4. Si un=2n21n2 et wn=2n2+3n2, alors :a. limn+∞vn=0.b. limn+∞un=2.c. limn+∞vn=2.d. la suite (vn) n’a pas de limite.30 min52
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2 Limites de suites SUJETS D’APPROFONDISSEMENTC 7 Limite d’une somme d’inversesOn utilise dans cet exercice un raisonnement, très utile dans ce type de situation, appelé parfois «raisonnement en cascade» ou «raisonnement par télescopage». >Voir les méthodes et stratégies 1 et 3.On admet dans cet exercice que, pour tout réel x ⩾ 0, on a x1+x¯ ln1+x()¯ x.On pose pour tout entier n ⩾1, Sn=k=n+12n1k=1n+1+…+12n.1. Calculer S1 et S2.2. Démontrer que pour tout entier naturel k non nul, 1k+1¯ lnk+1()lnk()¯ 1k.3. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, ln2n+1n+1¯ Sn¯ ln2.4. En déduire la limite de la suite (Sn).5. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, Sn¯ ln2¯ Sn+1n.6. En déduire un encadrement de ln 2 d’amplitude inférieure ou égal à 10−1.SUJETS D’APPROFONDISSEMENTC 8 Somme des inverses des carrés des entiers naturels non nulsOn démontre ici indirectement qu’une suite converge sans déterminer cette limite.Les techniques mises en œuvre permettent de progresser dans la maîtrise des sommes des termes de suites. >Voir la méthode et stratégie 3.On pose pour tout entier n ⩾1, Cn=k=1n1k2 et Sn=k=2n1k1()k.1. Démontrer que la suite (Cn) est croissante.2. Montrer que pour tout entier k ⩾2, 1k2¯ 1k1()k.En déduire que pour tout n ∈ ℕ*, Cn ⩽1+Sn.3. Montrer que pour tout entier k ⩾2, 1k1()k=1k11k.En déduire que pour tout n ∈ ℕ*, Sn=11n.4. Monter alors que la suite (Cn) est convergente.45 min30 min53
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