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QUIZ p. 13QUIZ? p. 1315RAPPELS DE COURS1 Principe de récurrence►Le but d’un raisonnement par récurrence est de prouver qu’une propriété Pndépendant d’un entier naturel nest vraie pour tout entier de ℕ.Pn peut être une égalité, une inégalité ou une phrase.►Pour cela, on démontre le caractère héréditairede Pn, c’est-à-dire : si Pn est vraie, alors +1Pn reste vraie.+1Pn est la propriété dépendant du descendant – ou successeur – de .n►Il faut aussi s’assurer de l’existence d’un géniteur à tous ces des-cendants ! C’est pourquoi on vérifie que 0P(Pnpour =0n) est vraie. C’est l’initialisation.2 Formalisation du principe de récurrenceSoit Pn une propriété dépendant d’un entier naturel n.Si:  a. 0P est vraie (initialisation)et  b. pour tout n de ℕ, Pn est héréditaire, c’est-à-dire : Pn vraie ⇒+1Pn vraiealors : Pn est vraie pour tout n de ℕ.3 Les étapes d’une démonstration par récurrenceA InitialisationSi l’on veut démontrer que Pnest vraie pour tout entier naturel au moins égal à 2 par exemple, il suffit de remplacer 0P par 2P.B HéréditéIl faut bien comprendre la démonstration du caractère héréditaire de Pn. C’est l’implication« Pnvraie ⇒+1Pnvraie » qu’il s’agit de démontrer pour tout entier n.Pour cela, on choisit un entier naturel net on suppose que Pnest vraie pour cet entier fixé. On prouve alors que Pnreste vraie lorsqu’on remplace n par +1n, autrement dit que +1Pn est vraie.Mener un raisonnement par récurrence
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6MÉTHODEDémontrer par récurrence l’inégalité de Bernoulli1. Soit aun réel positif. Montrer que, pour tout entier naturel n, ≥()++11anan.2. Sans calculatrice, comparer 1,0015 et 1,005. CONSEILS1.La récurrence porte sur l’entier naturel n. Le nombre aest fixé et ne varie pas lors de la démonstration. N’oubliez pas que, pour tout réel x, on a =10x.2. Utilisez l’inégalité du 1. en posant =0,001a.   SOLUTION1.Nommons Pnl’inégalité « ≥()++11anan ».• Initialisation :Pour n = 0, d’une part ()+=110a et d’autre part +×=101a.Par conséquent, on a bien ≥()++×1100aa.Cette inégalité montre que 0P est vraie.• Hérédité : Supposons que Pnsoit vraie pour un entier naturel n donné et montrons qu’alors +1Pn est vraie.Nous avons ()()()+=+++1111aaann.Or, nous avons supposé que ≥()++11anan ; donc≥()()()()++++1111aaanan ()+>car10a≥()⇒+++++1112anaanan.Puisque ≥02na, nous en déduisons après factorisation par aque :≥()+++++=++11112naananaana.Par conséquent, ≥()()++++1111anan.Cette inégalité prouve que +1Pn est vraie.Il en résulte que Pn est héréditaire.• Les deux points précédents montrent par récurrence que l’inéga-lité Pnest vraie pour tout entier naturel n. Ce qu’il fallait démon-trer.2.En posant =0,001aet =5n, on a ()=+1,001155aet =+1,00515a. Donc >1,0011,0055 d’après 1.L’inégalité est stricte car ≠1,0011,0055. À NOTER ! On pourrait aussi démontrer l’inégalité en utilisantle développement du binôme de Newton.
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QUIZ p. 13QUIZ? p. 1327RAPPELS DE COURS1 Suites convergentesDire que untend vers le nombre quand ntend vers +∞signifie que tout intervalle ouvert contenant contient toutes les valeurs un à partir d’un certain rang 0n. On dit alors que la suite converge(ou est convergente) (> RABATS, I). On écrit =→+∞limunn.La limite d’une suite se conçoit toujours quand n tend vers +∞. 2 Suites divergentes►Une suite divergente est une suite non convergente.Il y a deux types de suites divergentes : celles qui tendent vers l’infini et celles qui n’ont pas de limite, comme ()–1n.►Dire que untend vers +∞quand ntend vers +∞signifie que tout intervalle de la forme ][+∞;A(où Aest un nombre positif quel-conque) contient toutes les valeurs un à partir d’un certain rang 0n.On écrit =+∞→+∞limunn. Donc, pour tout ≥0nn, on a : ≥uAn.REMARQUE =−∞→+∞limunn si et seulement si −=+∞→+∞lim()unn.3 Conséquences et propriétés► La limite d’une suite, lorsqu’elle existe, est unique.►Si une suite est positive et convergente, alors sa limite est positive.►Si une suite ()unest croissanteet converge vers un nombre , alors ≤un  à partir d’un certain rang 0n.►Si on a ≤uvnnà partir d’un certain rang 0net si lim,unn=+∞→+∞ alors =+∞→+∞limvnn.4 Limites des suites géométriques de la forme qnSoit qun nombre réel différent de 0 et de 1. La suite géométrique qn:• converge vers 0 si et seulement si <<–11q;• diverge vers +∞ si et seulement si >1q;• n’a pas de limite si et seulement si ≤–1q.Déterminer la limite d’une suite
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8MÉTHODEUtiliser la limite d’une suite pour déterminer un rangMontrer qu’il existe un entier naturel 0ntel que, pour tout ≥0nn, <1210–6n et en donner une valeur. CONSEILS• Pour justifier l’existence de 0n, on utilise la convergence de la suite ()qn.• Pour trouver une valeur de 0n, utilisez la fonction logarithme.   SOLUTION• Puisque l’on a <<−1121, alors =→+∞lim120nn.L’intervalle ouvert ][–10;10–6–6contient 0. Par conséquent, tous les termes de la suite 12nappartiennent à cet intervalle à partir d’un certain rang 0n. C’est pourquoi on a, pour tout ≥0nn,<<−−−10121066n et donc <−12106n.• Pour ≥0nn, on a <<−012106n, <>−−d’oùln126ln10et6ln10ln12.nnPuisque =−ln12ln2, on trouve >6ln10ln2n (≃19,9).En conséquence, on peut choisir 200n=et donc, pour tout ≥20n, on a <−12106n.REMARQUEOn aurait pu programmer la fonction 0,5xà la calcula-trice et, avec la table des valeurs, constater que ≈×−0,51,910196 et ≈×−0,59,510207 puis conclure. ATTENTION ! <ln120
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