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Partie I – Mathématiques5CHAPITRE 1Analyse 1 – FonctionsTests : faire le point avec deux QCM  (Réponses : Vrai / Faux)1 Soit f(x) = ln( 1) 2 2 xx de courbe représentative Çf et d’ensemble de définition Df .a.  f admet pour unique asymptote É : y = 0.b.  Çf admet une unique tangente horizontale, T , en x = e – 1. c.  Df = ]– 1 ; + ∞[ et ∀x ∈Df , f(x) ¯ 2. d.  dln 2 2012f x x ∫( ) ( ) =. 2 Soit f(x) = cos(x) + sin(x), g(x) = ( ) ( ) f x f x , h(x) = ln(g(x)) et D = 4;4π+π.a.  h est impaire .b.  Sur D, g est dérivable  et g¢(x) = 21 sin(2 ) x.c.  Pour a ∈D, d 0 h h x x aaaa∫ ∫ ( ) = = − − .d.  Pour x ∈D, g est intégrable  et g t t x x xd ln cos sin 0∫ ∫ (( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )== + +.CORRIGÉ 1 a.  F car f admet pour asymptotes É : y = 0 (horizontale) et É ′ : x = – 1 (verticale).b.  V car (e – 1, 12e)  est l’unique extremum de Çf .c.  V car f(x) < 12e < 2 pour tout x ∈Df  où ln(x + 1) est défini et 2x + 2 > 0.d.  V car d142 ( )d 14( ) 0120101f x x u x u x x u x ∫ ∫ [ ] ( ) ( ) =′= avec u(x) = ln (x + 1).2 a.  V car h(– x) = ln ( ) ( ) ln ( ) ( ) f x f x f x f x −= − − = – h(x).b.  V car g est bien dérivable sur D et g’( x)  = (cos sin ) (cos sin ) (cos sin ) 2 2 2x x x x x x ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) − + + − = 1 1 1 2cos( )sin( ) x x +−= x21 sin(2 )   .c.  V car h est impaire .d.  F car g est bien intégrable sur D mais d( ) ( ) d ln 0 0 0g t t u t u t t u t x x x∫ ∫ ( ) ( ) = − ′= −  avec u(t) = cos( t) – sin(t) → g t dt x x xln cos sin 0∫ ∫ (( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )== − − − −.


CORRIGÉS ANNALES 1Analyse 1 – FonctionsExos résolus – Concours post-bac6EXOS DE CONCOURSTESTS RAPPEL  du COURSEnsembles de définition1 Propriétés (avec Df : ensemble de définition d’une fonction f ) ■Df à partir de l’ensemble de définition Dg d’une fonction gPour f(x) = ( ) g x  ou (g(x)) avec α ∈R \ Z : Df = {x ∈Dg, g(x) > 0}. Pour f(x) = (g(x)) n avec n ∈N : Df = Dg et avec n ∈Z*– : Df = {x ∈Dg, g(x) ≠ 0}.  ■Df à partir de l’ensemble de définition Dg et  Dh de deux fonctions g et  hPour f(x) = g(x) × h(x), g(x) + h(x), ou g(x) – h(x) : Dg> Dh , Df . Pour f(x) = g(x) / h(x) : Df = {x ∈Dg > Dh , h(x) ≠ 0}. Pour f(x) = g + h (x) : Df = {x ∈Dh , h(x) ∈Dg}. Fonction logarithme népérien ln 2  ■Définitions  ln  est la primitive qui s’annule en 1 de la fonction inverse : t  1t sur R*+ : ttxd1  Elle est également la fonction réciproque de la fonction exponentielle : exp de R*+ →  R ■Propriétés  (pour  a, b ∈R*+ et  c ∈R)ln (a × b) = ln a + ln b, ln (a / b) = ln a – ln b, ln (1 / a) = – ln a,  ln (a c) = c × ln aln (10 c) = c × ln 10 et log10  (10  c) = c → ln a = log10  a × ln 10, log10  a = ln a / ln 10 ■Valeurs ln 1 = 0 ; ln e = 1 ; ln e– 1 = – 1 ; ln e² = 2 ; ln 10 = 1 / log10  e ≈ 0,230. Fonction exponentielle exp : x  ex3  ■Définitions  exp  est l’unique fonction f telle que f ′(x) = f(x) sur R et avec f (0) = 1. ch (x) = (exp (x) + exp (– x)) / 2, sh (x) = (exp (x) – exp (–x)) / 2, th (x) = sh (x) / ch (x).  ■Propriétés  (pour  a, b ∈R*+ et  c d, x ∈R)exp( c + d) = exp(c) × exp(d), exp(– c) = 1 / exp(c), exp(c) d = exp(c × d), exp(ln a) = a, ln(exp(c)) = c, a c = exp(c × ln a), ln(a c) = c × ln a, 10 c =exp( c × ln 10),ch 2(x) – sh2(x) = 1. Dérivées : exp’ = exp, ch’ = sh, sh’ = ch et ∀x, th’(x) = 1 / ch2(x).  ■Valeurs  exp (0) = 1 ; exp (1) = e ≈ 2,718 ; exp (–1) = 1 / e ; ch (0) = 1 ; sh (0) = 0 ; th (0) = 0.


EXOS DE CONCOURSCORRIGÉS ANNALES Partie I – Mathématiques71Analyse 1 – FonctionsTESTS RAPPEL  du COURSFonctions trigonométriques cos, sin, tan4  ■Définitions  cos x est l’abscisse, sin x l’ordonnée, du point du cercle unité situé à l’angle x de (Ox) ■Relations et propriétés • tan x = sin x / cos x, cos² x + sin² x = 1, cos (π / 2 – x) = sin x, sin (π / 2 – x) = cos x,cos (– x) = cos x, sin (– x) = – sin x, cos (π + x) = – cos x, sin (π + x) = – sin x, cos (a + b) = cos a.cos b – sin a.sin b, sin (a + b) = sin a.cos b + cos a.sin b, sin (2a) = 2cos a . sin a, cos (2a) = 2cos² a – 1 = 1 – 2sin² a = cos² a – sin²a,tan (a + b) = tan tan 1 tan tan a b a b ( ) ( ) +−, tan (2a) = 2tan 1 tan 2aa( ) −, cos p + cos q = 2.cos 2p q ( ) + cos 2p q ( ) −, sin p + sin q = 2.sin 2p q ( ) + cos 2p q ( ) −.• Dérivées : sin’ = cos, cos’ = – sin, cos’’ = – cos, sin’’ = – sin, sur Dtan , tan’ x = cos – 2 x. ■Valeurs  [r ad] fo nction 0π6π4π3π22π3πco s1√  32√  22120     1– 2– 1sin 012√  22√  321√  320tan 0√  331√  3– √  30Limites 5 Propriétés (pour  a, b ∈R*+ et  c, d ∈R) ■Prépondérances pour des expressions de limites en + ∞ln ln x  ln x0,1   √  x  √  x ln x  x  x ln x  x1,5   x3  x√  x  ex  xx ■Prépondérances pour des puissances de x en 0x10  x3  x2  x √  x  x  √  x  x0,1   1  x – 0,1  1 / √  x  1 / x  x – 2  x – 10 ■Équivalents en 0 (u → 0) trouvés par la dérivée en x0 : f ′(x0) = lim 000f x f x x x xx( ) ( ) −−→Pour α ∈R, (1 + u)α ∼ 1 + αu, (1 – u)α ∼ 1 – αu trouvé avec x0 = 0 et f (x) = (1 – x)αDonc en particulier 1u ≈ 1 + 2u, 1u ≈ 1 – 2u, 11u ≈ 1 – u, 11u ≈ 1 + uln (1 + u) ≈ u, ln (1 – u) ≈ 1 – u, exp(u) ≈ 1 + u, sin (u) ≈ u, cos (u) ≈ 1 – 22u, tan(u) ≈ u


CORRIGÉS ANNALES 1Analyse 1 – FonctionsExos résolus – Concours post-bac8EXOS DE CONCOURSTESTS RAPPEL  du COURSRemarque :  u peut être une fonction de x au voisinage de x0, il suffit que lim ( ) 0 0u x x x =→. Résolution d’équation comprenant une fonction f6 A. DéfinitionUne équation est une égalité entre des termes  fonctions d’une ou plusieurs variables . B. Résolutions avec exemples• f(x) = d ∈R (La dichotomie permet toujours d’approcher une éventuelle solution.)– Si f est bijective et f – 1 connue , x = f – 1 (d).Ex. 1 : e x = d > 0, donc x = ln d. Ex. 2 : sh( x) = 1 → x = sh – 1 (1), qu’on peut déterminer : e e 2x x  = 1. Posant X = ex, X2 – 2X – 1 = 0, d’où X1 = 1 + √ 2 et X2 = 1 – √ 2. Une seule solution x1 = ln (1 + √ 2). – Si f(x) = ax 2 + bx  + c, on résoud ax 2 + bx  + c – d = 0, avec Δ = b2 – 4a(c – d). Si Δ > 0, on a 2 solutions réelles : x1,2  = Δ2ba− ±  et si Δ = 0, on a 1 solution réelle : 2ba.• f (x) = x → solution éventuelle : limite en + ∞ d’une suite u telle que un + 1 = f (un). Courbe Çf représentative d’une fonction f 7 A. DéfinitionLa courbe Çf est l’ensemble des points xf x (( ) ) pour x ∈Df dans un repère orthogonal.B. Propriétés ■Tangente  en x0, T d’équation cartésienne : y = f ′(x0)( x – x0) + f (x0)  (existe si f ′ continue en x0 , si f ′ continue à droite ou bien à gauche : demi-tangente).T est l’unique droite passant par 00xf x ( )  et de pente (coefficient directeur) f ′(x0). Ex. : lim ( ) 0 0f x x x ′=→ : tangente horizontale, si lim ( ) 0f x x x ′→+ = a ≠ 0 : demi-tangente de pente a en x0, si lim ( ) 0f x x x ′= + ∞ →− : demi-tangente verticale...  ■Asymptote – horizontale  : droite : y = y0 telle que lim ( ) f x x→+∞  = y0 ou lim ( ) f x x→−∞  = y0– verticale  : droite : x = x0 telle que lim ( ) 0f x x x →+ = ± ∞ ou lim ( ) 0f x x x →− = ± ∞– oblique  : droite : y = ax  + b telle que lim ( ) 0 f x ax b x− − = →+∞ 


EXOS DE CONCOURSCORRIGÉS ANNALES Partie I – Mathématiques91Analyse 1 – FonctionsTESTS RAPPEL  du COURS ■Caractéristiques (courbe  Çf d’une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I) Çf est stable sur I si f ′(x) = 0. Si sur I, Çf monte, alors f ′(x) > 0 sur I, si elle descend, alors f ′(x) < 0 sur I. Si sur I, Çf est creuse, alors f ″(x) > 0 sur I (Çf est convexe  avec une progression qui augmente strictement). Si sur I, Çf est bombée, alors f ″(x) < 0 sur I (Çf est concave  avec une progression qui diminue strictement).Dérivation – intégration pour f, g, U dérivables sur les intervalles8 A. Définitions ■Dérivée seconde de f : si elle existe (« ∃ »), dérivée de la dérivée : f ″.  ■F est une primitive  de f ⇔ F est dérivable et F′ = f. F est donc définie à une constante près et pour 2 réels x0 et y0, il existe au plus une primitive de f telle que F(x0) = y0. Ainsi, ∫ax f est l’unique primitive de f qui s’annule en a et pour toute primitive F, ∫ab f = F(b) – F(a)B. Propriétés et formules ■Implications  : f dérivable  ( ∃ f ′) ⇒ f continue  ⇒ f intégrable  ( ∃ ∫ f ) ⇒ f définie . ■Sur [a ; b], moyenne  de f : ∫ab f / (b – a). Si m < f(x) < M, m(b – a) < ∫ab f < M( b – a)  ■Relations  de  Chasles  : ∫ac f = ∫ab f + ∫bc f , ∫ab f = – ∫ba f , ∫0a f = – ∫a0 f, ∫aa f = 0 ■Parité  : si f est impaire, ∫– aa f = 0 et si f est paire, ∫– aa f = 2∫0a f ■Dérivée de composée de fonctions : (g + f )′ = (g′ + f ). f ′ ■Formule  de  Leibniz  - Dérivée nème  du produit f × g : . . 0f g nkf g nknk n k ∑( ) ( ) =( ) ( ) ( ) =− ■Intégration par parties : d ( ) d f x g x x f x g x f x g x x ababab∫ ∫ [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ′= − ′ ■Changement de variable : w w wwd d ( ) ( ) f t t f abab∫ ∫ ( ) ( ) =C. Exemples de calculs  ■Tableaux de conversions : fonction f ↔ dérivée f ′ ou f ↔ primitive F (sans constante C)F ou fxαU αexeUcos (x)cos (U)sin (U)f ou f ′αxα – 1α. U ′U α – 1exU′eU– sin (x)– U′sin (U)U′cos (U)F ou fln | x |ln | U |ln | a + x |+−12ln aa x a x ( ) ln tan 2xtan (x)f ou f ′1xUU1a x 12 2 a x 1sin( ) x1cos ( ) 2x


RAPPEL du COURSCORRIGÉS ANNALES 1Analyse 1 – FonctionsExos résolus – Concours post-bac10 TESTS EXOS DE CONCOURS AVENIR  ➔ Corrigé p. 151 Analyse de courbesxyCfCg10– 11 2 3 4 – 2– 3– 4– 1– 2– 31 f + g(2) =A.  n’existe pasB.  2C.  – 2 D.  02 Sur [– 4 ; – 2], g(x) = A.  − − + 2 1 xB.  − − − + 2 1 xC.  − + 2 1 xD.  − − + 2 1 x3 L’ensemble de définition de la fonction f + g est : A.  [– 4 ; 4]B.  [– 2 ; 1]C.  [– 4 ; 3]D.  aucune des 3 réponses précédentes4 ( ) ( ) − − +=→− lim 222g x g xx A.  +∞ B.  –∞ C.  n’existe pasD.  aucune des 3 réponses précédentes2 Étude de fonctionsSoient f et g les fonctions dérivables sur ]0 ; +∞[ respectivement définies par :( ) ( ) ( ) ( ) = − + + = − − 2ln 2 et 2ln 22f x x x g x x x x. 1 La dérivée de f est définie par  f ′(x) =A.  2 2 2xxB.  2 2 2xx C.    2 2 2xxD.  aucune des trois propositions proposées ci-dessus n’est correcte.
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