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      Avant-propos
   


   
Branche des mathématiques, philosophie des sciences sociales, outil incontournable de l’analyse moderne de l’évolution des espèces, noyau dur de la science économique, arme stratégique dans les conflits militaires ou encore, selon ses détracteurs, instrument machiavélique destiné à justifier des comportements cyniques et immoraux, la théorie des jeux laisse rarement indifférent, fascinant les uns, intriguant voire inquiétant les autres. L’objet de cet ouvrage est de conforter les premiers et de rassurer les seconds en proposant une introduction simple et didactique qui ne demande au lecteur aucun prérequis (ni en mathématiques, ni en économie).



La théorie des jeux se définit généralement comme l’outil mathématique permettant d’analyser les interactions stratégiques entre les individus, en particulier lorsque ces derniers ont des intérêts divergents. Elle s’intéresse à toutes les configurations dans lesquelles la situation de chacun dépend du comportement de tous et constitue donc la théorie mathématique des comportements stratégiques.



La théorie des jeux a été fondée par les mathématiciens (notamment John von Neumann, Émile Borel et Ernst Zermelo) dans les années 1920. Elle doit son nom au fait qu’à l’origine, elle était orientée vers l’étude des jeux de société tels que les échecs ou le poker. Mais elle prend véritablement son essor avec la publication, en 1944, de l’ouvrage de John von Neumann et de l’économiste Oskar Morgenstern qui ambitionnent ni plus ni moins de refonder la science économique sur des bases plus solides. Leur idée de départ est simple : tous les problèmes économiques peuvent se ramener à un jeu de stratégie entre acteurs rationnels et la théorie des jeux est le moyen pour analyser ces interactions stratégiques. La théorie des jeux se développera ensuite dans les années 1950 avec les travaux de John Nash, mathématicien génial sombrant, au début des années 1960, dans une forme grave de schizophrénie paranoïde et dont le destin hors du commun a été rendu célèbre par une formidable biographie (Nasar [1998]) et le film Un Homme d’exception qui en est tiré. Les travaux de Nash ont ensuite été prolongés, notamment par Reinhard Selten et John Harsanyi. La théorie des jeux étant devenue l’outil méthodologique de référence de la science économique, Nash, Selten et Harsanyi se verront récompensés par le prix Nobel d’économie en 1994. En 2005, le prix Nobel d’économie a été attribué à deux autres éminents théoriciens des jeux, Robert Aumann et Thomas Schelling, pour leur analyse de la coopération et des conflits. En 2007, Eric Maskin et Roger Myerson sont récompensés avec Leonid Hurwicz pour leurs travaux utilisant la théorie des jeux dans l’analyse des mécanismes d’incitation. Le prix Nobel 2012 est revenu à Lloyd Shapley et Alvin Roth qui ont utilisé la théorie des jeux pour étudier les problèmes d’appariement (matching markets), le premier d’un point de vue théorique, le second en combinant l’approche théorique et une approche expérimentale.



L’objet d’étude de la théorie des jeux, à savoir les comportements stratégiques, implique un champ d’application extraordinairement vaste : économie et gestion, mais aussi stratégie militaire, sociologie, psychologie, anthropologie, science politique, philosophie ou même biologie !



Par ailleurs, les théoriciens des jeux ont très rapidement associé à leurs travaux théoriques la démarche expérimentale. Comme le notent Gœree et Holt [2001, p. 1403], « l’idée que la théorie des jeux devait être testée avec des expériences en laboratoire est aussi vieille que la notion d’équilibre de Nash ». L’une des premières expériences a d’ailleurs été réalisée dès 1950 par Melvin Dresher et Merrill Flood : ces deux mathématiciens font jouer à deux collègues un jeu très simple qui deviendra célèbre puisqu’il s’agit de la première formulation du « dilemme du prisonnier » (cf. chapitre 3). Nash, dans les années 1950, puis Selten, à partir des années 1960, développeront également des expériences visant à évaluer la capacité prédictive de la théorie. Depuis sa naissance, la théorie des jeux a donc associé à l’approche purement théorique (mathématique) une démarche empirique fondée sur l’expérimentation.



Cet ouvrage propose une présentation intuitive de la théorie des jeux, en partant systématiquement d’exemples simples que le lecteur est invité à « jouer » lui-même. Dans la première partie, nous présentons les fondements de la théorie des jeux en en définissant les grands concepts (chapitres 1 et 2). La seconde partie est consacrée aux principaux jeux. Le chapitre 3 présente le plus connu d’entre eux, le « dilemme du prisonnier », alors que le chapitre 4 s’intéresse aux jeux de coordination. Le chapitre 5 montre, à partir de quelques exemples simples, que la confrontation des prédictions théoriques et des observations expérimentales donne des résultats intéressants permettant de dépasser l’approche traditionnelle. Enfin, la conclusion générale fournit quelques pistes de réflexion sur l’utilité de la théorie des jeux.


   

Remarque Il est bien entendu que cet ouvrage constitue une initiation à la théorie des jeux. Il est loin de couvrir tous les champs de la discipline et choisit délibérément d’insister (plus que de coutume) sur ses aspects expérimentaux. Pour des présentations beaucoup plus complètes et davantage orientées vers les aspects théoriques, le lecteur intéressé pourra par exemple consulter (par ordre croissant de difficulté technique) les manuels de Yildizoglu [2011], Cavagnac [2006], Binmore [1999] ou Umbhauer [2004] (ainsi que les ouvrages introductifs de Guerrien [2010] et Giraud [2009]). Par ailleurs, il pourra se référer à Kreps [1999] pour les applications en économie et à Umbhauer [2002] pour les applications en gestion. Pour ce qui concerne les aspects expérimentaux, il pourra consulter l’ouvrage de Camerer [2003] ainsi que le chapitre IV de Eber et Willinger [2012]. Enfin, Rubinstein [1990] et Rasmusen [2001] ont rassemblé les textes fondateurs et Weintraub [1992] a coordoné une série d’articles sur l’histoire de la théorie des jeux.





Cette 3e édition est enrichie de nouveaux exemples mettant en perspective la portée et les limites de la théorie des jeux.
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Chapitre 1. Les concepts de base
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Les concepts de base


Dans ce chapitre, nous présentons les principaux concepts de la théorie des jeux, en partant d’exemples simples.

I.  
             Jeu et stratégie

Jeu 1
Vous jouez avec un partenaire anonyme qui joue en même temps que vous et avec lequel vous ne pouvez pas communiquer. Le but du jeu est d’obtenir le plus de points possibles. Comme votre partenaire, vous avez à choisir entre deux couleurs : le rouge (R) ou le noir (N).

	Si vous jouez N, vous gagnez 7 points, quelle que soit la couleur jouée par votre partenaire, ce dernier gagnant alors 3 points s’il joue N ou 4 points s’il joue R.


	Si vous jouez R et que votre partenaire joue N, vous gagnez 3 points et lui 4 points.


	Si vous jouez R et que votre partenaire joue également R, vous gagnez 10 points et lui 5 points.



Les données du jeu, connues des deux joueurs, sont récapitulées dans le tableau suivant :
	
Couleur

	
Points


	
Vous

	
Votre partenaire

	
Vous

	
Votre partenaire


	
N

	
N

	
7

	
3


	
N

	
R

	
7

	
4


	
R

	
N

	
3

	
4


	
R

	
R

	
10

	
5




Quelle couleur choisissez-vous ? N ou R ?
Résultat
Une grande majorité de joueurs (généralement près de 70 %) répond R.


La situation décrite ci-dessus met bien en scène un jeu puisqu’elle concerne deux individus en interaction stratégique, le choix de l’un influençant la situation de l’autre. Puisque les deux joueurs sont interrogés séparément, sans qu’ils puissent communiquer entre eux et s’engager à prendre certaines décisions, on parle de jeu non coopératif. Une branche de la théorie des jeux, initiée par von Neumann et Morgenstern [1944] et qualifiée de « coopérative », s’intéresse au contraire aux cas où les joueurs cherchent à s’entendre préalablement et à former des coalitions avant de s’engager dans le jeu.

Dans le jeu 1, les deux acteurs jouent simultanément : on parle alors de jeu statique ou de jeu simultané.

Un premier concept fondamental de la théorie des jeux est celui de stratégie. Comme dans le langage courant, une stratégie fait référence à un plan d’actions.


DéfinitionUne stratégie est un plan d’actions spécifiant l’ensemble des décisions que doit prendre le joueur au cours du jeu.



Dans le cas d’un jeu statique tel que le jeu 1, chaque joueur prend une décision unique et sa stratégie coïncide donc avec cette action unique. Nous verrons que, dans le cas des jeux dynamiques (chapitre 2, section I), le concept de stratégie ne se ramène plus forcément à une seule action.

Dans le jeu 1, on a deux joueurs (« vous » et « votre partenaire ») qui doivent choisir entre deux stratégies possibles (R et N) afin de maximiser leur nombre de points. R et N sont qualifiées de stratégies pures (par opposition aux stratégies dites mixtes qui seront introduites plus bas, cf. section III).


DéfinitionLe nombre de joueurs (ici, 2), l’ensemble des stratégies pures pour chaque joueur (ici, R et N), l’ordre dans lequel les joueurs interviennent (ici, simultanément), l’information dont dispose chaque joueur (ici, connaissance de la structure du jeu, mais aucune information sur la stratégie adoptée par le partenaire) et les gains des joueurs (ici, le nombre de points) dans les différentes configurations possibles décrivent un jeu non coopératif (ici, le jeu 1).



Pour représenter un tel jeu, il y a deux possibilités (quasiment équivalentes). Lorsque, comme c’est le cas dans le jeu 1, les deux joueurs sont amenés à jouer simultanément, il est commode de représenter le jeu sous forme normale (encore appelée forme stratégique), c’est-à-dire sous la forme d’un tableau présentant les gains des joueurs en fonction de leurs stratégies respectives. Pour ce qui concerne le jeu 1, la représentation sous forme normale est la suivante :

	


	


	
Joueur 2 (« votre partenaire »)


	


	


	
Noir (N)

	
Rouge (R)


	
Joueur 1

(« vous »)

	
Noir (N)

	
7, 3

	
7, 4


	


	
Rouge (R)

	
3, 4

	
10, 5





Dans les quatre cases du tableau, le premier chiffre est le nombre de points gagnés par le joueur 1 (« vous »), le second chiffre le nombre de points gagnés par le joueur 2 (« votre partenaire »). Par exemple, la case en bas à gauche du tableau signifie que si le joueur 1 joue R alors que le joueur 2 joue N, le premier obtient 3 points alors que le second en gagne 4 ; d’où la notation (3, 4) dans la case considérée du tableau. Les chiffres représentés dans un tableau de ce type correspondent aux résultats du jeu pour les joueurs dans les différentes situations possibles. Bien entendu, ce résultat peut se déterminer en termes de points (comme dans l’exemple), mais également, surtout dans les applications économiques, en monnaie (euros). D’une manière générale et quelle que soit l’unité dans laquelle il est formulé, le résultat du jeu pour un joueur, dans une situation donnée, est souvent appelé payoff. C’est pourquoi le tableau présentant les différentes configurations du jeu est parfois qualifié de matrice des payoffs.

Il y a une deuxième manière de représenter un jeu, appelée forme extensive ou forme arborescente. Il s’agit de le représenter sous la forme d’un arbre de jeu, encore appelé arbre de Kuhn, du nom du mathématicien ayant développé le concept (Kuhn [1953]). Pour le jeu 1, cela donne la représentation de la figure 1.1.
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Chaque point noir sur la figure est appelé nœud, chaque flèche représentant un coup du jeu. Cette présentation n’est pas sans ambiguïté par rapport au jeu étudié, dans la mesure où elle suggère qu’il y a un certain ordre dans les actions, donné par le sens des flèches. Ainsi, la figure 1.1 semble indiquer que le joueur 1 joue avant le joueur 2 alors que, dans le jeu que nous avons considéré, les deux joueurs jouent bien simultanément. Lorsque les deux joueurs jouent simultanément, on relie par des pointillés les nœuds correspondant au choix du « deuxième » joueur pour signifier que ce dernier ignore le choix du « premier » joueur au moment où il est amené à jouer. Autrement dit, dans la figure 1.1, le joueur 2 ignore, au moment où il joue, à quel nœud il se trouve, ne connaissant pas la stratégie adoptée par le joueur 1.

L’ensemble des nœuds se trouvant reliés entre eux par des pointillés est appelé ensemble d’information. Lorsqu’un ensemble d’information contient au moins deux nœuds, le jeu est à information imparfaite. Si, au contraire, tous les ensembles d’information ne contiennent qu’un seul nœud, on parle de jeu à information parfaite, chaque joueur sachant alors exactement où il se trouve dans l’arbre du jeu au moment où il est amené à jouer.

Dans le jeu 1, les deux acteurs jouent simultanément : il s’agit donc d’un jeu à information imparfaite. Dans une telle configuration, la représentation sous forme extensive apporte peu et une représentation sous forme normale est suffisante. C’est pourquoi nous nous en tiendrons, dans ce qui suit, à la forme normale pour les jeux à coups simultanés. Par contre, pour les jeux dynamiques (que nous introduirons dans la section I du chapitre 2), dans lesquels les joueurs n’interviennent plus simultanément, mais de manière séquentielle, il est clair que la représentation sous forme extensive devient préférable car elle permet de visualiser l’ordre des coups.

II.  
             L’équilibre de Nash

Nous pouvons à présent tenter de « résoudre » le jeu 1, c’est-à-dire d’en déterminer une issue probable, « logique ». Pour cela, il convient de définir un concept de solution. Le plus communément admis est sans conteste celui proposé par John Nash (dans un article d’une page publié en 1950 – Nash [1950a] – et une thèse de Doctorat de 27 pages (!) soutenue à l’Université de Princeton en mai 1950 – Nash [1950b] – et publiée en 1951 – Nash [1951]). L’équilibre de Nash constitue en effet la pierre angulaire de la théorie des jeux moderne. Il caractérise l’issue « logique » du jeu, c’est-à-dire la manière dont devraient se comporter des joueurs rationnels.


DéfinitionUn équilibre de Nash est un ensemble de stratégies (une par joueur) tel qu’aucun joueur ne peut obtenir un gain supplémentaire en changeant unilatéralement de stratégie.



De manière équivalente, l’équilibre de Nash peut être défini comme un ensemble de stratégies (une par joueur) tel que la stratégie de chaque joueur est une meilleure réponse aux stratégies des autres joueurs.

L’équilibre de Nash renvoie à un critère « d’absence de regret » : il implique qu’aucun des joueurs ne regrette d’avoir joué comme il l’a fait, étant donné la manière dont les autres joueurs ont joué.

La question est maintenant de savoir comment déterminer les équilibres de Nash d’un jeu. Considérons le jeu 1. Dans cet exemple simple, il y a deux manières de trouver l’équilibre de Nash. La première est d’éliminer successivement les stratégies strictement dominées, c’est-à-dire les stratégies qui donnent, pour le joueur qui les emploierait, un résultat systématiquement inférieur à celui obtenu avec une autre stratégie, et cela quelle que soit la stratégie adoptée par les autres joueurs. Comme nous le verrons un peu plus bas avec le jeu 1, l’élimination de stratégies strictement dominées pour un joueur peut faire apparaître des stratégies strictement dominées pour d’autres joueurs. La méthode d’élimination successive (itérative) des stratégies strictement dominées est appelée méthode de la dominance itérée. Dans les cas où cette méthode peut être appliquée jusqu’au bout, elle conduit naturellement à l’équilibre de Nash. En effet, quelle que soit l’action de son partenaire, un joueur regrettera forcément d’avoir joué une stratégie strictement dominée qui, par conséquent, ne sera jamais choisie à l’équilibre de Nash.

Le jeu 1 peut être « résolu » par cette méthode. Dans ce jeu, N est une stratégie strictement dominée pour le joueur 2 puisque, quel que soit le choix du joueur 1, le joueur 2 obtient un gain supérieur en jouant R. Si le joueur 1 joue N, jouer R rapporte 4 points au joueur 2 alors que jouer N ne lui en rapporte que 3. Si le joueur 1 joue R, jouer R rapporte 5 points au joueur 2 alors que jouer N ne lui en rapporte que 4. N est donc une stratégie strictement dominée et R une stratégie strictement dominante pour le joueur 2. Puisque l’équilibre de Nash n’est atteint que si aucun des deux joueurs ne peut faire mieux étant donné la stratégie de l’autre, il est clair qu’une stratégie strictement dominée ne peut pas « faire partie » d’un équilibre de Nash. Ainsi, on peut « éliminer » la stratégie N pour le joueur 2. Or, si le joueur 2 joue R, il est clair que N devient à son tour une stratégie dominée pour le joueur 1 puisqu’il gagne 7 points en jouant N alors qu’il en gagne 10 en jouant R. Ainsi, en éliminant successivement les stratégies dominées de chaque joueur, on s’aperçoit que la seule issue « rationnelle » du jeu 1 est que les deux joueurs jouent R. De fait, le seul équilibre de Nash du jeu est (R, R), c’est-à-dire la stratégie R pour les deux joueurs. On peut facilement vérifier qu’aucun des deux joueurs n’a de regret. Compte tenu de la stratégie du joueur 2 (R), le joueur 1 avait effectivement intérêt à jouer R puisqu’il obtient 10 points alors qu’il n’en aurait obtenu que 7 en jouant N ; compte tenu de la stratégie de l’autre joueur, il a donc « bien fait » de jouer R et n’a « aucun regret ». Il en va de même pour le joueur 2. Compte tenu de la stratégie du joueur 1 (R), le joueur 2 ne regrette pas d’avoir joué R puisqu’il a obtenu 5 points alors qu’il n’en aurait obtenu que 4 en jouant N.

La majorité des jeux n’est pas « soluble » par la méthode de la dominance itérée. Dans bien des cas, en effet, on ne peut pas identifier de stratégies dominées et, par conséquent, trouver l’équilibre de Nash par simple élimination (itérative) de ces stratégies. Dans ces cas plus compliqués, il faut résoudre le jeu « case par case », en déterminant quelles cases correspondent à un équilibre de Nash et quelles cases n’y correspondent pas. Dans notre exemple, nous pouvons vérifier que la case correspondant au couple de stratégies (, ) est bien un équilibre de Nash. Si le joueur 2 joue , le joueur 1 a intérêt à jouer  plutôt que , et le joueur 2 a lui-même intérêt à jouer  si le joueur 1 joue . (, ) remplit donc la condition d’équilibre de Nash. Vérifions rapidement que les trois autres cases ne correspondent pas à des équilibres de Nash. Pour ce qui concerne la case correspondant au couple de stratégies (, ), le joueur 2 a intérêt à changer de stratégie. En effet, étant donné que le joueur 1 joue , le joueur 2 préfère jouer  qui lui rapporte 4 points plutôt que  qui n’en rapporte que 3 : le joueur 2 ayant intérêt à changer de stratégie, (, ) n’est pas un équilibre de Nash. Pour ce qui concerne la case correspondant au couple de stratégies (, ), c’est le joueur 1 qui a intérêt à changer de stratégie puisque, si le joueur 2 joue , il obtient 7 points en jouant  alors qu’il en gagnerait 10 en jouant : (, ) n’est pas un équilibre de Nash. (, ) n’est pas non plus un équilibre de Nash, le joueur 1 ayant intérêt à passer à la stratégie , étant donné la stratégie du joueur 2 (à savoir ), et le joueur 2 ayant intérêt à passer de la stratégie  à la stratégie , étant donné la stratégie du joueur 1 (à savoir ). Au total, l’unique équilibre de Nash est donc bien (, ).
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