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AVANT-PROPOSÀ qui est destiné cet ouvrage ?Ce «Prépabac Entraînement intensif» s’adresse à vous qui visez l’excellence, parce que l’objectif principal de vos années de première et de terminale, au-delà du bac, est l’orientation vers les étudessupérieureset les classespréparatoires.À vous qui êtes ambitieux, cet ouvrage offre les clés d’une année de premièreS réussie et la promesse d’une entrée en terminaleS, avant de rejoindre après le bac, la filièresélective de votre choix.Quels contenus offre cet ouvrage ?Le cours, clair et structuré, rappelle l’essentiel des connaissances qu’il fautmaîtriser. Dans chaque chapitre, il est renforcé par un ou des encadrés Vers la Tle S présentant des connaissances nouvelles qui pourront être réinvesties en terminaleS.Les méthodespour répondre aux questions types et les stratégiespour rendre de très bonnes copies sont un moyen de gagner en efficacité: elles constituent un gain de temps précieux dans votre travail.Les exercices, nombreux, variés et originaux, offrent un entraînementintensif, complet et très formateur :  – des exercicesd’entraînement pour des révisions efficaces et ciblées ;  – des exercicesd’approfondissement vous proposant des exercices exigeants ;  – des exercicesorientés Tle Spourpréparerenconfiancevotreorientation.Pour chaque exercice, les auteurs se sont attachés à rédiger un corrigéclair,détaillé et assorti de commentaires et de conseils.Quelscomplémentsoffrelesiteannabac.com?L’achat de ce «Prépabac Entraînement intensif» vous permet de bénéficier d’un accèsgratuit*à toutes les ressources d’annabac.com: vidéos, podcasts audio et fiches de cours, exercices interactifs, sujets d’annales corrigés…Pour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.comdanslarubrique« Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? ».* Selon les conditions précisées sur le site www.annabac.comANNEXES
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COURSSecond degré• I.  Fonction polynôme du second degré1. Dénitions– Une fonction polynôme du second degréà coecients réels est une fonction P, dénie sur ℝ, telle qu’il existe trois réels a, bet caveca ≠0, qui vérient que pour tout réel x, P(x) = ax2 + bx + c.– Les réels a, bet csont appelés les coefficientsde P(aen est le coefficient dominant).– L’expression ax2 + bx + c est appelée trinôme du second degré.– L’équation ax2 + bx + c = 0 est appelée équation du second degré.– On appelle racinedu trinôme ax2 + bx + ctoute solution de l’équation du second degré ax2 + bx + c =0.– Égalité de polynômesDeux fonctions polynômes du second degré sont égales si et seulement si elles ont les mêmes coecients.2. Identités remarquablesPour tous réels a et b, on a :a2 +2ab + b2 =(a + b)2a2 −2ab + b2 =(a − b)2a2 − b2 =(a + b)(a − b)3. Cas particuliersOn considère un réel non nul aet deux réels bet cet on note Ple polynôme du second degré déni sur ℝ par P(x) = ax2 + bx + c.a. Un des coecients non dominants est nul– Si c =0, alors pour tout réel x, P(x)= x(ax + b) et le polynôme P(x) admet pour racinesx1 =0 et x2=ba.– Si b = 0, alors pour tout réel x, Px()=ax2+ca.Donc si ca>0, le polynôme P(x) n’admet pas de racine.Et si ca<0alors pour tout réel x, Px()=axcax+caet le polynôme P(x) admet pour racines x1=ca et x2=ca.b. Il existe un réel α tel que pour tout réel x, P(x) = a(x2+2αx+α2)Alors, pour tout réel x, P(x) = a(x + α)2et le polynôme P(x) admet pour racine x0 = − α.10
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1 Second degré COURS• II.  Forme canonique du trinôme et équation du second degréDans ce paragraphe, on considère un réel non nul aet deux réels bet c ; on note Ple polynôme du second degré déni sur ℝ par P(x) = ax2 + bx + c.1. Forme canoniqueThéorèmeIl existe deux réels α et β tels que pour tout réel x, P(x) = a(x − α)2 + β.Définitions– L’expression a(x − α)2 + β s’appelle forme canonique de P(x) et on a : α=b2a et P(α) = β.– Le nombre ∆ = b2 −4acest appelé le discriminantde ax2 + bx + cet on a pour tout réel x : Px()=ax+b2a2∆4a2Cette expression s’appelle également forme canonique.2. Solutions réelles d’une équation du second degréThéorèmeOn considère l’équation ax2 + bx + c = 0 de discriminant ∆ = b2 −4ac.• Si ∆ < 0, l’équation n’a pas de solution réelle.• Si ∆ = 0, l’équation a une seule solution réelle (double) : x0=b2a.• Si ∆ > 0, l’équation a deux solutions réelles distinctes :x1=b∆2a et x2=b+∆2a• III.  Factorisation et signe du trinôme1. Factorisation d’un trinômeThéorèmeOn considère un réel a non nul et deux réels b et c.On note P le polynôme du second degré déni sur ℝ par P(x) = ax2 + bx + c.• Si le polynôme P admet deux racines réelles x1 et x2 alors pour tout réel x : ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2).• Si le polynôme P admet une unique racine réelle x0 alors pour tout réel x :ax2 + bx + c = a(x − x0)2.• Si le polynôme Pn’admet pas de racine réelle, on ne peut pas factoriser Pen produit de facteurs du premier degré à coecients réels.11
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2. Signe d’un trinômeThéorèmeOn note Δle discriminant du polynôme Pdu second degré déni sur ℝpar P(x)= ax2 + bx + c.• Si ∆ ⩽ 0, alors pour tout réel x, ax2 + bx + c est du signe de a. •Si∆ >0,alorsax2 + bx + cestdusignedeapourxàl’extérieurdesracinesetdusignede − a pour x à l’intérieur des racines. Tableaux de signesCes tableaux donnent le signe du trinôme ax2 + bx + csuivant les valeurs du réel xet selon le signe de son discriminant Δ.• ∆ <0x− ∞ + ∞ Signe de ax2 + bx + cSigne de a• ∆ =0x− ∞ ba+ ∞ Signe de ax2 + bx + cSigne de a0Signe de a• ∆ >0x− ∞ x1x2+ ∞ Signe de ax2 + bx + cSigne de a0Signe de − a0Signe de aOn peut dire de manière générale que pour tout réel x, ax2 + bx + cest du signe de a sauf éventuellement à l’intérieur des racines.• IV.  Représentation graphiqueOn considère un réel non nul aet deux réels bet c, on note Ple polynôme du second degré déni sur ℝ par P(x) = ax2 + bx + c. On pose α=b2a et β = P(α).1. VariationsThéorèmeLes variations d’une fonction polynôme du second degré Pdépendent du signe de soncoecient dominant :• Si a >0, alors la fonction Pest strictement décroissante sur l’intervalle ]− ∞ ; α] et strictement croissante sur l’intervalle [α ; + ∞[.Elle atteint son minimum β en α et admet pour tableau de variations :x− ∞α+ ∞ Variations de Pβ12
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1 Second degré COURS• Si a <0, alors la fonction Pest strictement croissante sur l’intervalle ] − ∞ ; α] et strictement décroissante sur l’intervalle [α ; + ∞[.Elle atteint son maximum β en α et admet pour tableau de variations :x − ∞ α + ∞ Variations de Pβ2. Courbe représentativeDans un repère du plan, notons C la courbe d’équation y = P(x).ThéorèmeLa courbe Cest une parabole qui est tournée vers le haut si a >0 et vers le bas si a <0.Elle admet pour axe de symétrie la droite d’équation x = α.Son sommet S a pour coordonnées (α ; β).Allure de la courbeCes tableaux donnent l’allure de la courbe Cselon le signe du discriminant Δet du coecient dominant a :∆ <0∆ =0∆ >0C ne coupe pas l’axe des abscissesC est tangente à l’axe des abscissesC coupe l’axe des abscisses en deux points distinctsa <0αβOCSyxαOCSyxαOCSyxβa >0αOCSyxβαOCSyxαOCSyxβ13
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Vers la Tle SVers la Tle SFonction polynôme de degré 3 >Voir l’exercice 15.– On considère une fonction polynôme Pde degré 3, c’est-à-dire telle qu’il existe des réels a, b, c et daveca ≠ 0 tels que pour tout réel x, P(x) = ax3 + bx2 + cx + d.On verra dans le chapitre 4 qu’une telle fonction admet au moins une racine réelle que l’on notera α (i.e. que l’équation P(x) = 0 admet au moins une solution réelle α).– On a alors pour tout réel x :P(x) = P(x) − P(α) = ax3 + bx2 + cx + d −(aα 3 + bα 2 + cα + d) = a(x3 − α 3) + b(x2 − α 2) + c(x − α).Or, x3 − α 3 =(x − α)(x2 + α x + α 2) et x2 − α 2 =(x − α)(x + α), donc :Px()=xα()ax2+αx+α2()+bx+α()+c().Finalement, il existe une fonction polynôme Q de degré 2 telle que pour tout réel x :P(x) =(x − α)Q(x).– Ainsi P(x) =0 si et seulement si x = αou Q(x) =0, ce qui permet de résoudre une équation du troisième degré dont on connaît une solution.Somme et produit des racines >Voir l’exercice 16. – Théorème On considère un réel non nul a et deux réels b et c.On suppose que le polynôme du second degré Pdéfini sur ℝpar P(x) = ax2 + bx + c admet deux racines réelles notées x1 et x2.On considère la somme S = x1 + x2 et le produit P = x1x2.En utilisant la forme factorisée de P, on a pour tout réel x :ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2) = a(x2 − x1x − x2x + x1x2) = ax2 − a(x1 + x2)x + ax1x2 = a(x2 − Sx + P).En identiant les coecients, on a alors le résultat suivant :S=ba et P=ca.– Somme et produit de deux nombres inconnus x et y.Soit S et P deux réels. On considère le système E():x+y=Sxy=P.Le couple de réels (a ; b) est solution du système (E) si et seulement si l’équationX2 − SX + P =0 admet a et b pour solutions.Lesystème(E)admetdoncdessolutionsréellessietseulementsilepolynômeX2 − SX + P = 0 a un discriminant positif soit S2 ⩾ 4P.14
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1 Second degré MÉTHODES ET STRATÉGIESMÉTHODES ET STRATÉGIESC1 Résoudre une équation de degré 2 >Voir les exercices 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12 et 13 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn considère un réel non nul aet deux réels bet c ; on cherche à résoudre l’équation ax2 + bx + c =0.>Étape 1:on élimine le cas où l’équation est équivalente à la forme x2 + α 2 =0 qui n’admet pas de solution réelle.Si la factorisation est évidente (présence d’une identité remarquable ou coecient c nul), on eectue la factorisation et on résout l’équation produit.>Étape 2:sinon on identie les coecients a, bet cde l’équation puis on calcule le discriminant dont on établit le signe.>Étape 3:on déduit du signe du discriminant l’existence ou non de solutions réelles de l’équation et on calcule les valeurs des racines éventuelles. ExempleRésoudre dans l’ensemble des nombres réels les équations suivantes :(A) −6x2 + x +1=0(B) 3x −4x2 =0(C) 5x2 −6x +2=0(D) 2 − x2 =0(E) 4x2 +3=0(F) 2x2+2x+12=0Application>Étape 1 :  l’équation (E) n’admet pas de solution car pour tout réel x, 4x2 +3 ⩾ 3.L’équation (B) est équivalente à l’équation x(3 −4x) = 0 dont les solutions sont 0 et 34.L’équation (D) est équivalente à l’équation 2x()2+x()=0dont les solutions sont 2 et 2.>Étape 2:l’équation (A) admet pour discriminant ∆A =12 − 4 ×(− 6) ×1, soit ∆A =25 et ∆A >0.L’équation (C) admet pour discriminant ∆C =(−6)2 −4×5×2 donc ∆C = −4 et ∆C <0.L’équation (F) admet pour discriminant ∆F=224212=0(on aurait pu remarquerl’identité 2x2+2x+12=2x+122).>Étape 3:l’équation (A) admet deux solutions réelles distinctes : x1=12526()et x2=1+2526() soit x1=12 et x2=13.L’équation (C) n’admet pas de solution réelle.L’équation (F) admet pour unique solution x0=222 soit x0=12.15
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C2  Résoudre une inéquation de degré 2 >Voir les exercices 4, 6, 11 et 12 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn considère un réel non nul aet deux réels bet c. On note alors Pla fonction polynômedu second degré dénie sur ℝpar P(x) = ax2 + bx + cet on considère une des inéqua-tions suivantes : P(x) >0, P(x) ⩾ 0, P(x) <0 ou P(x) ⩽ 0, que l’on cherche à résoudre.>Étape 1 :  on détermine les racines éventuelles de P.>Étape 2 :  on identie le coecient dominant a.>Étape 3:le signe de P(x) est alors le signe du coecient dominant sauf si xest entre les racines éventuelles de P.>Étape 4 :  on déduit l’ensemble des solutions de l’inéquation.ExempleRésoudre dans l’ensemble des nombres réels les inéquations suivantes :(A) −6x2 + x +1 ⩾ 0(B) x(1 − x) <0(C) 5x2 −6x +2 ⩽ 0(D) 2x2+2x+12¯0Application>Étape 1:on a vu à la méthode 1que le polynôme − 6x2 + x +1 admet pour racines 13 et 12, que le polynôme 5x2 − 6x +2 n’admet pas de racine et que le polynôme 2x2+2x+12 admet pour unique racine 12.De plus, le polynôme x(1 − x) admet pour racines 0 et 1.>Étape 2 :  le polynôme − 6x2 + x + 1 admet pour coecient dominant − 6 ;le polynôme 5x2 −6x + 2 admet pour coecient dominant 5 ;le polynôme 2x2+2x+12 admet pour coecient dominant 2 ;on a pour tout x réel, x(1 − x) = x − x2 qui admet pour coecient dominant −1.>Étape 3 :  on a alors les tableaux de signes suivants : x− ∞ 1312+ ∞ Signe de − 6x2 + x +1–0+0–x− ∞ 01 + ∞ Signe de x(1 − x)–0+0–16
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1 Second degré MÉTHODES ET STRATÉGIESx− ∞ + ∞ Signe de 5x2 − 6x +2+x− ∞ 12+ ∞ Signe de 2x2+2x+12+0+>Étape 4 :  l’ensemble des solutions de l’inéquation (A) est 13;12.L’ensemble des solutions de l’inéquation (B) est ] − ∞ ; 0[ ∪ ]1 ; + ∞[.L’inéquation (C) n’admet pas de solution.L’inéquation (D) admet 12 pour unique solution.C3  Déterminer les variations et représenter une fonction polynôme du second degré >Voir les exercices 8, 10 et 14 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn considère un réel non nul aet deux réels bet c ; Pest la fonction polynôme du second degré dénie sur ℝ par P(x) = ax2 + bx + c.>Étape 1 :  on identie les coecients a, b et c puis on calcule α=b2a et β = P(α).>Étape 2:on détermine, en fonction du signe du coecient dominant a, les variationsde la fonction P sur chacun des intervalles ] − ∞ ; α ] et [α ; + ∞[.>Étape 3:on représente la fonction Ppar une parabole, tournée vers le haut si a >0 et vers le bas sinon, qui admet pour sommet le point de coordonnées (α ; β), et qui coupe l’axe des ordonnées au point de coordonnées (0 ; c) et l’axe des abscisses aux points d’abscisses les racines du polynôme P lorsqu’il en admet.ExempleÉtudier les variations et représenter les fonctions polynômes du second degré P, Qet R dénies sur ℝ par :P(x) = −6x2 + x +1 ;Q(x) =5x2 −6x +2et Rx()=2x2+2x+12.Application>Étape 1 :  pour le polynôme P, α=112 et P112=2524.Pour le polynôme Q, α=35 et Q35=15.Pour le polynôme R, α=12 et R12=0.17
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>Étape 2:le coecient dominant de Pest négatif donc la fonction Pest croissante sur ∞ ;112 et décroissante sur 112 ; +∞.Le coecientdominantdeQest positif donc lafonctionQest décroissante sur ∞ ;35 et croissante sur 35 ; +∞.Le coecient dominant de Rest positif donc la fonction Rest décroissante sur∞ ;12 et croissante sur 12 ; +∞.>Étape 3 :  on se place dans un repère du plan.La courbe représentative de la fonction Pcoupe l’axe des ordonnées au point de coor-données (0 ; 1) et l’axe des abscisses aux points de coordonnées 13;0et 12;0. Son sommet a pour coordonnées 112;2524.La courbe représentative de la fonction Qcoupe l’axe des ordonnées au point de coor-données (0 ; 2) et ne coupe pas l’axe des abscisses. Son sommet a pour coordonnées 35;15.La courbe représentative de la fonction Rcoupe l’axe des ordonnées au point de coor-données 0 ;12et est tangente à l’axe des abscisses au point de coordonnées 12;0. Son sommet a pour coordonnées 12;0.Représentons ces fonctions sur un même graphique. On a représenté Pen vert, Qen bleu et R en rouge.yxOCAB12−35151112252418
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1 Second degré MÉTHODES ET STRATÉGIESC4 Résoudre une équation bicarrée > Voir l’exercice 3 mettant en œuvre cette méthode.MéthodeOn considère un réel non nul a, deux réels bet c. On cherche à résoudre l’équation ax4 + bx2 + c =0.>Étape 1:on pose X = x2et on fait le changement de variable de manière à obtenir l’équa-tion du second degré aX2 + bX + c =0.>Étape 2 :  on résout cette dernière équation.>Étape 3:si celle-ci n’admet pas de solution, alors l’équation ax4 + bx2 + c =0 n’en admet pas non plus. Sinon, les solutions de l’équation ax4 + bx2 + c =0 sont, si elles existent, les réels r tels que r2 = R pour toute solution R de l’équation aX2 + bX + c =0.Remarque :pour que l’équation ax4 + bx2 + c =0 admette au moins une solution, ilfaut et il sut que l’équation aX2 + bX + c =0 admette au moins une solution positive.ExempleRésoudre dans l’ensemble des nombres réels l’équation − x4 −3x2 +4=0.Application>Étape 1 :  on a x43x2+4=0X=x2X23X+4=0.>Étape 2:l’équation− X2 − 3X +4=0admetpourdiscriminant32 − 4× (− 1)×4=25,elle a donc deux solutions réelles X1=3252 et X2=3+252 soit X1 =1 et X2 = − 4.>Étape 3 :  on en déduit que − x4 − 3x2 +4=0 ⇔ x2 =1 ou x2 = − 4 ⇔ x = − 1 ou x =1.19
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 EXERCICES D’ENTRAÎNEMENTC1 Résolution d’équationsL’intérêt de cet exercice est de montrer la grande variété des équations que l’on peut résoudre à l’aide des outils introduits dans ce chapitre. >Voir la méthode et stratégie 1.Résoudre dans l’ensemble des nombres réels les équations suivantes :a. 2014x2 + x −2015 =0 b. x2 +1050x +25 ×1098 =0c. 5x3 +8x2 −13x =0 d. 1x+1x+1=1x+2e. 6x25=2x+1 f. 1x+12=1x+2C2 Des longueurs et des aires Dans cet exercice, nous verrons comment la résolution d’équations du second degrépermet de trouver la solution de quelques problèmes géométriques classiques.  >Voir la méthode et stratégie 1.1. Déterminer le périmètre d’un triangle rectangle dont les côtésont pour longueurs trois entiers consécutifs.2. Déterminer les dimensions d’un rectangle d’aire 540 cm2et de périmètre 114 cm.3. Dansledrapeauguréci-contre,quelledoitêtrelalargeurdela croix violette pour que son aire soit égale à l’aire du restant du drapeau ?C3 Changements de variables Cet exercice permetd’acquérir les réexes nécessaires à larésolution d’équationsqui peuvent se ramener à une équation du second degré. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 4.Résoudre dans l’ensemble des nombres réels les équations suivantes :a. 6x4 −5x2 +1 =0 b. x+1x12+6x1x+12=5c. x5 −125x3 +484x =0 d. x 4x=5335 min15 minxx3440 min20
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1 Second degré EXERCICES D’ENTRAÎNEMENTC 4 Algorithme et résolution d’équations du second degréCet exercice amène à compléter un algorithme comprenant des instructions condi-tionnelles dans une situation simple. De plus, il permet de se familiariser avec les équations contenant un paramètre. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.On considère un réel b et l’équation (E) : x2 + bx +1=0.1. On note Δ le discriminant de l’équation (E). Calculer ce nombre en fonction de b.2. Que peut-on dire du nombre de solutions de l’équation (E) dans chacun des cas suivants : b =3 ; b =2 et b =1 ?3. Montrer que b2 < 4 si et seulement si b ∈ ] −2 ; 2[.4. Compléter l’algorithme suivant de manière à ce qu’il permette d’acher le nombre de solutions de l’équation (E) suivant la valeur de b donnée par l’utilisateur :VariablesB est un réel ; D est un réel ; N est un entierInitialisationLire BAecter à D la valeur …TraitementSi …    Alors aecter à N la valeur 0Sinon    Si D=0        Alors …        Sinon …    Fin SiFin SiSortie Acher …C 5 Vitesse d’un ascenseurCet exercice montre que les méthodes de résolution d’équations vues dans ce chapitrepermettent de résoudre certains problèmes de vitesse de manière assez systématique. >Voir la méthode et stratégie 1.Deux ascenseurs à grande vitesse desservent le 84eet dernier étage d’un gratte-ciel. L’und’entreeuxaunevitessemoyenned’undemi-étageparsecondesupérieureàl’autreet met 14 secondes de moins pour atteindre le dernier étage à partir du rez-de-chaussée.Déterminer la vitesse (en étages par seconde) de l’ascenseur le plus rapide.20 min15 min21
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C 6 Signe d’une fonction rationnelle et applicationCet exercice montre la nécessité de maîtriser les résultats vus dans ce chapitre pour pouvoir étudier sans dicultés le signe d’une expression algébrique.  >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.Dans un repère du plan, on considère l’hyperbole Hd’équation y=7xx+3, la paraboleP d’équation y = −3x2 +11x et la droite D d’équation y = − 3x +8.1. Pour tout réel x ≠ − 3 on pose : dx()=3x26x24x+3.a. Étudier le signe de d(x).b. En déduire la position relative des courbes H et D.2. Déterminer les coordonnées des points d’intersection des courbes H et P.3. Montrer que H, Pet Dsont concourantes en un point dont on précisera les coordonnées.C 7 Logique et démonstrationOn se rendra compte dans cet exercice que faire des mathématiques ne se limite pas à calculer mais consiste également à établir par un raisonnement logique des propriétés générales. >Voir la partie I du cours.Soient a et c deux réels non nuls et b un réel.1. Soit Pla proposition suivante : « si a etcsont de signes contraires alors le polynôme du second degré ax2 + bx + c admet deux racines distinctes ». a. Démontrer que la proposition P est vraie.b. Énoncer la réciproque Rde la proposition P. Montrer que la proposition Rest fausse.c. Énoncer les contraposées des propositions P et R. Celles-ci sont-elles vraies ?2. Démontrerquel’équation(E) :ax2 + bx − a =0admetdeuxsolutionsdesignescontraires.C 8ParabolesFaire cet exercice aide à mieux maîtriser les problèmes demandant de déterminer une fonction à partir de sa représentation graphique. >Voir la méthode et stratégie 1.1. Leplan étantmunid’unrepèreorthogonal,déterminerdanschacundescassuivantsune équation de la parabole P.a. La parabole Pcoupe les axes de coordonnées aux points d’abscisses −2 et 3 et au point d’ordonnée −1.30 min20 min20 min22
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1 Second degré EXERCICES D’ENTRAÎNEMENTb. La parabolePcoupeladroite d’équationy = xauxpoints d’abscisses0 et 1etrecoupel’axe des abscisses au point de coordonnées 32;0.c. La parabole Pa pour sommet le point S de coordonnées (3 ; 2) et passe par le point A de coordonnées (−1 ; 1).2. On considère les points A0;12, B0;32 et S1;12.a. Déterminer la parabole P de sommet S passant par le point B.b. Soit mun réel et soit Δla droite passant par A de coecient directeur m. Pour quelle(s) valeur(s) de m la droite Δ coupe-t-elle la parabole P en un seul point ?C9 Calcul formel L’intérêt de cet exercice est l’usage qu’il fait du calcul formel dans la résolution d’une inéquation du troisième degré. >Voir la méthode et stratégie 1.Un logiciel de calcul formel donne : x3 +(x +1)3 +(x +2)3 =3x3 +9x2 +15x +9(x +3)3 = x3 +9x2 +27x +27x3 −6x −9 =(x −3)(x2 +3x +3).1. En déduire que x3 +(x +1)3 +(x +2)3 =(x +3)3 si et seulement si x3 −6x −9 =0.2. Résoudre dans ℝ l’équation x3 +(x +1)3 +(x +2)3 =(x +3)3.C10 Un problème d’optimisationCet exercice est un classique du genre : l’étude des variations d’une fonctionpermet d’en déterminer l’extremum et de calculer ainsi l’optimum d’un problème géométrique. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 3.Un jardinier désire entourer deux enclos, l’un carré et l’autre rectangulaire, et possédantun côté en commun. Il dispose pour cela de 16 m de grillage. Quelles doivent être les dimensions du carré et du rectangle pour que l’aire totale des enclos soit maximale ?45 min15 min23
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EXERCICES D’APPROFONDISSEMENTC 11 Résolution d’équations et d’inéquations L’intérêt de cet exercice réside notamment dans le calcul de la racine du discrimi-nant lorsque celui-ci est positif. >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.1. Résoudre dans l’ensemble des nombres réels les équations suivantes :a. x2 −(2n +2–n)x +1 ⩽ 0 où n ∈ ℕ ;b. 14x2+x+sin2π7 =0 ;c. x2+2xcos4π7sin24π7=0 ;d. x2+21()x2=0(onsimplieral’écrituredesracinesentenantcomptedel’existence d’une solution évidente) ;e. 2x4 + x3 −6x2 + x +2=0(aprèsavoirposéX=x+1xetremarquéqueX22=x2+1x2).2. Déterminer deux réels dont la somme vaut 8 et dont la somme des inverses vaut 23.C 12 Équations avec paramètres On apprendra dans cet exercice à envisager le signe du discriminant selon les valeurs du paramètre dont il dépend.  >Voir les méthodes et stratégies 1 et 2.Soit m un réel. On considère les équations du second degré d’inconnue x :(E) : (m −1)x2 −2x +1− m =0et(F) : x2 +2(m +2)x +6−2m2 − m =0.1. Étudier le signe de 4m2 −8m + 8 suivant les valeurs de m.2. On suppose que m ≠1. Démontrer que l’équation (E) admet deux solutions réelles distinctes de signes contraires.3. Déterminer l’ensemble des valeurs de m pour lesquelles l’équation (F) :a. admet une unique solution ; b. admet deux solutions réelles distinctes ;c. n’admet aucune solution.4. Résoudredansℝ,endiscutant suivant lesvaleursdu réel strictementpositif a, l’équation d’inconnue x, (Ga) : x+xa=a.35 min45 min24
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1 Second degré EXERCICES D’APPROFONDISSEMENTC13 Ficelle tendueLa résolution de cet exercice demande quelques prises d’initiative. C’est ce qui fait tout son intérêt. >Voir la méthode et stratégie 1.Soit ℓet ddes réels strictement positifs tels que ℓest supérieur à d.On xe les deux extrémités d’une celle de longueur ℓ cm entre deux points A et B distants de d cm.On tend la celle de manière à former un triangle ACB comme sur la  gure ci-contre. 1. On suppose dans cette question que ℓ = 89 et que d =65.Est-il possible que le triangle ACB soit rectangle en C ?2. On suppose encore dans cette question que d =65.Déterminer les valeurs de ℓpour lesquelles il est possible d’obtenir un triangle ACB rectangle en C.C14  Moyennes arithmétique, géométrique, harmonique et quadratique Onapprendradanscetexercicequelanotiondemoyenneestrelativeaucontexte étudié. On apprendra également à démontrer certaines inégalités ce qui peut être beaucoup plus délicat que pour des égalités. >Voir la méthode et stratégie 3.Pour deux réels x et y strictement positifs, on peut envisager plusieurs moyennes :– la moyenne arithmétique a=x+y2 ;– la moyenne géométrique g=xy ;– la moyenne harmonique h telle que 2h=1x+1y ;– la moyenne quadratique q=x2+y22.1. Un train à grande vitesse parcourt la moitié de son trajet à la vitesse moyenne de 200 km par heure et la seconde moitié à la vitesse moyenne de 300 km par heure. Quelle est la vitesse moyenne du train sur la totalité du trajet ?Quel type de moyenne des deux vitesses données cela représente-t-il ?2. Calculer les moyennes a, g, h et q pour x=22 et y=2+2, puis pour y = x.3. Montrer que pour tous réels positifs xet y, les nombres a, g, het qsont compris entre x et y.4. Classer les nombres a, g, het q(on commencera par comparer qet apuis aà get enn g à h).40 minABC50 min25
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Vers la Tle SVers la Tle SC 15 Équation de degré 3 et applicationCet exercice montre comment on peut utiliser la résolution d’une équation de degré trois pour trouver trois nombres dont la somme, le produit et la somme des inverses sont connus. >Voir l’encadré « Vers la Tle S ».On considère la fonction polynôme P de degré 3 dénie par : Px()=x316x223x16.1. Déterminer une racine entière de P que l’on notera r.2. Trouver trois réels a, b et c tels que pour tout réel x :P(x) =(x − r)(ax2 + bx + c).3. En déduire une factorisation de P en produit de fonctions anes.4. On cherche à déterminer trois réels α, β et γ tels que α ⩽ β ⩽ γ qui vérient :α+β+γ=16, αβγ=16 et 1α+1β+1γ=4.a. Montrer que xα()xβ()xγ()=x316x223x16.b. En déduire α, β et γ.C 16 Somme et produit des racinesOn verra dans cet exercice que connaître le produit et la somme des racines d’un polynôme de degré 2 permet de simplier la résolution de certaines équations. >Voir l’encadré « Vers la Tle S ».1. Montrer que 64est solution de l’équation 4x26+43()x+18=0 et trouverl’autre solution de cette équation.2. Pour chacune des équations suivantes, déterminer une solution évidente et trouver l’autre solution :a. 7x2 −6x −1 =0.b. 3x2+ x23=0.c. x2 −(1 + a)x + a =0 (a ∈ ℝ).40 min40 min26
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1 Second degré CORRIGÉSCORRIGÉSC 1 Résolution d’équationsa. L’équation 2014x2 + x −2015= 0 admet pour discriminant :∆ =1+4×2014×2015=40292.Elle a donc deux solutions : x1=1+402922014 et x2=1402922014, soit x1 =1 et x2=20152014.En posant n = 2014, l'équation s'écrit nx2 + x − (n + 1) = 0 et le discriminant vaut 1+4n(n +1)=4n2 +4n +1 soit (2n +1)2et les solutions sont 1+2n+12net 12n12nsoit 1 et n+1n.b. L’équation x2 +1050x +25×1098 = 0 admet pour discriminant :∆ =10100 −4×25×1098 =10100 −102 ×1098 =0.Elle admet donc une unique solution : x0=10502.c. L’équation 5x3 +8x2 −13x = 0 équivaut à x(5x2 +8x −13)=0 donc :5x3 +8x2 −13x =0 ⇔ x = 0 ou 5x2 +8x −13=0.Or, l’équation 5x2 +8x −13=0 admet pour discriminant ∆ =64+4×5×13=324=182.Elle a donc deux solutions : x1=8+1825 et x2=81825, soit x1 =1 et x2=135.Finalement l’équation 5x3 +8x2 −13x = 0 a pour solutions : 0, 1 et 135.d. Pour tout réel x distinct de 0, −1 et −2 on a :1x+1x+1=1x+22x+1xx+1()=⇔1x+2 ⇔ (2x +1)(x +2)= x(x +1) ⇔ 2x2 +4x + x +2= x2 + x ⇔ x2 +4x +2=0.Or, l’équation x2 +4x +2= 0 admet pour discriminant ∆ =16−4×2=8.Elle admet donc deux solutions réelles : x1=4+82et x2=482,soit x1=2+2 et x2=22.Finalement, 1x+1x+1=1x+2x=22 ou x=2+2.e. Si 6x25=2x+1 alors 6x2 −5=4x2 +4x + 1 puis 2x2 −4x −6=0.Or, l’équation 2x2 −4x −6= 0 admet pour discriminant ∆ =16+4×2×6=64.Elle admet donc deux solutions : x1=4+822 et x2=4822, soit x1 =3 et x2 = −1.Réciproquement,ilresteàdéterminer,parmicessolutions,cellesquisontsolutionsdel’équation 6x25=2x+1. On a 61()25=1et 2× (−1)+1= −1 donc −1 n’est passolution et 63()25=7 et 2 ×3+1= 7 donc 3 est la seule solution.On aurait pu raisonner par équivalences pour éviter cette dernière étape (réciproque) :6x25=2x+16x25=4x2+4x+1 et 2x+1>0 ⇔ 2x2 − 4x − 6 = 0 et 2x +1 ⩾ 0 ⇔ (x =3 ou x = − 1) et 2x +1 ⩾ 0 ⇔ x =3.27
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f. Pour tout réel x distinct de 0 et − 2 on a :1x+12=1x+22+x2x=1x+2 ⇔ (x +2)2 =2x ⇔ x2 +2x +4=0.Or, l’équation x2 +2x +4= 0 admet pour discriminant ∆ =4−4×4= −12.Donc l’équation 1x+12=1x+2 n’admet pas de solution réelle.C 2 Des longueurs et des aires 1. Notons nla longueur du plus petit côté du triangle rectangle. Alors les autres côtés ont pour longueur n +1 et n + 2 et on a d’après le théorème de Pythagore :n2 +(n +1)2 =(n +2)2.Ainsi n2 + n2 +2n +1= n2 +4n +4, soit n2 −2n −3=0.Or, l’équation x2 −2x −3= 0 a pour discriminant ∆ =4+4×3=16.Elle a donc deux solutions : x1=2+42 et x2=242, soit x1 =3 et x2 = −1.Donc l’équation n2 −2n −3= 0 admet 3 pour unique solution positive et entière.Finalement, un triangle rectangle dont les côtés ont pour longueurs trois entiers consé-cutifs a pour périmètre 3 +4+5=12.2. Notons xet yles longueurs des côtés du rectangle d’aire 540 cm2et de périmètre 114 cm. Ces longueurs vérient :2(x + y) =114 et xy =540, soit x + y =57 et xy =540 puis y =57− x et x(57 − x) =540.Or, l’équation x(57− x)=540 équivaut à x2 −57x +540=0 dont le discriminant est∆ =572 −4×540=1089=332.Elle admet donc deux solutions : x1=57+332 et x2=57332, soit x1 =45 et x2 =12.Le rectangle a donc pour longueur 45 cm et pour largeur 12 cm. 3. Dans le drapeau, la bande violette horizontale a pour aire 4xet la bande violette verticale a pour aire 3x. Donc la croix violette a pour aire 4x +3x − x2car ces deux bandes possèdent un carré de côté x en commun.L’aire totale du drapeau vaut 3 ×4=12.On a donc 7x − x2 =12−(7x − x2) soit 2(x2 −7x +6)=0.Or, l’équation x2 −7x +6= 0 admet pour discriminant ∆ =49−4×6=25.Elle a donc deux solutions : x1=7+52 et x2=752, soit x1 =6 et x2 =1.Mais la largeur de la croix doit être inférieure à 3 donc seule la solution 1 convient.Bien sûr, l’aire de la croix est égale à l’aire du restant du drapeau signie que celle-ci vaut la moitié de l’aire totale du drapeau, soit 7x − x2 =6 qui est bien équivalente à l’équationx2 − 7x +6=0.2828
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1 Second degré CORRIGÉSC 3 Changements de variables a. On a 6x45x2+1=0X=x26X25X+1=0.Or, l’équation 6X2 −5X +1= 0 admet pour discriminant 25 −24=1.Elle a donc deux solutions : 5+112=12 et 5112=13. Ainsi :6x45x2+1=0x2=12 ou x2=13 x=13oux=13oux=12oux=12.b. On a x+1x12+6x1x+12=5X=x+1x12X+6X=5 X=x+1x12X25X+6=0.L’équation X2 −5X +6=0 admet pour discriminant 1 et pour solutions 5+12=3et 512=2.Donc x+1x12+6x1x+12=5x+1x12=3 ou x+1x12=2.Tout d’abord x+1x12=3x2+2x+1=3x22x+1() ⇔ x2 −4x +1=0 x=23oux=2+3.Ensuite x+1x12=2x2+2x+1=2x22x+1() ⇔ x2 −6x +1=0 x=322oux=3+22.Finalement x+1x12+6x1x+12=5x=23,x=2+3,x=322oux=3+22.c. On a x5 −125x3 +484x =0 ⇔ x(x4 −125x2 +484)=0et x4125x2+484=0X=x2X2125X+484=0.Or, l’équation X2 −125X +484= 0 a pour discriminant 1252 −4×484=1172.Elle admet donc deux solutions : 125+1172=121 et 1251172=4.Ainsi, x4 −125x2 +484=0 ⇔ x = −11 ou x =11 ou x =2 ou x = −2.Finalement, l’équation x5 −125x3 +484x =0 admet cinq solutions : 0 ; –11 ; 11 ; −2 et 2.Attention à ne pas oublier de solutions ! Un polynôme de degré 5 peut avoir jusqu’à 5 racines réelles.29
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d. Pour tout réel x >0 :x4x=53x53x4=0X=xX253X4=0.Or, l’équation X253X4=0 admet pour discriminant 259+16=1699.Elle a donc deux solutions : 53+1332=3 et 531332=43.Ainsi, x4x=53x=3, donc l’équation x4x=53admet 9 pour uniquesolution.C 4 Algorithme et résolution d’équations du second degré1. Le discriminant de l’équation (E) est ∆ = b2 −4.2. Si b =3 alors ∆ = 5 et l’équation (E) admet deux solutions réelles distinctes.Si b =2 alors ∆ = 0 et l’équation (E) admet une unique solution réelle.Si b =1 alors ∆ = − 3 et l’équation (E) n’admet pas de solution réelle.Pour b = 3, les solutions sont 3+52 et 352 et si b = 2, la solution est −1.3. La fonction polynôme du second degré x ↦ x2 −4 admet pour racines −2 et 2, elle estdonc du signe contraire à son coecient dominant sur l’intervalle ]−2 ; 2[, autrementdit elle est strictement négative sur ] −2 ; 2[.Ainsi, b2 < 4 si et seulement si b ∈ ] −2 ; 2[. On peut évidemment remarquer que b2 − 4 =(b − 2)(b + 2) et faire un tableau de signes.4. L’algorithme suivant ache le nombre de solutions de (E) suivant la valeur de b :VariablesB est un réel ; D est un réel ; N est un entierInitialisationLire BAecter à D la valeur B^2 – 4TraitementSi D <0    Alors aecter à N la valeur 0Sinon     Si D=0        Alors aecterà N la valeur 1Sinonaecter à N la valeur 2    Fin SiFin SiSortieAcher N3030
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1 Second degré CORRIGÉSC 5 Vitesse d’un ascenseurNotons tle temps en secondes mis par l’ascenseur le plus rapide pour atteindre le dernier étage du gratte-ciel et v sa vitesse en étages par seconde.On a alors v × t =84 et, puisque l’autre ascenseur met 14 secondes de plus et possède une vitesse inférieure d’un demi-étage par seconde, on a aussi : v12t+14()=84.Ainsi, t=84v et v1284v+14=84.Or, v1284v+14=8484+14v42v7=84 14v42v=7 ⇔ 14v2 −7v −42=0.Cette dernière équation admet pour discriminant 49+4×42×14=492et a donc deuxsolutions : 7+4928=2 et 74928=32.La vitesse vétant positive, on a v =2 et l’ascenseur le plus rapide a une vitesse de deux étages par seconde (il met 42 secondes pour atteindre le dernier étage).L’autre a une vitesse de 1,5 étage par seconde et met 56 secondes pour atteindre le dernier étage.C 6 Signe d’une fonction rationnelle et application1. a. Le polynôme 3x2 −6x −24 a pour discriminant 36+4×24×3=182et admet pourracines : 6+186=4et 6186=2. Il est donc du signe de son coecient dominant 3, donc strictement positif, sur ] − ∞ ; − 2[ ∪ ]4 ; + ∞[ et strictement négatif sur ]−2 ; 4[.On a donc le tableau de signes suivant :x− ∞ –3–24+ ∞ Signe de3x2 − 6x − 24++0–0+Signe dex +3–0+++Signe de d(x) –+0–0+b. Pour tout réel x ≠ − 3, on a :7xx+33x+8()=7x+3x8()x+3()x+3 =3x26x24x+3 = d(x).De l’étude de signe précédente, on déduit que sur ]− ∞ ; −3[ et sur [−2 ; 4], Hest en dessous de D et que sur ] −3 ; − 2] et sur [4 ; + ∞[, H est au-dessus de D.31
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2. Les courbes H et P se coupent aux points d’abscisse x telle que :7xx+3=3x2+11x.Pour tout x ≠ −3 :7xx+3=3x2+11x7x=3x3+11x29x2+33x ⇔ 3x3 −2x2 −40x =0 ⇔ x(3x2 −2x −40)=0.Or, l’équation 3x2 −2x −40= 0 a pour discriminant 4 +4×3×40=484.Elle admet donc deux solutions : 2+226=4 et 2226=103.Finalement les courbes Het Pse coupent aux points d’abscisses 0, 4 et 103et donc aux points de coordonnées (0 ; 0), (4 ; –4) et 103 ;70, en utilisant les équations des courbes.3. Tout d’abord remarquons que si les courbes H, Pet Dsont concourantes, c’est en un des trois points communs à H et P.On vérie aisément que seul le point de coordonnées (4 ; −4) appartient également à la droite D d’équation y = −3x +8.C 7 Logique et démonstration1. a. Le polynôme ax2 + bx + ca pour discriminant ∆ = b2 −4ac. Or, aet csont deux réels non nuls, donc si aet csont de signes contraires alors ac <0 et b2 −4ac >0. Le polynôme ax2 + bx + c admet alors deux racines distinctes : la proposition P est vraie. b. La proposition Pa pour réciproque la proposition R : « si le polynôme du second degréax2 + bx + cadmetdeuxracinesdistinctes,alorsaetcsontdesignescontraires ».Par exemple, le polynôme 3x2 −5x +2 admet deux racines distinctes (son discriminantvaut 1, les racines sont 1 et 23), alors que 3 et 2 ont même signe.La proposition R, réciproque de la proposition P, est donc fausse.c. La proposition Pa pour contraposée la proposition Q : « si le polynôme du second degré ax2 + bx + cn’admet pas deux racines distinctes, alors aet csont de même signe ».La proposition Ra pour contraposée la proposition S : « siaet csont de même signe, alors le polynôme du second degré ax2 + bx + cn’admet pas deux racines distinctes ».Une proposition est vraie si et seulement si sa contraposée est vraie : les propositions P et Q sont vraies et les propositions R et S sont fausses.2. L’équation (E) : ax2 + bx − a =0 admet pour discriminant ∆ = b2 +4a2et a ≠0 donc ∆ >0. Ainsi, l’équation (E) admet deux solutions distinctes réelles : x1=b+b2+4a22a et x2=bb2+4a22a.Or, on a–b+b2+4a22abb2+4a22a=b()2b2+4a2()4a2donc x1x2=b2b24a24a2 soit x1 × x2 = −1, ce qui montre que les deux solutions x1et x2sont de signes contraires.3232
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1 Second degré CORRIGÉSC 8Paraboles1. Soit a, b et c trois réels et soit P la parabole d’équation y = ax2 + bx+ c. a. La parabole Pcoupe les axes de coordonnées aux points d’abscisses −2 et 3 et au point d’ordonnée −1 d’où ax2 + bx + c = a(x −3)(x +2) et a(0−3)(0+2)= −1 soit a=16 et P est la parabole d’équation y=16x3()x+2().On peut également résoudre le système : 4a2b+c=09a+3b+c=0c=1.b. La parabole Pcoupe la droite d’équation y = xaux points d’abscisses 0 et 1, elle passedonc par les points de coordonnées (0 ; 0) et (1 ; 1) et recoupe l’axe des abscisses au point de coordonnées 32 ;0 d’où le système :c=0a+b+c=194a32b+c=0Or, c=0a+b+c=194a32b+c=0c=0b=1a94a+32a32=0d’où a=25, b=35 et c =0 et P a pour équation y=25x2+35x.c. La parabole P a pour sommet le point S de coordonnées (3 ; 2) donc :ax2 + bx + c = a(x −3)2 +2.Elle passe par le point A de coordonnées (−1 ; 1) donc a(−1−3)2 +2=1.Soit a=116 et P est la parabole d’équation y=116x3()2+2.2. a. Soit a, bet ctrois réels et Pla parabole d’équation y = ax2 + bx + c. Pa pour sommetS et passe par le point B si et seulement si y=ax1()2+12et a01()2+12=32. On a alorsa =1 et P a pour équation y=x1()2+12.b. La droite Δ a pour équation y=mx+12.De plus, x1()2+12=mx+12x22x+1=mx ⇔ x2 −(2+ m)x +1=0.Cette dernière équation admet pour discriminant (m +2)2 −4= m(m +4).La droite Δ coupe la parabole en un seul point si et seulement si l’équation x2 −(2+ m)x +1= 0 admet une unique solution, soit pour m =0 et m = −4.33
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C 9 Calcul formel 1. On a pour tout réel x : x3 +(x +1)3 +(x +2)3 =(x +3)3 ⇔ 3x3 +9x2 +15x +9= x3 +9x2 +27x +27  ⇔ 2x3 −12x −18=0 ⇔ x3 −6x −9=0.2. Une solution évidente de l’équation précédente est 3, donc pour tout réel x, on a x3 −6x −9=(x −3)(x2 +3x +3) d’où :x3 +(x +1)3 +(x +2)3 =(x +3)3 ⇔ (x −3)(x2 +3x +3)=0.Or, l’équation x2 +3x +3=0 a pour discriminant 9−12= −3 et n’admet donc pas de solution réelle.L’équation x3 +(x +1)3 +(x +2)3 =(x +3)3 admet donc 3 pour unique solution.C 10 Un problème d’optimisationNotons xla longueur du côté commun au carré et au rectangle et notons yla longueur de l’autre côté du rectangle.La longueur de grillage nécessaire est alors 2y +5xet l’aire totale des enclos estS = x2 + xy.Si le jardinier utilise 16 m de grillage alors 2y +5x =16, soit y=852x.L’aire des enclos est alors S=x2+x852x soit S=32x2+8x.La fonction polynôme du second degré Sa un coecient dominant négatif, elle admetdonc un maximum, atteint en 8232=83.Donc le carré a ses côtés de longueur x=83et le rectangle a pour longueur x=83et pourlargeur y=85283 soit y=43.C 11 Résolution d’équations et d’inéquations a. Soit n ∈ ℕ, x2 −(2n +2–n)x + 1 a pour discriminant :∆ =(2n +2–n)2 −4 =22n +2×2n ×2–n +2–2n −4 =22n +2×20 +2–2n −4 =22n −2+2–2n =(2n −2–n)2.On a vu que (2n +2–n)2 =22n +2+2–2n, ceci nous guide pour la factorisation de 22n − 2 +2–2n.Donc si n =0, ∆ =0 et x2 −(2n +2–n)x +1 admet pour unique racine 20+202=1. De plusx2 −(2n +2–n)x +1 ⩾ 0 pour tout réel x. Donc x2 −(2n +2–n)x +1 ⩽ 0 ⇔ x =1.3434
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1 Second degré CORRIGÉSSi n ∈ ℕ*, ∆ >0 et x2 −(2n +2–n)x +1 admet deux racines : 2n+2n()+2n2n()2=2n et 2n+2n()2n2n()2=2n.On a alors x2 −(2n +2–n)x +1 ⩽ 0 ⇔ x ∈ [2–n ; 2n].b. L’équation 14x2+x+sin2π7=0admet pour discriminant 1sin2π7=cos2π7et a doncpour solutions : 1+cosπ724=2cosπ71et1cosπ724=2cosπ7+1.c. L’équation x2+2xcos4π7sin24π7=0a pour discriminant 4cos24π7+4sin24π7=4 et pour solutions :2cos4π7+22=1cos4π7et2cos4π722=1cos4π7.d. L’équation x2+21()x2=0 admet pour discriminant :21()2+42=3+22.Elle a donc deux solutions : 2+1+3+222  et 2+13+222. Or, 1 est une solution évidente car 1+21()2=0donc 2+1+3+222=1soit 2+1+3+22=2 puis 3+22=1+2 (en eet 1+2()2=3+22).Ainsi, les solutions sont 1 et 2+1122=2.e. Puisque 0 n’est pas solution de l’équation 2x4 + x3 -6x2 + x +2= 0, on a :2x4+x36x2+x+2=0x22x2+x6+1x+2x2=0 2x2+x6+1x+2x2=0 ⇔ 2(X2 −2)+ X −6=0 ⇔ 2X2 + X −10=0.Si X=x+1x alors x+1x2=x2+1x2+2 d’où x2+1x2=X22.L’équation 2X2 + X −10=0 admet pour discriminant 81 et pour solutions 1+94=2 et 194=52.Donc 2x4+x36x2+x+2=0x+1x=2 ou x+1x=52.On a d’une part, x+1x=2x22x+1=0x1()2=0x=1.35
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D’autre part, x+1x=52x2+52x+1=0. Cette dernière équationa pourdiscriminant2544=94 et admet donc deux solutions 52322=2 et 52+322=12. Finalement, les solutions de l’équation 2x4 + x3 −6x2 + x +2= 0 sont 1, 12 et −2.f. Soit x et y deux réels dont la somme vaut 8 et dont la somme des inverses vaut 23.On a x+y=81x+1y=23x+y=8x+yxy=23 x+y=8xy=12 y=8xx8x()=12Or, l’équation x(8− x)=12 équivaut à x2 −8x +12=0. Elle a pour discriminant64 −48= 16 et pour solutions 842=2 et 8+42=6.Ainsi, x+y=81x+1y=23x=2y=6ou x=6y=2 .Les seuls couples de réels de somme 8 et de somme des inverses 23sont les couples (2 ; 6) et (6 ; 2).C 12 Équations avec paramètres 1. Le polynôme, de la variable m, 4m2 −8m +8 admet pour discriminant 64−128= −64,donc pour tout réel m, 4m2 −8m +8>0.2. On supose m ≠ 1, l’équation (E) a pour discriminant :∆ =4−4(m −1)(1− m) =4+4(m2 −2m +1)=4m2 −8m +8.Donc, d’après la question précédente, pour tout réel m, ∆ >0 et l’équation (E) admet deux solutions : u=24m28m+82m1() et v=2+4m28m+82m1().Puisque m ≠ 1, (E) est bien une équation du second degré et les solutions sont bien dénies.De plus, uv=24m28m+82m1()2+4m28m+82m1() ; soit uv=44m28m+8()4m1()2=4m2+8m44m1()2=4m1()24m1()2=1.Puisque uv = − 1, les solutions sont de signes contraires.3636
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1 Second degré CORRIGÉSAttention ! Avant de montrer que les solutions sont de signes contraires, il faut montrer leur existence. Toutefois, après avoir montré que le discriminant est positif, on aurait pu utiliser la formule vue dans l'encadré « vers la TleS » pour calculer le produit des solutions : uv=1mm1, soit uv = − 1.3. L’équation (F) admet pour discriminant :δm =4(m +2)2 −4(6−2m2 − m) =12m2 +20m −8.• L’équation (F) admet une unique solution si et seulement si δm =0 c’est-à-dire :12m2 +20m −8=0.Cette équation d’inconnue ma pour discriminant 202 +32×12=282, elle admet donc deux solutions 20+2824=13 et 202824=2.Ainsi, l’équation (F) admet une unique solution si et seulement si m = −2 ou m=13.• L’équation (F) admet deux solutions réelles distinctes si et seulement si δm >0, soit si et seulement si m∞ ; 213;+∞.• L’équation (F) n’admet aucune solution si et seulement si 12m2 +20m −8<0, soit si et seulement si m2;13.4. Soit aun réel, a >0. Si x+xa=aalors x+xa=a2puis xa=a2xd’où x − a =(a2 − x)2 soit x2 −(2a2 +1)x + a4 + a =0.Cette dernière équation admet pour discriminant (2a2 +1)2 −4(a4 + a) =4a2 −4a +1, soit (2a −1)2.• Si a=12, l’équation x2 −(2a2 +1)x + a4 + a =0 admet pour unique solution 2a2+12=34.Or 34+3412=52donc 34n’est pas solution de l’équation G12()qui n’admet donc pas de solution.• Si a12, l’équation x2 −(2a2 +1)x + a4 + a = 0 admet pour solutions :x1=2a2+12a1()2=a2a+1 et x2=2a2+1+2a1()2=a2+a.Tout d’abord, x2+x2aacar a2+a+aapuisque a >0, donc x2n’est passolution de (Ga).De plus, x1 − a =(a −1)2 donc :– si a ⩾ 1 alors x1a=a1et x1+x1a=a2, comme a >0, a2=a. Donc x1 est l’unique solution de (Ga) ;– si 0< a <1 alors x1a=a1()et a2a+1+1aa car a ≠1, donc x1n’est pas solution et (Ga) n’a aucune solution.C 13 Ficelle tendue1. On cherche donc un point C tel que AC +CB= 89 et AC2 +CB2 =652.Soit, en posant x =AC, CB=89− x et x2 +(89− x)2 =652.Or, x2 +(89− x)2 =652 ⇔ 2x2 −178x +3696=0.37
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Cette dernière équation a pour discriminant 1782 −4×2×3696=462et admet donc deux solutions 178+464=56 et 178464=33.On obtient donc deux solutions qui correspondent à deux triangles rectangles symé-triques par rapport à la médiatrice du segment [AB].2. Avec les mêmes notations, on doit avoir x2 +(ℓ − x)2 =652.Or, x2 +(ℓ − x)2 =652 ⇔ 2x2 −2ℓx + ℓ 2 −652 =0.Cette dernière équation a pour discriminant 4ℓ2 −8ℓ 2 +8×652 =8×652 −4ℓ2.Pour que l’équation admette une solution, il faut que 8×652 −4ℓ2 ⩾ 0 soit, puisque ℓ >0, <652. Il faut d’autre part que ℓ >65, donc pour pouvoir obtenir un triangle rectangle en C il faut avoir 65<<652.Il sura alors de prendre un point C du cercle de diamètre [AB] tel que AC soit solution de l’équation x2 +(ℓ − x)2 =652 pour obtenir un triangle vériant les conditions demandées.C 14 Moyennes arithmétique, géométrique, harmonique et quadratique 1. En notant dla distance en km parcourue par le train, tet t ′les temps de parcours en heures des première et seconde moitiés du trajet, on a : d2=200t=300t.Ainsi, t+t=d400+d600et la vitesse moyenne du train sur la totalité du trajet estv=dd400+d600, soit v = 240 : la vitesse moyenne est 240 km par heure.On a 121200+1300=1240donc la vitesse moyenne sur la totalité du trajet est la moyenneharmonique des vitesses sur chaque moitié du trajet.2. Pour x=22 et y=2+2 on a :a =2 ; g=42 soit g=2 ; 2h=122+12+2 soit 2h=2+222()2+2()+2222()2+2(),  2h=2+2+2242 et 2h=2 d’où h =1 ;q=22()2+2+2()22 soit q=442+2+4+42+22 et q=6.Pour x = y on a x+x2=x, x2=x (x >0), 1x+1x=2x et x2+x22=x (x >0). Donc pour x = y, a = g = h = q = x.3. Supposons que x ⩽ y.Alors x+x2¯x+y2¯y+y2 donc x ⩽ a ⩽ y.Comme x >0 et y >0 : x2 ⩽ xy ⩽ y2 donc x ⩽ g ⩽ y ;1y¯1x, soit 2y¯1x+1y¯2x donc 2y¯2h¯2x d’où x ⩽ h ⩽ y ;3838
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Vers la Tle S1 Second degré CORRIGÉSx2+x22¯x2+y22¯y2+y22 soit x ⩽ q ⩽ y.4. On a tout d’abord,  q2a2=x2+y22x2+y2+2xy4 =x2+y22xy4  =xy()24.Donc q2 − a2 ⩾ 0 d’où q ⩾ a puisque q et a sont positifs.On a utilisé ici la croissance de la fonction carré sur l’ensemble des réels positifs : deux nombrespositifs et leurs carrés sont rangés dans le même ordre.On a a2g2=x2+y2+2xy4xy donc a2g2=xy()24 et on a a ⩾ g (g ⩾ 0 et a ⩾ 0).Enn gh=xy21x+1y soit gh=xy2xyx+y puis gh=xy12xyx+y et gh=xyx+y2xyx+y.Or, x+y2xy=xy()2 donc g − h ⩾ 0.Finalement : q ⩾ a ⩾ g ⩾ h.C 15 Équation de degré 3 et application1. On a P1()=1162316 donc P(1) =0 et r =1 convient.Pour trouver une racine entière d’un polynôme P, on peut soit calculer P(0), P(1), P(− 1), etc. ou à l’aide d’un grapheur conjecturer la valeur d’une racine puis montrer qu’elle annule bien le polynôme. 2. Pour tout réel x, (x −1)(ax2 + bx + c) = ax3 + bx2 − ax2 + cx − bx − c = ax3 +(b − a)x2 +(c − b)x − c.Donc, si a =1, ba=16, cb=23 et c=16, soit a =1, c=16 et b=56.Alors x1()x2+56x+16=x316x223x16.Ainsi, pour tout réel x, Px()=x1()x2+56x+16.3. Le polynôme du second degré x2+56x+16 a pour discriminant 253646=136 ; il admet donc pour racines 56162=12 et 56+162=13.39
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Vers la Tle SAinsi, pour tout réel x : x2+56x+16=x+12x+13 et Px()=x1()x+12x+13.4. a. On a :(x − α)(x − β)(x − γ) =(x2 − α x − β x + α β)(x − γ)  = x3 − α x2 − β x2 + α β x − γ x2 + α γ x + β γ x − α β γ  = x3 −(α + β + γ)x2 +(α β + β γ + γ α)x − α β γ.Or, 1α+1β+1γ=αβ+βγ+γααβγ, donc αβ+βγ+γα=αβγ1α+1β+1γ.Ainsi, xα()xβ()xγ()=x316x2+164()x16=x316x223x16.b. On a donc P(x) =0 ⇔ x = α ou x = β ou x = γ. D’après la question 3., on a α=12, β=13 et γ =1.C 16 Sommes et produits des racines1. On a 46166+43()64+18=3232+18+18=0.Donc 64est solution del’équation 4x26+43()x+18=0.La somme des solutionsest 6+434=64+3 donc l’autre solution est 3.Le discriminant de 4x26+43()x+18est 6+43()24418=54242. Il n’est pas aisé d’exprimer alors simplement les racines.2. a. Le réel 1 est une solution évidente de l’équation 7x2 −6x –1 =0, le produit des solutions est 17 donc l’autre solution est 17.b. Le réel 13est une solution de l’équation 3x2+ x23=0(on peut utiliser un grapheur)et le produit des solutions est 29 donc l’autre solution est 23.c. Soit un réel a. Le réel 1 est une solution de l’équation x2 −(1 + a)x + a =0 et le produitdes solutions est a donc l’autre solution est a.4040
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COURSCompléments sur les fonctions• I.  Rappels sur les fonctions usuelles1. Sens de variation Soit I un intervalle de ℝ et soit f une fonction dénie sur I.– La fonction ƒ est croissante(respectivement décroissante) sur Ilorsque pour tout a ∈ I et tout b ∈ I, si a ⩽ b alors f(a) ⩽ f(b) (respectivement f(a) ⩾ f(b)).–La fonction ƒ est strictement croissante(respectivement strictement décrois-sante) sur Ilorsque pour tout a ∈ Iet tout b ∈ I, si a < balors f(a)< f(b) (respectivementf(a)> f(b)).2. Tableau de variations et courbe représentative de fonctions particulièresa. Fonction aneSoit a et b deux réels, et soit f la fonction ane dénie sur ℝ par f(x) = ax + b.• Si a > 0, la fonction f est strictement croissante sur ℝ et s’annule en ba.x– ∞ ba+ ∞ Variations de x ↦ ax + b0• Si a < 0, la fonction f est strictement décroissante sur ℝ et s’annule en ba.x– ∞ ba+ ∞ Variations de x ↦ ax + b0• Si a = 0, la fonction f est constante sur ℝ.Dans un repère du plan, une fonction ane est représentée par une droite. b. Fonction polynôme du second degréVoir le chapitre 1.c. Fonction inverseLa fonction inverse est strictement décroissante sur l’intervalle ]–∞ ; 0[ et sur l’intervalle]0 ; + ∞[ et admet pour tableau de variations :x– ∞ 0+ ∞ Variations de x1x42
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2 Compléments sur les fonctions COURSRemarque La fonction inverse n’est pas décroissante sur ℝ* car par exemple : –2< 2 alors que 12<12.Dans un repère orthogonal du plan,lafonctioninverse est représentée par une hyperbole. • II.  Fonctions racine carrée et valeur absolue1. Fonction racine carréeThéorèmePour tout réel positif a, il existe un unique réel positif btel que a = b2, ce nombre est appelé racine carrée de a et il est noté a.DéfinitionLa fonction racine carréeest dénie sur l’intervalle [0 ; + ∞[ par : xx.Propriétés Soit a et b deux réels positifs :• ab=ab• Si b ≠0, ab=ab• ab=a+b()ab()– VariationsLa fonction racine carrée est strictement croissante sur l’intervalle [0 ; + ∞[ et admet pour tableau de variations :x0+ ∞ Variations de xx0– Courbe représentativeDans un repère orthogonal du plan, la fonction racine carrée est représentée par la portion de parabole constituée des points d’ordonnée positive de la symétrique de la parabole d’équation y = x2 par rapport à la droite d’équation y = x :321– 1O– 1– 2213yxy = x2y = xy =      x2. Fonction valeur absolueDéfinitions• Pour tout réel a, on appelle valeur absolue,et on note |a|, le nombre positif déni par |a| = a si a ⩾ 0 et |a| =–a si a ⩽ 0.• La fonction valeur absolue est la fonction dénie sur ℝ par : x ↦ |x|.43
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Propriétés Soit a et b deux réels :• |ab| =|a| × |b|• Si b ≠0, ab=ab• |a| =0 ⇔ a =0– VariationsLa fonction valeur absolue est strictement décroissante sur ]–∞ ; 0] et strictementcroissante sur [0 ; + ∞[. Elle admet pour tableau de variations :x– ∞ 0+ ∞ Variations de x ↦ |x|0– Courbe représentative Dans un repère orthogonal du plan, la fonction valeur absolue est représentée par la réunion de deux demi-droites d’extrémités l’origine et symétriques l’une de l’autre parrapport à l’axe des ordonnées : 231O– 1– 221yx• III.  Opérations sur les fonctionsSoit uune fonction dénie sur un intervalle Ide ℝet soit kun réel. On note Cla courbereprésentative de la fonction u dans un repère O;i,j() du plan.1. Fonction associée u + kDéfinitionLa fonction f = u + kest la fonction fdénie pour tout x ∈ Ipar f(x)= u(x)+ k.– VariationsLes fonctions u et u + k ont le même sens de variation sur I.– Courbe représentativeLa courbe représentative de la fonction u + kest l’image de la courbe représentative dela fonction u par la translation de vecteur kj.2. Fonction associée kuDéfinition La fonction f = ku est la fonction f dénie pour tout x ∈ I par f(x) = ku(x).– VariationsSi k > 0, les fonctions u et ku ont le même sens de variation sur I.Si k < 0, les fonctions u et ku ont des sens de variation contraires sur I.44
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2 Compléments sur les fonctions COURS– Cas particulier : k =–1Les fonctions u et – u admettent des sens de variation contraires sur I.Les courbes représentatives des fonctions uet –usont symétriques par rapport à l’axe des abscisses.3. Fonction associée uDéfinitionSi pour tout x ∈ I, u(x) ⩾ 0, la fonction f=uest la fonction fdénie pour tout x ∈ I par fx()=ux().– VariationsLes fonctions u et u admettent le même sens de variation sur I.4. Fonction associée 1uDéfinitionSi pour tout x ∈ I u(x) ≠0, la fonction f=1uest la fonction dénie pour tout x ∈ I par fx()=1ux().– VariationsSi la fonction ugarde un signe constant sur l’intervalle Iet ne s’annule pas, alors les fonctions u et 1u admettent des sens de variation contraires sur I.• IV.  Somme et produit de fonctions : sens de variation1. SommeThéorème Soit u et v deux fonctions dénies sur un intervalle I de ℝ. • Si les fonctions uet vsont croissantes sur l’intervalle Ialors la fonction u + vest également croissante sur l’intervalle I.• Si les fonctions uet vsont décroissantes sur l’intervalle Ialors la fonction u + vest également décroissante sur l’intervalle I.2. ProduitThéorème Soit u et v deux fonctions dénies sur un intervalle I de ℝ. • Si les fonctions uet vsont positives et croissantes sur l’intervalle Ialors la fonction uv est également croissante sur l’intervalle I.• Si les fonctions uet vsont positives et décroissantes sur l’intervalle Ialors la fonction uv est également décroissante sur l’intervalle I.Remarques• Le produit de deux fonctions croissantes sur un intervalle Ipeut être une fonction décroissante sur I. Par exemple, la fonction u : x ↦ xest croissante sur ]–∞ ; 0] mais la fonction u2 : x ↦ x2 est décroissante sur ]– ∞ ; 0].• De même, le produit de deux fonctions décroissantes sur un intervalle Ipeut être unefonction croissante sur I.45
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Vers la Tle SVers la Tle SFonctionassociée|u| >Voir l’exercice 13.Soit u une fonction dénie sur un intervalle I de ℝ.DéfinitionLa fonction f =|u| est la fonction fdénie pour tout x ∈ I par f(x) =|u(x)|.– VariationsLes fonctions |u| et uadmettent le même sens de varia-tion sur tout intervalle où la fonction uest positive et des sens de variation contraires sur tout intervalle où la fonction u est négative.– Courbe représentativeLes courbes représentatives des fonctions |u| et usontconfondues sur toute partie de Ioù uest positive. Cescourbes sont symétriques par rapport à l’axe des abs-cisses sur toute partie de I où u est négative.Fonction associée x ↦ u(– x) >Voir l’exercice 13.Soit u une fonction dénie sur un intervalle I de ℝ.DéfinitionOn dénit, pour tout x ∈ I, la fonction fpar f(x) = u( – x). La fonction fest donc dénie sur l’intervalle J formé des réels dont l’opposé appartient à I.– VariationsSoit a et b deux réels tels que a < b.Si aet bsont dans Iet si la fonction uest croissante (respectivement décroissante) sur l’intervalle ]a ; b[ alors la fonction fest croissante (respectivement décroissante) sur l’intervalle ] – b ; – a[.Si –aet –bsont dans Iet si la fonction uest croissante (respectivement décroissante) sur l’intervalle ] –b ; –a[ alors la fonction fest croissante (respectivement décroissante)sur l’intervalle ]a ; b[.En eet, supposons la fonction ucroissante sur l’inter-valle ]a ; b[.Soit xet x′deux réels de l’intervalle ] – b ; – a[ tels que x ⩽ x′, alors –xet –x′appartiennent à l’intervalle ]a ; b[ et –x′ ⩽ – x. uétant croissante sur l’intervalle ]a ; b[ on a u(– x′) ⩽ u( – x) soit f(x′) ⩽ f(x), donc la fonction fest décroissante sur l’intervalle ] – b ; – a[.On démontre les autres cas de manière analogue.– Courbe représentativeLes courbes représentatives des fonctions x ↦ u( –x) etusont symétriques par rapport à l’axe des ordonnées.Oyxy = u(x)y =|u(x)|Oyxy = u(x)y = u(−x)46
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Vers la Tle S2 Compléments sur les fonctions COURSComposée de fonctions >Voir les exercices 14 et 15.Soit uune fonction dénie sur un intervalle Ide ℝet soit vune fonction dénie sur un intervalle J de ℝ. On suppose en outre que u(I) ⊂ J, c’est-à-dire que pour tout x ∈ I, on a u(x) ∈ J.DéfinitionLa fonction composéede upar vest la fonction notée v ∘ uet dénie sur I par v ∘ u(x) = v(u(x)).ExempleSila fonction vdésigne la fonction racine carré et si la fonctionuestdénie sur ℝpar u(x) = x2 +1, alors la fonction v ∘ uest la fonction dénie sur ℝpar vux()=x2+1.– Variations• Si la fonction uest croissante sur Iet que la fonction vest croissante surJalors la fonction v ∘ u est croissante sur I.• Si la fonction uest croissante sur Iet que la fonction vest décroissante sur Jalors la fonction v ∘ u est décroissante sur I.• Si la fonction uest décroissante sur Iet que la fonction vest croissante sur Jalors la fonction v ∘ u est décroissante sur I.• Si la fonction uest décroissante sur Iet que la fonction vest décroissante sur Jalors la fonction v ∘ u est croissante sur I.Autrement dit, si uet vvarient dans le même sens, alors v ∘ uest croissante et si uet v varient en sens contraires, alors v ∘ u est décroissante.Démontrons le dernier cas par exemple : soit aet bdeux réels de Itels que a ⩽ balors, uétant décroissante sur I, u(a) ⩾ u(b) ; de plus, u(a) ∈ Jet u(b) ∈ Jet vest décroissante sur J, donc v(u(a)) ⩽ v(u(b)) soit v ∘ u(a) ⩽ v ∘ u(b), ce qui montre que la fonction v ∘ u est croissante sur I.47
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