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AVANT-PROPOSVotre ouvrage Prépabac ■ Conforme aux programmes de 1reS entrés en vigueur à la rentrée 2011, ce Prépabac, qui regroupe les principales matières de votre programme, est conçu pour vous accompagner tout au long de l’année Dans chaque matière, chaque thème du programmefait l’objet d’un chapitre qui se divise lui-même en deux parties : le cours et un exercice de synthèse ou de type Bac■ Le coursrécapitule de manière efﬁcace tout ce qu’il faut savoir sur le thème concerné Selon les matières, il est enrichi de documents, de schémas, de cartes… L’exercice de synthèse, suivi de son corrigé, vous permet de mettre en œuvre le cours, immédiatement■ Assorties de nombreux commentaires et conseilsdes auteurs, toutes ces ressources vous permettent d’aborder en conﬁance vos contrôles durant l’année et de vous préparer à l’épreuve du bacSur www.prepabac.comUn espace gratuitement et immédiatement accessible où vous trouverez les compléments audio associés à la partie Anglais :■ les sons associés au cours et aux exercices du chapitre 7 (« Prononcer correc-tement ») ;■ les documents audio supports des exercices du chapitre 8 (« Comprendre un document sonore ») et du chapitre 10 (« S’exprimer à l’oral en interaction »)*Selon conditions précisées sur le site wwwannabaccom■ L’achat de ce Prépabac vous permet de bénéﬁ cier d’un ACCÈS GRATUIT* à toutes les ressources d’annabaccom : ﬁ ches de cours, podcasts, quiz, exercices et sujets corrigés… ■ Pour proﬁ ter de cette offre, rendez-vous sur le site www.annabac.com, dans la rubrique « Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? »
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6

N CLASSE DE PREMIÈRE, on apprend à résoudre des équations et des inéqua-tions du second degré dans le cas général, c’est-à-dire lorsque l’expression étudiée est de la forme ax2 + bx + c. Pour cela, on s’appuie sur les connaissan-ces de Seconde et de… Collège !FormecanoniquedutrinômeduseconddegréAFormedéveloppéeetformecanonique1n La fonction x  ax2 + bx + c, avec a  0, est une fonction polynôme de degré deux aussi appe-lée trinôme du second degré.n L’écriture ax2 + bx + c est la forme développée de ce trinôme.ExEmplEs• – 2x2 + 5x – 6 est un trinôme du second degré avec a = – 2, b = 5 et c = – 6.• 3x2 – 4 est un trinôme du second degré avec a = 3, b = 0 et c = – 4.n La forme canonique du trinôme ax2 + bx + c s’écrit ax+b2a⎛⎝⎜⎞⎠⎟2–b2–4ac4a2⎛⎝⎜⎞⎠⎟.BDéterminerlaformecanoniqued’untrinômePour écrire le trinôme P(x) = – 3x2 + 2x + 1 sous sa forme canonique, on procède en plusieurs étapes.n Mise en facteur du coeﬃ  cient de x2Ici, ce coeﬃ  cient vaut – 3, alors P(x)=–3x2+2x+1=–3x2–23x–13⎛⎝⎜⎞⎠⎟.n Écriture de x2–23x comme le début du développement d’une identité remarquableIci, x2 est le carré de x et 23x=213⎛⎝⎜⎞⎠⎟x est le double produit de 13 et de x.Donc x2 et –23x sont les deux premiers termes du développement de x–13⎛⎝⎜⎞⎠⎟2. En eﬀ et, x–13⎛⎝⎜⎞⎠⎟2=x2–2(x)13⎛⎝⎜⎞⎠⎟+19=x2–23x+19.On en déduit x2–23x=x–13⎛⎝⎜⎞⎠⎟2–19.MATHÉMATIQUESPolynômesduseconddegré1
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cS7PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE PHILOSOPHIE1Polynômes du second degréMATHÉMATIQUESPar conséquent, P(x)=–3x2–23x–13⎛⎝⎜⎞⎠⎟=–3x–13⎛⎝⎜⎞⎠⎟2–19–13⎛⎝⎜⎞⎠⎟=3x––13⎛⎝⎜⎞⎠⎟2–49⎛⎝⎜⎞⎠⎟.Rearque : On peut aussi utiliser l’écriture sous forme canonique avec a = – 3, b = 2, c = 1.Résolutiondel’équationduseconddegréALesracinesdutrinôme2n On appelle équation du second degré une équation de la forme ax2 + bx + c = 0, avec a  0.n Les réels x qui vériﬁ ent ax2 + bx + c = 0 sont appelées les racines du trinôme.Une racine du trinôme ax2 + bx + c est donc une solution de l’équation ax2 + bx + c = 0.n Pour résoudre une telle équation, c’est-à-dire trouver ses solutions, on calcule le nombre  = b2 – 4ac, appelé discriminant.n Le signe de  permet de déterminer le nombre de racines et leurs expressions. On applique le théorème suivant.n Théorèe• Si   0, l’équation admet deux solutions réelles x1=–b–Δ2a et x2=–b+Δ2a.• Si  = 0, l’équation admet une solution réelle x=–b2a.• Si   0, l’équation n’admet pas de solution réelle.ExEmplE : Pour résoudre l’équation 3x2 + 5x – 2 = 0, on calcule son discriminant :  = b2 – 4ac = 52 – 4(3)(– 2) = 49.Comme  est strictement positif, l’équation admet deux solutions réelles distinctes : x1=–b–Δ2a=–5–76=–2 et x2=–b+Δ2a=–5+76=13.Par conséquent, l’ensemble des solutions est S=–2;13⎧⎨⎩⎫⎬⎭.BFactorisationdutrinômeThéorèe• Si   0, le trinôme ax2 + bx + c admet deux racines x1 et x2, il se factorise de la manière suivante : ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2).• Si  = 0, ax2 + bx + c admet une racine –b2a et se factorise ainsi ax2+bx+c=ax+b2a⎛⎝⎜⎞⎠⎟2.• Si   0, le trinôme n’a pas de racine et ne se factorise pas.e nombre de rines d’un trinôme ne dépend que du sine de son disriminnt !
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8ExEmplE : Pour factoriser le trinôme P(x) = 2x2 – 6x – 8, on calcule d’abord son discriminant :  = b2 – 4ac = 36 + 64 = 100. est strictement positif, donc le trinôme admet deux racines :x1=––6()–1002⫻2=–1 et x2=––6()+10022=4⫻.Le trinôme se factorise donc ainsi P(x) = 2(x + 1)(x – 4).Signedutrinôme3ThéorèeSoit le trinôme ax2 + bx + c, avec a  0.• Si   0, ax2 + bx + c est du signe de a à l’extérieur des racines et du signe de (– a) à l’intérieur des racines.• Si   0, ax2 + bx + c est du signe de a, pour tout x.ExEmplE : Le trinôme 5x2 + 16x + 3 a pour discriminant  = 196  0.Ses racines sont – 3 et –15. Le trinôme est du signe de a = 5  0 à l’extérieur des racines donc 5x2 + 16x + 3  0 sur – ∞;–3⎤⎦⎡⎣∪–15;+ ∞⎤⎦⎥⎡⎣⎢ et du signe de – a  0 à l’intérieur des racines donc 5x2 + 16x + 3  0 sur  –3;–15⎤⎦⎥⎡⎣⎢.On regroupe ces résultats dans un tableau.x–  – 3 –15 + 5x2 + 16x + 3+–+Si  = 0, ax2 + bx + c s'nnule en –b2a.00
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cS9PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE PHILOSOPHIE1Polynômes du second degréMATHÉMATIQUESÉcÉRésoudre les inéquations suivantes.1. – x2 + 6x  – 7  2. x2 + 2x + 5  0  3. 3x2⫹ 23x⫹ 1⬍0MÉHDÉcrire l’inéquation sous l’une des formes suivantes :ax2 + bx + c  0, ax2 + bx + c  0, ax2 + bx + c ≥ 0 ou ax2 + bx + c  0.Selon les valeurs de , on déduit les solutions de l’inéquation pour l’étude du signe du  trinôme.Calcul de  = b2 – 4ac  0 = 0  0Pas de solution ax2 + bx + c est du signe de a, pour tout xUne solution x=–b2a et ax2 + bx + c est du signe de a, pour tout xDeux solutions x1=–b–Δ2a et x2=–b+Δ2ax–  x1 x2 + ax2 + bx + csigne de asigne de (–a)signe de a cgÉ1. L’inéquation s’écrit – x2 + 6x + 7  0.  = b2 – 4ac = 36 – 4(– 1)(7) = 64, le trinôme admet deux racines x1 et x2.Comme   0 et a = – 1, on en déduit le tableau de signes du trinôme.x–  – 1 7 + – x2 + 6x + 7–+–L’ensemble des solutions est S = ]–  ; – 1[  ]7 ; + [.2.  = 4 – 4(1)(5) = – 16  0 donc le trinôme x2 + 2x + 5 est toujours du signe de a = 1, et x2 + 2x + 5  0 pour tout x   et S = .3.  = 4(3) – 4(3)(1) = 0, le trinôme admet une racine   –b2a=–236=–33 et est du signe de a = 3. Donc 3x2+23x+ 1 ⬎ 0 pour x–33. Donc S=⺢––33⎧⎨⎪⎩⎪⎫⎬⎪⎭⎪.0000xerie résolu : Réoudre une inéquation du econd degré
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10Si le trinôme est écrit sous sa forme canonique ax+b2a⎛⎝⎜⎞⎠⎟2–b2–4ac4a2⎛⎝⎜⎞⎠⎟, l’abscisse du sommet xS=–b2a apparaît comme le réel qui annule x+b2a et l’ordonnée du sommet est yS=–b2–4ac4a.v S cDÉS D SMM D a aaReprésentationgraphiqueetvariations4La représentation graphique de la fonction f : x  ax2 + bx + c est une  parabole dont le sommet S a pour abscisse xS=–b2a et pour ordonnée yS = f (xS).Selon les valeurs de a, la courbe présente des allures diﬀ érentes.n Si a  0x–  –b2a + fn Si a  0x–  –b2a + fcette prbole dmet omme xe de symétrie l droite d’éqution x=–b2a pssnt pr son sommet S.Courbe « en vase »Courbe « en cloche »
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11PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE1Polynômes du second degréXcc D SYHÈSMATHÉMATIQUESLa hauteur h atteinte par un ballon de football dégagé par un gardien de but est décrite, en fonction du temps t, par l’équation h = – 4,9t2 + 12t où h est exprimée en mètres et t en secondes.1. Déterminer, par le calcul, à quels instants la balle atteint une hauteur de 4 m.2. À l’aide d’une représentation graphique, déterminer la hauteur maximale atteinte et le moment où le ballon passera par ce maximum.1. Remplaçons h par 4 dans l’équation de la hauteur, 4 = – 4,9t2 + 12t ; ce qui s’écrit aussi 4,9t2 – 12t + 4 = 0.Il reste alors à résoudre cette équation du second degré,  = 65,6  0, les solutions sont t1=12–65,69,8≈0,4s et t2=12+65,69,8≈2,1s.On peut aussi faire apparaître ces solutions sur l’écran de la calculatrice en saisissant l’équation de la parabole y = – 4,9x2 + 12x et celle de la droite y = 4. En utilisant l’outil « trace » ou « intersection », on lit les coordonnées des points d’intersection.X = .3787234Y = 3.8418669Y1 = – 4.9X2 + 12X2. En représentant graphiquement sur l’écran de la calculatrice le trinôme t  – 4,9t2 + 12t, on obtient pour hauteur maximale 7,35 m (à 10– 2 près) atteinte au bout d’environ 1,25 s.Pour faire apparaître ce maximum, on peut utiliser la commande « trace » ou « maximum ».Y = 7.3469388MaximumX = 1.2244904cgÉXcc D SYHÈS
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12

ORSQUE L’ON A ÉTUDIÉ une fonction f et que l’on remarque qu’une autre fonction g lui « ressemble », il est parfois possible de déduire les propriétés de g à partir de celles de f. D’où un gain de temps et de calculs.Sensdevariationd’unefonctionADéﬁnitions1n Soit I un intervalle.Dire qu’une fonction f est croissante sur I signiﬁ e qu’elle vériﬁ e la condition :Pour tout a et b de I, si a  b, alors f (a)  f (b)n De même, dire que f est décroissante sur I signiﬁ e qu’elle vériﬁ e la condition :Pour tout a et b de I, si a  b, alors f (a)  f (b)Rearque Dans les deux déﬁ nitions précédentes, l’égalité portant sur f(a) et f(b) est stricte, on dit que f est strictement croissante ou strictement décroissante.BÉtudedusensdevariationd’unefonctionn Déﬁ nitionÉtudier le sens de variation d’une fonction sur un intervalle I, c’est chercher si la fonction est croissante ou décroissante sur I.n Pour cela, on choisit deux réels quelconques a et b de I, avec a  b, et on compare f(a) et f(b).• Si f (a)  f (b), la fonction est croissante sur I.• Si f (a) > f (b), la fonction est décroissante sur I.MATHÉMATIQUESÉtudedefonctions2
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cS13PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE2Étude de fonctionsMATHÉMATIQUESFonctionsderéférenceAFonctionxx2n Déﬁ nition La fonction, déﬁ nie sur 0 ; + , qui, à tout réel x, associe sa racine carrée est appelée fonction racine carrée. On la note : : R+→R          x→xn sen de variation•  éorème : La fonction racine carrée est strictement croissante sur 0 ; + .• Démonstration : Soient a et b deux réels de 0 ; +  tels que a  b, étudions le signe de la diﬀ érence f(a) – f(b) = a–b.Pour étudier le signe de la diﬀ érence a–b, on l’écrit sous la forme a–b1. On fait ensuite disparaître les racines carrées du numérateur en multipliant numérateur et dénominateur par la quantité conjuguée du numérateur, c’est-à-dire a+b.aSfM  XSS ca DS acS caÉSOn a alors :f(a) –f(b) = (a–b)(a+b)a+b = a()2–b()2a+bouf(a) –f(b) = a–ba+b.Or a+b est strictement positif car b  a > 0. De plus, par hypothèse, a  b, donc a – b est strictement négatif. On en déduit que f(a)  f(b).La fonction racine carrée est donc strictement croissante sur 0 ; + .n Reréentation grahique01234y2,55fonction racine carrée7,5x• our tout x de , x2 est lulble et x2=x si x > 0 et x2=–x si x  0.• x n’est lulble que pour x dns  et(x)2=x.
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14BFonctionsx xetx x21. Sens de ritionn La fonction x  x est une fonction aﬃne. Ces fonctions ont été étudiées en classes de Troisième et de Seconde.Elles sont représentées par des droites. Elles sont croissantes lorsque leur coeﬃcient direc-teur est positif (cas de la fonction x  x ) et décroissantes lorsque leur coeﬃcient directeur est  négatif.n La fonction x  x2  est appelée fonction carré. Elle est strictement décroissante sur –  ; 0 et strictement croissante sur 0 ; + . Son tableau de variations est le suivant.x–  0 + f +   +  0 2. Étude des positions relties des ontions x  x , x  x2 et xxn Pour tout x de 0 ; 1, x > x > x2.On en déduit que, sur 0 ; 1, la courbe représentant la fonction racine carrée est au-dessus de celle représentant la fonction x  x, elle-même au-dessus de celle de la fonction carré. n Pour tout x de 1 ; + , on a x2 > x > x.On en déduit que, sur 1 ; + , la courbe représentant la fonction carré est au-dessus de celle représentant la fonction x  x, elle-même au-dessus de celle de la fonction racine carrée. Voici les représentations graphiques de ces trois courbes.0123456y2,55fonction racine carrée7,5fonction carréfonction x 哫 xx
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cS15PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE2Étude de fonctionsMATHÉMATIQUESCFonctionvaleurabsoluen Déﬁ nition : La fonction xx est appelée fonction valeur absolue. Elle est déﬁ nie sur  par :x=x si x > 0  et  x=–x si x  0n sen de variation•  éorème :  La fonction xx est strictement croissante sur 0 ; +  et strictement décrois-sante sur –  ; 0.• Démonstration : Le sens de variation de la fonction valeur absolue est celui d’une fonction aﬃ  ne de coeﬃ  cient directeur 1 sur 0 ; +  et de coeﬃ  cient directeur – 1 sur –  ; 0. Cette fonc-tion est donc bien strictement croissante sur 0 ; +  et strictement décroissante sur –  ; 0.n Reréentation grahique0123456y2,5fonctionvaleur absoluex− 2,5− 5ÉcÉSoit I = 0 ; 1. f est la fonction déﬁ nie par f(x) = x et g la fonction déﬁ nie par g(x) = x2.Étudier la position relative des courbes f  et g  représentatives des fonctions f et g sur I.MÉHDÉtudier la position relative des deux courbes revient à étudier le signe de la  diﬀ érence f(x) – g(x) sur I :• f est au-dessus de g si, et seulement si, pour tout x  I, f(x) > g(x) ;• f est au-dessous de g si, et seulement si, pour tout x  I, f(x)  g(x).cgÉÉtudions la diﬀ érence x – x2.En factorisant, on écrit x – x2 = x(1 – x).Or sur 0 ; 1, x > 0 et 1 – x > 0.D’après la règle des signes d’un produit, x(1 – x) > 0.On en déduit que f(x) – g(x) > 0 sur 0 ; 1 donc que f est  au-dessus de g.enser à toriser l diérene f(x) – g(x) pour en étudier le sine.De l même çon, on montre que, pour tout x de [1 ; + ], x2 > x. Don f est u-dessous de g sur [1 ; + [.xerie résolu : Étudier a oition reative de courbe de deu fonction
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16n Queque roriété• Pour tout x de , x=–x. • Pour tous x et y de , xy=xy. • Pour tout x réel non nul, 1x=1x. • Pour tout x de  et tout y non nul, xy=xy. • Pour tout x de  et tout n de , xn=xn. • Pour tous x et y de , x+y⭐x+y. • Pour tous x et y de , x=y⇔x=y oux=–y.Pour tout X de , on a X2=X.En eﬀ et, si X  0, alors X2=X et si X  0, alors X2=– X ; ce qui est bien la déﬁ -nition de la valeur absolue de X.fa    va aS  ac caÉOpérationssurlesfonctionsADéﬁnitions3Soient u une fonction déﬁ nie sur un intervalle I et  un nombre réel. On déﬁ nit les fonctions u +  et u.• Pour tout x de I, (u + )(x) = u(x) +  et (u)(x) = u(x).• Si de plus, pour tout x de I, u(x)  0, on déﬁ nit la fonction 1u par 1u⎛⎝⎜⎞⎠⎟(x)=1u(x).• Si pour tout x de I, u(x) > 0, alors (u)(x)=u(x).BVariationsdesfonctions1. vritions de u  n Théorèe : Soient u une fonction déﬁ nie sur un intervalle I et  un réel. Alors u et u +  ont même sens de variation sur I.n Reréentation grahiqueLa courbe représentant la fonction u +  se déduit de celle représentant u par une translation de  vecteur j.02,5y2,52,5xuu  1u  22,5






[image: background image]

[image: background image]


cS17PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE2Étude de fonctionsMATHÉMATIQUESn Coent utiier ce réutat ?On transforme la fonction étudiée en somme d’une fonction connue et d’une constante. Le sens de variation de la fonction étudiée s’obtient alors sans calcul, uniquement par application de théorèmes du cours.ExEmplE Soit la fonction f déﬁ nie sur * par f(x)=5x+1x.Pour tout x de *, on a f(x)=5xx+1x ou f(x) = 5+1x. Les variations de la fonction inverse sont connues, on en déduit alors celles de f.La fonction u:x1x est décroissante sur –  ; 0 et sur 0 ; + . Donc f, qui est de la forme f = u + 5, a les mêmes variations que u sur –  ; 0 et sur 0 ; + . Elle est décroissante sur chacun de ces deux intervalles.2. vritions de un Théorèe Soient u une fonction déﬁ nie sur un intervalle I et  un réel non nul.• Si  est strictement positif, alors u et u ont même sens de variation.• Si  est strictement négatif, alors u et u ont des sens de variation contraires.n Reréentation grahiqueSi un point M de la courbe représentant u a pour coordonnées (x ; u(x)) alors un point M’ de la courbe représentant u, de même abscisse que M, aura pour ordonnée u(x). Il n’existe pas de transformation géométrique simple permettant de passer de la courbe de u à celle de u.2,5y2,52,5xu2u0,5u2,5503. vritions de un Théorèe Soit u une fonction déﬁ nie sur un intervalle I. On suppose que pour tout x de I, u(x) > 0. La fonction u a même sens de variation que la fonction u sur I. ontion xu(x) est déﬁ nie en tout x tel que⎧⎨⎪⎩⎪u(x) est déﬁ nieu(x) > 0.
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18n Coent utiier ce réutat ?Si u est une fonction de référence ou une fonction dont on connaît les variations sur un inter-valle, on déduit immédiatement celles de u sur ce même intervalle.ExEmplELa fonction x  x2 + 1 est croissante sur 0 ; +  donc la fonction xx2+1 est également croissante sur 0 ; + .4. vritions de   1un Théorèe Soit u une fonction déﬁ nie sur un intervalle I ne  s’annulant pas et gardant un signe constant. Alors les fonctions u et 1u ont des variations contraires.n Coent utiier ce réutat ?Si u est une fonction de référence ou une fonction dont on connaît les variations et le signe sur un intervalle, on déduit celles de 1u sur ce même intervalle.ExEmplE Sur 1 ; + , on déﬁ nit la fonction u par u(x) = 1x2–1. Étudions ses variations. Pour cela, considérons la fonction 1u déﬁ nie sur 1 ; +  par 1u(x)=11x2–1 c’est-à-dire 1u(x)=x2–1.La fonction x  x2 – 1 est croissante sur 0 ; +  car elle est de la forme v +  avec v(x) = x2 et  = – 1, et en particulier sur 1 ; +  où elle est constamment positive et non nulle. On en déduit que la fonction u est décroissante sur 1 ; + .Soit u une fonction déﬁ nie et croissante sur un intervalle I.Si a et b sont deux éléments de I tels que a  b alors u(a)  u(b).On peut alors utiliser cette propriété pour comparer des nombres.S  SS D vaa  cMa DS MS ontion x1u(x) est déﬁ nie en tout point où u(x) est déﬁ nie et ne s’nnule ps.
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19PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE2Étude de fonctionsXcc D SYHÈSMATHÉMATIQUESSoit ABM un triangle isocèle de base [AB] avec AB = 4.M est un point variable de la médiatrice de [AB], tel que MA = MB = x, avec x  2.1. Calculer en fonction de x les grandeurs suivantes :a. la hauteur MH ; b. l’aire du triangle MAB ; c. la hauteur AK = h(x).2. Montrer que la fonction h est croissante sur ]2 ; + [. On transformera l’expression de h(x) pour faire apparaître des fonctions de référence.1. a. Le triangle AMH est rectangle en H. ABM étant isocèle, H est le milieu de AB, on peut donc calculer AH. On a AH=AB2=2.On applique le théorème de Pythagore au triangle rectangle AMH :AM2 = MH2 + AH2 ⇔ x2 = MH2 + 4 ⇔ MH2 = x2 – 4.b. L’aire du triangle MAB est égale à MH×AB2=2x2–4.c. Pour calculer AK, utilisons le fait que l’aire du triangle AMB vaut 2x2–4. Calculons cette aire en utilisant la hauteur AK.Ꮽ=12×AK×MB = 2x2–4=12AKx d’où AK=4x2–4x.On en déduit que, pour tout x  2,h(x)=4x2–4x.2.  Pour tout x de 2 ; + ∞, h(x)=4x2–4x.h(x)=4x21–4x2⎛⎝⎜⎞⎠⎟xh(x)=4x1–4x2⎛⎝⎜⎞⎠⎟x=4x1–4x2⎛⎝⎜⎞⎠⎟x=41–4x2⎛⎝⎜⎞⎠⎟.Étudions les variations de h.La fonction x  x2 est croissante sur 0 ; + ∞ donc sur 2 ; + ∞. Ainsi, la fonction x1x2 est décroissante sur 2 ; + ∞ ; de même que la fonction x4x2.La fonction x– 4x2 est croissante sur 2 ; + ∞ ; de même que la fonction x1– 4x2 est croissante sur 2 ; + ∞.Ainsi h est croissante sur 2 ; + ∞ car elle est de la forme 4u avec u croissante sur 2 ; + ∞.cgÉMBAKHn peut érire que x=x r x est stritement supérieur à 2 don positi.Xcc D SYHÈS
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20S

I L’ON PLACE deux points A et B sur la courbe représentative d’une fonction de façon que la droite (AB) soit sécante à cette courbe, que devient la droite (AB) lorsque le point B se rapproche du point A ? La réponse à cette question permet d’introduire une des notions les plus importantes de l’analyse, celle de nombre dérivé, égal à la pente de la tangente à la courbe en A.Nombredérivéd’unefonctionenunpointATauxd’accroissement1n Soient f une fonction déﬁ nie sur un intervalle I et a un réel appartenant à I tel que a + h soit aussi dans I (h non nul). n On appelle taux d’accroissement de f entre a et a + h le rapport t(h) :f(a+h)–f(a)h=t(h)BNombredérivéenunpointn Soit f une fonction déﬁ nie sur un intervalle I. Soient a et h deux réels tels que a et a + h soient dans I (h non nul).n Dire que f est dérivable en a signiﬁ e que la limite lorsque h tend vers 0 du taux d’accrois-sement t(h) est un nombre réel. Dans ce cas, la limite de ce taux d’accroissement est appelée nombre dérivé de f en a. On la note f (a). On a donc :ʹf(a)=limh→0f(a+h)–f(a)hExEmplE : Soit f  la fonction déﬁ nie sur  par f(x) = 2x2 – 3x + 1. f admet-elle un nombre dérivé en – 1 ? Appliquons la déﬁ nition précédente avec a = – 1.Calculons le rapport f(–1+h)–f(–1)h=t(h) pour h  0.Remarquons que f(– 1) = 6 et f(– 1 + h) = 2(– 1 + h)2 – 3(– 1 + h) + 1.f(– 1 + h) = 2(1 – 2h + h2) + 3 – 3h + 1 = 2 – 4h + 2h2 + 3 – 3h + 1 = 2h2 – 7h + 6MATHÉMATIQUESDérivation3
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cS21PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE3DérivationMATHÉMATIQUESOn en déduit que t(h)=2h2–7h+6–6h=2h2–7hh=2h–7.Lorsque h tend vers 0, la limite de t(h) vaut – 7. On peut déduire de ce calcul que f est dérivable en – 1 et que son nombre dérivé en – 1 est f (– 1) = – 7.CTangenteàlacourbed’unefonctionn Soit f une fonction déﬁ nie et dérivable en a. Soit f  la courbe représentant f dans un repère du plan. Soit A(a ; f(a) le point de f d’abscisse a.n On appelle tangente à la courbe f au point A d’abscisse a la droite passant par le point A et de coeﬃ  cient directeur f(a).L’équation de cette tangente est :y = f (a)(x – a) + f(a)Qund on herhe un nombre dérié en un point a, l limite du tux d’roissement en a se lule toujours pour h tendnt ers 0.Si le nombre dérié de f en a est nul lors l tnente à l ourbe u point d’bsisse a est prllèle à l’xe des bsisses et son éqution est y = f(a). éiproquement, si l ourbe d’une ontion dérible en a dmet u point d’bsisse a une tnente horizontle, lors f’(a) = 0.ÉcÉTracer la tangente à la courbe représentant la fonction f déﬁ nie par f(x) = 2x2 – 3x + 1 au point A d’abscisse 1 sans déterminer son équation.MÉHDOn peut tracer la tangente à une courbe en un point A d’abscisse a sans connaître son équa-tion. Il suﬃ  t de repérer le point de la courbe d’abscisse a et de tracer la droite passant par ce point de coeﬃ  cient directeur f (a).1re étape. On détermine la dérivée f  de la fonction f.2e étape. On calcule f (a).3e étape. La tangente cherchée a donc un coeﬃ  cient directeur égal à f (a) et passe par le point de la courbe d’abscisse a et d’ordonnée f(a).cgÉ1re étape. Déterminons la fonction déri-vée de f. f est dérivable sur .f (x) = 4x – 3.2e étape. On en déduit donc le coeﬃ  cient directeur de la tangente en 1, c’est-à-dire f (1), f (1) = 4 – 3 = 1.3e étape. La tangente cherchée a donc un coeﬃ  cient directeur égal à 1. Elle passe par le point A de la courbe d’abscisse 1 et d’ordonnée f(1) = 0.A2,52,55y02,55xcoeﬃcientdirecteur 1xerie résolu : Tracer a tangente en un oint à a courbe reréentative d’une fonction
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22Fonctionsdérivées2ADéﬁnitionSoit f une fonction déﬁ nie sur un intervalle I. Dire que f est dérivable sur I signiﬁ e que f est dérivable en tout point de I.La fonction dérivée de f est alors notée f . Elle est telle qu’à tout élément x de I, on associe son nombre dérivé f (x).BDérivéesusuellesDans le tableau ci-dessous, f désigne une fonction et f  sa dérivée. I est l’intervalle sur lequel f est dérivable.ff ’Ix  C (C  )x  0x  ax + bx  ax  x2x  2xxx1xx–12–  ; 0 et 0 ; + xxxx120 ; + x  xn (n  )x  nxn – 1x1xn(n∈N*)x–nxn+1–  ; 0 et 0 ; + Ce tableau permet de déterminer des nombres dérivés sans revenir à la déﬁ nition. En eﬀ et, pour calculer un nombre dérivé, il suﬃ  t de déterminer la fonction dérivée et de remplacer, dans l’expression de cette fonction, x par sa valeur.DÉM DS MS DÉvÉSOpérationssurlesdérivées3ASommededeuxfonctionsThéorèe 1Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. La fonction f = u + v est dérivable sur I et sa fonction dérivée est u + v, c’est-à-dire pour tout x de I, f (x) = u(x) + v(x).
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cS23PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE3DérivationMATHÉMATIQUESExEmplE Soit f la fonction déﬁ nie sur 0 ; + ∞ par fxxx()2=+. f est de la forme u + v avec u(x) = x2 et vxx()=. u et v sont dérivables sur 0 ; + ∞ et, pour tout x de 0 ; + ∞, u(x) = 2x et ʹv(x)=12x, donc ʹf(x)=ʹu(x)+ʹv(x)=2x+12x.BProduitd’unefonctionparunréelThéorèe 2Soient u une fonction dérivable sur I et  un réel. La fonction f = u est dérivable sur I et sa dérivée est f  = u c’est-à-dire, pour tout x de I, f (x) = u(x).ExEmplE Soit f  la fonction déﬁ nie sur 0 ; + ∞ par fxx()9=. f est de la forme u avec  = 9 et uxx()1=. On a donc, pour tout x de 0 ; + ∞, ʹf(x) = 9×– 1x2 = – 9x2.CProduitdedeuxfonctionsThéorèe 3Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. La fonction f = uv est dérivable sur I et sa dérivée est f  = uv + uv. Pour tout x de I, f (x) = u(x)v(x) + u(x)v(x).ExEmplE Soit f la fonction déﬁ nie sur 0 ; + ∞ par f(x)=(x2+3)(x+1).f est de la forme f = uv avec u(x) = x2 + 3 et v(x)=x+1.On a u(x) = 2x et ʹv(x)=12x.Donc, pour tout x de 0 ; + ∞, ʹf(x)=2x(x+1)+(x2+3)12x⎛⎝⎜⎞⎠⎟.DInversed’unefonctionThéorèe 4 Soit v une fonction dérivable sur un intervalle I. On suppose que pour tout x de I, v(x)  0. Alors, la fonction f=1v est dérivable sur I et sa dérivée est ʹf=–ʹvv2. Pour tout x de I, ʹf(x)=–ʹv(x)v2(x).Si P est une ontion polynôme de deré n (n  *) de l orme, pour tout x réel, P(x) = anxn + an – 1xn – 1 +… + a1x + a0, lors l dériée de P est : P(x) = nanxn – 1 + (n – 1)n – 1xn – 2 +… + a1.Si f est l somme de plus de deux ontions, le théorème s’pplique toujours.Si f = u1 + u2 + u3 + u4 + … on  lors f  = u1 + u2 + u3 + u4 + …
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24ExEmplESoit f la fonction déﬁ nie sur  – {3} par f(x)=13x–9.f est de la forme 1v avec v(x) = 3x – 9. v est dérivable sur  et ne s’annule qu’en 3, donc f est déri-vable sur – ∞ ; 3 et 3 ; + ∞ et on a ʹf(x)=–ʹv(x)v2(x)=– 3(3x–9)2.EQuotientdefonctionsThéorèe 5Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. On suppose que pour tout x de I, v(x)  0. La fonction f=uv est dérivable sur I et sa dérivée estʹf=ʹuv–uʹvv2. Pour tout x de I, ʹf(x)=ʹu(x)v(x)–u(x)ʹv(x)v2(x).ExEmplE Soit f la fonction déﬁ nie sur  par fxxx()412=+, f est de la forme uv avec u(x) = 4x et v(x) = x2 + 1. Pour tout x réel, v(x)  0, donc f est dérivable sur .Pour tout x de , ʹf(x)=ʹu(x)v(x)–u(x)ʹv(x)v2(x)=4(x2+1)–(4x)(2x)(x2+1)2=4x2+4–8x2(x2+1)2=–4x2+4(x2+1)2.FTableaurécapitulatifDans le tableau suivant, u et v sont des fonctions dérivables sur un intervalle I.FonctionsDérivéesu  uu + vu + vu × vuv + uv1v–ʹvv2uvʹuv–uʹvv2Si l ontion u est onstnte et éle à , pour dérier f=λv, on érit f sous l orme f=λ×1v et on utilise les théorèmes 2 et 4.
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25PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE PHILOSOPHIE3   DérivationEXERCICE DE SYNTHÈSEMATHÉMATIQUESEXERCICE DE SYNTHÈSEOn pose f(x)=ax+b+cx–1, pour tout x réel 1.On appelle Ꮿsacourbereprésentative.Déterminer les réels a, bet ctels que Ꮿpasse par le point A (3 ; 2),admette en ce point une tangente horizontale et possède au pointd’abscisse2unetangenteparallèleàladroited’équationy = 3x+2.Le coeﬃcient directeur d’une tangente au point d’abscisse aà la courbe représentant une fonc-tionf est f ⬘(a).Le coeﬃcient directeur de la droite d’équation y = 3x+ 2 est 3 ; celui de la tangente à la courbe au point d’abscisse 2 est f ⬘(2).De plus, si la courbe admet une tangente horizontale en A(3 ; 2) alors le coeﬃcient directeur de cette tangente est nul et f ⬘(3) = 0 .La fonction dérivée de f est donnée par fxacx⬘()(1)2=––.Les conditions données dans l’énoncé se traduisent par :• A 僆 Ꮿ ⇔ f (3) = 2 ⇔3a+b+c2=2• f ⬘(3) = 0⇔a–c4=0• f ⬘(2) = 3 ⇔ a – c = 3Les réels a, b et c vériﬁ ent donc le système :3a+b+c2=2a–c4=0a–c=3  ⎧⎨⎪⎪⎪⎩⎪⎪⎪⇔   3a+b+c2=2a–c4=0–34c=3⎧⎨⎪⎪⎪⎩⎪⎪⎪⇔  3a+b+c2=2a=–1c=–4⎧⎨⎪⎪⎩⎪⎪⎪  ⇔  b=7a=–1c=–4⎧⎨⎪⎩⎪Lafonctionf cherchée est doncf:x–x+7+–4x–1.On rappelle que deux droites sont parallèles si et seulement si elles ont le mêmecoefﬁcientdirecteur.CORRIGÉ
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26

A NOTION de dérivée est fondamentale en analyse. Elle permet d’étudier les variations d’une fonction, de construire des tangentes à une courbe et de résoudre des problèmes d’optimisation qui trouvent leurs applications en physique, en économie et dans bien d’autres domaines…Signedeladérivéeetvariationsd’unefonction1n Déﬁ nition : Étudier le sens de variation d’une fonction sur un intervalle consiste à déterminer si la fonction est croissante, décroissante ou constante sur cet intervalle.n Théorèe : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.• f est croissante sur I, si et seulement si, pour tout x de I, f (x) est positive ou nulle.• f est décroissante sur I, si et seulement si, pour tout x de I, f (x) est négative ou nulle.• f est constante sur I, si et seulement si, pour tout x de I, f (x) = 0.Si dans ce théorème, les inégalités sont strictes alors f est stricte-ment croissante ou strictement décroissante sur I.Rearque : Le signe de la dérivée permet de déterminer le sens de variation de f, mais les variations de f ne donnent pas forcément son signe.Extremumd’unefonction2ADéﬁnitionsSoient f une fonction déﬁ nie sur un intervalle I et x0 un élément de I.Soit J un intervalle ouvert inclus dans I et contenant x0• Dire que f(x0) est un maximum local de f signiﬁ e que, pour tout x de J, f(x)  f(x0).• Dire que f(x0) est un minimum local de f signiﬁ e que, pour tout x de J, f(x) > f(x0).• Dire que f(x0) est un extremum local de f signiﬁ e que f(x0) est un maximum ou un minimum local de f.On dit alors que f admet un maximum, un minimum ou un extremum local en x0 qui vaut f(x0).MATHÉMATIQUESPourcentages4

n dit ussi qu’étudier le sens de rition d’une ontion, ’est étudier s monotonie. ’étude de l monotonie s’eetue toujours sur un interlle préis.Sur un interlle , l dériée f’ d’une ontion peut hner de sine plusieurs ois. Dns e s, on est mené à prter l’interlle  en plusieurs interlles tels que f ’ it un sine onstnt sur hun d’eux.MATHÉMATIQUESApplicationsdeladérivation4

www.annabac.com










[image: background image]

[image: background image]


cS27PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE4Applications de la dérivationMATHÉMATIQUES15105– 5– 3– 2– 1123– 10– 15664422– 2– 2– 4– 4– 6(0 ; 3)(9/2 ; 129/16)(–2 ; 154/15)(0 ; –2)(2 ; 26/15)(3 ; –6)(–3 ; –6)   3 est un maximum local de f.                                  – 2 est un minimum local de f.xyyxRearque• Si x0 est une extrémité de l’intervalle I et si, pour tout x de I, f(x)  f(x0) alors on considère que f(x0) est un extremum local.• Si pour tout x de I, f(x)  f(x0) alors f(x0) est un maximum global de f.De même si, pour tout x de I, f(x) > f(x0) alors f(x0) est un minimum global de f.–2,502,55– 3– 2– 11234f (2) = 2 est un maximum global de f.yx
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28BPropriétésn Propriété 1 : Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I et x0 un élément de I.Si f présente un extremum local en x0 alors f (x0) = 0.Rearque : La réciproque de cette propriété est fausse. En eﬀ et, la fonction cube x  x3 admet pour dérivée f (x) = 3x2.f (0) = 0 et pourtant cette fonction n’admet pas d’extremum local en 0.n Propriété 2 : Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I et x0 un élément de I.Si f  s’annule en x0 et change de signe en x0 alors f admet un extremum local en x0.Graphiquement, si f admet un extremum local en x0, sa courbe représentative admet au point d’abscisse x0 une tangente horizontale.• Si f est croissante « avant » x0 puis décroissante alors elle admet un maximum en x0.• Si f est décroissante « avant » x0 puis croissante alors elle admet un minimum en x0.Majorantetminorant3Déﬁ nition : Soit f une fonction déﬁ nie sur un intervalle I.• M est un majorant de f sur I, si pour tout x de I, f(x)  M.• m est un minorant de f sur I, si pour tout x de I, f(x) > m.f est bornée sur I signiﬁ e que f admet à la fois un majorant et un minorant de I.• Si f admet un majorant sur I, on dit que f est majorée sur I.• Si f admet un minorant sur I, on dit que f est minorée sur I.On peut montrer que f est bornée sur I si et seulement si   f   est majo-rée sur I.ExEmplE : Sur le graphique ci-contre, on peut dire que f admet un maximum local en 0, qui vaut 1, et un minimum local en a, qui vaut f(a).Rearque : Ce sont aussi des extrema globaux.e ps onondre minornt et minimum lol et mjornt et mximum lol1,5 est un mjornt pour f mis 2 ussi. De même, − 1,7 et − 2 sont des minornts pour f.f  don deux extrem, 1 et f(a), plusieurs mjornts et plusieurs minornts.xyf(a)a102,512ÉcÉÉtudier le sens de variation de la fonction f déﬁ nie sur  par f(x) = x3 + 2x2 – 7x – 1.MÉHDIl existe plusieurs méthodes pour étudier le sens de variation d’une fonction.n Si la fonction f s’écrit comme une somme de fonctions de référence dont on connaît les variations, on utilise les propriétés vues au chapitre 2 : on peut donc en déduire, sans aucun calcul, les variations de f.n Sinon, on détermine la dérivée de la fonction f et on étudie son signe.xerie résolu : Étudier e variation d’une fonction






[image: background image]

[image: background image]


cS29PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE4Applications de la dérivationMATHÉMATIQUEScgÉn La fonction f  ne s’écrit pas comme une somme de fonctions de référence ayant des varia-tions permettant d’appliquer les résultats du chapitre 2.En eﬀ et, x  x3 et x  x2 sont croissantes sur 0 ; + ∞. Mais x  – 7x – 1 est décroissante sur 0 ; + ∞. On ne peut donc rien dire du sens de variation de f.n Cherchons la dérivée de f.f est une fonction polynôme donc elle est dérivable sur  et, pour tout x de , f (x) = 3x2 + 4x – 7.Étudions le signe de f (x), qui est un polynôme du second degré, en déterminant ses racines.Le discriminant est Δ = 42 – 4 × (– 7) × 3 = 100. Comme Δ est positif, le trinôme a deux racines :x1=–b–Δ2a=–4–106=– 73 et x2=–b+Δ2a=– 4+106 = 1.Le coeﬃ  cient de x2 étant positif, le théorème sur le signe du trinôme (chapitre 1) nous donne le tableau de signes suivant :x–  – 73 1 + f (x)+–+00On en déduit le sens de variation de f.• Sur –∞ ; –73⎤⎦⎥⎡⎣⎢ et 1 ; +∞, f (x)  0 donc f est croissante. • Sur–73 ; 1⎡⎣⎢⎤⎦⎥, f (x)  0, donc f est décroissante.Dressons alors le tableau de variations de f, il suﬃ  t d’ajouter une ligne au tableau précédent.x–  – 73 1 + f (x)+–+f(x)  36527       – 5 00
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30f est la fonction déﬁ nie sur  par f(x)=x3+2x2x2+1.Soit  sa courbe représentative dans un repère.PartieA:Étuded’unefonctionauxiliaireSoit g la fonction déﬁ nie sur  par g(x) = x3 + 3x + 4.1. Étudier les variations de g sur .2. Dresser le tableau de variations de g.3. Calculer g(– 1) et déduire le signe de g(x). On utilisera les variations de g sur .PartieB:Étudedelafonctionf1. Déterminer la dérivée de f.2. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variations.3. Déterminer trois réels a, b et c tels que pour tout x réel,f(x)=ax+b+cx+dx2+1.4. Étudier la position relative de  et de la droite  d’équation y = ax + b.5. Déterminer les abscisses des points de  en lesquels la tangente est parallèle à la droite d’équation y = x + 3.6. Discuter graphiquement, selon les valeurs du paramètre m, le nombre de solutions de l’équation x3 + (2 – m)x2 – m = 0.7. Tracer ,  et les tangentes obtenues à la question précédente.PartieA:Étuded’unefonctionauxiliaire1. Étudions le signe de la dérivée g´ de g. Pour tout x réel, g´(x) = 3x2 + 3.g´(x)  0 sur , g est donc strictement croissante sur .2.  x–   + g(x)+g(x)n exprimer f à l’ide de g et on montrer que, pour tout x réel,ʹf(x)=xg(x)(x2+1)2.our étudier l position de  pr rpport à l droite d’éqution y = ax + b, on étudie le sine de f(x) – (ax + b) (diérene des ordonnées d’un point de  et d’un point de  de même bsisse).n pourr montrer que ette éqution est équilente à f(x) = m et utiliser le it que y = m est l’éqution d’une droite prllèle à l’xe des bsisses ; on herher lors l’intersetion de  e de telles droites.cgÉXcc D SYHÈS
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31PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE4Applications de la dérivationXcc D SYHÈSMATHÉMATIQUES3. g(– 1) = 0. g est strictement croissante sur  donc en particulier sur –∞ ; – 1. Nous en dédui-sons que, pour tout x  – 1, g(x)  g(– 1) c’est-à-dire g(x)  0.De même, pour tout x > – 1, g étant croissante sur – 1; + ∞, g(x) > g(– 1) c’est-à-dire g(x) > 0.Grâce aux variations de g sur , nous avons obtenu le signe de g(x).g(x) > 0 si x  – 1 ;+ ∞ et g(x)  0 si x  – ∞ ; – 1.PartieB:Étudedelafonctionf1. f est dérivable sur , pour tout x de , ʹf(x)=(3x2+4x)(x2+1)–(x3+2x2)(2x)(x2+1)2ʹf(x)=3x4+4x3+3x2+4x–2x4–4x3(x2+1)2=x4+3x2+4x(x2+1)2 ainsi ʹf(x)=xg(x)(x2+1)2.2. Pour tout x de , (x2 + 1)2 est toujours positif, f (x) est donc du signe de xg(x). Dressons le tableau de signes de xg(x).x–  – 1 0 + x––+g(x)–++xg(x)+–+0000Nous en déduisons le tableau de variations de f sur .x–  – 1 0 + f(x)+–+f(x)  12       0 0003. Pour déterminer a, b et c, réduisons au même dénominateur et comparons les deux écritures de f(x).fxaxbxcxdxaxbxacx()()(1)1()(2232=+++++=++++bbdx++)12f(x)=ax+b+cx+dx2+1⇔ x3 + 2x2 = ax3 + bx2+ (a + c)x + (b + d)a, b et c vériﬁ ent donc le système suivant :a=1b=2a+c=0b+d=0⎧⎨⎪⎪⎩⎪⎪⇔ a=1b=2c=–1d=–2⎧⎨⎪⎪⎩⎪⎪Deux polynômes sont éux si et seulement si les oeﬁ ients de leurs monômes de même deré sont éux.
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32f peut donc s’écrire, pour tout x réel,f(x)=x+2–x+2x2+1.4. Pour déterminer la position de  et , étudions le signe de f(x) – (ax + b).Pour calculer cette diﬀérence, utilisons la forme de f obtenue à la question précédente. On sait que a = 1 et b = 2.Δ(x)=f(x)–(x+2)=x+2–x+2x2+1–(x+2)=–x+2x2+1.Pour tout x réel, x2 + 1  0 donc Δ(x) est du signe de – (x + 2).Δ(x) > 0 ⇔ x  – 2 et Δ(x)  0 ⇔ x > – 2.Sur – ∞ ; – 2,  est au-dessus de  et sur – 2 ; + ∞,  est au-dessous de .5. La tangente est parallèle à la droite d’équation y = x + 3 si et seulement si elle a le même coeﬃcient directeur que cette droite, c’est-à-dire 1.Le coeﬃcient directeur d’une tangente au point d’abscisse a est f (a). Les points cherchés ont donc une abscisse a vériﬁant f (a) = 1.Résolvons f (a) = 1.ʹf(a)=1⇔a4+3a2+4a(a2+1)2=1 ⇔ a4 + 3a2 + 4a = (a2 + 1)2 ⇔ a4 + 3a2 + 4a = a4 + 2a2 + 1 ⇔ a2 + 4a – 1 = 0Les racines de cette équation sont a1482=–– et a2482=–+ soita1=– 4–222=– 2–2 et a2=– 4+222=– 2+2.Il existe deux points de  en lesquels la tangente est parallèle à la droite d’équation y = x + 3. Ce sont les points d’abscisses ––22 et –+22.6. x3 + (2 – m)x2 – m = 0 ⇔ x3 + 2x2 – mx2 – m = 0 ⇔ x3 + 2x2 = m(x2 + 1).Comme x2 + 1  0, on peut diviser par x2 + 1.Et x3 + (2 – m)x2 + m = 0 ⇔ f(x) = m.Résoudre cette équation revient à déterminer le nombre de points d’intersection de  avec des droites d’équation y = m c’est-à-dire parallèles à l’axe des abscisses.Graphiquement, on voit que :• si m  0, il n’y a qu’un point d’intersection.• Si m = 0, il y a deux points d’intersection O(0 ; 0) et A(– 2 ; 0).• Si 0⬍m⬍12, il y a trois points d’intersection.• Si m=12, il y a deux points d’intersection dont le point B–1 ; 12⎛⎝⎜⎞⎠⎟.• Si m⬎12, il n’y a qu’un point d’intersection.
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33PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE PHILOSOPHIE4Applications de la dérivationXcc D SYHÈSMATHÉMATIQUES7. 02,5x2,52,52,5y5ᏰᏯ
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34

NE SUITE est une fonction particulière. L’étude des suites, comme celle des fonctions, aborde deux aspects principaux : leur monotonie et leur limite éventuelle lorsque n tend vers + ∞. Cependant, la notion de dérivée d’une suite n’existe pas !…IntroductionAUnexemplealgébrique1n Voici une liste de nombres entiers : 43, 47, 53, 61, 71, … Pour construire cette liste, on suit la logique suivante :• on obtient le premier terme en élevant 1 au carré, puis en ajoutant 1, puis 41 ;• on obtient le deuxième terme en élevant 2 au carré, puis en ajoutant 2, puis 41 ; etc.Autrement dit, on construit la liste à l’aide de la fonction f déﬁ nie par f(x) = x2 + x + 41 dont on calcule les termes f(1), f(2), f(3)…n Au lieu d’écrire f(1), f(2), f(3)…, on écrit u1, u2, u3…On dit qu’on déﬁ nit une suite un telle que un = n2 + n + 41 pour tout n  *.Rearque : Le premier terme de la liste est u1 = 43, obtenu pour n = 1, c’est pourquoi on a précisé « pour tout n  * ». On aurait aussi pu déﬁ -nir une suite vn par la relation vn = n2 + n + 41, pour tout n  , et dont le premier terme est v0. Alors v0 = 41.BUnesuiterécurrenteProlongeons la liste suivante : 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 …On observe que les deux premiers termes sont des 1 ; qu’à partir de 2, chaque nombre est égal à la somme des deux nombres qui le précèdent. Ainsi 2 = 1 + 1, 3 = 1 + 2, 5 = 2 + 3, etc.Dans cet exemple, la liste s’obtient à partir de la suite un déﬁ nie par u0 = 1, u1 = 1 et, pour tout n  , un + 2 = un + 1 + un.Alors u2 = u1 + u0 = 2, u3 = u2 + u1 = 3, u4 = u2 + u3 = 5, etc.Rearque• Ici, on voit que l’indice n de un n’a pas de lien avec la valeur de un contrairement à l’exemple précédent. ottionne suite se note pr une lettre, pr exemple u, ou bien   (un)n∈⺞ qui siniﬁ e que les indies sont des nombres entiers, ou enore   (un)n∈⺞* dns lquelle les indies sont des entiers non nuls, et.Si n désine un entier, lors n – 1 est son prédéesseur et n + 1 est son suesseur. MATHÉMATIQUESSuites5
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cS35PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE5SuitesMATHÉMATIQUES• Les premiers termes de cette suite déﬁ nie par récurrence ont leur importance. En choisissant u0 = 2, u1 = 5, on obtient une autre suite, construite sur la même logique, mais bien diﬀ érente de la première : 2, 5, 7, 12, 19, 31, etc. • Déﬁ nir une suite récurrente, ou par récurrence, signiﬁ e que l’on déﬁ nit un terme en fonction du précédent (récurrence du premier ordre) ou des deux précédents (récurrence du second ordre). Le premier, ou les deux premiers termes, sont alors à déﬁ nir à part.• un + 1 désigne le nombre un auquel on a ajouté 1, on peut écrire un + 1 = 1 + un.• un + 1 désigne le successeur de un. cfDZ aS un + 1 et un + 1Sensdevariationd’unesuiteAExemples2Dans le tableau suivant sont regroupés les neuf premiers termes de trois suites distinctes un, vn et wn.n012345678un– 20,535,5810,51315,518vn10,50,250,1250,06250,031250,0156250,00781250,00390625wn– 11,5– 2,253,375– 5,06257,59375– 11,39062517,0859375– 25,62890625Après analyse, on est tenté de conclure que la suite un est croissante, vn est décroissante et wn n’est ni croissante ni décroissante. Mais comment le prouver ?BDéﬁnitionsn Dire qu’une suite un est croissante signiﬁ e que chaque terme est inférieur ou égal à son successeur. Autrement dit, si pour tout n  , un  un + 1.n Dire qu’une suite un est décroissante signiﬁ e que chaque terme est supérieur ou égal à son successeur. Autrement dit, si pour tout n  , un > un + 1.n Dire qu’une suite un est constante signiﬁ e qu’elle est à la fois croissante et décroissante. Autrement dit, si pour tout n  , un + 1 = un.RearqueOn déﬁ nit des suites strictement croissantes et strictement décroissantes avec des inégalités strictes.
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36• Une suite un est croissante si et seulement si, pour tout n  , un + 1 – un > 0.• Une suite un est décroissante si et seulement si, pour tout n  , un + 1 – un  0.• Une suite un est constante si et seulement si, pour tout n  , un + 1 – un = 0.vaaS D’ Sn Une suite monotone est une suite qui est soit croissante, soit décroissante.Pour étudier la monotonie d’une suite, on cherche à examiner le signe de un + 1 – un. S’il est  positif, la suite est croissante et s’il est négatif, la suite est décroissante.Dans le cas d’une suite à termes strictement positifs, il existe un autre moyen. On examine le quotient uunn+1.• Siun+1un⭓1, alors un + 1 > un donc la suite est croissante.• Si un+1un⭐1 alors un + 1  un donc la suite est décroissante.SuitesarithmétiquesAIntroduction3Déﬁ nitionSoit r un nombre réel. Dire que un est une suite arithmétique de raison r signiﬁ e que, pour tout n  , on a :un + 1 = un + rAutrement dit, un terme s’obtient en ajoutant un nombre ﬁ xe au terme qui le précède.ExEmplEs• Les nombres entiers naturels forment une suite arithmétique de raison 1, car le premier entier est 0, son successeur est 1, qui a lui-même pour successeur 2 et ainsi de suite. Dans ce cas, un + 1 = un + 1 et u0 = 0.• Les nombres pairs forment une suite arithmétique de raison 2, de même que les nombres impairs.Pour démontrer qu’une suite un est arithmétique, il suﬃ  t de démontrer que la diﬀ érence un + 1 – un est constante. En eﬀ et, cette diﬀ érence est égale à la raison r de la suite.DÉM Q’ S S aHMÉQ






[image: background image]

[image: background image]


cS37PHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIEPHILOSOPHIE5SuitesMATHÉMATIQUESBPropriétésdessuitesarithmétiquesn Théorèe 1Une suite un est arithmétique si et seulement si il existe deux constantes a et b telles que, pour tout n  , un = an + b.Le nombre a est alors la raison de la suite et b est le premier terme.un étant une suite arithmétique de raison r, pour tous entiers naturels p et k, up = uk + (p – k)r.En particulier, pour tout n  , un = u0 + nr (formule précédente avec p = n et k = 0). fM n Théorèe 2Soit un une suite arithmétique de raison r.• La suite un est croissante si et seulement si r > 0.• La suite un est décroissante si et seulement si r  0.• La suite un est constante si et seulement si r = 0.DéontrationPour tout n  , un + 1 – un = r. Le théorème résulte alors de la déﬁ nition d’une suite monotone.CSommedetermesconsécutifsd’unesuitearithmétiqueOn sait que les nombres entiers naturels non nuls forment une suite arithmétique de raison 1. Cherchons à calculer la somme S = 1 + 2… + (n – 1) + n.Écrivons cette somme de deux façons :S=1+2+…+(n–1)+nS=n+(n–1)+…+2+1⎧⎨⎪⎩⎪En additionnant les deux égalités, on obtient :2S = (1 + n) + 2 + (n – 1) + … + (n – 1) + 2 + (n + 1)ou encore :2S = (1 + n) + (1 + n) + … + (1 + n)Par conséquent, la somme 2S est composée de n termes tous égaux à (n + 1), donc 2S = n(n + 1).Finalement :S=n(n+1)2On peut aussi démontrer que la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique dont le premier est P et le dernier est D est égale à :(P+D)×nombredetermes2
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38SuitesgéométriquesAIntroduction4Déﬁ nitionSoit q un nombre réel diﬀ érent de 0. Dire que un est une suite géométrique de raison q signiﬁ e que, pour tout n  , on a un  + 1 = qun.Autrement dit, un terme s’obtient en multipliant le terme précédent par un nombre ﬁ xe.ExEmplEs• Les nombres 1, –12,14,–18,116, … forment une suite géométrique de raison –12 et de premier terme 1.• Les nombres 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729,… forment une suite géométrique de raison 3.Rearque : Comme pour les suites arithmétiques, il est nécessaire de ﬁ xer le premier terme d’une suite géométrique pour la déﬁ nir sans ambiguïté. Autrement dit, la raison ne suﬃ  t pas.Pour démontrer qu’une suite un est géométrique, il suﬃ  t de calculer le rapport uunn+1 et de montrer qu’il est constant.Cette constante est égale à la raison q de la suite.DÉM Q’ S S gÉMÉQBPropriétésdessuitesgéométriquesn Théorèe 1Une suite un est géométrique si et seulement si il existe une constante a  0 et une constante b telles que, pour tout n  , un = ban.Le nombre a est alors la raison de la suite et b le premier terme.n Théorèe 2Soit un une suite géométrique de raison q.• La suite un est monotone si et seulement si q  0.• Elle est croissante si et seulement si (q  1 et u0  0) ou (0  q  1 et u0  0).• Elle est décroissante si et seulement si (q  1 et u0  0) ou (0  q  1 et u0  0).On peut aussi démontrer que un étant une suite géométrique de raison q alors pour tous entiers naturels p et k, on a :up = ukqp – kEn particulier, pour tout n  , un = u0qn (formule précédente avec p = n et k = 0). fM 
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