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CONVERGENCE DES SUITES RÉCURRENTESf est décroissanteyy = xx0u1un+1 = f(un)(un) converge vers  l u3u5u4u2u0lff est croissanteyx0u1un+1 = f(un)u3u5u4u2u0lfy = x(un) converge vers  l Documents de référence
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FONCTIONSFonctions exponentielle et logarithmeyx01– 1– 2– 32e31– 123eABx  exx  ln xFonction sinus, cosinus et tangente0– 1– 2– 3– 4234x  tan(x)x  sin(x)x  cos(x)y– 21––2– 322232x
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NOMBRES COMPLEXESReprésentation des nombres complexesyx0a = rcos()b = rsin()M(a ; b)OM = r z = a + ibz = r(cos() + isin()) = reia : partie réelle de z b : partie imaginaire de z r : module de z  : argument de z Lieux géométriques et nombres complexesΔ = }{()−=−Mzzazb(MA = MB)Δ est la médiatrice de [AB]C = Mzzar{()}−=(MA = r)C est le cercle de centre A et de rayon rB (aﬃxe b)A (aﬃxe a)A (aﬃxe a)rM (aﬃxe z)
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3BilAnFiCHessUJets COrriGÉsLe mot des auteursLudovic Alasseurfranck llulPierre Larivière Pourquoi ce Prépabac ?Pour vous aider à vous préparer à l’épreuve de Mathématiques TleS, tout aulong de l’année et lors de la phase de révision finale. Sur chaque thème du programme, vous sont proposés des ichesde synthèse, un quiz pour faireun bilanrapide de vos connaissances etdes sujets de type bac corrigéspas à pas.En têted’ouvrage, vous trouverez un aide-mémoire détachable pour facilitervos révisions dans la dernière ligne droite. Quel a été notre objecti ?Tous enseignants de mathématiques, nous avons travaillé avec le même objectif : vous proposer un outil de travailcompletet eicace. t le site annabac.com, quels compléments ore-t-il ? L’achat de ce Prépabac vous permet de bénéficier d’un accès GRATUT *à toutes lesressources d’annabac.com: résumés audio, fiches de cours, quiz interactifs, sujets d’annales corrigés .. . Pour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.com, dans la rubrique  « Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? ».* selon les conditions précisées sur le site.
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12Principe de récurrenceSoient P(n) unepropriété dénie pourun entier naturel net n0un entier naturel.Si P(n0) est vraie et si pour tout entier naturel n, n  n0, ()Pnimplique()+1Pn, alors la propriété ()Pn est vraie pour tout entier naturel n, n  n0.Pour démontrer parrécurrence qu’une propriété ()Pnest vraie pourtout entier naturel n, n  n0, on suit les deux étapes suivantes :• initialisation : on démontre que P(n0) est vraie ;• hérédité : on démontre que si ()Pn est vraie, alors ()+1Pnest vraie. Exemple : Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, 120knnkn∑()=+=c’est-à-dire :01212...nnn()++++=+.Ici, la propriété ()Pn est l’égalité 120knnkn∑()=+= pour un rang n xé.• Initialisation : 000kk∑== et 00120()×+=, donc 001200kk∑()=×+=, ce qui signi e que P(0) est vraie.• Hérédité : Soit n un entier naturel. Supposons que ()Pnest vraie.1010kknknkn∑∑=++=+=; or ()Pn est vraie, donc : 120knnkn∑()=+=. Ainsi :121121201knnnnnnkn∑()()()=+++=+++=+12201knnkn∑()()=++=+, ce qui signi e que ()+1Pnest vraie.On a démontré que ()Pn implique ()+1Pn : ()Pnest donc héréditaire.• La propriété ()Pnest vraie pourn = 0 et héréditaire, donc, d’après le prin-cipe de récurrence, ()Pn est vraie pour tout entier naturel n.rAPPel De COUrsrAPPel De COUrsrAPPel De COUrsDémontrerpar récurrenceLe principe de récurrence fournitune méthode de démonstration très puissante. Elle permet de démontrer,en deux étapes seulement, des pro-priétés vérifiées par tous les entiers naturels.1SUITES NUMÉRIQUES
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13 Démontrer une inégalité par récurrenceSoit a un réel strictement positif.Démontrer que, pour tout entier naturel n, 11anan()++.  Commencez toujours par expliciter la propriété P(n).Respectez bien les deux étapes d’une démonstration par récurrence : l’initiali-sation et l’hérédité.Pour l’initialisation, faites attention à la premièrevaleur de npour laquelle P(n) est définie. Ici, c’est 0.Pour l’hérédité, écrivez l’inégalitécorrespondant à P(n +1). Cela peut vous aider à trouver comment passer de P(n) à P(n +1). Ici, vous pouvezremarquer que : aaann1111()()()+=+++.SolutionSoit n un entier naturel. On note ()Pn l’inégalité  11anan()++.On raisonne par récurrence sur l’entier naturel n.• Initialisation : 110a()+= et a101+×=, donc 1100aa()++×, ce qui signi e que P(0) est vraie.• Hérédité :Soit nun entier naturel, on supposeque ()Pnest vraie, c’est-à-dire : 11anan()++ [1]. On veut démontrer qu’alors P(n + 1)est vraie, c’est-à-dire :1111anan()()++++.En multipliant l’inégalité [1] par 1 + aquiest positif, on obtient :1111anaan()()()++++.Or 1112naaanana()()++=+++ et 112ananaana+++++ car 02na.Donc 111aanan()++++, c’est-à-dire, en factorisant par a :  1111anan()()++++, ce qui signi e que 1Pn()+ est vraie. On a démontré que P(n) implique 1Pn()+.• La propriété P(n) est vraie pourn = 0 et héréditaire, donc, d’après le prin-cipe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.APPliCAtiOnAPPliCAtiOnAPPliCAtiOnanan11()++ est l'inégalité de Bernoulli.POINT MÉTHODEL'inégalité [1]est l'hypothèsede récurrence.Attention au signe lorsque vous multipliez les deux membresde l'inégalité !FichesBilansujets corrigés
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14• Une suite (un) est croissante lorsque pour tout entier natu-rel n, 1uunn+.• Une suite (un) est décroissante lorsque pour tout entier naturel n, 1uunn+.Étudier le sensde variation d’une suite (un), c’est comparer1un+ et un pour tout entier naturel n. Pourcela, on dispose deplu-sieurs méthodes.Itudier lesigne deun+1 – un Si pour tout entier naturel n, 1uunn−+ est positif, alors (un) est croissante. Si pourtout entier naturel n, 1uunn−+est négatif, alors (un) est décroissante.Exemple : Soit (un) la suite dé nie sur  par 41unn=−+.42414142214211uunnnnnnnnnn()()()()()()−=−+−−+=−+++++=+++.Pourtout entier naturel n, 210nn>()()++donc 01uunn−+, c’est-à-dire 1uunn+. La suite (un) est donc croissante.IIComparer uunn1++ et 1 pour un > 0Sipourtout entier naturel n, un >0et 11uunn+, alors (un) est croissante. Sipourtout entier naturel n, un >0 et 11uunn+, alors (un) est décroissante. Exemple : Soit (un) la suite dé nie pour tout entier naturel n par eunn=−.Pourtout entier naturel n, un >0et eee1e111uunnnn===()+−+−−et comme ≈e27,, 11uunn+, c’est-à-dire 1uunn+, la suite (un) est doncdécroissante.rAPPel De COUrsrAPPel De COUrsrAPPel De COUrsLorsque l’inégalité est stricte,on dit que la suite est strictementcroissante. De même pour une suite strictement décroissante.Cette hypothèse est fondamentale, car on passe de uunn11+ à uunn1+ en multipliant par un.tudier les variations d’une suiteL’étude des variations d’une suitepeut être menée de plusieurs manières suivant la définition de la suite.2SUITES NUMÉRIQUES
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15III tiliser le sens de variation de f dans le cas un = f(n)Soit (un) une suite dénieparun = f(n)pourtout entier naturel n, où f est une fonction dé nie sur l’intervalle 0;+∞.– Si f est croissante sur 0;+∞, alors la suite (un) est croissante.– Si fest décroissante sur0;+∞, alors la suite (un) est décroissante.Exemple : Soit (un) la suite dé nie sur  par : 231unn=−.Pourtout entier naturel n, ufnn()=où fest lafonction ane déniesurpar()231fxx=−. Le coecient 23étant positif,la fonction fest croissante sur, donc sur 0;+∞, et ainsi la suite (un) est croissante. tudier les variations d’une suite déﬁ nie par récurrenceSoit (un) la suite dé nie sur  par u0 = 9 et 2311uunn=−+.Démontrer par récurrence que la suite (un) est décroissante.Respectez les deuxétapesde la démonstration par récurrence : initialisation et hérédité.Pour l’hérédité, appliquez les opérations successives qui mènent de unà un1+.SolutionDire que la suite (un) est décroissante signie que pourtout entier naturel n, 1uunn+. Soit n un entier naturel, on note ()Pnla propriété 1uunn+.• Initialisation : 231510uu=−= et u0 = 9, donc 10uu, et ()0Pest vraie.• Hérédité :Soit nun entier naturel ;on suppose que ()Pnest vraiec’est-à-dire 1uunn+. En multipliant par 23quiest positif, puis en ajoutant -1, on obtient alors 2312311uunn−−+, c’est-à-dire 21uunn++; ainsi()+1Pnest vraie.• La propriété P(n) est vraie au rang 0et héréditaire, donc, d’après le principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n.Donc la suite (un) est décroissante. Attention, le théorème ne s’applique pas auxsuitesdéﬁnies par récurrence ! Voir l’application.La condition « f est croissante sur 0;+∞ » est sufﬁsante mais pas nécessaire : la suite (un) peut être croissante sans que f le soit.APPliCAtiOnAPPliCAtiOnAPPliCAtiOnCette applicationfournit un exemple d’une suite déﬁ nie par un+1 = f(un) décroissante alors que fest croissante.POINT MÉTHODEFichesBilansujets corrigés
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ANALYSE :  ÉTUDE DE FONCTIONS16IDéﬁnitions Une suite (un) a pourlimite le réel  l ou convergevers llorsque tout intervalleouvert contenant lcontient tous les termes de la suite (un) à partir d’un certain rang. On écrit : limulnn=→+∞.Une suite (un) a pourlimite + ∞(resp. - ∞) lorsque tout intervallede la forme]A ; + ∞[(resp. ]- ∞ ; A[) contient tous les termes de la suite (un) à partir d’uncertain rang. On écrit : =+∞→+∞limunn resp.limunn()=−∞→+∞.  Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.IItudier laconvergence d’une suite1. Utiliser une comparaison éorème :Soient (un) et (vn) deux suites.• Si un  vn à partir d’un certain rang et =+∞→+∞limunn, alors limvnn=+∞→+∞.• Si vn  un à partir d’un certain rang et limunn=−∞→+∞, alors limvnn=−∞→+∞.Exemple : Soit (un) la suite dé nie sur  par 1unnn()=+−. Pourtout entier naturel n, ()−−11n, donc 11nnn()−+−, c’est-à-dire 1nun-. Or ()−=+∞→+∞lim1nn, donc limunn=+∞→+∞.2. Utiliser un encadrement éorème « des gendarmes » :Soient (un), (vn) et (wn) trois suites. Si uvwnnn à partir d’un certain rang et limlimuwlnnnn==→+∞→+∞, alors la suite (vn) converge et limvlnn=→+∞.Lorsque la limiteexiste, elle est unique.rAPPel De COUrsrAPPel De COUrsrAPPel De COUrs) contient tous les termes de la suite (n) à partir Une suite diverge si elle a pour limite +∞ ou −∞ ou si elle n’a pas de limite.La démonstration de ce théorème est proposée dans le sujet 3.Le théorème des gendarmes permet non seulement de démontrerqu’une suite est convergente, mais aussi d’obtenir la limite.tudier laconvergence d’une suiteL’étude du comportement d’une suiteà l’infini, c’est-à-direpour les « très grandes »valeursde n, consiste à déterminer si une suiteadmet une limite, finie ou infinie, ou non. Desthéorèmes permettent de mener cette étude et de conclure dans un certain nombre de cas.3SUITES NUMÉRIQUES
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17• Dans le cas des suites monotones, des théorèmespermettentde conclure.• Dans certains cas, pourdes suites du typeun = f(n), calculer la limiteen utilisant les règles opératoires permet de démontrerqu’une suite est convergente ou divergente.Appliquer le théorème des gendarmesSoit (un) la suite dé nie par : 00u= et pour tout entier naturel n, e11unnun=++−.1. Démontrer que, pour tout entier naturel 1n, 01unn.2. En déduire que la suite converge et donner sa limite.1. Utilisez une démonstration par récurrence.2. Appliquez le théorème des gendarmes.Solution1. Soit n un entier naturel, n  1 ; on note Pn() la propriété : 01unn.Démontrons que Pn() est vraie pour tout entier naturel n  1.• Initialisation : e01110u=+=−donc 0111udonc 1P()est vraie.• Hérédité : Soit n un entier naturel, n  1. On suppose que Pn() est vraie, c’est-à-dire : 01unn. En multipliant par -1 qui est négatif, on obtient : --10nun. La fonction exponentielle est croissante sur  , donc ee11nun-- [1]. De plus, elle est positive sur , donc -e01n   [2]. De [1]et[2], on déduit que : 0e1un-. En multipliant par n11+ qui est positif, on obtient : ++−0e111nnun , donc :++0111unn, ce qui signi e que P(n + 1) est vraie.• Lapropriété P(n) est vraie au rang 1et est héréditaire, donc, pour tout entier naturel 1n, on a 01unn.2. D’après la question précédente : si 1n, alors 01unn.Or lim00n=→+∞et lim10nn=→+∞;donc, d’après le théorème desgen-darmes, la suite (un) converge et lim0unn=→+∞. ➜ Fiche 4 ➜ Fiche 5APPliCAtiOnAPPliCAtiOnAPPliCAtiOnPOINT MÉTHODE) est vraie au rang 1et est héréditaire, donc, pour tout entier On a encadré la suite (un) par deux suites qui convergent vers 0 donc (un) converge vers 0.FichesBilansujets corrigés
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ANALYSE :  ÉTUDE DE FONCTIONS18I Suite majorée, minorée, bornée Dire qu’une suite (un) est majoréesigniequ’il existe unréel Mtel que pour tout entier naturel n, un  M. On dit que Mest un majorant de (un).Dire qu’une suite (un) est minoréesigniequ’il existe unréel mtel que pour tout entier naturel n, un  m. On dit que mest un minorant de (un). Une suite qui est minorée et majorée est dite bornée.II Convergence des suites monotones1. Démontrer qu’une suite monotone converge éorème• Si une suite est croissante et majorée, alors elle converge.• Si unesuite est décroissanteet minorée, alors elle converge.Remarques :– Ce théorème permet de prouver qu’une suite croissanteet majorée converge mais ne permet pas depréciser sa limite l. En eﬀet, le majorant M trouvé n’est pas nécessairementla limite lde la suite.On peut seulement armer que l  M.– Si unesuite est croissante et admet pourlimite l, alorstous les termes de cette suite sont inférieurs ou égaux à l.2. Démontrer qu’une suite monotone a une limite inﬁ nie éorème• Si une suite est croissante et non majorée, alors elle a pour limite + ∞.• Si une suite est décroissante et non minorée, alors elle a pour limite - ∞.rAPPel De COUrsrAPPel De COUrsrAPPel De COUrsSi M(resp.m) est un majorant (resp. minorant) de (un), alors tout nombre supérieur à M (resp. inférieur à m) est aussi un majorant (resp. minorant) de (un).Ainsi, pour démontrer qu’une suite croissante (resp. décrois-sante) converge,il sufﬁ t de trouver un majorant (resp. un minorant).Pour démontrer cette propriété, on utilise un raisonnement par l’absurde.tudier laconvergence des suites monotonesOn peut parfois conclure immédiatementquant à la convergence d’une suite monotone sous réserve que cette suite vérifie certaines conditions.4SUITES NUMÉRIQUES
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19Remarque: En pratique, ce théorème est rarement utilisé car démontrer qu’une suite croissante(resp. décroissante)n’est pas majorée(resp. mino-rée) revient souvent à démontrer qu’elle a pour limite + ∞(resp. - ∞). Démontrer qu’une suite déﬁ nie par récurrence converge Soit (un) la suite dé nie par : 00u= et pour tout entier naturel n, 121uunn=++.1. Démontrer que la suite (un) est croissante et majorée par 1.2. Démontrer que la suite (un) converge.Utilisez un raisonnement par récurrence après avoir explicité la propriété P(n), puis appliquez le théorème pour conclure.Solution1. Dire que la suite (un) est croissante et majorée par 1 signi e que,pour tout entier naturel n, +11uunn.Démontrons par récurrence la propriété Pn() :  +11uunn.• Initialisation : =+=012121udonc 101uu, donc ()0Pest vraie.• Hérédité :Soit n un entier naturel, onsuppose que Pn()est vraie c’est-à-dire +11uunn. En ajoutant 1 puis en multipliant par 12 qui est positif, on obtient :12121121uunn++++, c’est-à-dire 112uunn++, ce qui signieque ()+1Pn est vraie.• Lapropriété P(n) est vraie au rang 0et est héréditaire, donc elle est vraiepour tout entier naturel n, ce qui signie que pourtout entier naturel n, 11uunn+, c’est-à-dire que la suite (un) est croissanteet majorée par 1.2. La suite (un) est croissante et majorée par 1,donc elle converge.APPliCAtiOnAPPliCAtiOnAPPliCAtiOnPOINT MÉTHODE) est croissante et majorée par 1 signi e que,est vraie c’est-à-On démontre que la suite est croissante et majorée dans une seule récurrence.On ne peut pas préciser la limite l de la suite (un), on peut seulement afﬁ rmer que 1l.FichesBilansujets corrigés
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ANALYSE :  ÉTUDE DE FONCTIONS20Les règles opératoires ci-dessousconduisentparfois à une forme indéter-minée (F. I. dans les tableaux), ce qui signi e que l’on ne peut pas conclure.Pourlever une indétermination, ilfaut transformer l’expressionde la somme, du produit ou du quotient obtenu.On dispose pour cela de diﬀé-rentes méthodes : factorisation, multiplication parl’expressionconjuguée, dé nition du nombre dérivé.1. Limite d’une sommeSi unnlim→+∞ll ou + ∞l ou - ∞+ ∞et vnnlim→+∞l'+ ∞- ∞- ∞alors uvnnnlim()+→+∞l +l'+ ∞- ∞F.I.2. Limite d’un produitSi unnlim→+∞ll ≠ 0+ ∞ ou - ∞0et vnnlim→+∞l'+ ∞ ou - ∞+ ∞ ou - ∞+ ∞ ou - ∞alors uvnnnlim()×→+∞l ×l'+ ∞ ou - ∞ (avec la règle des signes)+ ∞ ou - ∞ (avec la règle des signes)F.I.3. Limite d’un quotient avec lim0vnn≠≠→→++∞∞Si unnlim→+∞ll+ ∞ ou - ∞+ ∞ ou - ∞et vnnlim→+∞l' ≠ 0+ ∞ ou - ∞l' ≠ 0+ ∞ ou - ∞alors uvnnnlim→+∞ll'0+ ∞ ou - ∞(avec la règle des signes)F.I.rAPPel De COUrsrAPPel De COUrsrAPPel De COUrsOn peut retenir les différents cas d’indétermination sous la forme « ∞ - ∞ », « 0 × ∞ », «∞∞», «00» mais il ne faut pas utiliser ces notations dans votre copie.Déterminer la limite d’une suiteConnaissant lalimite de deux suites, on peut déterminer,dans la plupart des cas, la limitede leur somme, de leur produit, de leur quotient s’il existe,grâce aux règles opératoires sur les limites.5SUITES NUMÉRIQUES
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214. Limite d’un quotient avec lim0vnn==→→++∞∞Si unnlim→+∞l0ou>+∞l0ou<−∞l0ou>+∞l0ou<−∞0et vnnlim→+∞0 par valeurs positives0 par valeurs positives0 par valeurs négatives0 par valeurs négatives0alors uvnnnlim→+∞+ ∞- ∞- ∞+ ∞f..Exemple : Soit (un) la suite dé nie sur  par =−−2e102unnn. lim22lime10nnn()−=−−=+∞→+∞→+∞ donc, par quotient : lim2e100nn−−=→+∞ ; puis :=+∞→+∞lim2nn et lim2e100nn−−=→+∞; donc, par somme : =+∞→+∞limunn.Lever desindéterminationsSoit (un) la suite dé nie pour tout entier naturel n ≠ 2 par 35422unnnn=+−.Calculer limunn→+∞. Remarquez que l’on a une forme indéterminée. Pour lever l’indétermination, factorisez par n2(non nul).Solutionlim352+=+∞→+∞nn et lim42nn−=−∞→+∞. On est donc en présence d’une formeindéterminée.On transforme l’expression en factorisant par n2 : 35413541.2222unnnnnnn=+−=+−lim50nn=→+∞donc, par somme, lim353nn+=→+∞.De la même façon, lim4112nn−=−→+∞. Par quotient, on en déduit que lim3unn=−→+∞.Voir le tableau 3.Voir le tableau 1.APPliCAtiOnAPPliCAtiOnAPPliCAtiOnPOINT MÉTHODEF.I. du type «∞∞».FichesBilansujets corrigés
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ANALYSE :  ÉTUDE DE FONCTIONS22Une suite (un) est arithmétiquelorsque l’onpassed’un terme de la suite au suivant en ajoutant toujours le même nombre r appelé raisonde la suite.Autrement dit :pourtout entier naturel n, un+1 = un + r .(un) étant une suite arithmétique de premier terme u0 et de raison r : – pour tout entier naturel n, un = u0 + nr.– pour tous entiers naturels m et p, um = up + (m – p)r.Pourdémontrer qu’une suite est arithmétique, on démontre que la diﬀ érence un+1 – un  est constante (indépendante de n).Exemple : Soit (un) la suite dé nie sur  par 573unn=−. Pour tout entier naturel n :()−=−+−−=−−−+=−+5713573577573731uunnnnnn donc la suite (un) est arithmétique de raison 73-.Une suite (un) est arithmétique si et seulement si les points de coordonnées (n; un) de sa représentation graphique sont alignés. Soit (un) une suite arithmétique de raison r.– Si r = 0, alors la suite (un) est constante et converge.– Si r < 0, alors la suite (un) est strictement décroissante et limunn=−∞→+∞.– Si r > 0, alors la suite (un) est strictement croissante et =+∞→+∞limunn.La somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale à :()×+nombredetermesdelasommepremiertermedernierterme2Soit ...12010uuunuunn()+++=+×+.rAPPel De COUrsrAPPel De COUrsrAPPel De COUrs• (un) est déﬁ nie par récurrence. • La raison rpeut être un nombre négatif.Formule explicite de un.Cette différence est alors la raison de la suite.tudier une suite arithmétiqueLes suites arithmétiques permettent de décrire des phénomènes dont l’évolution estconstante au cours du temps. Onparle de croissance linéaire.6SUITES NUMÉRIQUES
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