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 13© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit1.1 Symboles usuels de l’algèbreSymbolesSymboles dits quantificateurs∀signifie « quel que soit » ; par exemple ∀a ∈ E, quel quesoit a appartenant à E.∃signifie « il existe » ; par exemple ∃a ∈ E, il existe aappartenant à E, tel que ... .a ∈ E a  est un élément de l’ensemble E.a ∉ E a  n’appartient pas à E.Symbole de l’inclusion  signifiant que F est un sous-ensemble de E, c’est-à-dire contenu dans E et pouvantêtre E lui-même. ∅Ensemble vide .E ∩ F Intersection  de E et de F ; ensemble des élémentscommuns à E et à F.E ∪ F Réunion  de E de F ; ensemble des éléments apparte-nant soit à E, soit à F, soit à leur intersection.CAComplémentaire  de A sous-ensemble de E ; on a A ∩ CA= ∅. a  b = cRelation exprimant que c est le résultat de l’opérationinterne effectuée sur a et b éléments de E. On trouveaussi : a ⊥ b  ;     a * b ;      a + b ;      a . b.a  e = e  a = ae est l’élément neutre  de l’opération  .a  a′ = ea et a′ sont des éléments symétriques  dans l’opération.E F ⊃FE⊂{⊥⊥⊥⊥⊥⊥Arithmétique, algèbre et trigonométrie

4Algèbre et géométrieaRb a  et b satisfont à une relation binaire désignée par R. f (x)x élément de E s’applique sur y, élément de F.y ⇔ f (x)L’application est bijective .f o gapplication composée signifiant y  f [g(x)] ; ne pasconfondre avec g o f signifiant y  g[f (x)]. a modulo nsignifie a + Kn , quel que soit K entier relatif.| a | valeur absolue ou module de a.1.2 Structures algébriquesA) Groupe  Groupe abélien  : ∀a, b ∈ G : a  b = b  a (commutativité). y→→→Groupe Ensemble G non vide possédant une loi de composition interne satis-faisant aux axiomes suivants :1° ∀a, b, c ∈ G : (a  b)  c = a  (b  c) (associativité), 2° ∃e ∈ G, ∀a : a  e = e  a = a(e, élément neutre),3° ∀a ∈ G, ∃a′  : a′  a = a  a′ = e(a′ , symétrique).⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥Propriétés ∀a, b, c ∈ G,  a  c = b  c  a = b, c  a = c  b  a = b (tout élément est régulier) ;∀a, b ∈ G, ∃x ∈ G tel que a  x = b : x = a′  bet x  a =b : x = b  a′.Sous-groupe : G′  G est un sous-groupe de G si ∀a, b ∈ G′ : a b′ ∈ G′ (b′ symétrique de b dans G). ⊥⊥⇒⊥⊥⇒⊥⊥⊥⊥⊂⊥

51Arithmétique, algèbre et trigonométrie© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délitB) Anneau  Anneau unitaire : ∃e ∈ A, ∀a : ea  = ae  = e(e, élément neutre pour la deuxième loi, appelé unité).Anneau intègre : ∀a ≠ 0, ∀b ≠ 0  ab  ≠ 0 (pas de diviseurs de zéro).C) Corps  Anneau Ensemble A muni de deux lois de composition interne satisfaisantaux axiomes suivants : I. A est un groupe abélien pour la première loi (addition) :1° ∀a, b, c ∈ A : (a + b) + c = a + (b + c) ; 2° ∃0 ∈ A, ∀a : a + 0 = 0 + a = a ;3° ∀a ∈ A, ∃(– a) : a + (– a) = (– a) + a = 0 ;4° ∀a, b ∈ A : a + b = b + a.II. ∀a, b, c ∈ A : (ab ) c = a(bc ) (associativité de la multiplication).III. ∀a, b, c ∈ A : a(b + c) = ab  + ac , (a + b) c = ac  + bc  (distributivité). ⇒Propriétés ∀a, b : (– a) b = a(– b) = (– ab ), ∀a : a.0 = 0.a = 0.Corps Ensemble K muni de deux lois de composition interne satisfaisantaux axiomes suivants : I. K est un groupe abélien  pour la première loi (addition).1° ∀a, b, c∈K : (a + b) + c = a +( b + c), 2° ∃0 ∈K, ∀a : a + 0 = 0 + a = a,3° ∀a ∈K, ∃(– a) : a +(– a) = (– a) + a = 0,4° ∀a, b ∈K : a + b = b + a.II. K (privé de 0) est un groupe pour la deuxième loi (multiplication).1° ∀a, b, c ∈K : (ab ) c = a(bc ), 2° ∃e ∈K, ∀a : ea = ae = a,3° ∀a ≠ 0, ∃a–1  : aa –1  = a–1  a = e,III. ∀a, b, c ∈K : a(b + c) = ab + ac , (a + b) c = ac + bc .Corps commutatif (ou droit) : la deuxième loi est commutative.

6Algèbre et géométrie1.3 Calculs dans l’ensemble des nombres réels1.3.1 Exposants et radicauxExposants : p, q entiers positifs, négatifs ou nuls, a et b réels différentsde 0a° = 1,       a–p  = ,       ap aq = ap + q,(ap)q = apq ,       (ab )p = a pb p,        = .Radicaux : n, q entier positifs, p entier relatif, a et b réels  = b ⇔ a = bq,          =  =  = = am.m, m′ rationnels, a et b réels positifsam am′ = am + m′ ,     (am)m′ = amm ′ ,    a–m  = ,(ab )m = am bm,      = . 1.3.2 Identités usuelles1ap- - - - - a b- - - -     papbp- - - - - aqanq aqnanp nq apqapq- - -1am- - - - - - ab- - -     mambm- - - - - - a  b±( ) 2a2  2ab ±b2+ = a2b2–a b +( ) a b –( ) =ab a b  +2- - - - - - - - - - - - - -    2a b  –2- - - - - - - - - - - - -     2– = a  b±()3a3  3a2b±3ab 2  b3±+ = 

71Arithmétique, algèbre et trigonométrie© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délitoù la sommation est étendue à tout ensemble d’entiers k1, ..., kn positifs ounuls tels que k1 + ... + kn = p. Formule des anneaux :xn – an = (x – a) (xn – 1 + ax n – 2 + ··· + apxn – p – 1 + ··· + an – 1). Identité de Lagrange : (a2 + b2 + c2) (a ′2+ b′2 + c′2) – (aa′ + bb′ + cc′)2  = (bc ′ – cb ′)2 + (ca ′ – ac ′)2 + (ab ′ – ba ′)2.Théorème de Bezout. – Si 2 polynômes A et B sont premiers entreeux, il existe un polynôme u de degré < à celui de B et un polynôme vde degré < A tels que l’on ait Au  + Bv = 1. 1.3.3 Sommations usuellesSomme des premiers  termes d’une suite arithmétique :a = premier terme, r = raison, n = nombre de termes.Somme des n premiers termes  S = a + (a + r) +...+ (a + (n – 1)r)   ·Somme des premiers termes d’une suite géométrique :q = raison, a = premier termeSomme des n premiers termes  S = a + aq +...+ aqn– 1     · ∑ ∑ ∑ ∑∑2a n 1–( ) r+[ ] n2- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -=aqn1–q1–- - - - - - - - - - - - - - =

8Algèbre et géométrieLimite de S quand q < 1 et  :·Produit des n premiers termes :.Sommations sur nombres entiersSomme des n premiers nombres entiers :S1 = 1 + 2 + 3 + ··· + (n – 1) + n = ·Somme des carrés des n premiers nombres entiers : S2 = 12 + 22 + 32 + ··· + (n – 1)2 + n2 = ·Somme des cubes des n premiers nombres entiers : S3 = 13 + 23 + 33 + ··· + (n – 1)3 + n3 = = (S1)2.Somme des quatrièmes puissances des n premiers nombres entiers :S4 = 14 + 24 + 34 + ··· + (n – 1)4 + n4 = ·Somme des nombres impairs : 1 + 3 + 5 + ··· + (2n – 3) + (2n – 1) = n2.Somme des nombres pairs :2 + 4 + 6+ ···  + 2n = 2 S1 = n(n + 1) .Somme des carrés des nombres impairs :12 + 32 + 52 + ··· + (2n – 1)2 = ·Somme des carrés des nombres pairs :22 + 42 + ··· + (2n)2 = ·Somme des cubes des nombres impairs :13 + 33 + 53 + ··· + (2n – 1)3 = n2(2 n2 – 1).Somme des cubes des nombres pairs :23 + 43 + 63 + ··· + (2  n)3 = 2 n2(n + 1)2 .n∞ → Sa1q–- - - - - - - - - - - -=Pal ( ) nal ( ) n2- - -= = n n 1+( ) 2- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - n n 1+( ) 2n1+( ) 6- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - n n 1+( ) 2- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2n n 1+( ) 2n1+( ) 3n23n1– + ( ) 30 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -n2n1–( ) 2n1+( ) 3- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 2n n 1+( ) 2n1+( ) 3- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

91Arithmétique, algèbre et trigonométrie© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délitSommes tirées de la relation :1 + x + x 2 + ··· + x n =  (progression géométrique).Dérivons :1 + 2x + 3x 2 + ··· + nx n – 1 = ,    .Faisons x =  puis divisons l’égalité obtenue par 2 : ·En dérivant encore une fois, on a : 2 + 2.3 x + 3.4 x2 + ··· + n(n – 1) xn – 2 = = ·En faisant x =  et en multipliant par, on a :·Sommations de la forme S = .S12  = 1.2 + 2.3 + 3.4 + ··· + n(n – 1) = ,S123  = 1.2.3 + 2.3.4 + ··· + (n – 2)(n – 1) n = ,......................................................................................................... S12... k = ·Sommations de la forme S = ·,xn1+1–x1–- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -nx n1+n1+( ) xn1+ – x1–( ) 2- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -x1≠12- - -12- - -222- - - - - 323- - - - - ··· n2n- - - - - 2 1 n2+2n1+- - - - - - - - - - - - -–    2n2+2n- - - - - - - - - - - - – = = + + + + ddx- - - - - -nx n1+n1+( ) xn1+ – x1–( ) 2- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -nn1–( ) xn1+2xnx21–( ) –n n 1+( ) xn1–2– + x1–( ) 3-- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -12- - -122- - - - - 222- - - - - 2.3 23- - - - - - - 3.4 24- - - - - - - ··· n n 1–( ) 2n- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - + + + + 22n23n4– + 2n- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - – = n n 1–( ) ∑n1+( ) n n 1–( ) 3- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -n1+( ) n n 1–( ) n2–( ) 4- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - n1+( ) n n 1–( )  ··· n k –1+( ) k1+- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1n n 1–( ) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ∑S111.2 - - - - - - - 12.3 - - - - - - - ··· 1n n 1–( ) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - + + + 1n1–- - - - - - - - - - - -1n- - -–    ∑11n- - -–= = = S211.3 - - - - - - - 13.5 - - - - - - - ··· 12n1+( ) 2n3+( ) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - + + + 12- - -112n3+- - - - - - - - - - - - - - - –    = = S311.2.3 - - - - - - - - - - - -12.3.4 - - - - - - - - - - - -··· 1n2–( ) n1–( ) n- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - + + + 12- - -n2n–2–2n22n–- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 14- - -12n n 1–( ) - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - –= = = 

10 Algèbre et géométrie1.4 Numération binaireEn numération binaire il n’y a que 2 signes (que l’on désigne généralementpar 0 et 1). Tout nombre, en numération binaire, s’exprime par une suitede termes formés de 0 et de 1 qui, multipliés par les puissances de 2successives, donnent la représentation décimale du nombre.Pour transformer en binaire un nombre exprimé en décimal, il fautcommencer par diviser ce nombre par la plus haute puissance de 2 ycontenue, diviser le reste par la plus haute puissance de 2 contenue dansce reste, etc.Inversement pour transformer un nombre du binaire en décimal, il fautadditionner les puissances de 2 matérialisées par le rang du symbole 1.Exemple 23 = 16 + 4 + 2 + 1= 24 × 1 + 23 × 0 + 22 × 1 + 21 × 1 + 20 × 1 = 1 0 1 1 1.Puissance de 2   20   = 1   21   = 2   22   = 4   23   = 8   24   = 16   25   = 32   26   = 64   27   = 128   28   = 256   29   = 512  210  =1 024  211  =2 048  212 = 4 096  213 =8 192        Etc. Exemple Transformer 365 en numération binaire.La plus haute puissance de 2 contenue :dans 365 est 256 = 28, reste 109 ;dans 109 est   64 = 26, reste   45 ;dans   45 est   32 = 25, reste   13 ;dans   13 est     8 = 23, reste     5 ;dans     5 est     4 = 22, reste     1 ;dans      l est     1 = 20, reste     0 ; 365 = 28 × 1 + 27 × 0 + 26 × 1 + 25 × 1 + 24 × 0+ 23 × 1+22 × 1 + 21 × 0 + 20 × 1= 1 0 1 1 0 1 1 0 1.

11 1Arithmétique, algèbre et trigonométrie© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délitLe nombre de signes N utilisé en numération binaire est pour exprimerun même nombre de n chiffres en décimal,·Ainsi, un nombre de 9 chiffres en décimal exigera 30 signes en binaire.Opérations en numération binaireTable d’addition : avec report de 1 à la colonne suivante pour l’addition 1 + 1 = 10.Addition de plusieurs nombres. – Il faut procéder par récurrence,additionner les 2 premiers, ajouter le troisième à la somme obtenue, etc.Exemple Transformer 1 0 1 0 1 0 0 = 22 + 24 + 26 = 4 + 16 + 64 = 84.Nnlog 10 2- - - - - - - - - - - - - - -n0,301 03- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -= =  0 1 0 0 1 1 1 0 Addition de 2 nombresSe fait comme en décimal, en additionnant les chiffres de même rangen commençant par la droite. Quand on a 2 fois 1 le résultat est 0 eton reporte 1 à la colonne suivante.Exemple Additionner 27 = 1 1 0 1 1 et 13 = 1 1 0 1.                                           1 1 0 1 1                                              1 1 0 1                                        1 0 1 0 0 0 = 32 + 8 = 40.
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