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PREMIÈRE PARTIE

Origine du nombre et présentation de la théorie de Piaget 



À l’origine 

Jean Piaget a reconstitué l’origine du nombre à partir de nombreux écrits. Cherchant à valider son hypothétique reconstitution, il a interrogé des enfants en postulant qu’il existait un parallélisme entre la genèse du nombre chez l’enfant et l’histoire du nombre. Pour tenter de mieux faire comprendre ce parallélisme retracé par Piaget et Szeminska (1941), nous adopterons le point de vue d’un autre qui ne connaîtrait rien du nombre mais qui en ressentirait impérativement le besoin. Ce parti pris appelle une décentration, qui ne sera pas aisée tant les noms des nombres viennent spontanément à l’esprit quand il s’agit de quantifier le discret physique. L’histoire qui suit est donc une fiction, surtout par les généreux mobiles qui la guident, mais c’est une fiction utile à présenter les obstacles qui ont tenu en échec les inventeurs du nombre et les solutions qu’ils ont trouvées pour les dépasser. Pour Piaget, ce sont donc les mêmes obstacles qui tiennent en échec les enfants et par conséquent les mêmes solutions qu’ils doivent réinventer pour satisfaire pleinement le besoin de quantification exacte qu’ils éprouvent quand ils l’éprouvent réellement.
Imaginez que vous appartenez à une tribu dite « primitive », il y a très longtemps : vous ne savez absolument pas compter, vous ne savez rien des opérations mais vous êtes animé par de bonnes intentions. Vous regardez une scène qui se répète. Les membres de votre « groupe d’appartenance » se jettent avec avidité sur une bête rapportée, etc. Ce spectacle vous est insupportable. Il vous semble reconnaître que ce sont toujours les mêmes qui mangent et toujours les mêmes qui ne mangent pas. Vous êtes de ceux qui mangent mais cela vous gêne. Pour tenter de mettre un terme à cette gêne, vous allez vous poser quelques questions : « Combien y en a-t-il qui mangent ? », « Combien y en a-t-il qui ne mangent pas ? »
Cherchant à répondre à ces questions portant sur des quantités relativement importantes, non discriminables avec les yeux, vous vous rappelez que vous avez mis un jour, par hasard, vos doigts en correspondance avec vos congénères. Et vous avez trouvé alors que vos doigts étaient pratiques pour distinguer clairement chacun d’eux : ce doigt-ci pour celui-ci, ce doigt-là pour celui-là. Toutefois, cette correspondance hasardeuse et tâtonnante, utile à individualiser quelques hommes, vous paraît maintenant insuffisante pour répondre à des questions de quantification exacte. En quête de réponses satisfaisantes, vous allez découvrir de nombreux problèmes à résoudre : vos pairs sont plus épais que vos doigts, ou bien ils passent si vite que vous n’avez pas le temps de pointer un doigt pour chacun d’eux. Tant et si bien que pour établir une correspondance exacte entre vos doigts et les humains, il vous faudra beaucoup de temps afin de dépasser tous les obstacles rencontrés.
Une fois établie cette correspondance exacte entre vos doigts et les autres, vous chercherez à en garder une trace fixe de manière à faciliter la recherche d’une quantité de nourriture suffisante. Sur un bâton, vous tracerez rapidement une encoche pour chaque doigt. Vous pourrez ainsi contrôler avec les yeux l’ensemble des doigts mis en correspondance et revenir à loisir sur le début, le milieu ou la fin du résultat de votre correspondance. Il est clair, en effet, que l’ensemble des encoches sur le bâton est toujours contrôlable perceptivement, ce qui n’est pas le cas de l’ensemble des doigts qui « disparaissent » après chacun de leur passage.
Vous aurez alors établi une correspondance entre vos doigts et des encoches. Muni des traces fixes de la quantité recherchée, vous pourrez enfin partir chasser. Mais après la chasse, viendra le moment crucial de la correspondance entre les encoches et les morceaux de gibier. Vous vous apercevrez que leur occupation dans l’espace est différente : les intervalles des morceaux ne recouvrent pas exactement ceux des encoches. Et, comme vous l’avez très bien fait pour la correspondance entre les doigts et les hommes, vous ferez défiler l’un après l’autre chaque morceau face à chaque encoche pointée l’une après l’autre. Vous pointerez ainsi les uns et les autres en des temps différents. Vous arrêterez la correspondance quand vous constaterez que vous aurez autant d’encoches que de morceaux.
En réalisant ces correspondances successives qui s’impliquent l’une l’autre, vous aurez inventé la notion d’unité : un élément vaut pour un autre élément, quelles que soient leurs qualités (doigts, encoches, morceaux de gibier), quelle que soit la longueur des intervalles qui les séparent dans l’espace et dans le temps. Autrement dit, vous aurez égalisé toutes leurs différences en fonction d’une seule propriété commune à satisfaire : « mettre un élément pour un et un seulement ».
Vous êtes peut-être au bout de vos peines mais vous léguez à vos successeurs des unités trop lourdes à gérer. Plus il y aura d’unités, plus leur mémoire sera sollicitée, tant et si bien qu’ils chercheront des solutions plus économiques que les vôtres pour assurer des correspondances exactes. Ils traceront une grande encoche sur un bâton pour représenter les doigts de leurs deux mains. L’innovation sera à la taille des besoins ressentis : gagner du temps et alléger la mémoire (Bideaud, 1997).
Ainsi, ils auront inventé la base 10 et commenceront du même coup à insérer les unités dans un système voué à une évolution infinie et imprévisible. Un système d’autant plus facile à se développer que les unités et les bases seront désignées. Avec des noms spécifiques et des symboles simples pour les ajouts et les retraits, toute trace dispendieuse deviendra inutile, l’économie sera donc maximale.
Les unités, les bases 10, 60, 100, les noms des nombres, les premiers symboles ont été inventés, semble-t-il, entre 9000 et 2000 ans avant Jésus-Christ (Ifrah, 1994).


CHAPITRE 1

Les conditions psychologiques de l’invention du nombre 

Quelles sortes d’activités mentales sont mises en jeu pour supporter ces correspondances successives et les innovations de plus en plus affinées qui en découlent ? Telles sont les questions qui guideront la réflexion qui suit. Pour y répondre, nous analyserons les différents temps forts de la fiction précédente.
La première condition : la reconnaissance, l’identité ou la transgression d’un temps irréversible 

Quand vous avez reconnu une scène gênante, vous avez relié une scène présente et une scène passée. Vous êtes sorti du présent immédiat. Mais pour relier le présent au passé, certaines conditions ont dû être respectées lors de vos observations présentes et passées. Ainsi, la scène passée a dû être stockée dans votre mémoire sans être confondue avec d’autres. Elle a été distinguée de tout ce qui l’environnait. De même, lorsque vous avez reconnu des visages, il vous a fallu les distinguer les uns des autres selon des traits discriminatifs très précis. Autrement dit, vous avez dû stocker des formes, des expressions, des mimiques, des gestes avec beaucoup de netteté. Cette discrimination très fine appliquée à des observations répétées est nécessaire pour établir des relations d’identité entre le présent et le passé. C’est la même scène qui se répète. Ce sont les mêmes qui mangent, etc. Ces identités établies supposent donc toutes des découpages préalables très précis au moment où les observations sont stockées.
Vous avez relié le présent au passé, mais vous vous êtes également projeté dans le futur en vous demandant comment faire pour mettre un terme à une scène pénible. « Tous pourraient manger », avez-vous pensé. Or, l’élaboration de ce projet est indissociable des liaisons que vous avez établies entre le passé et le présent. Sans reconnaissance, il n’y a aucun rejet possible de la répétition insupportable, de même que le besoin contraire d’une répétition plaisante n’est guère possible. En somme, l’observation d’un présent qui répète un passé voué à disparaître dans le futur vous a permis de transgresser allègrement l’irréversibilité du temps.
Vous n’êtes plus un simple spectateur passif de la vie. L’identité établie, la non-identité souhaitée qui transgressent le temps font de vous un être qui connaît, qui reconnaît et qui cherche des répétitions en cas de plaisirs, des éliminations en cas d’échecs ou de gênes. Vos échanges avec le réel sont donc très actifs.
La transgression de l’irréversibilité du temps est une condition que l’on gardera toujours à l’esprit pour tenter de comparer ce que les animaux et les humains savent faire avec les nombres.

La deuxième condition : la correspondance, l’égalisation des différences en fonction d’une propriété commune ou l’abstraction 

Quand vous avez mis en correspondance vos doigts et d’autres éléments distincts (discrets), vous avez établi une relation arbitraire entre des éléments hétérogènes car vos doigts ne ressemblent ni aux humains, ni aux encoches. Cette relation est dite arbitraire car il n’y a aucune ressemblance entre les éléments discrets appartenant aux différentes collections que vous avez mises en correspondance. Vous n’avez pas tenu compte de leurs différences, vous les avez égalisées mais vous avez pris soin de maintenir entre eux un point commun : leur distinction dans l’espace et dans le temps, condition sine qua non de leur mise en correspondance exacte. Mettre systématiquement un élément pour un autre élément, et un seulement, implique de garder à l’esprit ce point commun jusqu’à ce que tous les éléments des collections témoins (hommes et encoches) aient été épuisés.
Or, cette capacité à extraire un point commun (ou une propriété commune) à partir d’objets différents est la définition même de l’abstraction. Abstraire, c’est isoler une propriété commune à des objets distincts. Les propriétés communes que peuvent partager des objets distincts ne sont pas toutes de même nature. Ainsi, reconnaître des visages distincts, puisque observés en des lieux et des temps différents mais semblables trait pour trait, demande d’abstraire des propriétés communes qui se lisent sur les visages. Alors que mettre systématiquement un élément pour un autre élément demande d’abstraire une propriété commune qui ne se perçoit ni sur les éléments ni entre eux. Il vous a fallu surmonter de nombreux obstacles pour établir une correspondance non directement lisible dans les faits observés. Les doigts et les encoches étaient moins épais que les hommes ou les morceaux de gibier, les hommes défilaient trop rapidement pour que vous ayez eu le temps de les pointer. De sorte que la correspondance établie entre deux collections hétérogènes marque un progrès radical dans le développement des capacités d’abstraction. Dans le premier cas, il s’agit d’isoler une ou des propriétés communes visibles. Cette abstraction dite simple ou empirique n’est déjà pas facile à mettre en œuvre. Elle n’est pas le fait d’un sujet naïf. Dans le second cas, il s’agit d’isoler une propriété commune non visible, gagnée contre les données perceptives. Cette abstraction est difficile, elle est dite réfléchissante. Elle est celle d’un sujet actif qui ne cesse de vouloir dépasser le monde sensible pour répondre aux questions de plus en plus exigeantes que le réel ne cesse de lui poser (Chalon-Blanc, 1997).
Pour fixer les idées, on rappellera la distinction établie par Piaget et ses collaborateurs (1968, 1977). L’abstraction simple ou empirique consiste à extraire une propriété commune appartenant aux objets, c’est-à-dire donnée aux « sens ». Ces propriétés sont dites « statiques » pour deux raisons : elles sont « copiées » et considérées comme irréversibles par un « sujet passif ». Tandis que l’abstraction réfléchissante consiste à extraire une propriété commune appartenant à l’expérience du sujet, c’est-à-dire à des actions qu’il exécute intérieurement et qu’il coordonne. Ces propriétés sont dites relationnelles. Elles ne peuvent être données aux « sens » puisque les actions qui les constituent disparaissent et que le sujet doit en quelque sorte les réintroduire entre les objets pour les relier de façon pertinente. Il constitue ainsi des systèmes. Nous revenons sur ce passage difficile dans le dernier paragraphe du chapitre 2 et dans les annexes.

La troisième condition : des traces fixes, mémoire et contrôle ; les bases, les noms des nombres : langage et fonction symbolique 

Quand vous avez cherché à garder des traces fixes des passages successifs de vos doigts à l’aide d’encoches, vous avez éprouvé le besoin d’économiser votre mémoire et d’exercer un contrôle optique sur l’ensemble des unités pointées. Vous avez donc affiné vos premières réponses pour les conserver et les contrôler.
Et c’est ce même besoin de perpétuels progrès, né des manques perpétuels, qui a conduit d’abord vos successeurs à mettre en correspondance les doigts de leurs deux mains et une grande encoche, ensuite à nommer les « nombres ». Ces brefs rappels font déjà appel implicitement à trois sortes d’activités mentales : la mémoire, le contrôle et le langage. Est-ce à dire que les progrès effectués sont d’abord à porter au seul crédit de la mémoire et du contrôle ? Non, car il faut inventer une solution et il ne suffit pas pour cela de garder une trace de l’erreur ou de la contrôler. Pour le prouver, nous ajouterons quelques détails supplémentaires sur les rôles insuffisants de la mémoire et du contrôle lors des correspondances effectuées successivement.
Vous étiez parti chasser avec des traces mémorisées mais non immédiatement contrôlables des passages successifs de vos doigts mis en correspondance avec les hommes. Or quand vous revenez, vous constatez que la correspondance entre les pièces de gibier et les hommes n’est pas exacte. Vous détectez une erreur mais vous ne savez pas encore où elle se situe. Vous vous rappelez avoir mis en correspondance exacte vos doigts et les hommes ; peu importe pour le propos que ce souvenir soit juste ou non, il suffit de comprendre que vous avez souvenir d’avoir contrôlé la réalisation de cette correspondance. Bref, vous vous rappelez avoir abstrait « un pour un » sans faillir, à partir des doigts et des hommes. Par conséquent l’erreur détectée vous semble due à un oubli lors de la répétition des passages successifs des doigts des mains. Pour dépasser et éviter le renouvellement de cette erreur, vous pensez à des traces fixes qui seraient facilement et immédiatement contrôlables, d’où l’invention d’une solution possible : tracer des encoches sur un bâton pour obtenir une mise en correspondance exacte. En clair, vous avez effectivement sollicité votre mémoire et votre attention pour détecter l’erreur, mais c’est à votre intelligence, autrement dit à vos capacités d’abstraction, que revient le double mérite de la comprendre et de la dépasser pour inventer une solution.
Et le langage n’aurait, semble-t-il, aucun rôle à jouer dans l’invention de cette solution ? Pas vraiment. Selon Piaget, son rôle est, bien évidemment nécessaire. Avant d’être nommées, les unités ont été inventées grâce aux capacités d’abstraction, toutefois à niveau égal d’abstraction, les tâches sont plus que facilitées par le langage si bien que la puissance du système des unités est décuplée. Ainsi compter des paquets de 10 et faire de grandes encoches pour les doigts des deux mains sont des tâches qui consistent à abstraire une même propriété commune aux objets (10 = 10). Mais ces tâches sont très différenciées en regard des autres activités mentales sollicitées. Avec les noms des nombres, la tâche est réalisée et mémorisée rapidement, le contrôle est d’autant plus facilité que l’on en garde une trace visible (paquets, écriture...). Sans les noms spécifiques, la tâche est fastidieuse, la mémoire surchargée et le contrôle plus incertain. Les différences essentielles tiennent donc dans la rapidité d’exécution et l’économie mentale qui vont permettre toutes deux de créer des distances indéfinies entre le réel brut et la connaissance que l’on peut en avoir. De sorte que le langage en désignant les relations qui existaient déjà entre les unités tracées stabilise le système et lui donne tout à la fois une possibilité très rapide d’évocation et d’évolution.
Montrons-le davantage avec l’exemple de traces d’unités qui défilent : 111111111. Si vous pointez du doigt celle-ci : 11111 ← (= la 5e), vous voyez immédiatement qu’il y en a 1111 avant et que entre celle-ci et celle qui est juste avant il y en a 1. Mais quand vous dites simplement « 5 » pour désigner cette unité dans la chaîne, vous ne voyez plus du tout qu’il y en a 4 avant et qu’il faut en prendre 1 en plus pour l’atteindre. Il n’y a plus qu’un mot et un seul pour évoquer les relations que 5 entretient avec les autres unités. Or, c’est seulement lorsqu’on sait ce que signifie le mot « 5 » que l’on comprend que 5 inclut 4 et qu’il est séparé de son prédécesseur et de son successeur par 1 unité. Les noms des nombres affranchissent donc la mémoire et la perception de leurs limites et permettent d’effectuer de rapides inférences à partir de n’importe quel élément de la chaîne : le successeur du successeur (+ 2) inclut le prédécesseur du prédécesseur (- 2) duquel il est séparé par 4, etc.
Bref, dès que les relations qui existaient entre les unités tracées sont désignées (au lieu d’être « repérables »), elles permettent indéniablement d’avoir rapidement accès au système. Or, c’est la pratique de ce système qui marque une frontière décisive entre des correspondances précaires et instables et le maniement de véritables unités. Toutefois, si la puissance d’évocation du langage est incontestable, son pouvoir illusoire l’est tout autant. Le nom si économique soit-il fait illusion tant qu’il réfère à des éléments isolés et non pas à des unités reliées en un système, comme le montre l’observation recueillie par Gréco (1962) :
Pat (4 ; 10) « – Compte jusqu’à 19 et dénombre correctement et sans hésitation une ligne irrégulière de 13 jetons. On lui présente alors une configuration irrégulière, une sorte de grecque composée de 9 jetons blancs et une boîte pleine de jetons rouges. Commence alors l’épreuve proprement dite : – Prends égal de rouges, il ne doit pas y avoir plus de rouges que de blancs. Il faut égal de rouges et de blancs – Est-ce qu’on peut faire une petite ronde ? – Si tu veux, tu fais comme tu veux. Mais tu dois prendre égal de rouges et de blancs, le même nombre. – Je vais faire une petite ronde alors. » Il prend alors une poignée de jetons (=11), les pose sur la table et les dispose minutieusement en cercle régulier, sans s’occuper du modèle. « Voilà, ça fait une petite ronde et comme ça, c’est fermé. – Mais est-ce qu’il y a la même chose de rouges et de blancs ? – Ah non ! C’est une petite ronde ; Je vais faire comme ça. (Avec ses 1 1 jetons, il fait d’abord une colonne verticale de 8, puis construit à côté une ligne en U rectangulaire, de 14 jetons, en prenant 1 1 nouveaux jetons dans la boîte.) « Voilà, ça y est ! (Il y a alors 22 jetons rouges sur la table.) – Est-ce qu’il y a le même nombre de rouges et de blancs ? – Ah ! Mais non, il faut faire un petit rond (mais, prié de le faire, il se borne à répartir ses 22 jetons en deux colonnes égales et parallèles). C’est fini ! – Est-ce que c’est bien égal ? – Oui ! – Où ? Là et là ? (On montre les deux colonnes de rouges, égales en effet.) – Non, là ! (Il montre tous les rouges) et là (montre tous les blancs) !
– Tu es bien sûr ? – Heu. – Qui a plus, toi ou moi ? – C’est moi ! (Ravi) – Alors qu’est-ce qu’il faut faire pour qu’on ait égal tous les deux ? – En enlever un peu (Il ôte aussitôt 14 rouges, mais sans regarder les blancs, et réarrange en ligne brisée les 12 jetons rouges qui restent). – C’est égal maintenant les rouges et les blancs ? – Je sais pas. – On pourrait savoir si c’est égal ? – Non ! » (E.E.G. XIII, 1962, p. 35)

Nous revenons plus longuement, ci-dessous et dans la 2e partie, sur cette jolie observation. Mais nous soulignerons dès à présent que l’apprentissage des nombres pour un enfant des années 2000 obéit à un ordre inverse de l’ordre originel. Les mots-nombres lui sont donnés avant qu’il ait construit la quantité numérique, c’est-à-dire systémique. À partir de cette notion d’ordre inversé, on peut mieux comprendre le débat sur l’origine des nombres opposant les empiristes et les constructivistes. Qu’est-ce qu’un nombre pour les constructivistes ? Un nombre est une quantité, or une quantité est un tout qui se conserve quel que soit l’arrangement de ses parties et l’usage des mots-nombres ou le dénombrement correctement accompli qui n’en seront jamais des preuves suffisantes. Qu’est-ce qu’un nombre pour les empiristes ? Un mot-nombre dit, entendu, lu de manière pertinente, un dénombrement exact accompli en de nombreux contextes auxquels vient s’ajouter la conservation d’un tout, simple étape dans la progression d’un nombre appris progressivement. Mais d’où vient le nombre avant d’être transmis culturellement ? D’une part, la correspondance biunivoque n’a pu être transmise à ses inventeurs, et il est difficile de la considérer comme une simple copie du réel physique. Exception faite des doigts des deux mains, il est rare de rencontrer des éléments physiques en congruence optique. D’autre part, la notion d’unité est ajoutée aux objets par les hommes quand ils égalisent les différences. Or, il semble que cette égalisation ne peut être une propriété des objets. Il y a plus, dès que les mises en correspondance exactes et quelconques ont été effectuées, les propriétés des nombres ont été actualisées : les notions d’unités, de classe et d’ordre dont la synthèse donne lieu à la pratique de la somme, bref, tout le système était manié avant d’être nommé. Triviale évidence qui devait être rappelée pour mieux faire comprendre la réserve que Piaget gardait face à la connaissance des mots-nombres. Il cherchait davantage les indices fiables d’une déduction plutôt que l’habilité à compter. Nous illustrons ci-dessous la pratique d’une déduction transitive dans notre fiction de façon à montrer son antériorité par rapport aux habilités numériques verbales.
Quand vous revenez de la chasse, vous distribuez votre butin, vous mettez en correspondance un morceau de viande et un homme. Mais vous constatez que deux ou trois hommes sont sans morceaux. Que s’est-il passé ? Il y a bien des explications possibles. Vous faites comme si vous aviez pu contrôler l’équité du partage et l’exactitude de la correspondance entre les morceaux et les encoches. De ces deux hypothèses, vous tirez, par transitivité, l’inégalité entre les encoches et les hommes : « il y a moins de morceaux que d’hommes, or il y a autant d’encoches que de morceaux, donc il y a moins d’encoches que d’hommes ». Et vous n’êtes pas obligé de prendre votre bâton pour mettre un homme en face de chaque encoche pour assurer la validité de votre déduction. Si les faits contredisaient votre déduction, il y aurait une erreur dans les prémisses, mais celle-ci n’annulerait pas la validité de votre déduction.

Cela étant, il va de soi que Piaget n’a jamais soutenu que la fonction symbolique ne jouait aucun rôle dans l’invention du nombre (cf. Annexe de ce chapitre). Personne ne sait encore si c’est l’usage des signes qui permet la pensée ou bien si c’est une différenciation de la pensée qui est à l’origine des signes. Piaget souhaitait mettre en évidence l’antériorité du système des nombres sur sa désignation, et tout particulièrement sur sa désignation collective. Gréco s’attachera de son côté à montrer que les jeunes enfants peuvent manier des mots nombres sans les comprendre, Piaget montrera inversement qu’ils conservent des quantités discrètes, donc manient de vrais nombres, sans savoir les nommer. Ces deux faits ne plaident guère en faveur du rôle décisif de la désignation dans l’invention des nombres, il n’en reste pas moins qu’elle est indispensable à son évolution. Son pouvoir évocateur permet l’accès aux grands nombres et aux opérations qu’ils engendrent.
Imaginez, un petit moment, que vous ayez quelque chose comme 35 000 encoches à tailler pour établir une correspondance entre des hommes et des encoches, et pensez à l’espace et au temps utiles à la réalisation de cette tâche. Vous comprendrez aisément comment les signes permettent de franchir rapidement et sans occuper trop d’espace des distances indéfinies. En franchissant les limites de l’espace et du temps, le langage des nombres va permettre la découverte d’autres notions qui seront d’abord étiquetées par des signes connus des seuls inventeurs, ensuite par des signes collectifs. L’usage de signes collectifs est primordial pour comprendre la notion de normes de la raison que nous développons dans le paragraphe suivant. L’usage des signes collectifs est en effet indissociable du besoin de communiquer et de vérifier la validité des notions établies, autrement dit, des nombres dans le cas qui nous occupe. Ce qui ne veut pas dire que l’usage de signes particuliers est attaché à des notions non valides. Les connaissances ne sont pas toujours celles de tous, mais elles doivent à tout le moins passer par un langage accessible à tous.

En clair, la position de Piaget sur le rôle du langage dans la création du nombre consiste à montrer que le langage à lui seul est insuffisant à le fonder mais qu’il est indispensable pour en décupler sa puissance.



CHAPITRE 2

Le nombre dans la théorie piagétienne 

Nous chercherons maintenant à situer le nombre tel que nous venons de le présenter au sein de la théorie constructiviste de Piaget. Ce qui nous permettra d’en préciser quelques points forts.
Le nombre et le constructivisme : une construction permanente, non déterminée et pourtant normative 

De tout ce qui a été dit précédemment, on retiendra notamment que la découverte des unités est née d’un besoin de quantification exacte. Parti d’une correspondance hasardeuse, le moyen de satisfaire ce besoin s’est transformé en une correspondance tâtonnante avant d’aboutir à une correspondance exacte. Autrement dit, pour Piaget, la découverte des unités n’est pas innée, elle ne se rattache pas à un programme génétique prêt à être actualisé par le milieu. Cette découverte se construit au fur et à mesure des échanges permanents du sujet avec ses milieux physique et humain. Soulignons que cette construction est toujours mue par un mobile affectif (éviter puis éliminer une gêne) qui entraîne des réponses successives qui s’avèrent toutes insatisfaisantes jusqu’à la mise en place de la réponse la mieux adaptée. Naîtra alors un autre besoin toujours mu par l’élimination progressive d’une gêne qui réclamera à son tour une autre solution, telle que l’invention des bases. Précisons que cette solution nouvelle intégrera la notion d’unité et la rendra plus puissante en la rendant plus économique.
Ainsi évoluent tous les échanges du sujet avec ses milieux, c’est-à-dire toutes les connaissances. Qu’il s’agisse de l’élaboration d’un geste précis ou de la mise au point de la correspondance exacte, le constructivisme fait de l’activité organisatrice du sujet le moteur essentiel de l’évolution des connaissances.
Cette conception appelle certains éclaircissements qui porteront d’abord sur les caractéristiques de l’évolution, ensuite sur celles des connaissances.
L’évolution 

Dans le constructivisme piagétien, l’évolution n’est pas déterminée, elle est imprévisible. Rien ne permettait à ceux qui ne pouvaient encore ressentir le besoin d’une quantification exacte d’envisager l’existence des unités. Rien ne permettait aux créateurs des unités de concevoir immédiatement les bases, les nombres négatifs, relatifs, etc.
Toutefois, l’évolution n’est pas arbitraire. Elle est, au contraire, très normative. La recherche de l’exactitude se fait en effet selon un ordre nécessaire et constant. La correspondance tâtonnante précède obligatoirement la correspondance exacte, de même que la surcharge des unités précède obligatoirement l’invention des bases. Quelle que soit la notion construite, il existe un ordre inévitable et immuable, à peine sensible aux variations interculturelles, qui donne à cette construction un caractère très normatif (Dasen, 1998).
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