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6MATHÉMATIQUES1  Suites numériquesÉtudier le comportement d’une suite (un)lorsquentend vers + ∞consiste à pré-voir les valeurs prises par le terme général un lorsquenprend des valeurs de plus en plus grandes. Pour mener à bien cette étude, on s’appuiera notamment sur une méthode nouvelle et puissante : le raisonnement par récurrence.1 Raisonnement par récurrenceConsidérons une proposition Pn dépendant d’un entier naturel n.Pour démontrer que Pn est vraie pour tout entier natu-rel n, on procède en deux étapes.Étape 1 : On démontre que P0 est vraie (initialisation).Étape 2 : On démontre que, pour tout n∈ℕ, si Pnest vraie alors Pn+1 est vraie (hérédité pour tout n∈ℕ).EXEMPLE : Démontrons que pour tout n ∈ ℕ*,   k=1n∑(2k−1) = n2.La proposition Pn est l’égalité   k=1n∑(2k−1) = n2.Étape 1 : P1 est vraie car (2k – 1) = 1k=11∑ et 112= donc (2k – 1) = 12k=11∑.Étape 2 : Soit n un entier naturel au moins égal à 1. Si Pn  est vraie pour cet entier alors : k=1n+1∑(2k – 1) = k=1n∑(2k – 1) + 2(n + 1)k=n+1 – 1 = n2on a supposé Pnvraie + 2n + 1 = (n + 1)2On en déduit donc que si Pn est vraie alors Pn+1 est vraie.Conclusion : Pn est vraie pour tout entier naturel n ⩾ 1.2 Limite d’une suite A  DéfinitionsOn considère un nombre réel ℓ et une suite ().un DÉFINITION :Dire que untend vers ℓquand ntend vers +∞signiﬁe que : tout intervalle ouvert contenant ℓ contient toutes les valeurs unà partir d’un certain rang. On écrit alors limn→+∞un = ℓ.On peut démontrer par récurrence qu’une proposition est vraie pour tout entier⩾n1, ou tout entier ⩾n2, etc. Dans l’étape 1, il suffit alors de remplacer 0 par 1, ou 2, etc.INFOUne suite qui a une limite finie ℓ s’appelle une suite convergente. La limite d’une suite convergente est unique.MOT-CLÉ
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7 1SUITES NUMÉRIQUESCOURSMATHS DÉFINITION : Dire que un tend vers +∙ quand  n tend vers  + ∞ signiﬁ e que : tout intervalle de la forme  [A ; + ∞[ contient toutes les  valeurs un à partir d’un certain rang.On écrit alors limn→+∞un = +∞. B  Limites et comparaison THÉORÈME :Si()un et ()vn sont deux suites telles que :  un ⩽ vn à partir d’un certain rang et un tend vers +∞  quand n tend vers +∞ ,alors vn tend vers +∞  quand n tend vers +∞ . THÉORÈME :Si une suite est croissante et a pour limite un nombre ℓalors tous les termes de la suite sont inférieurs ou égaux à ℓ. THÉORÈME :Soient (), ()uvnnet ()wntrois suites telles que, à partir d’un certain rang :    un ⩽ vn ⩽ wnSiunet wntendent vers la même limite ℓalors vntend vers ℓ. C  Un cas particulier important : qnDans le théorème suivant les limites s’entendent quand n tend vers +∞.THÉORÈME : Soit q un nombre réel diﬀ érent de 1. On a :•si  q ⩽ –1 alors qn n’a pas de limite ;•si  − 1 < q < 1 alors qn a pour limite 0 ;•siq>1 alors qn a pour limite + ∞..3 Opérations sur les limitesDans les développements ci-dessous, ℓ et ℓ′ désignent deux nombres réels. A  SommeValeurs des limitesRésultat concernant la limite éventuelle de un + vnde unde vnℓℓ′ℓ+ ′ℓℓou+∞ +∞ +∞ ℓou–∞ –∞ –∞ +∞ –∞ Il n’y a pas de résultat général. On étudie chaque cas particulier.**On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée.Une suite non convergente est une suite divergente. Si une suite (un)n∈ℕ est divergente, alors un n’a pas nécessairement pour limite +∞ . Par exemple, (–1)n est divergente.MOT-CLÉCe théorème est connu sous le nom de « théorème des gendarmes », les deux gendarmes étant un et wn.MOT-CLÉOn utilise ce théorème pour calculer la limite éventuelle d’une suite géométrique.MÉTHODE
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8 B  ProduitValeurs des limitesRésultat concernant la limite éventuelle de un × vnde unde vnℓ ℓ ℓ × ℓ′ℓ ≠ 0 + ∞ou – ∞∞ avec la règle des signes* + ∞ou – ∞ + ∞ou – ∞ ∞ avec la règle des signes*0 + ∞ou – ∞Il n’y a pas de résultat général. On étudie chaque cas particulier.***Pour choisir entre + ∞ et – ∞, il suﬃ  t d’appliquer la règle des signes habituelle : –2 × (– ∞) = + ∞, etc.**On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée. C  QuotientValeurs des limitesRésultat concernant la limite éventuelle de unvnde unde vnℓ′ℓ ≠ 0ℓ′ℓℓ+ ∞ou – ∞0∞′ℓ≠ 0 ∞ avec règle des signes*∞∞Il n’y a pas de résultat général. On étudie chaque cas particulier.**00∞ouℓ ≠ 00On ne peut conclure que si l’on connaît le signe de vn à partir d’un certain rang. La limite est ∞  avec règle des signes.**Pour choisir entre + ∞ et – ∞ il suﬃ  t d’appliquer la règle des signes habituelle : –2+∞ = –∞, etc.**On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée.EXERCICE RÉSOLU Traiter une forme indéterminéeÉNONCÉ1. Pour tout n∈ℕ,on pose un = 3n – 15n + 4. Identiﬁer la forme indéterminée qui apparaît lorsqu’on veut calculer la limite de un en utilisant un quotient.2. Déterminer limn→+∞un.MÉTHODE1. On calcule limn→+∞(3n – 1) puis limn→+∞(5n + 4).2.Il suﬃt de factoriser le numérateur par 3net le dénominateur par 5n. Il y a alors des simpliﬁcations.
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9 1SUITES NUMÉRIQUESCOURSMATHS4 Limite et monotonie DÉFINITIONS :•Dire qu’une suite ()unn∈ℕest minoréesigniﬁe qu’il existe un nombre m tel que pour tout n ∈ ℕ,un ⩾ m. • Dire qu’une suite ()unn∈ℕ est majorée signiﬁ e qu’il existe un nombre M tel que pour tout    n ∈ℕ, un ⩽ M.• Dire qu’une suite ()unn∈ℕ est bornée signiﬁ e qu’elle est à la fois minorée et majorée. THÉORÈME :Toute suite croissante et majorée converge.Autrement dit, elle a une limite ﬁnie quand  ntend vers  + ∞.Remarques :1.On pourrait démontrer aussi que toute suite décroissante et minorée converge.2. On pourrait enﬁ n démontrer que toute suite monotone et bornée converge. THÉORÈME : Toute suite croissante et non majorée a pour limite  + ∞.On peut démontrer qu’une suite (un)n ∈ ℕ est bornée si et seulement s’il existe un nombre k tel que pour tout n ∈ ℕ, un ⩽ k.INFOATTENTIONSi ℓ est la limite alors, pour tout n ∈ ℕ, un ⩽ ℓ.9CORRIGÉ1. Par somme : limn→+∞(3n – 1) = +∞ et limn→+∞(5n + 4) = +∞.On ne peut donc pas utiliser le théorème sur le quotient.2. Pour tout n∈ℕ* : 3n – 1 = 3n1 – 13n⎛⎝⎜⎞⎠⎟ et 5n + 4 = 5n1 + 45n⎛⎝⎜⎞⎠⎟.Donc, après simpliﬁ cation par n : un = 3n1 – 13n⎛⎝⎜⎞⎠⎟5n1 + 45n⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = 35 1 – 13n1 + 45n.De plus, puisque limn→+∞13n = 0 et limn→+∞45n = 0, on en déduit par somme que : limn→+∞1–13n⎛⎝⎜⎞⎠⎟limn→+∞1+45n⎛⎝⎜⎞⎠⎟==1Par quotient on trouve ainsi : limn→+∞un = 35.
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10On considère la suite ()un déﬁ nie pour tout n∈ℕ, par un = n + 1 – n.1. Démontrer que pour tout n∈ℕ,un=1n+1+net en déduire que, pour tout n ∈ ℕ : 12n + 1 ⩽ un ⩽ 12n2. Déterminer limn→+∞un.3. On considère la suite ()wn déﬁ nie pour tout n⩾1 par wn = u1 + u2 + … + unn.Déterminer limn→+∞wn.SUJET DE TYPE BACCocher la bonne réponse.1.  20 ⩾ 02, 21 ⩾ 12, 22 ⩾ 22, etc., donc pour tout    n ∈ ℕ, 2n ⩾ n2.  a. Vrai  b. Faux2. Une suite bornée est nécessairement convergente.  a. Vrai  b.Faux3. Si une suite converge vers 2 alors, à partir d’un certain rang, tous ses termes sont dans l’intervalle ]1,999 ; 2,001[.  a. Vrai  b.Faux4. Si une suite a pour limite  + ∞  alors elle est nécessairement croissante à partir d’un certain rang.  a. Vrai  b.Faux5. La somme de deux suites convergentes est une suite convergente.  a. Vrai  b.Faux6. La somme de deux suites divergentes est une suite divergente.  a. Vrai  b.Faux7.Si limn→+∞un = +∞  et limn→+∞vn = –∞ alors limn→+∞(un + vn) = 0, nécessairement.  a. Vrai  b.Faux8.Si limn→+∞un = +∞  et limn→+∞vn = 0 alors limn→+∞(un × vn) = 0, nécessairement.  a. Vrai  b.FauxQUIZCORRIGÉ 1. Faux – 2. Faux – 3. Vrai – 4. Faux – 5. Vrai – 6. Faux – 7. Faux – 8. Faux
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11 1SUITES NUMÉRIQUESOBJECTIF BACMATHS11CORRIGÉ1. Pour tout n∈ℕ, n + 1 – n = n + 1 – n()n + 1 + n()n + 1 + n = (n + 1) – nn + 1 + n = 1n + 1 + n ce qu’il fallait démontrer.De plus : 2n ⩽ n + 1 + n ⩽ 2n + 1 ⇒ 12n + 1 ⩽ 1n + 1 + n ⩽ 12n ⇒ 12n + 1 ⩽ un ⩽ 12n2. Puisque limn→+∞12n + 1=limn→+∞12n= 0, le théorème des gendarmes permet d’aﬃrmer que limn→+∞un = 0.3. Pour tout n∈ℕ* : u1+u2+…+un=k=1n∑uk=k=1n∑k+1–k=1n∑k=h=2n+1∑h–k=1n∑k=n+1–1On a posé h = k + 1.On en conclut que : u1 + u2 + … + unn = n + 1 – 1n = n + 1n – 1nDe plus limn→+∞n + 1n = limn→+∞1 + 1n⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = 1⇒limn→+∞n + 1n = 1.Comme de plus limn→+∞1n = 0, on en déduit que limn→+∞wn = 1 par soustraction.On a multiplié le numérateur et le dénominateur par l’expression conjuguée de n + 1 – n qui conduit à l’utilisation de l’identité   (a – b)(a + b).CONSEILLorsquek varie de 1 à n, k + 1 varie de 2 à n + 1 donc h varie de 2 à n+1.CONSEIL
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12MATHÉMATIQUES2 Limites de fonctionsOn peut généraliser la notion de limite d’une suite à la notion de limite d’une fonc-tion. Certaines limites d’une fonction s’interprètent géométriquement, en parti-culier en termes d’asymptote à sa courbe représentative.1 Limite d’une fonction à l’infiniLes fonctions que l’on considère dans ce paragraphe sont déﬁnies sur une réunion d’in-tervalles de la forme ] ; ]–∞bou[ ;   [b+∞. La courbe représentant une fonction fdans un repère se note f  . A  Limite finie d’une fonction à l’infiniSoit ℓ un nombre réel. DÉFINITION :Dire que ℓest la limite de f(ou de fx())quand x tend vers + ∙signiﬁe que tout intervalle ouvert contenant ℓcontient tous les nombres fx()pourvu que xsoit suﬃ-samment grand. Autrement dit, soit I un intervalle ouvert contenant ℓ, alors il existe un réel B tel que   x > B ⇒ f(x) ∈I.On écrit limx→+∞f(x) = ℓ. DÉFINITION :Dire que ℓest la limite de f(ou de fx()),quand x tend vers – ∙signiﬁe que tout intervalle ouvert contenant ℓcontient tous les nombres fx()pourvu que xsoit négatif et suﬃsam-ment grand en valeur absolue. Autrement dit, soit I un intervalle ouvert contenant ℓ, alors il existe un réel B tel que   x < B  ⇒ f(x) ∈ I.On écrit limx→–∞f(x) = ℓ.EXEMPLE : lim = lim = +–xxxx→∞→∞110. B  Asymptote horizontaleDÉFINITION :Soit ℓun nombre réel. Dire que la droite d’équation y = ℓest asymptoteà la courbe fen + ∞ (respectivement en – ∞) signiﬁe que lim= +xfx→∞() ℓ (respecti vement lim() xfx→∞–= ℓ).fx() peut se « rapp rocher » d’aussi près que l’on veut de ℓ pourvu que l’on choisisse bien x.INFOLa courbe se « rapproche de plus en plus » de son asymptote. En effet, la distance entre la courbe et son asymptote se mesure, en tout point d’abscisse x, par le nombre fx()–ℓ.INFO
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13 2LIMITES DE FONCTIONSCOURSMATHS C  Limite infinie d’une fonction à l’infini DÉFINITION :Dire qu’une fonction ftend vers + ∙ quand xtend vers + ∙ signifie quetout intervalle de la forme ] ; [A+ ∞contient tous les nombres fx()pourvu que xsoit suf-fisamment grand. Autrement dit, soit A un nombre réel, alors il existe un nombre B telque : x > B ⇒ f(x) > AOn écrit lim= ++xfx→∞∞ ().On dit aussi que f,oufx(), a pour limite + ∞ quand x tend vers + ∞. DÉFINITION :Dire qu’une fonction ftend vers – ∙ quand xtend vers + ∙ signiﬁe que tout intervalle de la forme ] ; [– A∞contient tous les nombres fx()pourvu que xsoit suﬃsam-ment grand. Autrement dit, soit A un nombre, alors il existe un nombre B tel que : x > B ⇒ f(x) < AOn écrit lim = – +xfx→∞∞ ().On dit aussi que foufx() a pour limite – ∞ quand x tend vers + ∞.EXEMPLE : lim= +  +xx→∞∞2 et lim= – +xx→∞∞(–) 2. DÉFINITION :Dire qu’une fonction ftend vers + ∙quand xtend vers – ∙signiﬁe que pour tout nombre A il existe un nombre B tel que : x < B ⇒ f(x) > A DÉFINITION : Dire qu’une fonction f tend vers – ∙ quand x tend vers – ∙ signiﬁ e que pour  tout nombre A il existe un nombre B tel que : x < B ⇒ f(x) < AOn écrit respectivement lim= +–xfx→∞∞()  et lim = – .–xfx→∞∞()EXEMPLE : lim–+ = +–xx→∞∞ ( ) 1 et lim+ = –.–xx→∞∞( ) 52 Limite infinie d’une fonction en un point A  Limite infinie en un point x0Dans ce paragraphe on considère une fonction fdéﬁnie sur un ensemble de déﬁnition Dfcontenant un ensemble du type …… ;    ; xx00][∪][, où les « … » peuvent être un nombre réel ou bien l’inﬁ ni. DÉFINITION :Dire que fa pour limite + ∙en x0signiﬁe que tout intervalle du type ]; [A + ∞ contient tous les nombres fx() pourvu que x soit suﬃ  samment proche de x0. On écrit : lim= + xxfx→∞0() Autrement dit, pour tout nombre A, il existe un nombre α  >0tel que, pour tout xf  ∈D,x∈]x0–α;x0+α[⇒f(x)>A.ATTENTIONf n’est pas définie en x0.
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14 DÉFINITION :Dire que fa pour limite – ∙en x0signiﬁe que tout intervalle du type ] ; [– A∞contient tous les nombres fx()pourvu que xsoit suﬃsamment proche de x0.On écrit  .lim= – xxfx→∞0()Autrement dit, pour tout nombre A il existe un nombre α  >0tel que, pour tout xf  ∈D,x∈]x0–α;x0+α[⇒f(x)<A.Remarque : On dit aussi que fx()(ouftout court) tend vers + ∞ ou– ∞ quand xtend vers x0.EXEMPLE : lim = + xx→∞021 . B  Limite infinie à gauche et à droite en un point x0Dans ce paragraphe on considère une fonction fdéﬁ-nie sur un ensemble de déﬁnition Dfcontenant un ensemble du type ][… ; x0ou][x0 ; …. DÉFINITION :Dire que fa pour limite + ∙en x0–signi-ﬁe que tout intervalle du type ][A ; + ∞contient tous les nombres fx()pourvu que xsoit suﬃsamment proche de x0 et inférieur à x0.On écrit lim= + .–xxfx→∞0() Autrement dit, pour tout nombre A, il existe un nombre α  >0tel que, pour tout xf  ∈D,x ∈  ]x0 – α ; x0[  ⇒ f(x) > A. DÉFINITION :Dire que fa pour limite + ∙en x0+signiﬁe que tout intervalle du type ][A ; + ∞ contient tous les nombres fx()pourvu que xsoit suﬃsamment proche de x0et supérieur à x0. On écrit lim= + .+xxfx→∞0() Autrement dit, pour tout nombre A il existe un nombre α  >0tel que, pour tout xf  ∈D,x ∈ ]x0 ; x0 + α[  ⇒ f(x) > A.EXEMPLE : On a limx→0–1x⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = – ∞ ; en eﬀet soit A un nombre réel ; si A ⩾ 0alors, pour tout x  <0, 1x  <A. Si A < 0alors 1x < A ⇔ 1A < x.  Donc, quel que soit le nombre A < 0 : x ∈  1A ; 0⇒  1x <A.⎡⎣⎢⎤⎦⎥ On aurait de même lim = + .+xx→∞01 DÉFINITION :Dire que fa pour limite – ∙en x0– signiﬁe : pour tout nombre Ail existe un nombre α  >0 tel que, pour tout xf  ∈D, x ∈  ]x0 – α ; x0[  ⇒ f(x) <A. DÉFINITION :Dire que fa pour limite – ∙en x0+signiﬁe : pour tout nombre A il existe un nombre α  >0 tel que, pour tout xf  ∈D, x ∈  ]x0 ; x0 + α[  ⇒ f(x) < A.La notion de limite infinie en un point est spécifique aux fonctions.Elle n’existe pas pour les suites.MOT-CLÉATTENTIONRemarquez que f n’est pas définie enx0 mais est définie « à gauche » ou « à droite » en x0.ATTENTIONDire que x tend vers 1– ne signifie pas que x tend vers –1! Cela signifie que xtendvers 1 en étant inférieur à 1.
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15 2LIMITES DE FONCTIONSCOURSMATHSOn écrit respectivement lim= – –xxfx→∞0() et lim= – +xxfx→∞0() .EXEMPLE : lim–  = ––xx→∞111   et lim–  = – +xx→∞212 .   C  Asymptote verticaleDÉFINITION :Dire que la droite d’équation xx = 0est asymptote verticaleà fsigniﬁe que fx()tend vers l’in-ﬁ ni quand x tend vers x0.Remarque : La droite d’équation xx = 0est aussi asymp-tote à f dans les cas suivants :  limx→x0–f(x) = – ∞ ; limx→x0–f(x) = + ∞ ;x0–f(x) = + ∞ ; limx→x0+f(x) = – ∞ ;x0+f(x) = – ∞ ; limx→x0+f(x) = + ∞.3 Opérations sur les limitesOn suppose que les fonctions considérées sont déﬁnies sur le même ensemble de déﬁni-tion. De plus les limites sont envisagées quand xx  →0, x0étant un nombre réel ou bien l’un des deux symboles – ∞ et + ∞. Enﬁ n, ℓ et ℓ désignent deux nombres réels. A  Cas des fonctions constantesSoit fune fonction constante de valeur ℓ. Quelle que soit la valeur vers laquelle tend x, fx() tend vers ℓ. B  Limite d’une sommeValeur de la limite deLimite éventuelle de f + gfgℓℓ′ℓ + ℓ′ℓ ou + ∞+ ∞+ ∞ℓ ou – ∞– ∞– ∞+ ∞– ∞Il n’y a pas de résultat général.On étudie chaque cas particulier.**On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée.Au lieu de limite de fx() quand xx→0–, on dit aussi limite de fx() à gauche en x0; et on dit aussi limite à droite en x0pourparler de limite de fx() quand xx→0+.INFOATTENTIONNe croyez pas que si x0 ∉ Df alors f a nécessairement une asymptote verticale d’équation x = x0. Par exemple si fxxx()=sin, Df = ℝ* et lim()xfx→0=1.
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16 C  Limite d’un produitValeur de la limite deLimite éventuelle de f × gfgℓℓ′ℓ × ℓ′ℓ ≠ 0+ ∞ ou – ∞∞ avec la règle des signes.*0+ ∞ ou – ∞Il n’y a pas de résultat général.On étudie chaque cas particulier.**+ ∞ ou – ∞+ ∞ ou – ∞∞ avec la règle des signes.** Pour choisir entre + ∞ et – ∞ il suﬃ  t d’appliquer la règle des signes habituelle : 3 × (– ∞) = – ∞,etc.** On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée. D  Limite d’un quotientValeur de la limite deLimite éventuelle de fgfgℓℓ′ ≠ 0ℓℓ′∞ℓ′ ≠ 0∞ avec règle des signes.*ℓ∞000Il n’y a pas de résultat général.On étudie chaque cas particulier.**∞∞∞ouℓ ≠ 00On ne peut conclure que si l’on connaît le signe de g(x) au voisinage de x0.La limite est ∞ avec règle des signes.**Pour choisir entre + ∞ et – ∞ il suﬃ  t d’appliquer la règle des signes habituelle :  0+1 = + ∞, +∞– 2 = – ∞, etc. **On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée.
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17 2LIMITES DE FONCTIONSCOURSMATHSEXERCICE RÉSOLU Limite à l’inﬁ ni de fractions rationnellesÉNONCÉ1. Trouver lim+xx→∞52 et lim+ – . +xxx→∞( )3122. On cherche lim.+ –  +xxxx→∞  53122a.Constater que le théorème sur le quotient de deux fonctions conduit à une forme indé-terminée.b. S’inspirer des techniques relatives aux suites pour déterminer cette limite.MÉTHODE1. On utilise le théorème sur la somme des limites pour déterminer lim+ – . +xxx→∞( )3122. b.Il suﬃt de factoriser le numérateur et le dénominateur par les termes de plus haut degré.CORRIGÉ1. Évidemment lim= + . +xx→∞∞ 52De plus, par somme : limx→+∞ 3x2 = + ∞limx→+∞x = + ∞⎧⎨⎪⎩⎪⇒ limx→+∞(3x2 + x – 1) = +. ∞2. a.On ne peut utiliser le théorème sur les quotients car le cas présent est une forme indé-terminée. En eﬀ et le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers l’inﬁ ni.b. Pour tout x≠0 : 3x2 + x – 1 = 3x21 + 13x – 13x2⎞⎠⎟⎛⎝⎜.Pour tout x ≠ 0, on pose : f (x) = 5x23x2 + x – 1.Donc f(x) = 5x23x21 + 13x – 13x22 = 53 11 + 13x – 13x⎞⎠⎟⎛⎝⎜.Puisque lim = lim = ++xxxx→∞→∞131302, on obtient par somme limx→+∞1+13x–13x2=1⎛⎝⎜⎞⎠⎟.Par quotient : lim+  –  = +xxx→∞1113131 . Donc lim= +xfx→∞ () 53 par produit.
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18 E  Composition des limitesTHÉORÈME :On considère deux fonctions fet gtelles que l’on puisse envisager le calcul defgx()(). Sous réserve d’existence des limites indiquées, on a :• limx→x0g(x)=ℓ⇒limx→x0fg(x)()=f(ℓ)• limx→x0g(x) = + ∞ ⇒ limx→x0fg(x)()=limx→+∞f(x)• limx→x0g(x) = – ∞ ⇒ limx→x0fg(x)() = limx→–∞f(x)EXEMPLE : Puisque lim+ = +  –xx→∞∞  21 et lim = + +xx→∞∞   alors lim+  = +  –xx→∞∞ 21.En eﬀet si on pose fxx() = et gxx() = +  21, on trouve xfgx21 +  = ()()car fgxgx()()() =  et on utilise le théorème : lim+  = lim = +  –+xxxx→∞→∞∞21.4 Limite et comparaisonLes théorèmes suivants sont analogues à ceux concernant les suites. On considère trois fonctions déﬁnies sur le même ensemble D de telle sorte que les limites évoquées aient un sens. Le symbole x0 désigne soit un nombre réel, soit – ,∞ soit + ∞.De plus les limites envisagées peuvent aussi se comprendre à droite ou à gauche en x0. A  Limite et encadrementTHÉORÈME :On considère trois fonctions f, get htelles que pour tout x ∈ D,f(x) ⩽ g(x) ⩽ h(x).Silim= xxfx→0() ℓet lim= xxhx→0() ℓ′alors, si ga une limite en x0 : ℓ ⩽ limx→x0g(x) ⩽ ′ℓ B  Théorème des gendarmesTHÉORÈME : On considère trois fonctions f, g et h telles que pour tout x ∈ D : f(x) ⩽ g(x) ⩽ h(x)Alors :• soit ℓ un nombre réel. Si lim= lim= xxxxfxhx→→00() () ℓ alors lim= xxgx→0() ℓ;• silim= +xxfx→∞0() alors lim= + xxgx→∞0() ;• silim= – xxhx→∞0()  alors lim= – .xxgx→∞0() Remarques : 1.Dans le cas d’une limite ﬁnie, les trois fonctions sont en jeu. Dans le cas d’une limite inﬁ nie, on voit que seules deux des trois interviennent.2. Le théorème s’applique aussi s’il y a des inégalités strictes.En particulier, si une fonction est positive alors, en cas d’existence, sa limite est positive.INFO
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 2LIMITES DE FONCTIONSOBJECTIF BAC19MATHSOn considère deux nombres réels aet b. Le but du problème est d’examiner les allures de la fonction f déﬁ nie par fxaxaxxb() = + + +    2221 selon les valeurs de a et de b.On appelle f  la courbe représentant f dans un repère.1. Pour quelle valeur de ala courbe fadmet- elle pour asymptote l’axe des abscisses en + ∞?On suppose dans la suite que a  ≠0.2. a. Pour quelles valeurs de a la courbe f  admet- elle une asymptote horizontale en + ∞ ?b. Quelle est l’équation de cette asymptote ?3. a. Pour quelles valeurs de b la courbe f  admet- elle deux asymptotes verticales ?b. On suppose que a = 1 et b = –9. Déterminer les limites de fx() lorsque x tend vers :–  ; + ∞; –3; –3 ; 3; 3–+–+∞4. Parmi les allures de courbes suivantes, il y en a une qui ne saurait représenter f. Laquelle ? Pourquoi ?xyOxyOxyOSUJET DE TYPE BACQUIZCocher la bonne réponse.Le symbole x0 désigne un nombre réel ou –∞ou+∞.1.Si une fonction est négative alors il est possible que l’on ait lim=xxfx→01().  a. Vrai  b.Faux2. Si pour tout xf∈D,  fx()>0 alors on a nécessairement limxxfx→>00().  a. Vrai  b.Faux3. On considère deux fonctions f et g définies sur le même ensemble de définition.Si lim=xxgx→00() alors nécessairement limxxfxgx→0()() est infinie.  a. Vrai  b.Faux4. On considère deux fonctions f et g définies sur le même ensemble de définition.Si lim=+xxgx→∞0() alors nécessairement lim=xxfxgx→00()().  a. Vrai  b.Faux5. 00× est une forme indéterminée.  a. Vrai  b.FauxCORRIGÉS 1. Faux. 2. Faux. 3. Faux. 4. Faux. 5. Faux
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20CORRIGÉ1. La courbe fadmet pour asymptote l’axe des abscisses en +∙si et seulement si lim= +xfx→∞ () 0.• Supposons a  ≠0. Alors, pour tout x ∈ ℝ* :  f(x) = a2x21 + 1ax + 1a2x2x21 + bx2 = a21 + 1ax + 1a2x21 + bx2⎞⎠⎟⎛⎝⎜⎞⎠⎟⎛⎝⎜Par quotient, on en déduit que limx→+∞f(x) = a2.Il en résulte que l’axe des abscisses n’est pas asymptote à f  en + .∞• Si a = 0 alors fxxb() = +  12. Donc lim()x→+∞x2 + b= + ∞ ⇒ limx→+∞ f(x) = 0 par quotient.En conclusion, f  a pour asymptote l’axe des abscisses en + ∞ si et seulement si a = 0.2. a.D’après l’étude précédente, fa une asymptote horizontale pour toute valeur de a ≠ 0.b.Puisque lim= +xfxa→∞ () 2 l’équation de l’asymptote horizontale en + ∞ est ya = 2.3. a.La courbe fa une asymptote verticale d’équation xx = 0si et seulement si la limite de fx()quand xtend vers x0à gauche ou à droite est inﬁnie. Pour cela il est nécessaire que l’on puisse trouver des valeurs de x telles que xb20 + =  . Il faut donc que l’on ait b  <0.Notons x1et x2les solutions de l’équation xb20 + =.   Ces deux nombres n’annulent pas le numérateur defx(). En eﬀet le discriminant de axax221  + + est égal àaaa22243  – = –. Étant strictement négatif, le numérateurde fx()ne s’annule pour aucune valeur de x. La limite defx() est donc inﬁ nie à droite et à gauche de x1 et de x2.En conclusion f admet deux asymptotes verticales si et seulement si b  <0.b. On a fxxxx() = + + –    2219. D’après la question 1., on sait déjà que lim= +xfx→∞ () 1.On trouverait de même lim= –xfx→∞ () 1.D’autre part le tableau suivant fournit le signe de 92 – x.x– ∞–33+ ∞x2– 9+0 0+On trouve alors :limx→–3–(x2 + x + 1) = 7limx→–3–(9 –x2) = 0+ ⇒ limx→–3–f(x) = + ∞ par quotient.⎧⎨⎪⎩⎪limx→–3+(x2 + x + 1) = 7limx→–3+( ) = 0–⎧⎨⎪⎩⎪ ⇒ limx→–3+f(x) = – ∞ par quotient.9–x2De même limx→3–f(x)=–∞ et limx→3+f(x)=+∞ par quotient.4.La première courbe ne saurait représenter la fonction fcar elle a une asymptote dont l’équation est y = ℓ, ℓétant strictement négatif. Or on a vu que l’équation de l’asymptote est ya = 2.Ne pas oublier que « 00 » est une forme indéterminée.INFO
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21  MATHÉMATIQUESMATHS3 Continuité et dérivationLe calcul de dérivées permet de modéliser un problème lorsque les données varient. Dans ce chapitre, nous allons démontrer de nouvelles «  formules » de dérivées.1 Continuité d’une fonction numérique A  Notion intuitive de continuitéa Exemples de fonctions continues et non continuesSoit f une fonction déﬁ nie sur un intervalle I de ℝ.Lorsque la courbe représentative de fne présente pas de « saut », c’est-à-dire lorsque cette courbe se trace d’un seul tenant, sans lever le crayon de la feuille, on dit que fest continue sur I.EXEMPLES : •La fonction dont la courbe représentative est la courbe ci-dessous est conti-nue sur [,]–;215.•La fonction dont la courbe représentative est la courbe ci-dessous n’est pas continue sur []–;11, car elle n’est pas continue en 0. En revanche, elle est continue sur chacun des inter-valles [ [[ ].–; et; 1001 On dit qu’elle est continue « par morceaux ».111xyO11xyO2()b Continuité des fonctions usuelles Les fonctions polynômessont continues sur ℝ, la fonction inverseest continue sur–; ∞][ 0 et sur 0 ; +∞][.D’une manière plus générale, les fonctions rationnelles, qui sont des quotients de deux polynômes, sont continues sur chaque intervalle de leur ensemble de déﬁ nition.  La fonction racine carrée est continue sur [[0 ; +∞.Une fonction est continue sur un intervalle si elle est continue en tout point de cet intervalle.MOT-CLÉ
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22 B  Théorème des valeurs intermédiairesSoit f  une fonction déﬁ nie et continue sur un intervalle I, soient a et b deux réels de I.THÉORÈME :Pour tout réel kcompris entre fa()et fb()il existe au moins un réel ccompris entre a et b tel que fck() = .Remarque : Cela revient à résoudre l’équation fxk() = ,ou encore à dire que, si kest comprisentre fa()et fb(), l’équation fxk() = admet au moins une solution comprise entre aet b : c’est le nombre c.Sur le graphique ci-contre, nous remarquons que l’équation fxk() =  admet trois solutions : x0, x1 et x2. C  Corollaire (théorème de la bijection)THÉORÈME :Sifest une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle ab  ;[]alors pour tout réel kcompris entre fa()et fb(), l’équation fxk() = a une solution unique dans ab ; [].EXEMPLE :Dans l’exemple ci-contre, f est croissantesur I = ; [ ]abalors fafb()  ()<donc kappatient à[() ()]fafb; , cet intervalle est noté f()Iet est appeléintervalle image de I par f . Et x0est l’unique solution del’équation f (x) = k.2112bf(b)kf(a)a−1−1xx1x2x0OyATTENTIONL’hypothèse de la continuité est essentielle.Par rapport au théorème des valeurs intermédiaires, l’hypothèse de stricte monotonie de la fonction sur [a ; b] donne l’unicité de la solution de f (x) = k sur [a ; b].INFO231123bf(b)kf(a)axx0OyEXERCICE RÉSOLU Démontrer l’existence d’une unique solution à l’équation f(x) = 0ÉNONCÉMontrer que l’équation (E) :–  + – + = xxx3220   admet une unique solution dans 12  ;[].MÉTHODE Pour démontrer ce résultat nous allons appliquer le théorème de la bijection aveck = 0.Lorsqu’on applique ce théorème à une fonction, il faut s’assurer que la fonction choisie vériﬁ e bien toutes les hypothèses du théorème.
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23 3CONTINUITÉ ET DÉRIVATIONCOURSMATHS2 Dérivation A  Nombre dérivé d’une fonction en un pointSoit f une fonction déﬁ nie sur un intervalle I.Soient a et h deux réels tels que a et a + h soient dans I (h non nul).DÉFINITION :Dire que f est dérivable ena, signiﬁe que la limite lorsque htend vers 0 du taux d’accroissement de f en a est un nombre réel. Dans ce cas, la limite de ce taux d’accroissement est appelée nombre dérivéde fen a. On le note ′f(a).On a donc : →fafahfahh() lim( ) ()= + ′ – 0.Si la limite de ce taux n’est pas la même selonqueh tend vers 0+ ou vers 0–, la fonction n’est pas dérivable en a.Mais on peut parler des nombres dérivés à droite et àgauchedef ena.MOT-CLÉCORRIGÉAppliquons le théorème de la bijection. Pour cela on introduit la fonction fdéﬁnie par fxxxx()  = – +  – + 322. Résoudre l’équation (E) équivaut à résoudre fx() = 0.Il faut s’assurer que la fonction fvériﬁe toutes les hypothèses du théorème de la bijec-tion. On doit vériﬁ er que :• f est continue sur 12 ; [] ;• f est strictement monotone sur 12 ; [] ;• 0 est compris entre f()1 et f()2.f est une fonction polynôme donc f est continue sur ℝ, et en particulier sur 12 ; [].Pour montrer que fest strictement monotone, déterminons la dérivée de fet montrons qu’elle est de signe constant sur 12 ; [].fest une fonction polynôme donc elle est dérivable sur 12 ; [] et pour tout x de 12 ; [] : fxxx()′  = – + – 3212.Pour étudier le signe de fx()′, on calcule Δ : = – ––= –24318.Δ2()() Comme Δ < 0,   ′f(x)est du même signe que le coeﬃcient de x2 dans l’expression – + – 3212xx . Donc   ′f(x) est négatif.f est donc strictement décroissante sur ℝ, et donc sur 12  ;[]. f(1)=–1+1–1+2=1et f()    2= – +  – + = –+ = –2222844.32f()1et f()2sont de signe contraire donc 0 est bien compris entre f(2) = –4 et  f(1) = 1.On conclut alors, d’après le théorème de la bijection, que l’équation fx() = 0admet une unique solution. Autrement dit,  l’équation (E) – +  –  + = xxx3220 admet  une unique solution dans l’intervalle [1;2].2–1Solutionf(2) = −4f(1) = 111–1xyOde f(x) =0ATTENTIONOn peut remarquer ici que f étant  décroissante sur [1 ; 2], l’image par f de [1 ; 2] est [ f (2) ; f (1)] = [– 4 ; 1].
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24 B  Fonctions dérivéesa Lien entre dérivabilité et continuité DÉFINITION : Soit f  une fonction déﬁ nie sur un intervalle I.Dire que f  est dérivable sur Isigniﬁe fest dérivable en tout point de I. La fonction dérivée de fest alors notée  ′fet est telle qu’à tout élément xde I elle associe son nombre dérivé fx()′. THÉORÈME :Toute fonction fdérivable en aest conti-nue en a.b Récapitulatif des dérivées usuellesDans ce tableau, fdésigne une fonction et  ′fsa dérivée. I est l’intervalle sur lequel fest dérivable.Fonction fDérivée f ′Intervalle I  x ↦ C (C ∈ ℝ)x  ↦0ℝxaxb  ↦+xa  ↦ℝxx  ↦2xx  ↦2ℝxx  ↦1xx  ↦–21–∞ ; 0][ et 0 ; +∞][xx  ↦xx ↦ 12]0;+[∞x ↦ xn(n ∈ ℕ*)xnxn–↦1ℝxxn↦ 1xnxn–+↦ 1–∞ ; 0][ et 0 ; +∞][c Opérations sur les dérivéesDans ce tableau, uet vsont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, λest un nombre réel. Lorsque les fonctions λu, u + v, uv, 1u, vu sont dérivables sur I, on a :FonctionsDérivéesλλu,   ∈ℝλ′uuv + ′u + ′vuv′uv + u′v1u–′uu2uv′uv – u′vv2La réciproque de ce théorème est fausse. En effet la fonction valeur absolue est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0.INFO
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25 3CONTINUITÉ ET DÉRIVATIONCOURSMATHS C  Compléments sur le calcul des dérivéesDans ce tableau uet fsont deux fonctions dérivables respectivement sur les intervalles I et J qui vériﬁ ent   u(I) ⊂ J.ConditionsFonctionDérivée∀x ∈ I, u(x) > 0xux  ()↦x ↦ ′u(x)2u(x)  ∀x ∈I, u(x) ≠ 0x ↦ u(x)()n, n∈ ℤx ↦ n′u(x) un–1(x)axb   + J∈xfaxb  ( )↦+ x ↦ a′f(ax + b)ux()  ∈Jxfux  ()↦()x ↦ ′u(x) ′fu(x)()3 Deux fonctions trigonométriques A  La fonction sinusa Rappels La fonction fxx sin: ↦ est déﬁ nie sur ℝ. La fonction sinus est périodique de période 2.πLa fonction sinus est impaire. Sa représentation graphique admet donc un centre de symé-trie qui est l’origine du repère. On peut donc choisir d’étudier la fonction sinus sur [; ]0 π.b Étude des variations de la fonction sinus sur [0;π] On admet que la fonction sinus est dérivable sur ℝ et que sa dérivée est x ↦ cosx.La fonction sinus est strictement croissante sur 0 ; π2⎡⎣⎢⎤⎦⎥et strictement décroissante sur π2 ; π⎤⎦⎥⎤⎦⎥. On en déduit le tableau de variations de la fonction sinus sur [0 ; ]π.x0π2πcos(x)+0–sin(x)010
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26On en déduit la représentation graphique de la fonction sinus sur [; ]0 π. Puis on complète sur –π ; π[]par symétrie par rapport à l’origine, puis sur ℝ, par translation de vec-teur 2kπi (k ∈ ℤ).xy–ππ2π3π1OCourbe sur [0 ; π]Translation de vecteur 2πSymétrie parrapport à Oic Dérivée de x ↦ sin (ax + b)La fonction fxaxb   sin( ): + ↦, avec a et b réels, est dérivable sur ℝ et a pour dérivée :     ′f: x ↦ acos(ax + b) B  La fonction cosinusa Rappels La fonction xx  cos↦ est déﬁ nie sur ℝ. La fonction cosinus est périodique de période 2π.La fonction cosinus est paire. Sa représentation graphique admet donc un axe de symé-trie qui sera l’axe des ordonnées. On peut donc choisir d’étudier la fonction cosinus sur  0 ; π[].b Étude des variations de la fonction cosinus  sur [0 ; π] On admet que la fonction cosinus est dérivable sur ℝ et que sa dérivée est     x ↦ –sinx. La fonction cosinus est strictement décroissante sur 0 ;π[]. On en déduit le tableau de variations de la fonction cosinus sur 0 ;π[].x0π– sin(x)–cos(x)1–1
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 3CONTINUITÉ ET DÉRIVATIONOBJECTIF BACMATHSOn en déduit la représentation graphique sur 0 ;π[]de la fonction cosinus, que l’on complète sur  [–π ; π]par symétrie par rapport à l’origine, puis sur ℝ, par translation de vecteur 2kπi ()k∈ℤ.xy–ππ2– 2OCourbe sur [0 ; π]Symétrie par rapport à l’axe des ordonnées2πTranslation de vecteur –2πiTranslation de vecteur 2πic Dérivée de x ↦ cos(ax + b)La fonction gxaxb: +   cos( )↦, avec a et b réels, est dérivable sur ℝ et a pour dérivée :   ′g: x ↦ –asin(ax + b).27Cocher la bonne réponse.1. Soit f une fonction numérique définie sur l’intervalle [– 1 ; 3] et a un réel de cet intervalle. Dire si les affirmations sont vraies ou fausses.a. Si f est continue sur [– 1 ; 1] et sur [1 ; 3] alors f est continue sur [– 1 ; 3].b. Si f est continue sur [– 1 ; 3], elle est dérivable sur [– 1 ; 3].c. Si f est dérivable en a elle est continue en a.d. Si f est dérivable sur [– 1 ; 1] et sur [1 ; 3] alors f est dérivable sur [– 1 ; 3].2. On a tracé la courbe représentative d’une fonction f sur [– 5 ; 5]. Par lecture graphique, dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses. a. La fonction f n’est pas continue en 2.b. La fonction f est continue en – 2.c. La fonction f est continue sur [– 2 ; 3].d. La fonction f est continue sur ]– 2 ; 2[.e. La fonction f et continue sur [2 ; 4[.3. Vrai ou Faux ?a. La fonction  x ↦ | x | est dérivable sur ℝ.b. La fonction    x ↦ xx est dérivable en 0.4. Soit f la fonction définie sur ℝ par f (x) = (2x2 + 3)3. La fonction dérivée de fest:  a. f ′: x ↦ 3(2x2 + 3)2  b. f ′: x ↦ 6(2x2 + 3)2  c. f ′: x ↦12x(2x2 + 3)2xy–2–5205ijQUIZCORRIGÉS 1. a. Vrai. b. Faux. c. Vrai. d .Faux – 2. a. Vrai. b. Faux. c. Faux. d. Vrai. e. Vrai – 3. a. Faux. b. Vrai – 4. c 
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28SUJET DE TYPE BACOn considère la fonction f déﬁ nie sur ℝ par fxxxx()=  –  – + 232332.Montrer que l’équation fx() = 0 admet une unique solution sur ℝ.CORRIGÉLa fonction fest une fonction polynôme donc continue sur ℝ. Pour montrer que l’équation fx() = 0admet une unique solution sur ℝ, appliquons le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires (théorème de la bijection) sur chaque intervalle où fest strictement mono-tone. Pour cela commençons par étudier les variations de f sur ℝ.f est dérivable sur ℝ et pour tout x réel : ′f(x) = 2x2 – x – 1.Étudions alors le signe de   ′f(x). = Δ + = 189 : il y a deux racines réelles distinctes x113412 = –  = – et x21341 = +  = .Ainsi : ′f(x) ⩾ 0 ⇔ x ∈ –∞ ; –12⎤⎦⎥⎤⎦⎥ ∪ [1 ; +∞[ et ′f(x) < 0 ⇔ x ∈ –12 ; 1⎤⎦⎥⎡⎣⎢.On en déduit le tableau de variations de fsur ℝ :x– ∞−121+ ∞f ′(x)+0_0+f (x)– ∞7924136+ ∞On a f() 1136= et f–12⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = 7924. De plus limx→+∞f(x) = limx→+∞23x3⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = +∞et de mêmelimx→–∞f(x) =  –∞.f est strictement monotone sur trois intervalles.• fest strictement croissante et continue sur I1 = –∞ ; –12⎤⎦⎥⎤⎦⎥, or 0 appartient à f(I1) = –∞ ; 7924⎤⎦⎥⎤⎦⎥ (image de I1par f  ) donc, d’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires, on peut aﬃ  rmer que l’équation fx() = 0 admet une unique  solution sur I1.• fest strictement décroissante et continue sur I2 = –12 ; 1⎡⎣⎢⎤⎦⎥, or 0 n’ appartient pas à f(I2) = 7924 ; 136⎡⎣⎢⎤⎦⎥, l’équation fx() = 0n’admet donc pas de solution sur I2.• fest strictement croissante et continue sur I = ; +31[ [∞, or 0 n’appartient pas àf(I3) = 136 ; +∞⎡⎣⎢⎡⎣⎢, l’équation fx() = 0 n’admet donc pas de solution sur I3.Finalement f (x) = 0 n’admet qu’une seule solution sur ℝ, cette solution se trouve dans l’in-tervalle  –∞ ; –12⎤⎦⎥⎡⎣⎢.On se place sur chacun des intervalles où feststrictementmonotone.MÉTHODE
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29  MATHÉMATIQUESMATHS4  Étude de fonctionÉtudier une fonction fsignifie qu’il faut étudier les propriétés de f. Pour cela, il est recommandé de procéder avec méthode en respectant un plan d’étude précis.1 Recherche de l’ensemble de définitionDÉFINITION : L’ensemble de déﬁnitiond’une fonction est l’ensemble des valeurs de xpour lesquelles on peut calculer fx().EXEMPLE : Soit fxxxx :   ↦234262–  + – . fx()est déﬁnie si et seulement si 42602xx + –    ≠.L’ensemblede déﬁnition de f est donc   Df = –∞;–32⎤⎦⎥⎡⎣⎢∪–32 ; 1⎤⎦⎥⎡⎣⎢∪1 ; +∞⎤⎦⎡⎣.2Recherche des symétries éventuelles de la courbeDans certains cas on peut réduire l’intervalle d’étude d’une fonction car cette fonction a des propriétés particulières, notamment des propriétés de parité ou de périodicité. DÉFINITION : Une fonction est pairesi et seulement si, pour tout x de Df, –x est dans Df et fxfx(–) = ().La courbe représentant fest alors symétrique par rapport à l’axe des ordonnées. DÉFINITION : Une fonction est impairesi et seulement si, pour tout x de Df , –x est dans Df et fxfx(–) = –().La courbe représentant fest alors symétrique par rapport à l’origine du repère. DÉFINITION : Une fonction est périodiquede période Tsiet seulement si, pour tout xde Df, x + Test dans Dfetfxfx(+ T) = () . On peut alors étudier la courbe sur unintervalle de longueur T.3Limites aux bornes de DfL’ensemble de déﬁnition Dfd’une fonction fest une réunion d’intervalles dont les extré-mités sont les bornes de Df. On détermine les limites aux bornes de l’ensemble de déﬁni-tion de la fonction. Du calcul de ces limites on déduit l’existence éventuelle d’asymptotes  parallèles aux axes.Cette écriture de l’ensemble de définition est utile car elle permet de visualiser les limites qu’il faudra calculer.INFOSi f est paire ou impaire, on peut réduire l’intervalle d’étude à ℝ+∩Df. On obtient la courbe sur Df par symétrie par rapport à l’axe des ordonnées ou par rapport à l’origine du repère.INFOSi f est périodique de période T, la courbe est obtenue sur ℝ par des translations de vecteurs kiT (k ∈ ℤ) du morceau tracé sur un intervalle d’amplitude T.INFO
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30Silim() xfxℓ→∞+= (resp. lim xfxℓ→ ∞–()= ) alors la droite d’équation y = ℓest asymptote à la courbe quand x tend vers +∞ (resp –∞).Silimxafx→∞+() = +(resp. limxax→∞+() = –f) alors la droite d’équation x = aest asymptote à la courbe quand x tend vers a+. On a le même résultat pour x tend vers a–.EXEMPLE : Soit fxxx : ↦2312 – – . f est déﬁ nie surDf = ]– ∞ ; 1[∪]1 ; +∞[.•  =++lim limlim xxxfxxxx→∞→∞→∞∞+()=  = +222.• De même en –∞ on obtient  =––lim() limlim xxxfxxxx→∞→∞→∞∞–=  = –222.•Par quotient, on a aussi limxfx→∞1–() = +et lim() xfx→∞1+= –. De ces deux limites on déduit que la droite d’équation x=1 est asymptote à la courbe représentant f.4 Étude de la dérivabilité et fonction dérivée On détermine l’ensemble sur lequel  f  est dérivable.  On détermine ensuite la dérivée de  f  sur cet ensemble.EXEMPLE :Soit fxxx :   ↦2312 – – . f est dérivable sur ] ; [–∞1 et sur ] ; [1+∞.f  est de la forme uvavecuxx() =  – 232 et vxx()  = – 1, d’oùuxxʹ= () 4 et vxʹ() = 1. Ainsi fʹ(x) = 4x(x – 1) – (2x2 – 3)(x – 1)2 = 2x2 – 4x + 3(x – 1)2.5Étude du signe de la dérivée et tableau de variationsOn étudie rigoureusement le signe de la dérivée de  f et on dresse le tableau de variations de  f  sans oublier de tenir compte de l’ensemble de déﬁ nition.On regroupe dans ce tableau les résultats des limites et les autres valeurs remarquables (extrema, etc.).EXEMPLE :Dans l’exemple précédent, f′(x)est du signe de 2432xx – +  car ( )x– 12est toujours positif. On étudie ce signe : Δ    = – = –16248 <0 donc 2432xx – +  est toujours positif. On a donc le tableau de variations suivant :x− ∞1+ ∞f ′(x)++f (x)− ∞+ ∞− ∞ + ∞Il est intéressant de factoriser au maximum la dérivée pour étudier ensuite son signe.CONSEIL
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31 4ÉTUDE DE FONCTIONCOURSMATHS6Tracé de la courbePour obtenir la courbe représentant fsur Df, on commence par tracer les asymptotes éventuelles, les points particuliers (extrema), les tangentes horizontales, puis on trace la courbe représentant fsur l’intervalle d’étude, en tenant compte de la parité et de la périodicité de la fonction. Lesextrema sont les points où la  dérivée s’annule et change de signe. Lestangenteshorizontales sont les  tangentes aux points où la dérivée s’annule.MOTS-CLÉSEXERCICE RÉSOLU Étudier une fonctionÉNONCÉÉtudier la fonction fxxx :   ↦24422 – .MÉTHODEOn suit le plan d’étude du cours.CORRIGÉ◗ Ensemble de déﬁ nitionfx() est déﬁ nie si et seulement si 4402x    –≠. Or 444141122xxxx – = ( – ) = (– )(+ )   .41101( )( ) ⇔   xxx– + = = oux = –1. L’ensemble de déﬁnition de fest donc Df = – –ℝ { ; }11 ou encore   Df = ]–∞ ; –1[∪]–1 ; 1[∪]1 ; +∞[.◗ Limites aux bornes de l’ensemble de déﬁ nitionlimx→–∞f(x) = limx→–∞2x24x2 – 4 = limx→–∞2x24x2 = limx→–∞12 = 12limx→+∞f(x)=limx→+∞2x24x2–4=limx→+∞2x24x2=limx→+∞12=12On déduit de ces deux limites que la droite d’équation y = 12est asymptote à la courbe au voisinage de +∞ et de –∞.lim() lim() xxxx→→––+=  – = 1–21–222440⎧⎨⎪⎩⎪ donc lim()xfx→ −∞1–= + par quotient.limx→–1+(2x2) = 2limx→–1+(4x2 – 4) = 0–⎧⎨⎪⎩⎪ donc lim() xfx→∞–+= –1 par quotient.La droite d’équation x = –1 est asymptote à la courbe.limx→1–(2x2)=2limx→1–(4x2–4)=0–⎧⎨⎪⎩⎪ donc limx→1–f(x)=–∞.
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32limlimxxxx→→121222440++() = ( – ) = +⎧⎨⎪⎩⎪ donc lim) xfx→∞1+= +(.La droite d’équation x=1 est asymptote à la courbe.◗ Étude de la dérivabilité et détermination de la dérivéef est dérivable sur ] ; [––∞1, sur ] ; [–11 et sur ] ; [1+∞.Pour tout x de Df on a f′(x) = 4x(4x2 – 4) – (2x2)(8x)(4x2 – 4)2=– 16x(4x2 – 4)2.◗ Étude du signe de la dérivée et tableau de variationsf ′(x) est du signe de –16x car ()4422x –  est toujours positif.f′(x) ⩽ 0 ⇔ x ∈ [0 ; 1[∪]1 ; +∞[ et f′(x) > 0 ⇔ x ∈ ]–∞ ; –1[∪]–1 ; 0[.Nous en déduisons le tableau de variations de f et le tracé de la courbe. x–∞–101+∞f ′(x)++0––f (x)12+∞–∞ 0–∞+∞12xy1O1–1Tangente horizontaleAsymptote horizontaleAsymptote verticale
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 4ÉTUDE DE FONCTIONOBJECTIF BAC33MATHSDans les questions 1 à 5, répondre par vrai ou faux.1.Soit f une fonction et f  sa courbe représentative dans le plan muni du repère (;,)Oij.a. Si la tangente à la courbe f  au point A(2)0; est la droite d’équation y=2 alors f =()02′.b.Si f()–=10 et si f =()−13′ alors la tangente à f  au point d’abscisse – 1 a pour équation yx=3.c. Si la tangente à f  au point B15)(; est parallèle à la droite d’équation yx=+21 alors f (1) = 2′.2. Soit f une fonction dérivable sur ℝ. La courbe  de sa dérivée est donnée ci-contre.a. f admet un maximum en x=94.b.f est strictement décroissante sur ];[–∞1.c. f admet un minimum en x=1.d. f est positive sur [;[1+∞.3. La fonction dérivée de xx21+ est toujours positive.4. Une fonction L définie et dérivable sur ];[0+∞ telle que pour tout réel x de];[0+∞ :  L′=()xx1 et L=()10 est négative sur ];[01 et positive sur ];[1+∞.5. La fonction A définie et dérivable sur [;]01 telle que, pour tout xde[;]01, A′=+()()xxx2122,  est positive sur [0 ; 1].QUIZSUJET DE TYPE BACRésoudre une équation ou une inéquationOn note (E) l’équation xx31540 – – =    et (I) l’inéquation xx31540 – –    >.P 1 : Étude d’une fonctionf  est la fonction déﬁnie sur ℝ par fxxx()  =  – – 3154.1. Justiﬁer la continuité de f  sur ℝ.2. Étudier les limites de f  en +∞ et –∞.3. Déterminer les variations de f  et dresser son tableau de variations.4. Démontrer que l’équation fx() = 0 admet exactement trois solutions sur ℝ.5. L’une des solutions est un nombre entier, donner un encadrement d’amplitude 102– de chacune des autres solutions α et βavecα < β.6. Étudier le signe de la fonction f. En déduire l’ensemble des solutions de (I).P 2 : Méthode algébrique1. Déterminer les réels a, b, c tels que, pour tout x réel, xxxaxbxc321544 – – = –  + +   ( )( ).2. Résoudre (E).3. Résoudre (I).xyO194CORRIGÉS 1. a. Faux. b. Faux. c. Vrai – 2. a. Faux. b. Vrai. c. Vrai. d. Faux – 3. Faux – 4. Vrai – 5. Faux
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34CORRIGÉP 1 : Étude d’une fonction1. f est continue sur ℝ car f est une fonction polynôme.2. fest une fonction polynôme donc ses limites en l’inﬁni sont égales aux limites en l’inﬁni de son monôme de plus haut degré : ++lim() lim() xxfxx→∞→∞∞= = +3 et ––lim() lim() xxfxx→∞→∞∞= = –3.3. f est dérivable sur ℝ et pour tout x de ℝ on a ′f(x) = 3x2 – 15.′f(x) ⩾ 0 ⇔ x ∈ ]–∞ ; –5]∪[5 ; +∞[et ′f(x) < 0 ⇔ x ∈ ]–5 ; 5[x– ∞5–5+ ∞f ′(x)+0–0+f (x)– ∞105−4−105−4+ ∞4.Sur ] ; ]––∞5, f est continue et strictement croissante.   0 ∈ limx→–∞f(x) ; 105 – 4⎤⎦⎡⎣donc d’après le corollaire du théorème des valeurs intermédiaires, l’équation fx() = 0 admet une unique solution sur cet intervalle. On procède de la même façon sur ] ; [–55et sur] ; [5+∞. Finalement l’équation fx() = 0 admet trois solutions sur ℝ.5.À la calculatrice, on trouve que α ,= –373à 102–par excès et β ,= –027à 102–par excès. La solution entière est 4.6. f(x) ⩾ 0 ⇔ x ∈ [α ; β]∪[4 ; +∞[ et f(x) < 0 ⇔ x ∈ ]–∞ ; α[∪]β ; 4[Les solutions de l’inéquation (I) sont donc 4+] ; [] ; [αβ∪∞.P 2 : Méthode algébrique1. xxxaxbxc321544 – – = –  + +   ( )( )  ⇔     ( )( xxaxbaxcb33215444– – =  + –  + – )) xc– 4Les réels abc,, vériﬁ ent donc le système : a = 1b – 4a = 0c – 4b = −15–4c = –4⎧⎨⎪⎪⎩⎪⎪ ⇔ a = 1c = 1b = 4a = 4c = –15 + 4b = –15 + 16 = 1⎧⎨⎪⎪⎩⎪⎪.On a donc xxxxx32154441 – – –  + +  ( )( )=.2. Résolvons alors xx31540 – – =   .xxxxx3215404410 – – = –  + + =    ⇔  ⇔ ( )( )      x– = 40ou xx2410 + + =   Δ    = – = 44122 donc les solutions sont : x1412223 = ––  =––       et  x223  = –+ .Les solutions de (E) sont donc x123 = ––  , x223 =–+    et x34 = .3. Pour résoudre (I) dressons un tableau de signes.x– ∞−2−3−2+34+ ∞x – 4–––0+x 2 + 4x + 1+0–0++f (x)–0+0–0+On retrouve bien les solutions obtenues dans la première partie.Deux polynômes sont égaux si et seulement si les coefficients de leurs monômes de mêmes degrés sont égaux.INFO
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35  MATHÉMATIQUESMATHS5 La fonction exponentielleLa fonction exponentielle permet de modéliser certaines évolutions trèsrapides. On dit alors que ces croissances sont « exponentielles ». En outre lafonction exponentielle possède des propriétés algébriques remarquables...1 Définition  THÉORÈME : Il existe une unique fonction f, dérivable sur ℝ, telle que : f ′= f et f(0) = 1. Cette fonction est appelée fonction exponentielle et est notée exp.On note exp : x ↦ exp(x). La fonction exponentielle ne s’annule pas sur ℝ. Conséquences immédiates• La fonction exponentielle est dérivable donc continue sur ℝ : ∀x ∈ ℝ, (exp′)(x) ()  = expx.• exp 0 = 1• exp(x) > 0• La fonction exponentielle est strictement croissante sur ℝ.• La fonction exponentielle est déﬁ nie sur ℝ à valeurs dans ]0 ; + ∞[. Dérivée de la fonction exp(u)Soit uune fonction dérivable sur un intervalle I, la fonction x ↦exp(u(x)) est dérivable sur I et sa dérivée est x ↦ u′(x) exp(u(x)).2 Propriétés algébriques  Relation fondamentale : Pour tous x et y réels, exp(x + y) = (exp(x)) × (exp(y)). Autres propriétés : Soient a, b, x et y des nombres réels. • exp(a) < exp(b) ⇔ a < b• exp(a) = exp(b) ⇔ a = b• exp() exp–= x(  ) x1• exp( ) expexpxy(x)(y)– = .• Pour tout x1, x2, … , xn réels, exp(x1 + x2 + … + xn) = exp(x1) exp(x2) … exp(xn).• Pour tout n dans ℤ, [exp(x)]n = exp(nx).3 Notation définitiveLes dernières propriétés permettent de constater que la fonction exp possède des pro-priétés similaires à celles des puissances sur les nombres réels. On sait que pour tout entier relatif non a [exp(1)]n = exp(n). Par convention, on étend cette dernière relation à tout réel x. On pose e = exp(1). On a alors exp(x) = [exp(1)]x = ex.La première propriété traduit la croissance de exp sur ℝ. La seconde traduit le fait que la fonction exponentielle est une bijection.INFO
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36 Désormais, la fonction exponentielle se notera : exp : x ↦ ex.e = exp(1) est un nombre réel dont une première approximation est e ≈ 2,718. On peut alors donner une nouvelle écriture des propriétés de la fonction exponentielle. Pour tous nombres réels x, y :• e0 = 1 • ex+y = exey • eexx– = 1• eeexyxy– =  • Pour tout n ∈ ℤ : (ex)n = enx.La fonction exponentielle est dérivable sur ℝet sa dérivée est x ↦ ex.Siuest une fonction dérivable sur I alors la fonction x ↦ eu(x) est dérivable sur I de dérivée x ↦ u′(x)eu(x).Il est beaucoup plus facile de les retenir sous cette forme car elles font penser aux règles de calcul des fonctions puissance.CONSEILEXERCICE RÉSOLU Résoudre une équation ou une inéquation comportant la fonction exponentielleÉNONCÉRésoudre dans ℝ les équations et l’inéquation suivantes.a. eeexx254 = –b. 4e2x – ex – 3 = 0  c. e3x ⩾ 1MÉTHODEa.On utilise les règles de calcul algébrique pour trans-former les écritures et se ramener à une équation du type ea = eb.b.On se ramène à une équation du second degré en eﬀ ectuant un changement de variable.c.On utilise les règles de calcul algébrique pour trans-former les écritures et se ramener à une inéquation du type ea ⩾ eb.CORRIGÉa. ex2 = e5xe–4 ⇔ ex2 = e5x–4   ⇔ x2 = 5x – 4 ⇔ x2 – 5x + 4 = 0   ⇔ x2 = 5x – 4 ⇔ x2 – 5x + 4 = 0Résolvons cette équation du second degré :  ()()() = Δ – – = 541492.On a deux racines réelles x15321 = –  = et x24 = . Les solutions de (E) sont donc 1 et 4.Pour une équation ou une inéquation contenant des exponentielles, on utilise souvent le fait que la fonction exponentielle est strictement croissante sur ℝ.CONSEILPour tous x et y réels exey = ex+y et ex = ey ⇔ x = y.INFO
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37 5LA FONCTION EXPONENTIELLECOURSMATHSb.Remarquons que l’équation s’écrit 4302() eexx –  – =  (F).Nous allons donc nous ramener à une équation du second degré en posant : Xex = .L’équation (F) s’écrit alors : X = ex4X2 – X – 3 = 0⎧⎨⎪⎩⎪ ⇔ X = exX = 1 ou X = –34⎧⎨⎪⎩⎪Il reste donc à déterminer x.Remarquons que ex = –34est impossible car une exponentielle est toujours positive. Résolvons donc ex = 1.exx =  = 10⇔ ainsi (F) admet une seule solution qui est 0.c. Ramenons- nous à une inéquation du type eeab  ⩾.  e3x ⩾ 1 ⇔ e3x ⩾ e0.Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur ℝ, on a donc e3x ⩾ e0 ⇔ 3x ⩾ 0 ⇔ x ⩾ 0. Les solutions de l’inéquation sont donc S [ [= ; +0∞.On sait que e0=1.INFO4 Étude de la fonction exponentielle La fonction exponentielle est déﬁ nie et continue sur ℝ. On démontre que limxxe→∞∞+ = + et limxxe→∞– = 0.Nous déduisons de ces limites que la courbe représentant cette  fonction admet l’axe des abscisses comme asymptote horizontale. On sait que la fonction exponentielle est dérivable sur ℝ et que :  exp(x)()′ = exp(x) > 0.La fonction exponentielle est stricte-ment croissante sur ℝ. La tangente T2en 0 a pour équation yexe= + 00 c’est-à-dire yx  =+ 1.La tangente T1en 1 a pour équation yexeex ( )= – + = 1111(cette tangente passe par l’origine du repère).La courbe représentative de la fonc-tion exponentielle est tracée dans le repère ci-contre.T2T1xy1–1–22312–13e45O
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5 Quelques limites classiquesCertaines limites aboutissent à des formes indétermi-nées si on tente de les calculer directement. Ces formes indéterminées peuvent être levées. On retiendra les résultats suivants. limxxex→∞∞+ = + et limxxxe→∞– = 0. Plus généralement, pour tout n de ℕ :limxxnex→∞∞+ = +et limxnxxe→∞– = 0. limxxex→011 –  = Remarque :le quotient exx – 1n’est autre que le taux d’accroissement de la fonction expo-nentielleen 0. Ce taux a une limite ﬁnie car la fonction exponentielle est dérivable sur ℝ, donc en 0. Sa limite est donc égale au nombre dérivé de xex↦ en 0, c’est- à- dire e01 = .Pour n entier négatif, il n’y a pas de forme indéterminée et limx→+∞exxn = +∞ et limx→–∞xnex = 0.INFOOn dit que la fonction exponentielle « l’emporte » sur la fonction puissance.MOT-CLÉ38Cocher la bonne réponse.1. Dansℝ, l’équation e2x – 3ex – 4 = 0 admet :  a. aucune solution  b. une seule solution  c. deux solutions2. L’expression –e–x :  a. n’est jamais négative  b. est toujours négative  c. n’est négative que si x positif3. limx→+∞2ex – 1ex + 2 est égale à :  b.−12  b. 1  c. 2  d. +∞4. L’expression   ex(2e–x – 1) est égale à :  a. 2e–x2 – ex  b.   2 – ex  c. –2(ex)2 – ex5. La fonction ↦xe–xest:  a. croissante sur ℝ  b. négative sur ℝ  c. décroissante sur ℝ6. limx→+∞e–2x est égale à :  a. –∞  b. +∞  c. 07.Vrai ou faux ?a. Pour tous réel a et b, ea+b = e2ae2b.b. Pour tous réel a et b,   2ea+b = e2a + e2b.c. Il existe un réel a et un réel b tels que   2ea+b = e2a + e2b.d. Il existe un réel a et un réel b tels que e2a + e2b < 2ea+b.CORRIGÉ 1. b – 2. b – 3. c – 4. b – 5. c – 6. c – 7. a. Vrai. b. Faux. c. Vrai. d. FauxQUIZ
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 5LA FONCTION EXPONENTIELLEOBJECTIF BAC39MATHSOn considère la fonction f déﬁ nie sur ℝ par f(0) = 1f(x) = xexex – 1(x ≠ 0).⎧⎨⎪⎩⎪On note 풞 la courbe représentative de f  dans un repère orthonormal ( , )Oij; .1. a. Déterminer la limite de f  en –∞. Que peut- on en déduire ?b. Établir que, pour tout nombre réel x non nul, on a f(x) = x1 + 1ex – 1⎛⎝⎜⎞⎠⎟.En déduire la limite de f  en + ∞.2. Donner, sans démontrer, la limite suivante : limxxex→01 –  et démontrer que f  est conti-nue en 0.3.a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, on a exx   ⩾+ 1 et que l’égalité n’a lieu que pour x = 0.b. Déterminer la dérivée f ′ de la fonction f  et déterminer la fonction g  telle que, pour tout nombre réel x non nul,fxegxexx() ()()=  – 1 ′2.c. Donner le tableau de variations de f.4. Soient x un nombre réel non nul et les points M; xfx ()() et ()P–′; –xfx () de la courbe 풞.a. Établir que fxxex() –=  – 1 , puis déterminer le coeﬃ  cient directeur de la droite (MP).b. On admet que la fonction f  est dérivable en 0. Que suggère alors le résultat précédent ?SUJET DE TYPE BACCORRIGÉ1. a.limxxxe→∞– = 0et lim() xxe→∞– – = –11donc limx→−∞f(x)=0. On en déduit que la droite d’équation y = 0 est asymptote à la courbe représentant f.b.Développons : x1 + 1ex – 1⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = xex – 1ex – 1 + 1ex – 1⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = xexex – 1⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = f(x)limx→+∞exex – 1 = limx→+∞exex1 – 1ex⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = limx→+∞11 – 1ex⎛⎝⎜⎞⎠⎟ = 1.De plus lim xx→∞∞+= +, ainsi lim() xfx→∞∞+= +.2. D’après le cours, on sait que limxxex→011 –  = .Remarquons que f(x) = ex1ex – 1x⎛⎝⎜⎜⎞⎠⎟⎟, de plus limx→01ex – 1x⎛⎝⎜⎜⎞⎠⎟⎟ = 1 et limxxe→01 = .Donc lim()  ()xfxf→010= = . On peut donc en déduire que  f  est continue en 0.3. a.Posons gxexx() =–  – 1, gest dérivable sur ℝet pour tout x réel on a : gxex() =– 1′.′g(x) ⩾ 0 ⇔ ex ⩾ e0 ⇔ x ⩾ 0′g(x) < 0 ⇔ ex  e0 ⇔ x << 0On factorise par ex pour lever l’indétermination.MÉTHODEPour montrer que exx ⩾+ 1, on peut considérer la fonction gxexx:  ↦ –  – 1 et étudier son signe.MÉTHODE
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40De plus g() 00=  donc g admet un minimum en 0 qui vaut 0, donc pour tout x réel gx()  ⩾0.D’oùexx   ⩾+ 1 pour tout x réel.L’égalité n’a bien lieu que pour x = 0car get strictement croissante sur ] [0; +∞et strictement décroissante sur ] [–; ∞0.b. f est dérivable sur ] [0; +∞ et sur ] [–; ∞0.′f(x)= (ex + xex)(ex – 1) – xexex(ex – 1)2= e2x – ex + xexex – xex – xexex(ex – 1)2= e2x – ex – xex(ex – 1)2 = ex(ex – 1 – x)(ex – 1)2Donc fxegxexx′) ( ()()=  – 12avecgxexx() =–  – 1.c. D’après la question précédente, on sait que gx()  >0sur ]– ∞ ; 0[ et ]0 ; + ∞[, donc pour tout x réel ⩾fx()0′.x– ∞0+ ∞f ′(x)++f (x)0+ ∞4. a. fxxeexeexxxxx() –= – –  = – –  = – –––11111   =  – exexx1Le coeﬃ  cient directeur de (MP) est :yyxxfxfxxxxexPMPM –  –  = –– ––  =  –() ()    –  – – = – – – = 1121121xeexxeexxxxx( ) 22b.Quand xse rapproche de 0, M et P tendent vers le point O en restant sur la courbe, (MP) tend vers la tangente à la courbe au point O de coeﬃcient directeur 12. Si on suppose que f est dérivable en 0, on peut dire que son nombre dérivé en 0 est 12.Le coefficient directeur d’une droite (AB) estyyxxBABA –  –  où ()xyAA ;  et ()xyBB ; sontles coordonnées des points A et B.INFO
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41  MATHÉMATIQUESMATHS6  La fonction logarithme népérienContrairement à la fonction exponentielle, le logarithme népérien a une croissance très lente. Ses liens avec la fonction exponentielle sont néan-moins très étroits et il possède, lui aussi, des propriétés remarquables.1 Définitions et propriétés DÉFINITIONS : • On appelle logarithme népériendu réel mstrictement positif l’unique solution de l’équation ex=m. Cette solution est notée lnmet se lit logarithme népérien de m.•La fonction logarithme népérien est la fonction déﬁnie sur ]0 ; +∞[ par : xx  ln↦. Propriétés immédiates• On a l’équivalence : ∀x∈ℝ,y∈]0;+∞[,y=ex⇔x=lny.• e0 = 1 ⇔ ln1 = 0• e1=e⇔lne=1 Autres propriétés• Pour tout réel x, ln(exp) (x)= x.• Pour tout x  >0, exp(ln) xx= .• La fonction « ln » est continue sur ] ; [0+∞.• La fonction « ln » est dérivable sur ] ; [0+∞ et sa dérivée est xx  ↦1.• La fonction « ln » est strictement croissante sur ] ; [0+∞ on en déduit donc que : * Pour tous a et b de ] ; [0+∞,   a < b ⇔ lna < lnb.*   0 < x <1 ⇔ lnx < 0* x > 1 ⇔ lnx > 0• « ln » est une bijection de ] ; [0+∞dans ℝdonc pour tous aet bde ] ; [0+∞, lna = ln.b ⇔ a = b Dérivée de la fonction ln()uSoit uune fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, la fonction xux  ln(())↦ est dérivable sur I et a pour dérivée : xuxux  ′()().↦2 Propriétés algébriques Relation fondamentalePour tous x et y de ] ; [0+∞, ln() ln lnxyxy= + .ATTENTION• Dans cette définition, x est strictement positif mais lnx est un nombre réel et peut être négatif.• Sur la calculatrice la touche correspondante est ln et non log.On dit que la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.MOT-CLÉ
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42 Autres propriétés• Pour tout a de ] ; [0+∞ , lnln1aa = –.• Pour tous a et b de ] ; [0+∞, lnln lnabab = – .• Pour tous aaan12,,..., de ] ; [0+∞, ln(...) lnln... lnaaaaan1212=  +  + + an.• Pour tout n de ℤ et tout a de ] ; [0+∞, lnlnanan = .• Pour tout a∈]0;+∞[, lnlnaa = 12.3 Étude de la fonction logarithme népérienLa fonction logarithme népérien est déﬁnie et continue sur ] ; [0+∞.On sait que la fonction logarithme népérien est dérivable sur ] ; [0+∞et que, pour tout xde ] ; [0+∞ (ln)′xx = 1. Comme xest positif, 1xl’est aussi et on en déduit que la fonction logarithmenépérien est stric-tement croissante sur ] ; [0+∞. limlnxx→+∞∞ = + et limlnxx→+∞0 = –On déduit de ces limites que la courbe représentant la fonction « ln» admet l’axe des ordonnées comme asymptote verticale. • Équation de la tangente au point d’abscisse 1 : yx = −1.• Équation de la tangente au point d’abscisse e : yexeex = – +  = 111( ) .Les fonctions logarithme népérien et exponentielle étant réciproques, on peut montrer que leurs courbes représentatives sont symétriques par rapport à la droite d’équation yx = .4 Quelques limites classiquesCertaines limites aboutissent à des formes inderterminées si on tente de les calculer direc-tement. Ces formes indéterminées peuvent être levées. On retiendra les résultats  suivants.• limlnxxx→+∞ = 0 et limlnxxx→+00 = .• Pour tout n de ℕ* , limlnxnxx→+∞ = 0 et limlnxnxx→+00 = .• limln( )xxx→+011+  = . En eﬀet, ce quotient est le taux d’accroissement de la fonction gxx :   ln(  )↦+1en 0. Sa limite est donc égale à g′()0, soit 1.O321–1–1–2B′BA′Ay = ln xy = ln xy = exy = exyxey = xOn dit que la fonction puissance « l’emporte » sur la fonction logarithme népérien.MOT-CLÉ
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