[image: background image]


[image: background image]


Documents de référenceCONVERGENCE DES SUITES RÉCURRENTESf est décroissante yy = xx0u1un+1 = f(un)(un) converge vers lu3u5u4u2u0l풞ff est croissanteyx0u1un+1 = f(un)u3u5u4u2u0l풞fy = x(un) converge vers l
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PROBABILITÉSIntersection et réunion de deux événementsIntersection de deux événements A et BPopulation Ωx ∈A ∩ B     ⇔     x ∈A et x ∈BAA ∩ BBUnion de deux événements A et BPopulation Ωx ∈A ∪ B     ⇔     x ∈A ou x ∈BABArbre de probabilitéXXXA2ΩpA1(X)p(X ∩ A1) = pA1(X)p(A1)p(X ∩ A2) = pA2(X)p(A2)p(X ∩ A3) = pA3(X)p(A3)p(A1)p(A2)p(A3)pA1(X)pA2(X)pA2(X)XXA3pA3(X)pA3(X)XA1
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LOIS CONTINUES DE PROBABILITÉSLoi uniforme sur [;]ab Le segment est d’autant plus haut que la base est étroite.yx0321,50,5– 1– 20,513f(x) =si a ≤ x ≤ b 0 sinon1b – a15Loi exponentielleLa courbe est d’autant plus haute que λ est grand.yx00,5λ = 2λ = 1λ = 0,5– 0,511,522,530,511,52f(x) =λe–λx si x ≥ 0 0 sinon






[image: background image]


COURS OURS &ENTRAÎNEMENTENTRAÎNEMENTMaths

SPÉCIFIQUE ET SPÉCIALITÉ Annick MeyerProfesseur agrégée au lycée Aristide-Briand à Saint-Nazaire Jean-Dominique PicchiottinoProfesseur agrégé au lycée Pasquet à ArlesT

leS







[image: background image]


Maquette de principe : Frédéric JélyMise en pages : Indologic, Pondichéry (Inde)Édition : Thomas Blasselle pour IndologicSchémas : Indologic, Pondichéry (Inde)© Hatier Paris, janvier 2016 Sous réserve des exceptions légales,  toute représentation ou reproductionintégrale ou partielle,faite,par quelque procédé que ce soit, sans le consentement de l’auteur ou deses ayantsdroit, est illicite et constitue une contrefaçon sanctionnée par le Code dela Propriété Intellectuelle.Le CFC est le seul habilité à délivrer des autorisations de reproduction par reprographie,sous réserve en cas d’utilisation aux fins de vente, delocation, de publicitéou depromotion de l’accord de l’auteur ou des ayants droit.






[image: background image]
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9Enseignement spéciﬁ que
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COURSMÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS111CHAPITRE1

SuitesÉtudier le comportement d’une suite ()unlorsque n tend vers +∞ consiste à prévoir les valeurs prises par le terme général un lorsque n prend des valeurs de plus en plus grandes. Pour mener à bien cette étude, on s’appuiera sur une méthode nouvelle et puissante : le raisonnement par récurrence, ainsi que sur les notions vues en 1re S.1  Raisonnement par récurrenceA ExempleCalculons la somme des nombres impairs consécutifs. Avec un peu d’astuce on parvient à voir facilement que :132135313574222+=++=+++=,,Sur la  gure, on a symbolisé les sommes 131351357++++++,, et 13579++++.La gure est assez parlante : il semblerait que, pour tout entier naturel nnon nul, la somme des n premiers entiers impairs soit égale à n2, autrement dit :…∑+++−=−==nnk13(21)(21)kn21Mais comment démontrer cela ? En raisonnant par récurrence.www.annabac.com
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12B Le raisonnement par récurrenceConsidérons une proposition Pn dépendant d’un entier naturel n. Pour démontrer que Pnest vraie pour tout entier natureln, on procède en deux étapes.• Étape 1 : On démontre que P0 est vraie (initialisation).• Étape 2 :On démontre que, pour tout n∈, si Pnest vraie alors Pn+1est vraie (hérédité pour tout n∈).On peut aussi faire un raisonnement par récurrence pour démontrer qu’une proposition est vraie pour tout entier n⭓1, ou tout entier n⭓2, etc. Dans l’étape 1, il suffit alors de remplacer 0 par 1, ou 2, etc.Exemple : Dans l’exemple précédent la proposition Pn est l’égalité()2121knkn−==∑Étape 1 : P1 est vraie car ()21111kk−==∑ et 112= donc ()211211kk−==∑. Étape 2 :Soit nun entier naturel au moins égal à 1. Si Pnest vraie pour cet entier alors :()()()2121211112kknnknkn−=−++−===+∑on a suppos vraéPniie++=+=+∑211211nnkn()On en déduit donc que si Pn est vraie alors Pn+1  est vraie.Conclusion : Pn est vraie pour tout entier naturel n⭓1.2  Limite d’une suiteA Déﬁ nitionsOn considère un nombre réel  et une suite ()un.Dire que un tend vers quand ntend vers ++∞∞signie que :tout  intervalle  ouvert contenant contient toutes les valeurs un à partir d’un  certain rang.On écrit alors lim.nnu→+=∞Une suite qui a une limite finie  s'appelle une suite convergente. La limite d'une suite convergente est unique.
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COURSMÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS113 Dire que un tend vers ++∞∞quand ntend vers ++∞∞signieque :tout intervalle de la forme [;[A+∞contient toutes les  valeurs un à partir d’un certain rang.On écrit alors lim.nnu→+∞=+∞Remarques 1.Dans le premier cas, pour tout intervalleouvert I contenant il existe un entier naturel n0tel que, pour tout entier nnuIn>0,∈.2.Dans le second cas,pour tout réel A, il existe un entier naturel n0tel que, pour tout entier nnuAn>0,[;[∈+∞ (donc uAn⭓).3. Dire qu’une suite ()untend vers −∞signie que la suite ()−un tend vers +∞.4. Lorsqu’onparle de limite d’une suite,sans plus de pré-cision, il s’agit toujours de la limite quand ntend vers +∞.Exemples 1.Toute suite constante converge !Ainsi, si pour tout nun∈=,3alors lim.nnu→+∞=32. Toute suite arithmétique de raison strictement  positive a pour limite −∞.3. limnn→+∞=10 et de même limnbn→+∞=10, b étant un nombre rationnel strictement positif. En  particulier limnn→+∞=10.B Limites et comparaison  éorème 1Si ()un et ()vn sont deux suites telles que :• uvnn艋 à partir d’un certain rang ;• un tend vers +∞ quand n tend vers +∞;alors vn tend vers +∞ quand n tend vers +∞.Une suite non convergente s’appelle une suite divergente.Si une suite ()unn∈ est divergente alors un n’a pas nécessairement pour limite +∞.Par exemple, la suite définie par 21()+−n est divergente (voir exercice 2) et n’a pas pour limite +∞.
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14Preuve : Soit Aun réel quelconque.Puisque limnnu→+∞=+∞alors l’ intervalle ];[A+∞contient tous les termes unà partir d’un certain rang, que l’onnote n0.Cela signie que pour tout nnuAn艌0,.>D’autre part,on a vunn艌à partir d’un certain rang, que l’on note n1.Nommons n2le plus grand des deux entiers n0et n1. Alors pour tout nn艌2 on a à la fois nn艌0 et nn艌1.Donc, pour tout nn艌2 : vuvAnnn艌⇒>. Autrement dit l’intervalle ];[A+∞ contient tout les termes vnà partir d’un certain rang (qui est n2ici). Ce qu’il fallait démontrer.  éorème 2Si une suite est croissante et a pour limite un nombre alors tous les termes de la suite sont inférieurs ou égaux à .Preuve : Faisons un raisonnement par l’absurde. Supposons qu’il existe un terme up qui soit strictement supérieur à .Soit m la moitié de la longueur du segment [;]up.艎upmm艎+m艎−mPuisque limnnu→+∞=, l’intervalle ouvert ];[−+mmcontient tous les termesunà partir d’un certain rang, par exemple n0. Nommons n1le plus grand des deux entiers p et n0. Pour tout entier nn艌1, on a à la fois np艌 et nn艌0.Par conséquent :pour tout nn艌1on aurait uunp艌, car unest croissante etumn<+, ce qui constitue une contradiction.En conclusion il n’existe aucun terme qui soit strictement supérieur à . Ce qu’il fallait démontrer.  éorème 3 Soient (),()uvnnet ()wntrois suites telles que, à  partir d’un certain rang : uvwnnn艋艋Si unet wntendent vers la même limite alors vn tend vers .Ce théorème est admis.Ce théorème est connu sous le nom de « Théorème des gendarmes », les deux gendarmes étant un et wn.
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COURSMÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS115C Un cas particulier important : qnDans le théorème suivant les limites s’entendent quand n tend vers +∞. éorème : Soit q un nombre réel diﬀ érent de 1. On a : 1.si q艋−1 alors qn n’a pas de limite ;2.si −<<11q alors qn a pour limite 0 ;3.si q>1 alors qn a pour limite +∞.3  Opérations sur les limitesDans les développements ci-dessous,  et ´désignent deux nombres réels.A SommeValeurs des limitesRésultat concernant la limite éventuelle de uvnn+de unde vn´+´ou +∞+∞+∞ou −∞−∞−∞+∞−∞Il n’y a pas de résultat général. On étudie chaque cas particulier.**On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée.Nous admettrons les 1.et 2. Pour le 3., voir la démonstration à l’exercice 10.On utilise le théorème précédent pour calculer la limite éventuelle d’une suite géométrique.
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16Exemples 1. Si un=−2 et vnn=, alors lim().nnnuv→+∞+=+∞ En eﬀet : limnnu→+∞=−2 et limnnv→+∞=+∞. On utilise alors le  résultat 2.2. Si unn= et vnn=−2, on a limnnu→+∞=+∞ et limnnv→+∞=−∞. On est en  présence d’une formeindéterminée. On démontre que lim().nnnuv→+∞+=−∞B ProduitValeurs des limitesRésultat concernant la limite éven-tuelle de ×uvnnde unde vn´×´≠0+∞ ou −∞∞ avec la règle des signes*+∞ ou −∞+∞ ou −∞∞ avec la règle des signes0+∞ ou −∞Il n’y a pas de résultat général. On étudie chaque cas particulier.***Pour choisir entre +∞ et −∞, il suﬃ  t d’appliquer la règle des signes habituelle : −×−∞=+∞2(),etc.**On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée.Exemples 1.Si unn=−+11et  vnn=, alors limnnu→+∞=−1(par somme) et limnnv→+∞=+∞.Donc, par produit, lim()nnnuv→+∞=−∞.2.Si unn=+21et vnn=1alors limnnu→+∞=+∞(par somme) et limnnv→+∞=0.Le théorème précédent ne permet pas de concluresur la limite éventuelle de la suite uvnn. On démontre que lim().nnnuv→+∞=+∞Voir la fiche méthode page 19.Voir la fiche méthode page 19.
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COURSMÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS117C QuotientValeurs des limitesRésultat concernant la limite éventuelle de uvnn de vnde vn′≠0′+∞ou −∞0∞′≠0∞ avec règle des signes*∞∞Il n’y a pas de résultat général. On étudie chaque cas particulier.**00∞ou ≠00On ne peut conclure que si l’on connait le signe de vn à partir d’un certain rang. La limite est ∞ avec règle des signes.*Pour choisir entre +∞ et −∞ il suﬃ  t d’appliquer la règle des signes habituelle : −+∞=−∞()2 etc.**On dit qu’on a aﬀ aire à une forme indéterminée.Exemples 1.Si unn=−+21et vnn=+34, alors limnnu→+∞=−∞(par somme) et limnnv→+∞=3 (par somme) donc, par quotient, limnnnuv→+∞=−∞.2.Si unn=+21et vnn=−+310, alors limnnu→+∞=+∞et limnnv→+∞=−∞. Le théorème précédent ne permet pas de concluresur la limite éventuelle de la suite uvnn. On démontre que limnnnuv→+∞=−23.Voir la fiche méthode page 19.Dans le cas où l’une des suites ()unou ()vn n’a pas de limite, on traite les suites obtenues par opération avec les indications de l’énoncé.






[image: background image]


18184  Limite et monotonieA PréliminairesDéﬁnition1. Dire qu’une suite ()unn∈est minoréesignie qu’il existe un nombre m tel que pour tout numn∈,.艌2.Dire qu’une suite ()unn∈est majoréesignie qu’il existe un nombre M tel que pour tout nuMn∈,.艋3.Dire qu’une suite ()unn∈est bornéesignie qu’elle est à la fois minorée et majorée.Remarque : On a des dénitions analogues dans le cas où la suite est dénie à partir de n = 1, ou n = 2, etc.B Théorème de convergence croissante éorèmeToute suite croissante et majorée converge. Autre-ment dit elle a une limite nie quand ntend vers + ∞.Ce théorème est admis.Remarques 1.Le théorème précédent assure l’existence d’une limite mais ne fournit pas le moyen de la calculer.2.On pourrait démontrer aussi que toute suite  décroissante et minorée converge.3.On pourrait enndémontrer que toute suite  monotone et bornée converge.C Suite croissante non majorée éorèmeToute suite croissante et non majorée a pour limite +∞.Preuve : Soit Aun nombre réel. Puisque ()unn’est pas majorée, il existe un entier naturel ptel que uAp>. Puisque unest croissante, alors pour tout np艌,on a uAn>.Cela prouve qu’àpartir du rang ptous les termes unsont dans l’intervalle ];[A+∞. Ce qu’il fallait démontrer.On peut démontrer qu’une suite ()unn∈ est bornée si et seulement s’il existe un nombre k tel que pour tout nukn,.∈ⱍⱍ艋Si  est la limite alors,  pour tout n ∈ , un 艋 .
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COURSMÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS119Traiter une forme indéterminée1 Pourtout n∈, on pose unnn=−+3154. Identierla forme indéterminée qui apparaît lorsqu’on veut calculer la limite de un en utilisant un quotient.2 Déterminer lim.nnu→+∞ÉNONCÉ1 On calcule lim()nn→+∞−31 puis lim()nn→+∞+54.2Il suﬃtde factoriser le numérateur par 3net le dénominateur par 5n. Il y a alors des simpli cations.MÉTHODECORRIGÉ1 Par somme : lim()nn→+∞−=+∞31 et lim()nn→+∞+=+∞54. On ne peut donc pas utiliser le théorème sur le quotient.2 Pour tout n∈* : 313113nnn−=− et 545145nnn+=+.Donc, après simpli cation par n :unnnnnnn=−+=−+3113514535113145De plus, puisque limnn→+∞=130 et limnn→+∞=450, on en déduit par somme que :limlimnnnn→+∞→+∞−=+=1131451Par quotient on trouve ainsi :limnnu→+∞=35
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20Trouver un rang assurant le dépassement  de 105 par unÉNONCÉ1 VARIABLES2  n EST_DU_TYPE NOMBRE3  u EST_DU_TYPE NOMBRE4 DEBUT_ALGORITHME5  n PREND_LA_VALEUR 16  u PREND_LA_VALEUR (pow(n,2)+1)/(n+3)7  TANT_QUE (u<=pow(10,5)) FAIRE8 DEBUT_TANT_QUE9   n PREND_LA_VALEUR n+110   u PREND_LA_VALEUR (pow(n,2)+1)/(n+3)11 FIN_TANT_QUE12  AFFICHER “La valeur de n est”13  AFFICHER n14FIN_ALGORITHME***Algorithme lancé***La valeur de n est 100003*** Algorithme terminé***On considère la suite ()un dénie pour tout n∈ par unnn=++213.1 Démontrer que lim.nnu→+∞=+∞2 On admet que la suite est croissante. On trouve ci-dessous un algorithme associé à cette suite ainsi que les résultats de son lancement.Dire quelle est la tâche associée à l’algorithme et la signication du message de «Résultats ».Code de l'algorithmeRésultats






[image: background image]


COURSMÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS1211 Pour tout n∈*: unnnnnnnn=++=++22211131113.Puisque limlimnnnn→+∞→+∞+=+=111312 et lim(),nn→+∞=+∞on en déduit par produit que lim.nnu→+∞=+∞2 L’algorithme aﬀecte la valeur 1 à npuis calcule u1, qu’il place dans la variable u. Puis, tant que uest inférieur ou égal à 105, on augmente nde 1 et on calcule u avec cette nouvelle valeur de n.Dès que uest strictement supérieur à 105, on aﬃche un entier, ici 100 003. C’est le premier entier n tel que un>105.On a donc u100003510>. Comme la suite (un) est croissante, nun艌100003105⇒>.1Il suﬃt de factoriser le numérateur par n2et le dénominateur par npuis d’utiliser la méthode précédente.2 Il y a une boucle dans l’algorithme qui se déroule tant qu’une certaine condition est remplie. Dès qu’elle n’est plus remplie, l’aﬃchage de la variable n se produit. L’écriture pow(x, n) calcule xn.MÉTHODECORRIGÉDans le cas d’une suite croissante tendant vers + ∞, on a un moyen de déterminer le plus petit rang (ici 100 003) à partir duquel les termes de la suite dépassent un nombre donné au départ (ici 105).
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22On considère la suite ()unn∈ dé nie pour tout n∈ par u00= et :uunn+=−1321 On pose vunn=−1. Démontrer que ()vnn∈est une suite géométrique de  raison 3.2 Exprimer vn puis un en fonction de n et en déduire lim.nnu→+∞Étudier une suite arithmético-géométriqueÉNONCÉ1 Pour tout n∈ : vuuvvvnnnnunnn++=−=−−=+−−=+−−=111321312133213()Ce qu’il fallait démontrer.2 Puisque vu0011=−=−, on sait que pour tout nvvnnn∈==−,.().0313De plus uvunnnn=+⇒=−+1131().Puisque lim,nn→+∞=+∞3 on en déduit que :lim()nn→+∞−=−∞13On a limnnu→+∞=−∞ par somme.1 Il s’agit de montrer que pour tout nvvnn∈=+,.132Il suﬃtde se rappeler les résultats concernant limnnq→+∞du § 2. C. En particulier, si q>1, lim.nnq→+∞=+∞MÉTHODESOLUTIONLe nombre 1 n’est pas choisi au hasard. En effet, on a 1312=×−. On a donc résolu l’équation xx=−32 pour le trouver.






[image: background image]


COURSMÉTHODEEXERCICESCORRIGÉS123Dans le quiz, justiﬁ er la réponse donnée. Si l’aﬃ  rmation paraît vraie, la démontrer. Si elle paraît fausse donner un contre-exemple.1 202122021222艌艌艌,,, etc., donc pour tout nnn∈,.22艌  a. Vrai  b. Faux2 Une suite bornée est nécessairement convergente (à rapprocher de l’exercice 11).  a. Vrai  b. Faux3 Si une suite converge vers 2 alors, à partir d’un certain rang, tous ses termes sont dans l’intervalle ],;,[.19992001  a. Vrai  b. Faux4 Si une suite a pour limite +∞ alors elle est nécessairement croissante à partir d’un certain rang.  a. Vrai  b. Faux5 La somme de deux suites convergentes est une suite convergente.  a. Vrai  b. Faux6 La somme de deux suites divergentes est une suite divergente.  a. Vrai  b. Faux7 Si limnnu→+∞=+∞ et limnnv→+∞=−∞ alors lim()nnnuv→+∞+=0.  a. Vrai  b. Faux8 Silimnnu→+∞=+∞ et limnnv→+∞=0 alors lim()nnnuv→+∞×=0.  a. Vrai  b. Faux9 Démontrer que toute suite croissante non majorée a pour limite+∞.TRAITER UNE QUESTION DE COURSQUIZQUIZSE TESTER
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242410 Démontrer que si q>1 alors limnnq→+∞=+∞.Pour cela on poseqaa=+>10(), et on démontre par récurrence que, pour tout nanan,()∈++»11艌 puis on conclut.11 Démontrer que si une suite est convergente alors elle est bornée. (À rapprocher de l’exercice 2.)12 Démontrer que toute suite décroissante non minorée a pour limite −∞.13 Démontrer que toute suite décroissante minorée est convergente.14 Démontrer que toute suite monotone bornée est convergente.15 Démontrer que toute suite arithmétique de raison strictement positive a pour limite +∞.Démonstration par récurrence16 Démontrer que pour tout entier naturel n艌1:knnkn=+=∑()12117 Démontrer que pour tout entier naturel n艌1:knnnkn211216=++=∑()()18 Démontrer que pour tout entier naturel n艌1:knnkn32112=+=∑()S’ENTRAÎNERRevenir à la définition de la limite d’une suite.Pour les exercices 16 à 18, on pourra calquer les démonstrations sur l’exemple du § 1. B.Dans les exercices 12 et 13, utiliser les résultats concernant les suitescroissantes,  § 4. C. du cours.Utiliser l’exercice précédent.
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