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Avant-proposVotre ouvrage 100 % exosnConforme au nouveau programme de mathématiques de Tledes sériesES et L entré en vigueur à la rentrée 2012, ce « 100 % exos » vous propose une méthode de travailcomplète et un entraînement intensifsur mesure tout au long de l’année.nPour chaque thème du programme vous trouverez un coursstructuré, les savoir-fairequ’il faut maîtriser, des exercicesprogressifs et leurs corrigés détaillés.nAssortis d’indications de solution, de commentaireset de conseilsdes auteurs, tous les exercices corrigés vous permettent :– de comprendreles notions essentielles et de maîtriserle cours ;– de progresseret de vous entraînerà votre rythme ;– de vous évalueret de réussirvos contrôles ;– de viser la mentionet l’entrée en classe de prépa.Sur le site www.annabac.comnL’achat de ce «100 % exos» vous permet de bénéficier, pendant un an, d’un ACCÈS GRATUITà toutes les ressources d’annabac.com en mathématiques TleES et L.nPour profiter de cette offre, rendez-vous sur www.annabac.com, dans la rubrique « Vous avez acheté un ouvrage Hatier ? » ** La saisie d’un mot-clé du livre (lors de votre première visite) vous permettra de créer un compte personnel et d’utiliser librement le site pendant un an. 
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CORRIGÉSEXERCICESCOURS9CORRIGÉSEXERCICESCOURS9IDÉFINITION ET MODES DE GÉNÉRATIONnUne suite est une fonction numérique définie sur ⺞(dans certains cas, à partird’un certain entier n0).L’image d’un entier naturel npar une suite uest notée unet la suite uest le plussouvent notée un().Ainsi, on ne confondra pas la suite un()et le nombre réel un, appelé aussi termede rang (ou d’indice) n.nIl y a principalement deux moyens de caractériser une suite.La relation de récurrence est une égalité liant plusieurs termes de la suite, le plussouvent un+1est exprimé en fonction de un.Le mode explicite permet d’exprimer le terme général de la suite unen fonctionde n.IISENS DE VARIATION D’UNE SUITEnUne suite un()est croissante signifie que pour tout n∈⺞, on a uunn+1⭓.nUne suite un()est décroissante signifie que pour tout n∈⺞, on a uunn+1⭐.nUne suite un()est constante signifie que pour tout n∈⺞, on a uunn+=1.nUne suite est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.IIISUITES ARITHMÉTIQUES1.DéﬁnitionUne suite un()est arithmétique s’il existe un réel r, tel que, pour tout n∈⺞ :uurnn+=+1.Le réel rest la raison de la suite. Pour tout n∈⺞, uunrn=+0.La différence de deux termes consécutifs est constante.2. Sens de variationUne suite arithmétique est décroissante si sa raison est négative, croissante si saraison est positive.On parle de croissance (ou décroissance) linéaire.Suites  1
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10COURS3. Somme de termes consécutifsnSoit un()une suite arithmétique de raison r. La somme Sde ntermes consécu-tifs (premier terme up, dernier terme uq) d’une telle suite est :Snuupq=+2.n Cas particulierAvec une raison égale à 1, la somme des npremiers entiers naturels non nuls est :1212+++=+()…nnn.IVSUITES GÉOMÉTRIQUES1.DéﬁnitionUne suite un()est géométrique s’il existe un réel q, tel que, pour tout n∈⺞ :uqunn+=1.Le réel qest la raison de la suite. Pour tout n∈⺞, uuqnn=0.Le quotient de deux termes consécutifs est constant.2. Sens de variationUne suite géométrique de premier terme positif est croissante si sa raison estsupérieure à 1, décroissante si sa raison est comprise entre 0 et 1.On parle de croissance (ou décroisssance) exponentielle.3.LimiteSoit un()une suite géométrique de raison positive q.nSi 01⬍⬍q, la limite de la suite est 0.nSi q⬎1, deux cas se présentent :− si u00⬎, la limite est +∞ :− si u00⬍, la limite est −∞.nSi q=1, la suite étant constante, sa limite est égale au premier terme u0.4. Somme de termes consécutifsnSoit un()une suite géométrique de raison q, différente de 1. La somme Sde n termes consécutifs (premier terme up) d’une telle suite est :Suqqpn=−−11.
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CORRIGÉSSuitesEXERCICESCOURS111nEn particulier, si le premier terme est 1, et si q≠1: 11121++++=−−+qqqqqnn….Si 01⬍⬍q, limnnqqqq→+∞+++…+()=−1112.Voir savoir-faire 6pour le calcul de telles sommes.VSUITES ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUESnLes suites arithmético-géométriques sont définies par une relation de récur-rence du type uaubnn+=+1, où aest un réel différent de 0 et de 1, et bun réeldifférent de 0.Malgré leur nom, en général, les suites arithmético-géométriques ne sont niarithmétiques ni géométriques. Il ne faut donc pas utiliser les formules spéci-fiques à ces types de suites.nPour les autres valeurs de aou de b, une suite arithmético-géométrique un()seramène à une suite arithmétique ou à une suite géométrique :– si b=0, un()est une suite géométrique de raison a ;– si a=0, un()est une suite constante et si a=1, un()est une suite arithmétiquede raison b.Voir le savoir-faire 7pour l’étude d’une suite arithmético-géométrique.
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12COURSSAVOIR-FAIRE1. Traiter les suites récurrentes avec une calculatriceCasio Graph 35+1.Choisir le menu « Recur ».2.Saisir la formule de récurrence.3.Choisir SET puis saisir la valeur Start (première valeur de n, souvent 0 ou1) et le premier terme a0.4.Choisir TABL pour faire apparaître les valeurs.TI 82 stats.fr1.Choisir le mode Suites.2.Dans fx(), saisir les paramètres de la suite : la première valeur de n(sou-vent 0 ou 1), puis la formule de récurrence, et la valeur initiale de la suite(c’est u0ou u1).3.Faire apparaître les termes de la suite dans la table.EXEMPLE: Faire apparaître les termes de la suite un(), définie par :uunn+=−123et  u04=.Casio Graph 35+1.Choisir le menu « Recur ».2.Saisir la formule de récurrence aann+=−123.3.Choisir SET, saisir Start=0et a04=.4.Les termes de la suite sont dans TABL.TI 82 stats.fr1.Presser la touche mode, choisir « Suit » (les autres choix sont Fct, Par, etPol).2.Presser la touche f (x). Saisir nMin=0, la relation de récurrence :unun()=−()−213et le premier terme de la suite unMin()=4.Pour écrire un−()1: le us’obtient avec la combinaison de touches 2nde 7, le nest obtenu avec la touche des variables x,t,θ,n.3.Les termes de la suite sont dans la table obtenue avec la combinaison 2ndeGRAPH.
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CORRIGÉSSuitesEXERCICESCOURS1312. Vériﬁ er si des nombres sont en progression arithmétique ou géométrique1.Calculer les différences de deux termes consécutifs.2.Calculer les quotients de deux termes consécutifs.3.Conclure selon les cas : des nombres sont en progression arithmétique(resp. géométrique) lorsque la différence (resp. le quotient) de deux nombresconsécutifs est constante.EXEMPLE: Les nombres 4,10 et 25 sont-ils en progression arithmétique ? enprogression géométrique ?1. 1046−=et 251015−=.2. 10425=,et 251025=,.3.Les nombres ne sont pas en progression arithmétique car la différence dedeux nombres consécutifs n’est pas constante. Mais ils sont en progressiongéométrique car le quotient de deux nombres consécutifs est constant.3. Montrer qu’une suite est géométrique1.Écrire le quotient de deux termes consécutifs uunn+1.2.Simplifier l’expression et montrer que ce quotient est constant. Laconstante obtenue est la raison de la suite.EXEMPLE: Soit an()une suite arithmétique de raison 3 et unan=2. Montrerque un()est une suite géométrique.1.Pour tout n∈⺞, uunnaann+=+1221.2. 22228113aaaannnn++===−, ce qui montre que un()est une suite géomé-trique de raison 8.4. Trouver une limite de suite géométrique1.Préciser si la raison qde la suite est comprise entre 0 et 1 ou si elle eststrictement supérieure à 1.2.Si 01⬍⬍q, la limite de la suite est 0. Si q⬎1, la limite est infinie : si lepremier terme est positif, c’est +∞et s’il est négatif, c’est −∞.EXEMPLE1: Déterminer la limite de la suite de terme général unn=×704,.1.La raison est q=04,.2.Puisque 01⬍⬍q, la limite de la suite est 0.


[image: background image]
14COURSEXEMPLE2: Déterminer la limite de la suite de terme général unn=×()443.1.La raison est q=43.2.On a q⬎1et un premier terme positif, donc la limite de la suite est +∞.5. Lorsque 01⬍⬍q, trouver un entier à partir duquel qan⬍, où a⬎0Soit un()une suite géométrique de raison qtelle que 01⬍⬍q, de premierterme positif. Cette suite est décroissante et a pour limite 0. On peut sedemander à partir de quel rang nle terme undescend au-dessous d’un seuila⬎0.Méthode algébrique(le chapitre sur le logarithme népérien a été étudié)1.Résoudre l’inéquation en utilisant les propriétés de la fonction ln.2.Calculer une valeur approchée du nombre obtenu en fin de calcul, etl’arrondir à l’entier supérieur pour conclure.Méthode numérique(le logarithme népérien est inconnu)1.À l’aide de la table d’une calculatrice, on repère les deux entiers consécu-tifs pet p +1 tels que uap⬎et uap+1⬍.2.L’entier cherché est le plus grand des deux.EXEMPLE: On sait que un()est une suite géométrique de raison q=075,etde premier terme u0100=.Déterminer un entier n0à partir duquel un⬍103−.Méthode algébrique1.Pour tout n∈⺞, unn=×100075,.100075100751007510355×⇔⇔()()−−−,,ln,lnnnn⬍⬍⬍ ⇔−⇔−nnln,lnlnln,075510510075⬍⬎.2. −≈5100754002lnln,,.Le premier entier à partir duquel un⬍103−est donc 41.Méthode numérique1.À l’aide de la calculatrice, on effectue plusieurs essais. On obtient :uu4040401000750001=×,,,donc⬎, etuu4141411000750001=×,,,donc⬍.2.Le premier entier à partir duquel un⬍103−est donc 41.
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CORRIGÉSSuitesEXERCICESCOURS1516. Calculer la somme de termes consécutifs d’une suite géométrique1.Vérifier qu’il s’agit de termes consécutifs d’une suite géométrique.2.Repérer les trois quantités nécessaires (le premier terme, la raison, lenombre de termes) pour appliquer la formule de la somme.3.Appliquer la formule et éventuellement simplifier.EXEMPLE: Calcul de S=++++14116164116384….1.Les dénominateurs sont des puissances de 4 : 4162=, 4643=, …,4163847=. Ainsi, il s’agit de termes consécutifs d’une suite géométrique.2.La raison est 14, le premier terme de cette somme est 14et sept termes sontécrits dans cette somme.3. S=−()−=−=−()14114114141143413114777.7. Étudier une suite arithmético-géométriqueL’étude d’une suite arithmético-géométrique un()s’effectue à l’aide d’unesuite auxiliaire vn()dont on montre qu’elle est géométrique. Aucuneméthode n’est à connaître pour trouver cette suite auxiliaire qui sera toujoursdonnée dans l’énoncé d’un exercice.1.Montrer que la suite auxiliaire est géométrique : pour cela, exprimer vn+1 en fonction de vn.2.Calculer v0, puis exprimer vnen fonction de n. Enfin, en se servant de larelation entre unet vn, exprimer unen fonction de n.3.Éventuellement, préciser la limite de un().EXEMPLE: Soit un()une suite définie par u020=et, pour tout n∈⺞, uunn+=+1082,. On pose vunn=−10.1.On montre que vn()est une suite géométrique en exprimant vn+1sous laforme kvn :vuuuuvnnnnnn++=−=+−=−=−()=111008210088081008,,,,.Ainsi, vn()est une suite géométrique de raison 0,8.2. Puisque vu0010201010=−=−=, alors, pour tout n∈⺞, vnn=×1008,. À l’aide de la relation vunn=−10, on obtient unen fonc-tion de n: pour tout n∈⺞, uvnnn=+=×+10100810,.3. vn()est une suite géométrique de raison strictement comprise entre 0 et 1,donc sa limite est 0. Or, pour tout n∈⺞, uvnn=+10. On en déduit que lalimite de un()est 10.
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16EXERCICES1SENS DE VARIATION D’UNE SUITEb15minuP.26On considère la suite un(), définie pour tout n∈⺞, par unnn=++212.Montrer de deux façons différentes que la suite un()est strictement croissante :1.avec la différence uunn+−1.      2.avec le quotient uunn+1.Dans la question2, vérifier d’abord que la suite est à termes strictementpositifs.2SUITE ARITHMÉTIQUEb15 minuP.26Soit un()une suite arithmétique de raison −13et de premier terme u12=.1.Calculer la somme des termes de cette suite Suuunn=+++12…en fonc-tion de n.2. Montrer que la suite xn(), définie pour tout n∈∗⺞, par xSnnn=, est une suitearithmétique.Dans la question1, écrire d’abord unen fonction de n, puis appliquer la formuledonnant la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique.3SUITE GÉOMÉTRIQUEb5minuP.27Montrer que la suite de terme général unnn=+−3221est géométrique. Préciser saraison et son premier terme.Voir le savoir-faire3.4PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUESb10 minuP.27Les deux questions sont indépendantes.1.Les nombres suivants sont-ils en progression géométrique : 0,4 ; 1 ; 2,5 ; 6,25 ?2.Que vaut xpour que les nombres 25, xet 16 soient en progression géométrique(avec une raison positive) ?Voir le savoir-faire2.EXERCICES D’APPLICATION
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CORRIGÉSCOURSEXERCICES17Suites15NATURE D’UNE SUITEb5minuP.27Les suites suivantes, dont on donne le terme général ou une relation de récur-rence, sont-elles arithmétiques ? géométriques ? ni l’un ni l’autre ?1. unn=−302,. 2. unn=+132.3. unn=78. 4. unn=×201102,,. 5. unnn=−+−000220052,,.6SUITE GÉOMÉTRIQUEbb5minuP.27Soit un()une suite géométrique de raison positive q.On donne u7500=et u15400=. Calculer u31.Exprimer uu157en fonction de q; ensuite, calculer u31à partir de u15.7MATHS EN MUSIQUEbb5minuP.27Les notes de musique sont des sons qui possèdent chacun une fréquence. Parexemple, le lade référence, donné par le diapason, a une fréquence de 440 Hz(hertz). La fréquence du lasuivant est doublée et pour y parvenir, on passe pardouze notes qui constituent la gamme chromatique, dont les fréquences sont enprogression géométrique. Quelle est la raison de cette progression géométrique ?Expliquer pourquoi la raison qde cette progression géométrique est telle queq122=.8LIMITES DE SUITES GÉOMÉTRIQUESb5minuP.28Dans chaque cas, préciser limunn→+∞.1. unn=()110. 2. unn=−×()2101,.3. unn=10001,. 4. unn=−×()213. Voir le savoir-faire4.
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18EXERCICES9SOMME DE TERMES CONSÉCUTIFSb10minuP.281.Calculer : S=+++090909299,,,….2.Déterminer lim,,,nn→+∞+++()0909092….Voir le savoir-faire6.10IN VINO VERITASbb10minuP.28En 2010, la consommation annuelle mondiale de vin a été estimée à 236 milliardsde litres. On suppose que cette consommation diminue chaque année de 0,4 %.En quelle année passera-t-elle en dessous de 220 milliards de litres ?Une diminution de 0,4% correspond à une multiplication par 0,996. Écrire uneinéquation traduisant le problème.11SUITE ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUEbb15minuP.29On considère une suite un(), définie par u04=et pour tout n∈⺞: uunn+=−134.1.Trouver le réel αpour lequel la suite vn(), définie pour tout n∈⺞parvunn=−α, est une suite géométrique.2.Exprimer vnpuis unen fonction de n.Voir le savoir-faire7.12ALGORITHMEbb15minuP.29Écrire un algorithme qui calcule la somme des termes consécutifs d’une suitegéométrique, connaissant le premier terme, la raison et le nombre de termes decette somme.
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CORRIGÉSCOURSEXERCICES19Suites113ÉTUDE D’UNE SUITE ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUEbb15minuP.29Soit un() une suite définie par u050= et, pour tout n∈⺞, uunn+=−1114,. On pose vunn=−40.1. Montrer que vn()est une suite géométrique. On précisera sa raison et sonpremier terme.2. Exprimer vnen fonction de n.3. Exprimer unen fonction de n.4. Déterminer la limite de un().Voir le savoir-faire7.14REMBOURSEMENT D’UN EMPRUNTbbb30minuP.30Un particulier s’adresse à une société de crédit et emprunte 100 000 €. Le tauxmensuel de ce crédit est 0,4 %. Il est prévu dans le contrat un remboursementfixe, mensuel, égal à 1 200 €, correspondant à une partie du remboursement ducrédit et aux intérêts dus chaque mois.On définit une suite un()par u0100000=et, pour tout n∈⺞: unest la sommequ’il reste à rembourser à la fin du n-ième mois après l’emprunt.1. Calculer u1puis exprimer un+1en fonction de un.2. On définit, pour tout n∈⺞, la suite vn()par vunn=−300000.Montrer que vn()est une suite géométrique.3. Exprimer vnpuis unen fonction de n.4. Déterminer le temps qu’il faudra à cette personne pour rembourser totalementson emprunt. Préciser la somme qu’il faudra verser lors du dernier rembourse-ment.2.Voir le savoir-faire 7.15CONSOMMATION ÉNERGÉTIQUEbb20minuP.30On constate que la consommation d’énergie dans un pays était, par habitant, de2,8 tep (tonnes équivalent pétrole) en 2006 et de 3,5 tep en 2011. On émet l’hypo-thèse d’une croissance exponentielle, c’est-à-dire que la consommation d’énergiepar habitant est en progression géométrique. On note uncette consommation lorsde l’année 2006+n.EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT
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20EXERCICES1. Expliquer pourquoi la raison qde la suite géométrique est telle que q5125=,.2. Calculer une valeur approchée de qà 0,001 près, à l’aide de la calculatrice.3. Exprimer unen fonction de n.4. Estimer la consommation d’énergie par habitant en 2020, selon ce modèle.5. Calculer la quantité totale d’énergie consommée entre 2006 et 2020.2.On pourra utiliser la calculatrice en saisissant la fonction xx5et en utili-sant son tableau de valeurs.3.Il s’agit d’une suite géométrique.5.C’est un calcul de somme qui est demandé. Voir le savoir-faire6.16ALGORITHMEbb10minuP.311. Que fait l’algorithme suivant ?Variables               i, n, u : entiersInitialisation               u prend la valeur 5Traitement               Lire n               Pour i de 1 à n               Début pour               u prend la valeur 2u – 4               Fin pour               Écrire u2. Si l’utilisateur entre la valeur 4 pour la valeur n, quelle valeur est donnée parl’algorithme en sortie ?17MALTHUSbb10minuP.31Au 1erjanvier 2011, la population d’une île déserte coupée du monde comptait10 000 habitants. Cette population croît de 1 % chaque année. La production àcette date permettait de nourrir 12 000 individus et s’accroît de telle sorte qu’ellepeut satisfaire chaque année 300 individus supplémentaires.1. On désigne par anla population du pays au 1erjanvier de l’année 2011+()n et bnla population satisfaite par la production au 1erjanvier de l’année2011+()n.Préciser la nature des suites an()et bn(). Exprimer anet bnen fonction de n.2. Déterminer, à l’aide de la calculatrice, l’année à partir de laquelle la productionne sera plus suffisante pour satisfaire la population.À l’aide de la calculatrice, on cherche le premier entier ntel que abnn⬎.
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CORRIGÉSCOURSEXERCICES21Suites119LE FLOCON DE VON KOCHbbb60minuP.32Partant d’un triangle équilatéral dont chaque côté a pour longueur 1, et d’aire a, on construit sur chaque côté, vers l’extérieur, un nouveau triangle équilatéral, eton itère le procédé. Lors d’une étape donnée, les nouveaux triangles équilatérauxqui apparaissent sont appelés « bourgeons ».    Étape 0 Étape 1 Étape 21. a. Calculer la valeur exacte de a.b.Compléter.lÀ chaque étape, le nombre de côtés est multiplié par : ...............lÀ chaque étape, la longueur des côtés est divisée par : ...............lÀ chaque étape, le nombre de bourgeons est égal au nombre de ...................... .EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT18SUITE RÉCURRENTE DOUBLEbbb35minuP.31Soit un()la suite définie par u01=, u12=, et pour tout n∈⺞: uuunnn++=−213212.1. On pose, pour tout n∈⺞, vuunnn=−+1.Montrer que vn()est une suite géométrique. Exprimer vnen fonction de n.2. Calculer vvvn011+++−…. En déduire la limite Lde un().3. Déterminer l’entier pà partir duquel upest à une distance de Linférieure à103−.Pour cette dernière question, voir le savoir-faire5.
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22EXERCICESc.Pour l’étape n, on note cnle nombre de côtés, lnla longueur d’un côté, pnlepérimètre de la figure.Exprimer cn, lnet pnen fonction de n.2. a.On note aussi anl’aire de la figure. Montrer que pour tout n∈⺞ :aannn+=+()133449.b.On admet que : aann=+−()⎛⎝⎜⎞⎠⎟027320149.Déterminer les limites des suites pn()et an().1. a.Utiliser le théorème de Pythagore.1. c.On remarquera que ce sont trois suites géométriques.2. b.Voir le savoir-faire4.20PETITS CARRÉSbbb45minuP.33Un carré unité est divisé en neuf carrés égaux, le carré central est colorié(étape 1). Les huit carrés restant sont à leur tour divisés et coloriés selon le mêmeprocédé (étape 2). L’objectif du problème est de déterminer la limite de l’aire dudomaine colorié si on continue ainsi indéfiniment.Soit un()la suite définie sur ⺞∗dont le terme général undésigne l’aire coloriéeà l’étape n. On a donc u119=.  Étape 1 Étape 2
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CORRIGÉSCOURSEXERCICES23Suites11.Que vaut u2 ?2.Montrer que pour tout n∈∗⺞, uunn+=+18919.3.On pose vunn=−1. Montrer que la suite vn()est géométrique. En préciser laraison et le premier terme.4.Exprimer vnen fonction de n, puis unen fonction de n.5.Quelle est la limite de un() ?2.L’aire coloriée à l’étape suivante est égale à l’aire déjà coloriée ajoutée à unneuvième de ce qui reste. Traduire en une égalité reliant un+1et un, puis simplifier.3.Le résultat de la question2,montre qu’on a affaire à une suite arithmético-géo-métrique. La question3effectue donc l’étude classique. Voir le savoir-faire7.21CONJECTURE DE SYRACUSEbbb45minuP.34On définit la suite récurrente suivante. Le premier terme u0est un entier positifk, et pour tout nentier positif :lsi unest pair, alors uunn+=12 ;lsi unest impair, alors uunn+=+131.La suite de nombres associée au premier terme kest aussi appelée le vol de k.Exemple:le vol de 7 est 7, 22, 11, 34, 17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1,4, 2, 1, 4, 2, 1, …1.Écrire un algorithme qui demande une valeur de kpuis qui affiche les valeursde la suite jusqu’à obtenir 1 pour la première fois.2.Le temps de vol d’un entier kest le nombre de termes nécessaire pour obtenirpour la première fois 1. Par exemple, le temps de vol de 7 est 17. Modifier l’algo-rithme précédent pour qu’il affiche le temps de vol, ainsi que les termes de la suitejusqu’au premier 1 obtenu.3.L’altitude maximale du vol est le plus grand terme obtenu dans la suite. Parexemple, l’altitude maximale du vol de 7 est 52. Ajouter à l’algorithme précédentles instructions nécessaires pour afficher l’altitude maximale du vol de k.
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24EXERCICESCONTRÔLE22QCMbb15minuP.35Une seule réponse est exacte.Soit q⬎0. On note Sqqqnn=++++12….1.Si q⬍1, alors limnnS→+∞est égale à :a. −∞ b.0 c. 11−q d. +∞2.Si q⬎1, alors limnnS→+∞est égal à :a. −∞ b.0 c. 11−q d. +∞3. Si limnnS→+∞=2, alors qest égal à :a. 14 b. 12 c. 43 d. 223LES TOURS DE HANOÏbb45minuP.35On dispose de trois piquets sur un socle et de ndisques de tailles deux à deuxdifférentes, troués en leur centre.Les ndisques sont empilés sur le piquet A. Le but du jeu est de les faire passersur le piquet C en respectant les règles suivantes :lon ne déplace qu’un disque à la fois ;lun disque ne peut être mis que sur l’un des trois piquets ;lun disque ne peut jamais être mis par-dessus un disque de taille plus petit.EXEMPLE: Avec cinq disquesA54321BCOn note unle nombre de déplacements pour réussir.
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CORRIGÉSCOURSEXERCICES25Suites1Le mouvement d’un disque situé en haut de la pile A déplacé en haut de lapile du piquet B sera noté AB→.Partie A1.Préciser les valeurs de u1, u2, u3, en détaillant les déplacements effectués.2.Montrer que pour déplacer les ndisques, il faut nécessairement que tous lesdisques soient empilés sur le piquet B sauf le plus grand qu’on va pouvoirpasser du piquet A au piquet C.3.En déduire que uunn+=+121.4. En déduire u4puis u5.Partie B1.Soit vn()la suite définie pour tout nentier par vunn=+1.Montrer que vn()est une suite géométrique, en préciser la raison et le premierterme.2. a. Exprimer vn en fonction de n.b.En déduire unen fonction de n.3.Combien de disques doivent être utilisés pour que le nombre de déplace-ments dépasse 1 milliard ?l La relation de la questionA. 3.montre que un()est une suite arithmético-géométrique. La partieBfait étudier cette suite. Voir le savoir-faire7si néces-saire.l Dans la dernière question de la partie B, il s’agit de résoudre l’inéquationun⬎109.
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26CORRIGÉS1 SENS DE VARIATION D’UNE SUITE1.Pour tout n∈⺞: uunnnnnnnnnn+−=+()++()+−++=++−++121112212233212uunnnnnnnnnn+−=+()+()−+()+()+()+()=+()+()123221332332.Or, 3320nn+()+()⬎, d’où uunn++−−10⬎.Par conséquent, un()est une suite strictement croissante.2.Pour tout n∈⺞, 2120nn++⬎: un()est une suite à termes strictement positifs.uunnnnnnnnnnnnn+=++++=+()+()+()+()=+++12223321223232127627nn+3.Or, 27627322nnnn++++⬎, d’où 276273122nnnn++++⬎et uunn++11⬎.Par conséquent, un()est une suite strictement croissante.En résumé, pour montrer qu’une suite est strictement croissante, soit onprouve que uunn+−10⬎, soit on vérifie que les termes sont positifs et on montreque uunn+11⬎.2 SUITE ARITHMÉTIQUE1.La suite un()étant arithmétique de raison −13et de premier terme u12=, on a :unnn=−−()=−213173.D’où : Snuunnnn=+=+−()=()122273nn136−−.2. xSnnnnn==−=−13613616. On a donc xxnnnn+−=−+()−−()=−11361611361616. La différence de deuxtermes consécutifs étant constante, cette suite est arithmétique, de raison −16.CORRIGÉS
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EXERCICESCOURSCORRIGÉS27Suites13 SUITE GÉOMÉTRIQUEuunnnnnnnnnn++++−+−+−+==×=11211213123232322332. Le rapport de deux termes consécutifs étantconstant, la suite un(())est géométrique, de raison 32.Une autre méthode consiste à écrire unsous la forme uqn0×. On obtient:unnnnnn==×××=×()+−−322332218322121.4 PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES1. 1042516252525,,,,,===.Le rapport de deux termes consécutifs est constant, donc les nombres sont en progres-sion géométrique.2. xxx25164002=⇔=⇔x==20. Les nombres 25, 20 et 16 sont en progressiongéométrique, avec une raison égale à 0,8.5 NATURE D’UNE SUITE1.Suite arithmétique.2.Ni l’un ni l’autre.3.Suite géométrique.4.Suite géométrique.5.Ni l’un ni l’autre.6 SUITE GÉOMÉTRIQUEOn a quu815740050008===,.uuq311516240008=×=×=,256.7 MATHS EN MUSIQUED’un laau lasuivant, la fréquence est doublée. En passant par les douze notes de lagamme chromatique, la fréquence est multipliée à chaque fois par la raison q, soitglobalement par q12. Ainsi : qq1211222=⇔==1,059.
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28CORRIGÉS8 LIMITES DE SUITES GÉOMÉTRIQUES1.0.2. −∞.3. +∞.4.0.9 SOMME DE TERME CONSÉCUTIFS1.Il s’agit d’une somme de 99 termes consécutifs d’une suite géométrique de raison0,9 :0909091091091101091299100100,,,,,,+++=−−−=−()−…==−9100,9100××.2.D’après le cours, lim,,,,nn→+∞++++()=−=10909091109102….Donc : lim,,,nn→+∞+++()=−=0909091012…9.La somme ne commence pas par 1, contrairement à la formule du cours: c’estpourquoi il faut enlever 1 en appliquant cette formule.10 IN VINO VERITASUne diminution de 0,4 % se traduit par une multiplication par 0,996. Ainsi, chaqueannée, la consommation est multipliée par 0,996. Si undésigne la consommationmondiale de vin lors de l’année 2010+()n, on a : unn=×2360996,.D’ou : unnn⬍⬍⬍220236099622009965559⇔×⇔,,.Par essais successifs à la calculatrice, on observe que :0996555917,⬎et  0996555918,⬍⬍.C’est donc au cours de la dix-huitième année, c’est-à-dire en 2028, que selon cemodèle, la consommation passera en dessous de 220 milliards de litres.On peut aussi envisager une résolution algébrique de l’inéquation, au moyen de lafonction ln :099655590996555909965559,ln,lnln,nnn<⇔()⇔⬍⬍ln ⇔≈n⬎lnln,,.55590996175
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EXERCICESCOURSCORRIGÉS29Suites111 SUITE ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUE1.Pour tout n∈⺞, vuuunnnn++=−=−−=−+()1134343ααα.Pour que vn()soit une suite géométrique, il faut et il suffit que 43+=αα, ce quiéquivaut à αα==2.2.La suite vn()est une suite géométrique de raison 3 et de premier termevu0022=−=.Il vient vnn==××23, puis unn=×+=()232n213++.12 ALGORITHMEPour cet algorithme, on choisit les notations suivantes : premier terme : a ; raison : q; nombre de termes : n ; somme à calculer : s.Variables a, q, s : réels n : entierTraitementLire aLire qLire n s prend la valeur aÉcrire s1 – qn  1 – q13 ÉTUDE D’UNE SUITE ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUE1.Pour tout n∈⺞ :vuuuuvnnnnnn++=−=−−=−=−()=1140114401144114011,,,,.Ainsi, vn()est une suite géométrique de raison 1,1 et de premier terme :vu0040504010=−=−=.2. vnn=×1011,.3. uvnnn=+=×+40101140,.4.Puisque vn()est une suite géométrique de raison strictement supérieure à 1, depremier terme positif, sa limite est +∞. On en déduit que la limite de un(())est ++ⴥⴥ.
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30CORRIGÉS14 REMBOURSEMENT D’UNE EMPRUNT1. u11000001004120099200=×−=,.Pour tout n∈⺞, uunn+=−110041200,.2.Pour tout n∈⺞ :vuuunnnn++=−=−−=−1130000010041200300000100430,,1120010043000001004=−()=,,.uvnnDonc vn()est une suite géométrique, de raison 1,004 et de premier terme :v0200000=−.3. vnn=−×2000001004,.Puis : uvnnn=+=−×+=−×3000002000001004300000100000321,,0004n().4. unnnn⭐⭐⭓⭓01000003210040210043100415⇔−×()⇔×⇔,,,,.Avec des essais à la calculatrice : 100415101,,⬍et 100415102,,⬎. Donc le rem-boursement sera complet à la fin du 102emois.Si le logarithme népérien a été étudié :100415100415100415,,ln,ln,ln,ln,nnn⭓⭓⭓⇔()()⇔()())⇔()()n⭓ln,ln,.151004Puisque ln,ln,,1510041016()()≈, c’est à la fin du 102emois que le remboursement seracomplet.À la fin du 101emois, la somme qu’il reste à rembourser est, en euros :u10110110000032100468051=−×()≈,,.En tenant compte des intérêts, le montant du dernier remboursement sera de :68051100468323,,,×= €.15 CONSOMMATION ÉNERGÉTIQUE1.La consommation d’énergie par habitant étant en progression géométrique, deraison q, elle est multipliée par qchaque année. En cinq ans, elle est donc multipliéepar q5. Puisque 3528125,,,=, on a bien q5125=,.2.On saisit la fonction xx5. Dans le tableau de valeurs de cette fonction, ontrouve q=1046,, valeur arrondie à 0,001 près.3.C’est une suite géométrique de raison 1,046 et de premier terme 2,8. Doncunn=×281046,,.4.En 2020, on prend n=14: u141428104653=×≈,,,.La consommation d’énergie par habitant en 2020 est estimée, selon ce modèle, à5,3 tep, environ.5. uuu011415281104611046586+++=×−−=…,,,,.La quantité totale d’énergie par habitant entre 2006 et 2020 est estimée à58,6 tep.
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EXERCICESCOURSCORRIGÉS31Suites116 ALGORITHME1.L’algorithme calcule le terme de rang nde la suite définie par u05=et par larelation de récurrence uunn+=−124.En effet, il demande à l’utilisateur de saisir une valeur n, puis effectue nfois uneboucle dans laquelle un calcul supplémentaire est effectué. La suite a été initialiséepar u05=, puis chaque boucle supplémentaire permet de calculer u1, u2, …, ainside suite jusqu’à un.2.Si on choisit n=4, l’algorithme va donner en sortie la valeur u4.À partir de u05=, on obtient à chaque passage dans la boucle les valeurs 6, 8, 12,20. Par conséquent, u420==.17 MALTHUS1. an()est une suite géométrique de raison 1,01 et bn()est une suite arithmétique deraison 300. Pour tout n∈⺞: ann=×10000101,et bnn=+12000300.2.On cherche le premier entier à partir duquel abnn⬎.Avec la calculatrice ou un tableur, on obtient : ab197197⬍et ab198198⬎. C’est doncà partir de 2209que la production ne suffira plus pour satisfaire la population.18 SUITE RÉCURRENTE DOUBLE1.Pour tout n∈⺞: vuuuuuuuunnnnnnnn++++++=−=−−=−=1211113212121212nnnnuv+−()=112.Donc vn()est une suite géométrique de raison 12, et de premier terme :vuu0101=−=.Ainsi, pour tout n∈⺞, vnn=()12.2.En utilisant la somme des termes d’une suite géométrique :vvvnnn01111121122112+++=×−()−=−()−….D’autre part :vvvuuuuuuuuunnnnn0111021101+++=−()+−()++−()=−=−−−…….On en déduit que unnn=+−()=−−121123121.On a limnn→+∞−=1201, donc Lunn==→+∞lim3.
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32CORRIGÉS3.On a uLuppp−=−=−3121.Donc : upppp−⇔<⇔⇔()()−−−−−31012102102103131313⬍⬎⬎lnln, carla fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ⺢+∗. On en déduit :pp−()()()⇔+()()1231013102lnlnlnln⬎⬎puisque ln20⬎.Or : 131021097+()()≈lnln,. Donc l’entier pà partir duquel up est à une distance de L inférieure à 103−est 11.19 LE FLOCON DE VON KOCH1. a.En partageant le triangle équilatéral avec une hauteur, on obtient deux trianglesrectangles identiques. On applique le théorème de Pythagore dans l’un deux :x222051+=,, ce qui donne x234=, soit x=32. L’aire du triangle équilatéral estdonc : a=×=132234.b.À chaque étape, le nombre de côtés est multiplié par : 4.À chaque étape, la longueur des côtés est divisée par : 3.À chaque étape, le nombre de bourgeons est égal au nombre de côtés de l’étapeprécédente.c. cn()est une suite géométrique de raison 4 et de premier terme c03=. Ainsi, pourtout n∈⺞, cnn=×34.ln()est une suite géométrique de raison 13et de premier terme l01=. Ainsi, pour tout n∈⺞, lnn=()13.Et : pclnnnnnn==××()=×()3413343.2. a.Tout d’abord, on rappelle que l’aire d’un triangle équilatéral de côté xest :342x.Pour déterminer l’aire an+1, on ajoute à l’aire ande l’étape n, l’aire de tous les nou-veaux triangles. Or, le nombre de bourgeons est égal au nombre de côtés de l’étapeprécédente. Et puisque l’aire d’un triangle équilatéral de côté lnest 342ln, onobtient :aaclaannnnnnnnn+=+×=+××()×=+()1223434133433449.
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EXERCICESCOURSCORRIGÉS33Suites1b. pn()est une suite géométrique de raison 43et de premier terme positif 3.D’où limnnp→→++==++ⴥⴥⴥⴥ.Comme −1491⬍⬍, on a limnn→+∞()=490. D’où limnn→+∞−()⎛⎝⎜⎞⎠⎟=1491et limnn→+∞−()⎛⎝⎜⎞⎠⎟=2732014927320.Enfin, limnnaa→+∞=+027320.Comme a034=, on conclut : limnna→+∞=+=3427320835.1. a.L’aire d’un triangle s’obtient par: basehauteur×2.2. b.On remarque que le périmètre de la «figure limite» est infini mais son aireest finie.20 PETITS CARRÉS1.Pour trouver l’aire du domaine colorié à la deuxième étape, on ajoute :– ce qui a été déjà colorié à la première étape : 19 ;– ce que l’on colorie à la deuxième étape : 19de ce qui reste, soit 19119−().On obtient : u219191191781=+−()=.2.On recommence le même raisonnement.Pour tout n∈∗⺞, uuuuuunnnnnn+=+−()=+−=+11911998919.3. vuuuuvnnnnnn++=−=+−=−=−()=11189191898989189.La suite vn()est donc géométrique, de raison 89, de premier terme :vu11119189=−=−=−.4. vnnn=−×()=−()−8989891et uvnnn=+=−()1189.Remarque: on peut vérifier que u221891781=−()=.5.La suite vn()étant une suite géométrique de raison strictement comprise entre 0 et1, sa limite est 0. La limite de un(())est donc 1.
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34CORRIGÉS21 CONJECTURE DE SYRACUSE1.Dans l’algorithme suivant, kest l’entier initial dont on cherche à écrire le vol.Lire kAfficher kTant que k > 1Si k est pair  k prend la valeur k/2Sinon  k prend la valeur 3k+1Afficher kFin Tant que2.Il suffit d’ajouter un compteur dans l’instruction « Tant que » pour compter lenombre de boucles effectuées. Dans l’algorithme suivant, test le temps de vol. Lavaleur initiale de test 1, pour inclure dans le décompte la valeur de k.Les instructions ajoutées pour cette question sont en gras.Lire kAfficher kt= 1Tant que k ⬎ 1Si k est pair  k prend la valeur k/2Sinon  k prend la valeur 3k + 1Afficher k t prend la valeur t + 1Fin Tant queAfficher t3.On note mle maximum obtenu lors du vol de l’entier k. Au début, le maximum estl’entier k. Les instructions ajoutées pour cette question sont en gras.Lire kAfficher kt = 1m prend la valeur kTant que k ⬎ 1Si k est pair  k prend la valeur k/2Sinon  k prend la valeur 3k + 1Afficher k t prend la valeur t + 1 Si k ⬎ m, alors m prend la valeur kFin Tant queAfficher tAfficher m
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