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			Partie I

			Introduction à l’ouvrage

			La microéconomie étudie les actions et les interactions entre les unités élémentaires de toute économie : les agents économiques, qui peuvent être producteurs de richesses et/ou consommateurs de biens et services marchands.

			Il existe, schématiquement, deux manières d’aborder ces interactions :

			–	Soit à partir des individus, considérés comme libres de toute attache sociale, et appréhender la résultante de leurs comportements dans la société. Cette démarche étant celle de l’individualisme méthodologique

			–	Soit à partir des actions individuelles qui s’insèrent dans une société qui leur préexiste, et dans laquelle les individus sont différenciés, par leur passé, par leurs traditions, par leur place dans les relations marchandes, etc. Dans cette approche qualifiée d’holiste, la société y occupe alors une place au moins aussi importante que les individus.

			Le point de vue classique, tel que développé par les fondateurs de la discipline, identifie microéconomie et individualisme méthodologique afin d’étudier le comportement optimal du consommateur dans une situation d’idéaltype. C’est dans ce cadre, au plus près de la théorie microéconomique, que nous avons souhaité rédiger cet ouvrage.

			Cette démarche s’inscrit ainsi dans la méthode scientifique de la microéconomique, parfois critiquée pour sa déconnexion du réel. Cette critique en abstraction peut être adressée à toute science ayant pour objet d’étude la caractérisation de phénomènes-types. C’est pourquoi le lecteur pourra constater que le projet microéconomique de tout ramener aux individus ne peut jamais être mené à terme : toute action individuelle s’inscrivant obligatoirement dans un cadre institutionnel lui préexistant.

			C’est pour rendre fidèlement cette rigueur accessible – bien que la microéconomie fasse abondamment appel aux mathématiques qui sont, pour elle, synonymes de rigueur scientifique – que ce livre reprend, pas à pas, sa démarche axiomatico-déductive qui peut parfois étonner par son haut niveau d’abstraction. Nous avons souhaité la restituer dans toute sa logique pour la rendre plus compréhensible, sans cacher les difficultés, ni trouver des échappatoires dans l’intuition ou dans le « bon sens » comme le font, trop souvent, les traités de microéconomie. En cela, cette présentation de la microéconomie s’inscrit strictement dans le projet néoclassique, tel qu’il est formulé par ses partisans les plus fervents.

			Au lecteur de décider de l’intérêt d’un tel projet, en connaissance de cause.

		


		
			1

			L’agent économique face au risque

			Au-delà de l’existence même d’une possible évaluation de l’utilité (satisfaction), il convient de considérer que méconnaissant, a priori, les caractéristiques des produits, le consommateur ne peut connaître, à l’avance, l’utilité procurée par un bien. Comment, dès lors, démuni d’informations, peut-il intégrer ce bien dans son panier afin de maximiser son utilité ? Cette réflexion peut s’appliquer à l’ensemble des agents économiques. C’est pourquoi, l’analyse du comportement des agents économiques doit se réaliser en supposant que celui-ci évolue dans un univers où il doit raisonner dans un environnement incertain.

			Risques et incertitudes

			Une action est dite risquée s’il est possible de lister l’ensemble des évènements qui en découlent et d’assigner, à chacun d’entre eux, une probabilité d’occurrence. Un jet de dé est, par exemple, risqué si le lanceur ne connait pas, avec certitude, la face qui va sortir. Il peut toutefois calculer la probabilité d’apparition d’une des six faces.

			Face au risque quantifiable, la notion d’incertitude est source d’instabilité pour l’agent économique. En effet, une action est incertaine lorsqu’il est impossible de quantifier ses états de la nature1. Ainsi, il est impossible d’associer une probabilité sur une éventuelle baisse des taxes dans les dix prochaines années. Cette décision appartient à un prochain gouvernement dont l’élection est, elle-même, incertaine.

			A.	La valeur espérée en cas d’incertitude

			Afin de tenir compte du risque qu’il encourt, l’agent économique va s’appuyer sur les probabilités associées aux différents états de la nature de manière à calculer la valeur espérée de son projet. Au même titre qu’une espérance mathématique, la valeur espérée d’un projet considère le résultat des différents états de la nature pondérés par leur probabilité respective. Elle est égale à : [image: ] avec Ri le revenu apporté par l’état de la nature i et Pi la probabilité associée.

			Illustration

			
Soit un projet d’entreprise dont les espérances de gain et les probabilités associées sont présentées dans le tableau ci-dessous :

			
				
					
						
							
							
							
							
						
						
							
									
									Profit du projet

								
									
									5 000 €

								
									
									10 000 €

								
									
									45 000 €

								
							

							
									
									Probabilité associée

								
									
									1/6

								
									
									2/3

								
									
									1/6

								
							

						
					

				

			

			L’espérance d’utilité du projet (taux de rendement moyen) est alors égale à

			(1/6) * 5 000 + (2/3) * 10 000 + (1/6) * 45 000 = 15 000 €

			Outre la valeur monétaire, cette information indique à l’investisseur, le montant initial qu’il doit investir pour réaliser un profit.



			Si la valeur espérée est un critère de décision en situation risquée, un autre paramètre essentiel est à prendre en compte : la variabilité/volatilité des gains.

			B.	La volatilité

			La volatilité mesure la variabilité des résultats d’un processus aléatoire associés aux différents états de la nature. Une grande variabilité illustre l’importance du risque encouru. Ainsi, un projet offrant la possibilité de réaliser un profit de 240 000 euros avec une probabilité de 1/10 et d’enregistrer une perte de 10 000 euros avec une probabilité de 9/10 paraît très risqué malgré une valeur espérée positive. En finance, la volatilité d’un actif représente l’écart entre les résultats de la nature et la valeur espérée moyenne du titre financier.

			Au plan mathématique, la volatilité est égale à l’écart-type i.e. la racine carrée de la variance

			
[image: ] = [image: ]



			Comparons le projet étudié précédemment à un second dont les états de la nature sont les suivants :

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Profit du projet

						
							
							1 000 €

						
							
							43 000 €

						
							
							1 000 €

						
					

					
							
							Probabilité associée

						
							
							1/3

						
							
							1/3

						
							
							1/3

						
					

				
			

			L’espérance de gain du projet est alors égale à :

			
(1/3) * 1 000 + (1/3) * 43 000 + (1/3) * 1 000 = 15 000 €



			c’est-à-dire égale au premier projet.

			Sur la base uniquement de l’espérance de gain, nous pourrions donc affirmer que l’entrepreneur est indifférent aux deux projets.

			Toutefois, en calculant la variabilité des deux projets, nous observons que la dispersion du second projet est beaucoup plus élevée malgré une même espérance.

			Écart type du premier projet :

			
[1/6 * (5 000 – 15 000)2 + 2/3 * (10 000 – 15 000)2 + 1/6 * (45 000 – 15 000)2]1/2 = 13 540,1



			Écart type du second projet :

			
[1/3 * (1 000 – 15 000)2 + 1/3 * (43 000 – 15 000)2 + 1/3 * (1 000 – 15 000)2]1/2 = 34 292,9



			Sur la base de ce second critère, un chef d’entreprise rationnel visant à maximiser de son profit tout en minimisant son risque choisira, parmi deux projets de même gain potentiel, celui dont la volatilité est la moins importante.

			C.	L’espérance d’utilité

			Cette dernière occurrence (projets ayant la même espérance de gain) est peu fréquente. La situation la plus courante est celle d’un arbitrage entre risque et espérance de gain.

			Comment un entrepreneur doit-il choisir un projet lorsque les gains et leur variabilité sont différents ? Doit-il opter pour le projet le plus risqué et le plus rémunérateur ou préférer un projet, plus raisonnable en termes de risque, mais ayant une faible rentabilité ? Ainsi, à partir des données suivantes, quel projet doit-il choisir ?

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Valeur espérée

						
							
							10 000 €

						
							
							25 000 €

						
					

					
							
							Écart-type du projet

						
							
							5 000

						
							
							12 000

						
					

				
			

			Il ne vous échappera pas qu’il existe dans la réponse une part assez subjective. Certaines personnes sont plus averses au risque que d’autres (Cf. Paradoxe de Saint Pétersbourg de Bernoulli). Leur acception du risque se matérialise par une fonction d’utilité différente.

			D.	Le taux marginal de substitution

			Afin de réaliser son choix optimal, un individu doit prendre en compte l’espérance de gain, son risque et les probabilités afférentes. Il existe un point où il optimise son choix en univers risqué i.e. en ce point, il est indifférent à deux choix : gain élevé avec une probabilité faible ou faible gain avec une probabilité forte.

			Afin de trouver ce point d’indifférence compte tenu des paramètres du jeu, la démarche du taux marginal de substitution2 peut être utilisée.

			Illustration

			
Considérons un jeu procurant un gain X avec une probabilité p et un revenu Y avec une probabilité (1 – p). Supposons que l’utilité du consommateur égalise, en situation incertaine, l’espérance des gains du jeu.

			Nous avons

			dU (X, Y) = dE (U (X, Y)) = [p * dU (X)/dX] + [(1 – p) dU (Y)/dY] = 0

			⇔ –dX/dY = [(1 – p) dU (Y)]/[p * dU(X)]

			Ainsi, le taux marginal de substitution égalise le rapport des probabilités d’apparition des deux états de la nature.

			TMS = (1 – p)/p

			Cette relation, utile dans la mesure où la fonction d’espérance d’utilité n’étant pas toujours linéaire, indique, en présence de deux évènements, la probabilité permettant d’atteindre l’utilité maximale de l’agent économique.



			E.	Le profil des joueurs

			Chaque individu doit connaître son profil de risque afin de déterminer le choix optimal maximisant son profit.

			Un agent avers au risque voit son utilité se ralentir avec une espérance du gain élevée ayant une probabilité faible de survenir. La courbe d’espérance d’utilité est concave et la dérivée seconde de cette fonction est négative.
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			Un agent neutre au risque voit son utilité croître à la même vitesse que le gain moyen espéré. La courbe de la fonction d’espérance d’utilité est linéaire et l’agent est indifférent à prendre le risque ou non. Sa fonction d’utilité est donc U(X) = E(X).
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			Un agent ayant un profil de risque élevé s’orientera vers des situations aux gains et risques importants. Son utilité croît de plus en plus vite avec l’espérance de gain. La courbe de la fonction d’utilité est convexe. La dérivée seconde de cette fonction est alors positive.
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			F.	La prime de risque

			L’agent économique réalise un arbitrage en prenant comme critères de décision, le risque et l’espérance d’utilité (rendement). Le différentiel perçu de valeur permet d’estimer la valeur attribuée par l’agent au risque encouru.

			L’utilisation de la notion d’équivalent (cf. utilité indirecte) facilite le calcul de la valeur monétaire du risque. Elle permet de trouver le niveau de richesse certain correspondant à l’espérance d’utilité d’un niveau de richesse incertain afin de maintenir, au même niveau, l’utilité de l’agent (Le raisonnement s’effectue en termes de richesse totale et non en termes de gain).

			Au plan mathématique, l’équivalent certain (X) du taux de rendement se définit comme le point où l’utilité d’une richesse certaine égalise l’espérance d’utilité incertaine :

			
U(X) = E(U(X))



			L’expression de X est obtenue en calculant la fonction inverse

			
⇔ X = U [E(U(X))]–1



			Illustration

			
La fonction d’utilité d’un individu est U(X) = X1/2. Il a une richesse initiale de 10 euros. Il participe à une loterie pouvant lui rapporter 100 € avec 25 % de chance ou lui faire perdre 5 € avec une probabilité de 75 %. À l’instant initial, la richesse de l’individu est de 10 €.

			S’il joue à la loterie, l’espérance d’utilité est de :

			E(U(X)) = U(110) * 0,25 + U(5) * 0,75 = 4,3

			S’il souhaite avoir cette utilité de manière certaine i.e. sans avoir à jouer, il lui faudrait avoir un revenu initial de :

			[U(4,3)]–1 = 18,49 €3

			Ainsi, à une espérance d’utilité de 4,3 correspond une richesse initiale de 18,49 euros i.e. un individu sera donc indifférent entre garder sa richesse de 18,49 € et acheter le jeu : son utilité serait la même.

			S’il venait à participer au jeu, il pourrait espérer gagner :

			E(X) = 0,25 * 110 + 0,75 * 5 = 31,25 €

			L’individu serait donc indifférent entre jouer et recevoir 18,49 € mais l’espérance mathématique du jeu peut être positive, représentant un manque à gagner potentiel pour le joueur.

			S’il renonçait à jouer, sa prudence lui serait donc perdre : 31,25 – 18,49 = 12,76 euros

			À ce point d’indifférence, l’individu valorise les deux options de la même manière. Le différentiel de gain (12,76 €) représente la prime de risque i.e. comment il valorise le risque, qui évolue en fonction du profil de l’individu et du type de risque qu’il encourt.

			–	Si la prime de risque (différence entre l’espérance de gain et le gain certain) est positive, l’individu est prêt à payer une somme pour participer au jeu à la condition que le rendement attendu soit supérieur à celui d’un placement non risqué (utilité de l’espérance de gain du jeu supérieure à l’espérance d’utilité du joueur). Nous avons :

			E(X) – X > 0 ⇔ E(X) > X ⇔ E(X) > U[E(u(X))]–1

			⇔ U[E(X)] > E(U(X))

			–	Si la prime de risque est nulle, l’individu est indifférent au risque : son utilité n’est pas modifiée par le fait de jouer ou non (utilité de l’espérance de gain du jeu égale à l’espérance d’utilité du joueur). Nous avons :

			E(X) – X = 0 ⇔ U[E(X)] = E(U(X))

			–	Si la prime de risque est négative, l’individu est prêt à payer une somme pour jouer à un jeu risqué i.e. l’espérance de gain est supérieure à son équivalent certain (utilité de l’espérance de gain du jeu inférieure à l’espérance d’utilité du joueur). Nous avons :

			E(X) – X < 0 ⇔ U[E(X)] < E(U(X))



			G.	Les types de risque

			Trois types de risque sont généralement distingués, chacun ayant un modèle approprié de calcul :

			a.	Le risque additif, A

			Ce risque s’ajoute/se soustrait à la richesse, W.

			
W = w ± A



			Un exemple est une loterie qui additionne au revenu, 10 euros en cas de victoire ou soustrait 5 euros en cas de perte.

			La prime de risque absolue, τ, associée à ce risque, correspond alors à la somme pour laquelle l’individu est prêt à renoncer pour se prémunir du risque :

			
τ = E(X) – X.



			Illustration

			
Soit un individu ayant un capital W = 100 euros. Ses préférences4 (sa fonction d’utilité) sont représentées par la fonction U(X) = X1/2. Il souhaite jouer à une loterie pour laquelle il est confronté au risque additif suivant : 50 % de chances de perdre 25 €, 50 % de chances de gagner 75 € ?

			L’espérance de gain est donnée par E(X) = 0,5 * 75 + 0,5 * 175 = 125 euros et son équivalent certain par X = [0,5 * (75) + 0,5 * (175)] ² ≃ 119, 8

			La prime de risque absolue est égale à : 125 – 119,8 = 5,2 euros



			b.	Le risque multiplicatif, B

			La richesse finale est modifiée, en proportion de la richesse initiale.

			
W = w * (1 + i)



			On l’utilise pour les risques portant sur les taux de change ou les taux d’intérêt. La prime de risque relative, τ, associé à ce risque, correspond au nombre de points de rendement en proportion (ou %) du capital total auxquels un décideur est prêt à renoncer pour s’affranchir du risque :

			
τ(%) = (E(X) – X)



			Illustration

			
Soit un individu ayant un capital de 100 euros. Ses préférences (sa fonction d’utilité) sont représentées par U(X) = X1/2. Quelle est la prime de risque pour une loterie qui présente le taux de rendement suivant : 50 % de chances de perdre 25 % de son investissement, 50 % de chances de l’augmenter de 75 % ?

			Le taux de rendement moyen (espérance de gain) est E(X) = 0,5 * (–25 %) + 0,5 * (75 %) = 25 %

			L’équivalent certain du taux de rendement est défini par :

			X = [(W * (1 + i)]1/2 = [0,5 * (0,75 W)1/2 + 0,5 * (1,75 W)1/2]

			En divisant, de part et d’autre, par W1/2, nous obtenons :

			(1 + i)1/2 = 1,09451/2 ⇔ i ≃ 19,8 %

			Au taux de 19,8 %, l’individu est donc indifférent i.e. investir ou non.

			La prime de risque relative, τ, est : 25 % – 19,8 % = 5,2 %. Le décideur est donc prêt à sacrifier 5,2 % de rendement pour passer d’un actif donné à un actif certain.



			c.	Le risque mixte

			Le risque mixte correspond à une situation où une partie seulement du capital est risquée (W2). La prime de risque associée, dite partielle, vérifie l’égalité :

			
U (W1 + W2 * (1 + E(Z) – τ)) = E(U(W))



			L’individu est indifférent entre recevoir une rémunération sur W2 et ne pas jouer à la loterie.

			Illustration

			
On considère un investisseur possédant un capital de 100 euros. Il envisage d’investir la moitié de cette somme (richesse certaine W1 = 50 ; richesse risquée W2 = 50). Ses préférences sont représentées par U(X) = X1/2.

			Le placement sur la richesse risquée est représenté par les risques suivants : 50 % de perdre 50 % du montant investi et 50 % de gagner 150 %.

			L’espérance de gain est égale à : E (Z) = 0,5 * (–50 %) + 0,5 * 150 % = 50 %.

			L’équivalent certain est égal à : E(U(W)) = 0,5 * (75)1/2 + 0,5 * (175)1/2 = 10,945

			La prime de risque partielle doit vérifier : [50 + 50 (1 + 50 % – τ]1/2 = 10,945 ⇔ τ ≃ 10,4 %

			Ainsi, le décideur est prêt à sacrifier 10,4 % de rendement sur la partie risquée de sa richesse en échange d’un placement certain.

			Les différentes primes de risque représentent donc le même montant exprimé de manières différentes.



			H.	Indices d’aversion au risque

			Deux types de fonctions d’utilité, présentant de l’aversion pour le risque, permettent de définir deux indices d’aversion au risque.

			a.	Les fonctions CCRA

			Il s’agit des fonctions d’utilité s’exprimant sous la forme d’une puissance :

			
u(x) = [image: ]  α ≠ 0.



			–	Si α = 1, u(x) = x. Nous retrouvons le critère d’espérance d’utilité

			–	Si α → 0, u(x) = ln(x), la représentation graphique de l’utilité est de forme logarithmique

			–	Si α = –1, u(x) = –1/x

			Le critère de décision devient :

			
U(W) = E (u(W)) = (1/α) E(Wα).



			L’utilité marginale est donnée par :

			
u′(x) = xα−1 > 0



			et la dérivée seconde par :

			
u′′(x) = (α – 1) xα−2



			dont le signe dépend des valeurs de x et α. En supposant que la richesse est positive x > 0, on aura :

			–	α < 1 : u′′(x) < 0, utilité concave, préférences riscophobes

			–	α = 1 : u′′(x) = 0, utilité linéaire, préférences neutres

			–	α > 1 : u′′(x) > 0, utilité convexe, préférences riscophiles

			L’indice d’aversion absolue face au risque est donné par :

			
A (x) = – [image: ] = [image: ]



			Il décroît avec la richesse. À partir de cet indice, on montre que cette prime de risque absolue est décroissante avec la richesse et croissante avec la variance de l’aléa. Elle est également décroissante avec le rendement moyen de la partie risquée de la richesse. Une plus forte variance peut donc être compensée par une plus grande espérance de gain.

			L’indice d’aversion relative face au risque, donné par : Ar (x) = x * A (x) = 1 – α, est constant. Cette propriété donne son nom à la fonction : Constant Relative Risk Aversion (CRRA).

			Cette relation permet également d’interpréter le paramètre α : plus il est élevé, plus l’aversion relative face au risque est faible.

			b.	Les fonctions CARA

			Il s’agit des fonctions d’utilité s’exprimant sous la forme d’une exponentielle :

			
u(x) = –[image: ] exp (−αx)  α > 0.



			On obtient les cas particuliers suivants :

			–	Si α → 0, u(x) = x. Nous retrouvons le critère d’espérance d’utilité

			–	Les valeurs de α doivent être positives.

			Le critère de décision devient :

			
U (W) = E(u (W)) = –[image: ] E(exp (–αW)).



			L’utilité marginale est donnée par :

			
u′(x) = exp (–αx) > 0



			et la dérivée seconde par :

			
u′′(x) = –α exp (–αx) < 0,



			dont le signe est toujours négatif. Ce type de fonctions d’utilité ne peut donc être utilisé que pour représenter des préférences riscophobes.

			L’indice d’aversion absolue face au risque, donné par : A(x) = – [image: ] = α, est constant. Cette propriété donne son nom à la fonction : Constant Absolute Risk Aversion (CARA).

			À partir de cet indice, on montre que la prime de risque absolue est croissante avec l’aversion absolue pour le risque α et avec la variance de l’aléa. Elle ne dépend ni du rendement moyen, ni de la richesse.

			L’indice d’aversion relative face au risque, donné par : Ar (x) = x * A (x) = αx, est proportionnel à la richesse.

			I.	Le prix de vente d’une loterie

			Jusqu’à présent, nous nous sommes intéressés au risque encouru par un « acheteur » d’une loterie i.e. un individu qui a le choix d’y participer ou non. Il existe cependant, en pratique, des situations où une entreprise est vendeuse de loterie i.e. elle s’interroge sur l’intérêt qu’elle a, à vendre un produit (incertitude envers un revenu assuré).

			Il peut s’agir, par exemple, d’une firme exportatrice commerçant dans une devise étrangère. Elle peut décider de se prémunir du risque de change en achetant un produit financier à terme. Elle paie donc une somme pour se prémunir de l’incertain i.e. elle vend son jeu incertain.

			Afin de déterminer le moment à partir duquel l’entreprise est vendeuse de son jeu, il convient de définir la notion de « prix de vente » qui correspond au prix minimum qu’un vendeur rationnel d’un produit aléatoire souhaite tirer de sa vente. Il aura intérêt à le vendre dès lors qu’il considère que l’utilité de sa richesse sans jeu i.e. sa richesse additionnée de l’équivalent certain de sa loterie (w + z) est supérieure son espérance d’utilité tel que :

			
U (W + z) ≥ u (W)



			Les fonctions étant croissantes et dérivables, nous pouvons composer de part et d’autre. D’où

			
W + z > W



			Nous avons donc la condition :

			
z > P  avec P = W – W, qui représente le prix de vente



			Le sens de cette inégalité importe peu sur la nature de l’aversion au risque d’un individu. En effet, un prix positif peut être le signe d’un individu averse au risque acceptant de gagner moins que l’utilité certaine de sa loterie. De même, un prix négatif peut refléter un individu prêt à prendre des risques en étant payé pour une loterie pouvant lui faire perdre beaucoup plus que son prix d’achat.

			Le seul indicateur objectif permettant d’évaluer le comportement d’un individu face au risque est le signe de la prime de risque.

			Le prix du temps

			Le temps qui passe est un facteur d’incertitude majeur pour les agents économiques : la vérité de ce jour n’est pas celle du lendemain. C’est pourquoi, il importe d’étudier le comportement d’un individu cherchant à maximiser son utilité dans un horizon de temps composé de plusieurs périodes. Il s’agit d’une maximisation intertemporelle de l’utilité d’un individu entendue comme l’agrégation de son utilité durant différentes périodes sous contrainte budgétaire.

			Or, le fait d’élargir l’horizon temporel incite également à prendre en considération l’épargne de l’individu entendue comme une consommation différée. L’analyse du temps en microéconomie est ainsi un arbitrage entre l’utilité présente et l’utilité future sous contrainte de revenu intertemporel. Les revenus pouvant donner lieu à une rémunération, il convient d’évaluer le coût d’opportunité de la consommation au moment présent ou à une certaine période et, donc de déterminer le prix du temps.

			A.	L’inflation

			« L’inflation est l’œuvre du diable parce qu’elle respecte les apparences et détruit les réalités5 ». Cette assertion met en garde contre une idée reçue : thésauriser permettrait garder une partie de sa richesse inchangée, ce qui n’est malheureusement pas le cas.

			Afin de comprendre cette assertion, il nous faut bien comprendre le phénomène de l’inflation entendue comme la hausse généralisée et durable des prix. Elle a notamment pour conséquence une perte du pouvoir d’achat. Elle respecte les apparences mais détruit les réalités… Or, dans le modèle intertemporel du consommateur, l’agent a, par hypothèse, la possibilité de différer la consommation de son revenu. Il peut alors épargner cette part de revenu non consommée. Sa richesse est donc soumise à la menace d’une inflation, qui doit être prise en compte pour évaluer la richesse de l’individu.

			Le taux d’inflation est la variation relative de l’indice des prix (Ip) durant une année.

			
[image: ]* 100



			En France, cet indice est calculé, chaque année, par l’INSEE. Il permet, en particulier, de calculer la perte de pouvoir d’achat d’un individu au cours du temps, son revenu nominal restant inchangé Il s’agit d’un risque relatif.

			B.	Les contraintes de revenu intertemporel

			Pour se prémunir du risque de perte de pouvoir d’achat, un individu peut choisir de placer son épargne à un taux de rémunération supérieur à celui de l’inflation. Cette somme peut être prêtée à un autre individu sous réserve que ce dernier rembourse le prix du renoncement à cette somme dans le temps (taux d’intérêt)6.

			Soient Rt, un revenu versé en période 1 ; C, la consommation de l’individu ; P, l’indice des prix à la consommation, E, son épargne et t, le taux d’intérêt perçu/versé en début de deuxième période.

			Si l’individu épargne une partie de son revenu en période 1, nous avons : R1 = (P1 * C1) + E1 (1)

			Le revenu dédié à la consommation sera, en période 2, de P2 * C2 = R2 + (1 + t) E1 (2)

			En remplaçant, dans (2), E1, par son expression tirée de (1), nous obtenons :

			
R2 + [(1 + t) * (R1 – (P1 * C1)] = P2 * C2
⇔ R2 + (1 + t) * R1 = (P2 * C2) – (1 + t) * (P1 * C1)



			En divisant les deux membres de cette égalité par (1 + t), nous obtenons

			
R1 + R2/(1 + t) = P1C1 – P2C2/(1 + t)



			Afin de comprendre pleinement cette égalité, nous devons faire appel à l’actualisation, notion fondamentale de l’analyse microéconomique intertemporelle.

			C.	Le principe d’actualisation et la préférence pour le présent

			L’actualisation, opération inverse de la capitalisation, permet de calculer la valeur actuelle d’une somme dont le montant est connu à une date future. Elle est une manière de prendre en compte le risque lié au temps7 : plus un flux est lointain, moins il est sûr. Il est donc pris en compte pour une valeur d’autant plus dépréciée. Elle repose sur un principe économique de base : un individu rationnel préfère recevoir une certaine somme d’argent le plus tôt possible.

			En pratique, il convient de combiner le taux d’intérêt perçu (t) et le taux d’inflation (i) qui diminue la valeur future. La combinaison de ces deux facteurs permet de calculer le taux d’intérêt dit « réel » :

			
r = (1 + t)/(1 + i) ≃ (t – i)



			Ceci signifie que le coefficient d’actualisation 1/(1 + t) représente la préférence du consommateur pour le présent : plus il est faible, plus les agents auront une préférence pour le présent. Plus il est élevé, plus les consommateurs ont tendance à donner à l’utilité future, une valeur plus importante. Les individus dits « hédonistes » auront tendance à évaluer, t, à un niveau important alors que les individus épargnants l’estimeront à un niveau plus faible.

			Ainsi, le calcul de la contrainte budgétaire intertemporelle, définie par

			
R1 + R2/(1 + t) = P1 * C1 + P2 * C2/(1 + t)



			permet une comparaison intertemporelle, en évitant toute erreur du fait de la modification de la richesse dans le temps.

			En isolant la consommation de la première période, nous obtenons

			
C1 = [R1 + R2/(1 + t) – P2 * C2/(1 + t)]/P1



			La tangente de cette droite est : – [P2/(1 + t) * P1]

			D.	La maximisation de l’utilité intertemporelle des consommateurs

			La contrainte budgétaire intertemporelle du consommateur est la valeur actualisée des revenus du consommateur.

			Soit U(x), la fonction d’utilité du consommateur, Ri son revenu à la période i et t, le facteur d’actualisation des prix. Nous avons alors le programme de maximisation suivant :

			
Max U (C1, C2)
Sous contrainte R1 + R2/(1 + t) = P1 * C1 + P2 * C2



			La résolution par la méthode du Lagrangien donne

			
E = U (C1, C2) – λ[P1 * C1 + P2 * C2/(1 + t) – R1 – R2/(1 + t)].



			Nous obtenons :

			
(∂U/∂C1) – λP1 = 0
(∂U/∂C2) – λP2/(1 + t) = 0
– [P1 * C1 + P2 * C2/(1 + t) – R1 – R2/(1 + t)] = 0



			Soit

			
(∂U/∂C1)/(∂U/∂C2) = (1 + t) (P1/P2)



			Le taux marginal de substitution intertemporel est le rapport des prix actualisés.

			
				
					[image: ]
				

			

			E.	Maximisation de l’utilité sous inflation

			Nous pouvons déterminer le prix futur à partir du prix présent et du taux d’inflation anticipé. D’où :

			
P2 = P1 * (1 + i)



			Dès lors, nous pouvons exprimer la contrainte budgétaire en fonction uniquement de P1.

			
R1 + R2/(1 + t) = P1 * C1 + P2 * C2/(1 + t)
⇔ R1 + R2/(1 + t) = P1 * C1 + (P1 * (1 + i) * C2)/(1 + t)



			Sachant que le taux d’intérêt réel, r, est défini tel que 1 + r = (1 + t)/(1 + i), nous avons

			
R1 + R2/(1 + t) = P1 * C1 + P1 * C2/(1 + r)



			De la même manière, nous pouvons exprimer la contrainte de revenu intertemporelle sous inflation en fonction du revenu futur, R2, du revenu présent R1, du taux d’intérêt réel, r :

			
P1 * C1 + P1 * C2/(1 + r) = R1 + R2/(1 + r)
⇔ C1 + [C2/(1 + r)] = [R1 + R2/(1 + r)]/P1



			F.	Indices du coût de la vie

			1.	L’indice du coût réel de la vie

			Le calcul de cet indice nécessite la connaissance du revenu qui aurait été nécessaire à un consommateur pour garder, malgré la hausse des prix, le même niveau d’utilité. Le coût de la vie peut s’exprimer comme le rapport (Rn +1/Rn)

			–	Si (Rn +1/Rn) < 1, alors Rn +1 < Rn. Le coût de la vie a décru. Le pouvoir d’achat s’est amélioré

			–	Si (Rn +1/Rn) > 1, alors Rn +1 > Rn. Le coût de la vie a augmenté. Le pouvoir d’achat a baissé.

			2.	La mesure de l’inflation

			L’inflation est repérée par l’indice des prix à la consommation8. Il repose sur le calcul de l’évolution de plus de 200 000 prix, relevés mensuellement dans les territoires de métropole et d’outre-mer, selon les formes de commerce.

			La méthode d’évaluation s’appuie principalement sur l’indice de Laspeyres qui permet de calculer l’accroissement du coût d’un panier initial de biens suite à une hausse des prix, à quantités constantes.

			
Lp = [image: ]



			Si l’indice est supérieur à 1, alors [image: ]>[image: ] Ceci signifie que le coût du panier de biens a augmenté (et vice-versa).

			Utilité intertemporel et incertitudes : 
Le cas des produits financiers

			La finance est un secteur d’activité marqué par l’évolution incertaine des cours et par des arbitrages intertemporels constants. Afin de mieux comprendre l’arbitrage d’un opérateur, déterminons, tout d’abord, la composition de son portefeuille.

			Soit W, le revenu de cet agent qui peut être investi dans plusieurs produits financiers. On appelle wi, la part de revenu réservée à un produit financier spécifique de telle manière que [image: ].

			Le retour sur investissement (ROI – Return On Investment) d’un portefeuille, P, de deux produits, 1 et 2, est alors représenté par son espérance mathématique soit :

			
Ri = w1 * E(R1) + w2 * E(R2)



			Ri, représentant alors le revenu actualisé de l’agent à la période i.

			La comparaison des espérances de revenu des portefeuilles permet de choisir celui présentant le plus grand ROI. Cette analyse doit être complétée par le calcul de la volatilité du portefeuille en tenant compte du fait qu’il existe une corrélation, généralement linéaire, [image: ] entre de nombreux titres sur le marché financier. Dès lors, la variance du portefeuille, V, est égale à :

			
V(P) = V(R1 + R2) = w12 * V(R1) + w22 * V(R2) + 2 w1w2 * Cov(R1, R2)
⇔ V(P) = w12 * R12 + w22 * R22 + 2 w1w2 *[image: ]* [image: ]1* [image: ]2



			La volatilité du portefeuille, exprimée par l’écart-type, est égale à :

			
w1 * R1 + w2 * R2 + [image: ]



			Analysons maintenant l’expression [image: ]1+2 – [image: ]1 – [image: ]2 :

			
w1R1 + w2R2 + [image: ]– R1 – R2
⇔ R1 * (w1 – 1) + R2 * (w2 – 1) – [image: ]< 0



			Ceci signifie que le risque d’un portefeuille composé des deux titres est inférieur à la somme des risques encourus sur ces deux titres. En généralisant, nous pouvons conclure qu’un portefeuille est d’autant moins risqué qu’il comporte de nombreux titres (principe de diversification). Ce constat résulte du fait que dans son activité, l’opérateur doit faire face à deux types de risques :

			–	Le risque systémique : toutes les valeurs diminuent du fait d’une évolution importante de marché

			–	Le risque asymétrique, spécifique au titre financier concerné.

			Lorsque l’investisseur diversifie son portefeuille, il réduit son exposition globale au risque asymétrique (compensation des fluctuations du cours des différents titres).

			A.	La minimisation de la volatilité

			Arriver à minimiser la volatilité revient, dans une certaine mesure, à trouver le portefeuille optimal i.e. apportant un gain maximal sous contrainte de revenu. Pour cela, nous devons calculer, dans un premier temps, le ROI d’un portefeuille composé de deux produits, μ, puis déterminer la valeur minimale de l’écart-type de ce portefeuille.

			Le programme de maximisation du retour sur investissement du portefeuille est

			
Max [image: ]
Sous contrainte [image: ] = w1[image: ] + w2[image: ]



			La somme des wi étant égale à 1, nous pouvons trouver la quantité de produits financiers w1 en fonction du retour sur investissement attendu du portefeuille et de celui du second produit financier :

			
w1 = [image: ]



			Nous avons donc :

			
[image: ]= [image: ]* [image: ] + (1 – [image: ]



			La variance étant égale à :

			
w12 *[image: ]+ w22[image: ]2 + 2 w1w2 * Cov(R1, R<2)
⇔ [image: ] = w12 *[image: ]+ (1 – w1)2 *[image: ] + 2w1 * (1 – w1) * [image: ]
⇔ [image: ] = ([image: ]) w12 + 2w1*([image: ]



			En remplaçant w1 par sa valeur, nous obtenons :

			
[image: ]



			Nous souhaitons obtenir la combinaison optimale gain/volatilité optimale. Or, nous ne savons pas si le portefeuille obtenu maximise le gain. À cette fin, nous devons introduire la notion de frontière efficiente de portefeuille, qui désigne le point où, pour un niveau donné de risque prévisible, il n’existe pas d’autre combinaison d’actifs délivrant un rendement potentiel plus important et où, pour un niveau donné de rendements prévisible, il n’existe aucune autre combinaison d’actifs affichant un risque prévu plus faible.

			Pour cela, nous allons calculer, à l’aide des fonctions précédentes, le retour sur investissement attendu et la volatilité de 6 portefeuilles composés, de manière variable, de deux titres (Google, Amazon) en fonction de différentes valeurs de w1 et w2.

			Le graphique ci-dessous représente la frontière efficiente des 6 portefeuilles.
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			Trouvons maintenant le portefeuille optimal i.e. le portefeuille minimisant la variance. Calculons

			
Min [w12[image: ]12 + (1 – w1)2[image: ]22 + 2 w1(1 – w1) *[image: ]*[image: ]1*[image: ]2]



			La condition de premier ordre est la suivante :

			
2w [image: ]12 – 2(1 – w1)[image: ]22 + 2[image: ]1[image: ]2[image: ] – 4w1[image: ] = 0
w1MV = [image: ]



			Nous obtenons ainsi

			
[image: ] = [image: ] * [image: ] + (1 – [image: ])*[image: ]



			Et

			
[image: ]



			Cette formule exprime le retour attendu d’un portefeuille minimisant la variance.

			Nous avons trouvé le portefeuille maximisant le retour sur investissement et celui minimisant le risque. La combinaison de ces deux portefeuilles détermine le portefeuille optimal permettant de maximiser les profits pour la volatilité minimale.

			B.	Portefeuille complet

			Afin de maximiser notre profit en minimisant la volatilité, il est nécessaire de diversifier le portefeuille. La théorie financière indique, par ailleurs, que tout portefeuille optimal est nécessairement complet i.e. il comporte une certaine proportion d’actifs risqués (wp) et une certaine proportion d’actifs non risqués (1 – wp) de rendement Rf. Son rendement est alors :

			
[image: ]= [image: ]+ (1 – wp) *[image: ]
[image: ]= [image: ]+[image: ]([image: ])



			Comme [image: ]=[image: ]*[image: ] puisque [image: ], nous obtenons :

			
[image: ] = [image: ] + [image: ]([image: ])



			Nous pouvons à présent ajouter au graphique précédent, la multitude de composition de portefeuilles complets représentés par des droites de coefficients Rf et ([image: ])

			
				
					[image: ]
				

			

			Le problème de l’opérateur revient alors à déterminer lequel de ces portefeuilles complets permet d’atteindre les plus hauts rendements avec le plus faible risque.

			Il doit ainsi s’agir du portefeuille combinant le moins de risques i.e. composé d’actifs non risqués et des hauts rendements i.e. appartenant à la frontière d’efficience. Le portefeuille optimal correspond au point de tangence entre la frontière d’efficience et la droite du portefeuille (ligne de « capital market ») comprenant l’actif sans risque (portefeuille efficient).

			
				
					[image: ]
				

			

			Au plan mathématique, le rendement du portefeuille complet correspond au rendement de l’actif non risqué auquel est ajouté le rendement du portefeuille complet pondéré par un ratio dit Sharpe ratio [image: ]([image: ]) défini comme le bénéfice supplémentaire d’un actif risque ([image: ] apporté par une unité de risque ([image: ]).

			La maximisation de ce ratio nous permet donc de maximiser le rendement par unité de risque :

			
Max [image: ] = [image: ]



			avec la condition de premier ordre : [image: ] = 0, nous obtenons (w2 étant égal à (1 – w1))

			
w1 = [image: ]



			Il convient de noter que la composition de ce portefeuille optimal dépend du degré d’aversion au risque des individus. Plus un individu est avers au risque, plus il se rapprochera de l’actif sans risque au contraire d’un individu recherchant le risque dont la combinaison sera plus à droite de la courbe.
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