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      Introduction
     
     
      Ce
     
     
      livre
     
     
      expose
     
     
      l'essentiel
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      convexité
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      leurs
     
     
      applications
     
     
      à
     
     
      l'optimisation
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      micro-économie.
     
     
      Il
     
     
      s'agit
     
     
      d'un
     
     
      ouvrage
     
     
      de
     
     
      mathématiques
     
     
      appliquées.
     
     
      Il
     
     
      s'est
     
     
      donné
     
     
      simulta
     
     
      ɐ
     
     
      nément
     
     
      deux
     
     
      objectifs
     
     
      :
     
     
      constituer
     
     
      un 
     
     
      exposé
     
     
      cohérent
     
     
      et
     
     
      rigoureux
     
     
      d'analyse
     
     
      convexe
     
     
      ;
     
     
      présenter
     
     
      les
     
     
      applications
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      résultats
     
     
      de 
     
     
      façon
     
     
      qu'un
     
     
      lecteur
     
     
      non
     
     
      averti
     
     
      puisse
     
     
      comprendre
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      signification
     
     
      économique
     
     
      de
     
     
      telle
     
     
      hypothèse
     
     
      de
     
     
      convexité,
     
     
      pourquoi
     
     
      elle
     
     
      améliore
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      du
     
     
      comportement
     
     
      du
     
     
      consomma
     
     
      ɐ
     
     
      teur.
     
     
      Cette
     
     
      double
     
     
      exigence
     
     
      a
     
     
      dicté
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      du
     
     
      contenu
     
     
      de
     
     
      ce 
     
     
      cours
     
     
      .
     
     
      Ainsi,
     
     
      le
     
     
      résumé
     
     
      d'analyse
     
     
      convexe
     
     
      (chapitres
     
     
      I
     
     
      et
     
     
      II
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      première
     
     
      partie)
     
     
      se
     
     
      limite
     
     
      à
     
     
      énoncer
     
     
      les
     
     
      principales
     
     
      propriétés
     
     
      géométriques
     
     
      et
     
     
      topologiques
     
     
      des
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      (en
     
     
      particulier
     
     
      les
     
     
      théorèmes
     
     
      de
     
     
      séparation)
     
     
      en
     
     
      restant
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      contexte
     
     
      simplificateur
     
     
      des
     
     
      espaces
     
     
      de
     
     
      Hilbert.
     
     
      La
     
     
      convexité
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      abordée
     
     
      dans
     
     
      son
     
     
      cadre
     
     
      théorique
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      général
     
     
      (qui
     
     
      est
     
     
      celui
     
     
      des
     
     
      espaces
     
     
      vectoriels
     
     
      topologiques
     
     
      localement
     
     
      convexes
     
     
      séparés).
     
     
      En
     
     
      outre
     
     
      de
     
     
      nombreuses
     
     
      questions
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      pas
     
     
      traitées
     
     
      :
     
     
      citons
     
     
      les
     
     
      théorèmes
     
     
      de
     
     
      point
     
     
      fixe,
     
     
      l'étude
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      sous-différentiabilité
     
     
      (différentiabilité
     
     
      presque
     
     
      sûre
     
     
      des
     
     
      fonc
     
     
      ɐ
     
     
      tions
     
     
      convexes),
     
     
      les
     
     
      volumes
     
     
      mixtes
     
     
      (inégalité
     
     
      isopérimétrique)
     
     
      ,
     
     
      les 
     
     
      résultats
     
     
      combinatoires
     
     
      (théorème
     
     
      de
     
     
      Minkowski,
     
     
      empilements)
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Lyapounov
     
     
      (sur
     
     
      tous
     
     
      ces
     
     
      points,
     
     
      nous
     
     
      renvoyons
     
     
      le
     
     
      lecteur
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      bibliographie).
     
     
      Nous
     
     
      appliquons
     
     
      ces
     
     
      résultats
     
     
      à
     
     
      l'optimisation
     
     
      (chapitre
     
     
      I
     
     
      et
     
     
      II
     
     
      de 
     
     
      la
     
     
      deuxième
     
     
      partie).
     
     
      L'accent
     
     
      est
     
     
      mis
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      exemples
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      tech
     
     
      ɐ
     
     
      niques
     
     
      de
     
     
      calcul,
     
     
      ainsi
     
     
      que
     
     
      sur
     
     
      l'interprétation
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      (par
     
     
      exemple
     
     
      1'
     
     
      interprétation
     
     
      marginale
     
     
      du
     
     
      multiplicateur
     
     
      de
     
     
      Kuhn-Tucker
     
     
      (voir
     
     
      chapitre
     
     
      I,
     
     
      deuxième
     
     
      partie).
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      choisi
     
     
      de
     
     
      ne
     
     
      pas
     
     
      aborder
     
     
      la
     
     
      programmation
     
     
      linéaire
     
     
      (application
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      convexité
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      sens
     
     
      très
     
     
      lâche),
     
     
      bien
     
     
      que
     
     
      l'utilisation
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      convexité
     
     
      y
     
     
      soit
     
     
      permanen
     
     
      ɐ
     
     
      te.
     
     
      En
     
     
      revanche,
     
     
      un
     
     
      chapitre
     
     
      entier
     
     
      (chapitre
     
     
      II,
     
     
      deuxième
     
     
      partie)
     
     
      est
     
     
      consacré
     
     
      à
     
     
      l'optimum
     
     
      de
     
     
      Pareto,
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      d'une
     
     
      importance
     
     
      fonda
     
     
      ɐ
     
     
      mentale
     
     
      en
     
     
      micro-économie
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      manuels
     
     
      d'analyse
     
     
      convexe
     
     
      habituellement
     
     
      négligent.
     
     
      Un
     
     
      statut
     
     
      spécial
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      réservé
     
     
      aux
     
     
      applications
     
     
      micro-économiques
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      convexité
     
     
      :
     
     
      chapitre
     
     
      III
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      première
     
     
      partie
     
     
      et
     
     
      chapitre
     
     
      III
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      deuxième
     
     
      partie.
     
     
      Pour
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      mathématicien
     
     
      puisse
     
     
      lire
     
     
      ces
     
     
      chapitres
     
     
      avec
     
     
      profit,
     
     
      un
     
     
      résumé
     
     
      des
     
     
      définitions
     
     
      et
     
     
      résultats
     
     
      princi
     
     
      ɐ
     
     
      paux
     
     
      lui
     
     
      est
     
     
      fourni.
     
     
      Sans
     
     
      se
     
     
      substituer
     
     
      à
     
     
      un 
     
     
      cours
     
     
      de
     
     
      micro-économie
     
     
      (les
     
     
      démonstrations
     
     
      trop
     
     
      techniques
     
     
      sont
     
     
      omises),
     
     
      ces
     
     
      passages
     
     
      per
     
     
      ɐ
     
     
      mettent
     
     
      de
     
     
      comprendre
     
     
      la
     
     
      logique
     
     
      interne
     
     
      des
     
     
      concepts
     
     
      essentiels
     
     
      (tels
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      demande,
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      production,
     
     
      ou
     
     
      les
     
     
      taux
     
     
      margi
     
     
      ɐ
     
     
      naux
     
     
      de
     
     
      substitution)
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      s'attaquer
     
     
      ensuite
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      niveau
     
     
      élevé.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      De
     
     
      nombreux
     
     
      exercices
     
     
      et
     
     
      problèmes
     
     
      d'application
     
     
      sont
     
     
      regroupés
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fin
     
     
      de
     
     
      chaque
     
     
      chapitre
     
     
      (sauf
     
     
      les
     
     
      exercices
     
     
      d'application
     
     
      immédiate,
     
     
      insérés
     
     
      tout
     
     
      au
     
     
      long
     
     
      du
     
     
      texte).
     
     
      On
     
     
      trouvera
     
     
      en
     
     
      fin
     
     
      de
     
     
      volume
     
     
      les 
     
     
      indications
     
     
      pour
     
     
      leur
     
     
      solution.
     
     
      Les
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      micro-économie
     
     
      ont
     
     
      droit
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      traitement
     
     
      privilégié
     
     
      :
     
     
      leur
     
     
      énoncé
     
     
      détaillé
     
     
      constitue
     
     
      l'essentiel
     
     
      des
     
     
      chapitres
     
     
      économiques
     
     
      et
     
     
      ils
     
     
      reçoivent
     
     
      une
     
     
      solution
     
     
      plus
     
     
      complète
     
     
      en
     
     
      fin
     
     
      de
     
     
      volume.
     
     
      L'ambition
     
     
      de
     
     
      cet
     
     
      ouvrage
     
     
      nous
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      tant
     
     
      d'accroître
     
     
      encore
     
     
      chez
     
     
      les
     
     
      mathématiciens
     
     
      concernés,
     
     
      le
     
     
      désir
     
     
      qui
     
     
      les
     
     
      anime,
     
     
      d'explorer
     
     
      toujours
     
     
      plus
     
     
      avant
     
     
      le
     
     
      champ
     
     
      des
     
     
      applications
     
     
      de
     
     
      leur
     
     
      propre
     
     
      langage
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      micro
     
     
      ɐ
     
     
      économie,
     
     
      que
     
     
      d'apaiser
     
     
      chez
     
     
      certains
     
     
      économistes,
     
     
      les
     
     
      craintes,
     
     
      qu'à
     
     
      faire
     
     
      des
     
     
      mathématiques,
     
     
      ils
     
     
      risquaient
     
     
      d'y
     
     
      perdre
     
     
      leur
     
     
      âme.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      PREMIÈRE
     
     
      PARTIE
     
     
      CONVEXITÉ
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      CHAPITRE
     
     
      I
     
     
      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions 
     
     
      convexes
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      ENSEMBLES
     
     
      CONVEXES
     
     
      :
     
     
      DEFINITION
     
     
      Définition
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      E un
     
     
      espace
     
     
      vectoriel
     
     
      réel.
     
     
      Un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      C
     
     
      de
     
     
      E 
     
     
      est
     
     
      dit
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      x,y
     
     
      £
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      À
     
     
      £
     
     
      [C,1]
     
     
      ,
     
     
      alors
     
     
      Xx
     
     
      +(1-X)y
     
     
      £
     
     
      C.
     
     
      On
     
     
      note
     
     
      [x,y]
     
     
      =
     
     
      {Xx+(1-A)y
     
     
      /
     
     
      OéXwl}.
     
     
      Donc
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      :
     
     
      V
     
     
      x,y
     
     
      6
     
     
      C
     
     
      [
     
     
      x,y]
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      wmmmmm
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      '
     
     
      '■
     
     
      liai
     
     
      jHH
     
     
      :
     
     
      Y
     
     
      '%
     
     
      HRHRBnBil
     
     
      Figure
     
     
      1
     
     
      C
     
     
      convexe
     
     
      C
     
     
      non
     
     
      convexe
     
     
      iïTOïl
     
     
      Imaginons
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      complémentaire
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      dans
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      opaque
     
     
      :
     
     
      l'ensemble
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      de
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      on
     
     
      voit
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      autres
     
     
      points
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      Exemples
     
     
      d'ensembles
     
     
      convexes
     
     
      :
     
     
      Les
     
     
      variétés
     
     
      affines
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      (c'est-à-dire
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      V
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tous
     
     
      x,y
     
     
      £
     
     
      V
     
     
      et
     
     
      À 
     
     
      £
     
     
      R
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      Xx+(l-X)y
     
     
      £
     
     
      V),
     
     
      en
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      8
     
     
      Convexité
     
     
      particulier
     
     
      un 
     
     
      point,
     
     
      une
     
     
      droite,
     
     
      un
     
     
      hyperpian
     
     
      (c'est-à-dire
     
     
      le
     
     
      sous-ensemble
     
     
      de
     
     
      B
     
     
      d'équation
     
     
      £(x)
     
     
      =a
     
     
      où
     
     
      l
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      liné
     
     
      ɐ
     
     
      aire
     
     
      sur
     
     
      E
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      réel
     
     
      ).
     
     
      Sont
     
     
      également
     
     
      convexes
     
     
      :
     
     
      les
     
     
      demi-espaces
     
     
      ouverts 
     
     
      (d'équation
     
     
      -fc(x)
     
     
      <
     
     
      a),
     
     
      les
     
     
      demi-espaces
     
     
      fermés
     
     
      (£(x)
     
     
      ^
     
     
      a),
     
     
      les
     
     
      boules
     
     
      (si
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      est
     
     
      normé).
     
     
      Un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      fini
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      contenant
     
     
      plus
     
     
      d'un
     
     
      point
     
     
      n'est 
     
     
      pas
     
     
      convexe.
     
     
      Exercice
     
     
      :
     
     
      Les
     
     
      parties
     
     
      convexes
     
     
      de
     
     
      R
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      intervalles,
     
     
      c'est-à-
     
     
      dire
     
     
      les
     
     
      parties
     
     
      connexes
     
     
      de
     
     
      R.
     
     
      Les
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      ont
     
     
      d'importantes
     
     
      propriétés
     
     
      de
     
     
      stabilité
     
     
      :
     
     
      toute
     
     
      intersection
     
     
      d'ensembles
     
     
      convexes
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      convexe
     
     
      ;
     
     
      en
     
     
      particulier,
     
     
      tout
     
     
      ensemble
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      un 
     
     
      nombre
     
     
      quelconque
     
     
      d'équations
     
     
      linéaires
     
     
      et
     
     
      d'inéquations
     
     
      linéaires
     
     
      larges
     
     
      ou
     
     
      strictes
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      convexe.
     
     
      Nous
     
     
      verrons
     
     
      plus
     
     
      loin
     
     
      (chap.
     
     
      II
     
     
      §7,
     
     
      problème
     
     
      n°l)
     
     
      que,
     
     
      réciproque
     
     
      ɐ
     
     
      ment,
     
     
      tout
     
     
      ensemble
     
     
      convexe
     
     
      fermé
     
     
      est
     
     
      caractérisé
     
     
      par
     
     
      un 
     
     
      système
     
     
      d'inéquations
     
     
      linéaires
     
     
      larges.
     
     
      Les
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      sont
     
     
      également
     
     
      stables
     
     
      par
     
     
      translation,
     
     
      multiplication
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      scalaire,
     
     
      et
     
     
      plus
     
     
      générale
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      toute
     
     
      transformation
     
     
      affine
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      autre
     
     
      espace
     
     
      vectoriel
     
     
      F.
     
     
      Démontrons
     
     
      ce
     
     
      dernier 
     
     
      point
     
     
      :
     
     
      une
     
     
      transformation
     
     
      affine
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      F
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      f
     
     
      :
     
     
      x->
     
     
      A(x)+a
     
     
      où 
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      un opérateur
     
     
      linéaire
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      F
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      F.
     
     
      Il
     
     
      s'agit
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      ocnvexe
     
     
      alors
     
     
      f(C)
     
     
      est
     
     
      convexe.
     
     
      On
     
     
      vérifie
     
     
      immédiatement
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      f
     
     
      ([
     
     
      x,yl
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      [
     
     
      A(x)+a,A(y)+al
     
     
      =
     
     
      [f(x),f(y)J.
     
     
      Une
     
     
      première
     
     
      conséquence
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      propriété
     
     
      est
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      sont
     
     
      deux
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      et
     
     
      A,y
     
     
      deux
     
     
      nombres
     
     
      réels,
     
     
      alors
     
     
      AC+yD
     
     
      est
     
     
      encore
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      convexe.
     
     
      Une
     
     
      deuxième
     
     
      conséquence
     
     
      est
     
     
      que
     
     
      l'image
     
     
      réciproque
     
     
      d'un
     
     
      ensemble
     
     
      convexe
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      9
     
     
      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      transformation
     
     
      affine
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      convexe
     
     
      :
     
     
      x.y
     
     
      £
     
     
      f
     
     
      _
     
     
      1
     
     
      (C)
     
     
      =>
     
     
      f
     
     
      ([
     
     
      x,y]
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      [f(x),f(y)l
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      =>
     
     
      [x.yj
     
     
      C
     
     
      f'
     
     
      1
     
     
      (C).
     
     
      Tout
     
     
      produit
     
     
      cartésien
     
     
      d'ensembles
     
     
      convexes
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      (évident).
     
     
      Réciproquement,
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      CE
     
     
      1
     
     
      x...xE
     
     
      ’
     
     
      n 
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      alors
     
     
      ses
     
     
      projections
     
     
      sur
     
     
      ....
     
     
      1
     
     
      ;
     
     
      sont
     
     
      convexes
     
     
      (puisque
     
     
      chaque
     
     
      projection
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      opérateur
     
     
      linéaire
     
     
      ).
     
     
      Donc
     
     
      :
     
     
      (CjX...xC
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      convexe)
     
     
      (Cj
     
     
      convexe,
     
     
      ...
     
     
      ,C
     
     
      convexe) 
     
     
      Exercice
     
     
      :
     
     
      Toute
     
     
      union
     
     
      croissante
     
     
      d'ensembles
     
     
      convexes
     
     
      est
     
     
      convexe.
     
     
      Donc
     
     
      la
     
     
      limite
     
     
      inférieure
     
     
      U
     
     
      O
     
     
      C.
     
     
      d'une
     
     
      suite
     
     
      C.
     
     
      d'ensembles
     
     
      ,
     
     
      ..,
     
     
      î
     
     
      î
     
     
      k
     
     
      i>k
     
     
      convexes
     
     
      est
     
     
      convexe.
     
     
      Une
     
     
      propriété
     
     
      remarquable
     
     
      des
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      :
     
     
      leur
     
     
      multiplication 
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      scalaires
     
     
      positifs
     
     
      est
     
     
      distributive
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      l'addition
     
     
      des
     
     
      scalaires,
     
     
      c'est-à-dirc
     
     
      :
     
     
      V
     
     
      À,p
     
     
      *
     
     
      0
     
     
      :
     
     
      XC
     
     
      +
     
     
      yC
     
     
      =
     
     
      (X+y)C 
     
     
      (1)
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      Seule
     
     
      l'inclusion
     
     
      XC+yC
     
     
      C
     
     
      (X+y)C
     
     
      pose
     
     
      un
     
     
      problème.
     
     
      Soit 
     
     
      z
     
     
      =
     
     
      (Xx+yy)
     
     
      G
     
     
      XC+yC.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      (sauf
     
     
      si
     
     
      X=y=0)
     
     
      :
     
     
      (X+y)
     
     
      x
     
     
      +
     
     
      y
     
     
      1
     
     
      \
     
     
      4-1
     
     
      1
     
     
      14-11
     
     
      £
     
     
      (X+y)C.
     
     
      '■X+y
     
     
      X+y
     
     
      La
     
     
      propriété
     
     
      (1)
     
     
      n'est
     
     
      plus
     
     
      vraie
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      convexe.
     
     
      Er.
     
     
      effet,
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      contient
     
     
      2
     
     
      points
     
     
      distincts
     
     
      et
     
     
      non
     
     
      nuis,
     
     
      C+C 
     
     
      contient
     
     
      3
     
     
      points
     
     
      distincts
     
     
      alors
     
     
      que
     
     
      2C
     
     
      n'en
     
     
      contient
     
     
      que
     
     
      deux.
     
     
      2 
     
     
      -
     
     
      COMBINAISONS
     
     
      CONVEXES
     
     
      Définition
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      ------------
     
     
      n
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      combinaison
     
     
      linéaire
     
     
      Y
     
     
      X.x.
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      combi-
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      naison
     
     
      convexe
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      xi
     
     
      ....
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      n
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      Convexité
     
     
      n
     
     
      V
     
     
      i=1,...,n
     
     
      A,.*0
     
     
      et
     
     
      £
     
     
      À.
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      1
     
     
      Théorème
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      Un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      C
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      il
     
     
      contient
     
     
      toute
     
     
      combinaison
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      ses
     
     
      éléments.
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      un
     
     
      convexe,
     
     
      xi,...,x
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      z
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      A.x.
     
     
      une
     
     
      combinaison
     
     
      convexe
     
     
      de 
     
     
      xi,...,x
     
     
      .
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      Pour
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      appartient
     
     
      à
     
     
      C
     
     
      nous
     
     
      supposons
     
     
      (quitte
     
     
      à
     
     
      changer
     
     
      la
     
     
      numérotation)
     
     
      que
     
     
      À!
     
     
      est
     
     
      strictement
     
     
      positif
     
     
      n
     
     
      (puisque
     
     
      £
     
     
      A.
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      l'un
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      des
     
     
      coefficients
     
     
      A.
     
     
      est
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      strictement
     
     
      positif).
     
     
      Puisque
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      succes-
     
     
      sivement
     
     
      :
     
     
      Yl
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      ya
     
     
      A
     
     
      1
     
     
      +À
     
     
      2
     
     
      A
     
     
      1
     
     
      4-).
     
     
      2
     
     
      Xl
     
     
      +
     
     
      ^A
     
     
      1
     
     
      +À
     
     
      2
     
     
      yi
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      1
     
     
      +A
     
     
      2
     
     
      +A
     
     
      3
     
     
      ^
     
     
      f
     
     
      À
     
     
      i
     
     
      +À
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      3
     
     
      V.
     
     
      1
     
     
      +A2+A
     
     
      3+A4
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      LL.
     
     
      ^A
     
     
      i
     
     
      +A
     
     
      2
     
     
      +A
     
     
      3
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      xjEC
     
     
      A
     
     
      1
     
     
      +A2+A3+A4
     
     
      X
     
     
      4
     
     
      e
     
     
      C
     
     
      y
     
     
      n
     
     
      -1
     
     
      Ai+.
     
     
      .
     
     
      .+A
     
     
      n
     
     
      -1
     
     
      y
     
     
      +
     
     
      —
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      C.
     
     
      n
     
     
      -
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      O
     
     
      n
     
     
      v
     
     
      é
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      f
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      y
     
     
      ^
     
     
      =
     
     
      z
     
     
      c
     
     
      e
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      i
     
     
      d
     
     
      é
     
     
      m
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      p
     
     
      r
     
     
      o
     
     
      p
     
     
      o
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      "seulement
     
     
      si"
     
     
      du
     
     
      théorème.
     
     
      La
     
     
      réciproque
     
     
      est
     
     
      évidente
     
     
      puisque
     
     
      Ax+(1-A)y,
     
     
      0$A<1,
     
     
      est
     
     
      une 
     
     
      combinaison
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      y.
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      de
     
     
      K
     
     
      est
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      à
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      des
     
     
      combi
     
     
      ɐ
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      convexes
     
     
      d'éléments
     
     
      de
     
     
      K.
     
     
      CO(K)
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      {*
     
     
      /
     
     
      3
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      ii
     
     
      n
     
     
      x=
     
     
      £
     
     
      X.x.
     
     
      et
     
     
      ¥
     
     
      i
     
     
      =
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      ,...,
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      ,
     
     
      3=1
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      X.£0,
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      :
     
     
      Soit
     
     
      K
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
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      contenant
     
     
      K.
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      K
     
     
      alors
     
     
      C
     
     
      contient
     
     
      toutes
     
     
      les
     
     
      combinaisons
     
     
      convexes
     
     
      d'éléments
     
     
      de
     
     
      K
     
     
      (théorème
     
     
      1).
     
     
      Donc
     
     
      :
     
     
      CO(K)
     
     
      =
     
     
      C^\
     
     
      C
     
     
      3
     
     
      K
     
     
      0
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      I
     
     
      X.x.
     
     
      /
     
     
      V
     
     
      i=1
     
     
      ....
     
     
      n
     
     
      x.
     
     
      *=
     
     
      K,
     
     
      X.
     
     
      >0,
     
     
      C
     
     
      £
     
     
      K
     
     
      li-1
     
     
      11
     
     
      11
     
     
      n
     
     
      X.
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      x
     
     
      Réciproquement,
     
     
      on
     
     
      vérifie
     
     
      que
     
     
      K
     
     
      0
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      (une
     
     
      combi
     
     
      ɐ
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      de
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      K
     
     
      0
     
     
      contient
     
     
      K,
     
     
      il
     
     
      en
     
     
      résulte
     
     
      Ko
     
     
      G
     
     
      K
     
     
      donc
     
     
      CO(K)
     
     
      C
     
     
      K
     
     
      0
     
     
      Sombre
     
     
      :
     
     
      K 
     
     
      Hachuré
     
     
      :
     
     
      C0(K)
     
     
      Figure
     
     
      3
     
     
      Exercice
     
     
      Si
     
     
      Ci
     
     
      ....
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      sous-ensembles
     
     
      convexes
     
     
      de
     
     
      E,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      CO
     
     
      (û
     
     
      cj
     
     
      -
     
     
      {£
     
     
      /
     
     
      v
     
     
      i-l
     
     
      ....
     
     
      .
     
     
      XjÊC.,
     
     
      »,»,
     
     
      j
     
     
      On
     
     
      appelle
     
     
      polytope
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      points
     
     
      xi,...,x
     
     
      de
     
     
      E,
     
     
      l'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      CO{xi
     
     
      ,...,x^}
     
     
      .
     
     
      Figure
     
     
      U
     
     
      Exercice
     
     
      :
     
     
      Soient
     
     
      xi,...,x
     
     
      des
     
     
      points
     
     
      fixés
     
     
      distincts
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      Alors
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      I
     
     
      de
     
     
      {l,...,n}
     
     
      minimal 
     
     
      pour
     
     
      l'inclusion
     
     
      parmi
     
     
      les
     
     
      parties
     
     
      vérifiant
     
     
      CO
     
     
      {x
     
     
      i
     
     
      }
     
     
      i
     
     
      £
     
     
      I
     
     
      CO'
     
     
      xi,
     
     
      Les
     
     
      points
     
     
      {x^}^
     
     
      j
     
     
      sont
     
     
      appelés
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      sommets
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      3
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      ENVELOPPE
     
     
      CONVEXE
     
     
      FERMEE
     
     
      On
     
     
      suppose
     
     
      maintenant
     
     
      que
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      muni
     
     
      d'une
     
     
      norme
     
     
      d'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      et
     
     
      donc
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      associée.
     
     
      L'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      d'un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      fermé
     
     
      de
     
     
      b 
     
     
      n'est 
     
     
      pas
     
     
      nécessairement
     
     
      fermée
     
     
      comme
     
     
      le
     
     
      montre
     
     
      l'exemple
     
     
      suivant
     
     
      :
     
     
      (
     
     
      xi
     
     
      J
     
     
      î
     
     
      O
     
     
      et
     
     
      Xi*X
     
     
      2
     
     
      >l)
     
     
      (xi^O
     
     
      et
     
     
      Xi-X
     
     
      2
     
     
      <-
     
     
      1
     
     
      )
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      5
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      :
     
     
      L'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      d'un
     
     
      ouvert
     
     
      est
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      On
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      donc
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      d'enveloppe
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      fermée.
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      K
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
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      de
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      nor
     
     
      ɐ
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      =
     
     
      C0(k)
     
     
      3
     
     
      CO®
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      d'un
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      démonstration
     
     
      est
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      CÔ(K)
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      CO(K)
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      définition
     
     
      de
     
     
      l'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      fermée
     
     
      on
     
     
      a 
     
     
      toujours
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      CÔ(K)
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      CÔ(K)
     
     
      La
     
     
      seule
     
     
      égalité
     
     
      posant
     
     
      un
     
     
      problème
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      CO(K)
     
     
      =
     
     
      CO(K).
     
     
      L'exemple
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      Figure
     
     
      5
     
     
      montre
     
     
      qu'elle
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      vraie
     
     
      en
     
     
      général.
     
     
      Cependant
     
     
      elle
     
     
      est
     
     
      vraie
     
     
      si
     
     
      K
     
     
      est
     
     
      borné
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      dimen
     
     
      ɐ
     
     
      sion
     
     
      finie
     
     
      ;
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      si
     
     
      K 
     
     
      est
     
     
      contenu 
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      sous-espace
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      Ce
     
     
      point
     
     
      est
     
     
      démontré
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      1
     
     
      du
     
     
      présent
     
     
      chapitre
     
     
      .
     
     
      b
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      FONCTIONS
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      Définition
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      f
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      définie
     
     
      sur
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      réel
     
     
      E 
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      valeurs
     
     
      dans
     
     
      R
     
     
      =
     
     
      R
     
     
      U
     
     
      {+°°}.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      elle
     
     
      vérifie
     
     
      l'une
     
     
      des
     
     
      trois
     
     
      propriétés
     
     
      équivalentes
     
     
      suivantes
     
     
      :
     
     
      n
     
     
      (2)
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      tout
     
     
      entier
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      toute
     
     
      combinaison
     
     
      convexe
     
     
      £
     
     
      ^i
     
     
      x
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      i
     
     
      =1
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      n
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      X.x.
     
     
      ^
     
     
      l
     
     
      X.
     
     
      f
     
     
      (x.
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      L
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      i
     
     
      i
     
     
      i=1
     
     
      i=1
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      tous
     
     
      x,y
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      R
     
     
      |f(Xx+(l-X)y)
     
     
      ^
     
     
      Xf(x)+(1-X)f(y)
     
     
      1
     
     
      L'épigraphe
     
     
      epi(f)
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      •
     
     
      E
     
     
      x
     
     
      R
     
     
      :
     
     
      epi(f)
     
     
      =
     
     
      {(x,X)
     
     
      G
     
     
      E
     
     
      x
     
     
      R
     
     
      /
     
     
      f(x)
     
     
      <
     
     
      X}
     
     
      Pour 
     
     
      toute
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      K,
     
     
      on
     
     
      appelle
     
     
      domaine
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      dom(f)
     
     
      l'ensemble
     
     
      :
     
     
      dom(f)
     
     
      =
     
     
      {x
     
     
      G
     
     
      E
     
     
      /
     
     
      f(x)
     
     
      <
     
     
      -K»}
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      alors
     
     
      illustrer
     
     
      sur
     
     
      une
     
     
      figure
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      5
     
     
      :
     
     
      AV
     
     
      ..
     
     
      dom(f)
     
     
      dom(f)
     
     
      Figure
     
     
      6
     
     
      f
     
     
      convexe
     
     
      f
     
     
      non
     
     
      convexe
     
     
      Remarquons
     
     
      que
     
     
      notre
     
     
      définition
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      comme
     
     
      fonctions
     
     
      à
     
     
      valeurs
     
     
      dans
     
     
      R
     
     
      U
     
     
      {+°°}
     
     
      nous
     
     
      dispense
     
     
      d'avoir
     
     
      à
     
     
      préciser
     
     
      à
     
     
      chaque
     
     
      fois
     
     
      leur
     
     
      domaine
     
     
      de
     
     
      définition.
     
     
      .En
     
     
      effet
     
     
      partons
     
     
      d'une 
     
     
      fonction
     
     
      fo
     
     
      définie
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      convexe
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      elle-même
     
     
      convexe
     
     
      au
     
     
      sens
     
     
      des
     
     
      inégalités
     
     
      (3)
     
     
      (qui
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      alors
     
     
      définies
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      x,y
     
     
      G
     
     
      C)
     
     
      ;
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      alors
     
     
      étendre
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      0
     
     
      a
     
     
      E
     
     
      tout
     
     
      entier
     
     
      en
     
     
      posant
     
     
      :
     
     
      f(x)
     
     
      =
     
     
      fo(x)
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      -Ko
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      ?
     
     
      C
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      La
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      f,
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      R,
     
     
      ainsi,
     
     
      définie
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      convexe
     
     
      au 
     
     
      sens
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      5
     
     
      <
     
     
      Exemples
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
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      Les
     
     
      fonctions
     
     
      suivantes
     
     
      sont
     
     
      convexes
     
     
      sur
     
     
      R
     
     
      :
     
     
      ■Mx)
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      <hU)
     
     
      =
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      >0
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      (
     
     
      a
     
     
      v
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      p
     
     
      ^
     
     
      O
     
     
      )
     
     
      taU)
     
     
      x
     
     
      P
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      x
     
     
      ^
     
     
      O
     
     
      +°°
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      <0
     
     
      (avec
     
     
      p^
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      Définition
     
     
      6
     
     
      :
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      qu'une
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      R
     
     
      U
     
     
      {-«>}
     
     
      est
     
     
      concave
     
     
      si
     
     
      -f
     
     
      est
     
     
      convexe.
     
     
      Exerc
     
     
      ices
     
     
      :
     
     
      Une
     
     
      fonction
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      et
     
     
      concave
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      elle
     
     
      est
     
     
      affine
     
     
      :
     
     
      fŒVi)
     
     
      =
     
     
      XA
     
     
      i
     
     
      f(x
     
     
      i
     
     
      )
     
     
      Une
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      concave
     
     
      si
     
     
      son
     
     
      hypographe
     
     
      hyp(f)
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      :
     
     
      hyp(f1
     
     
      =
     
     
      {(x,À)
     
     
      G
     
     
      E
     
     
      x
     
     
      R
     
     
      /
     
     
      f(x)
     
     
      2-
     
     
      X}
     
     
      Les
     
     
      fonctions
     
     
      suivantes
     
     
      sont
     
     
      concaves
     
     
      sur
     
     
      R
     
     
      :
     
     
      4>s(x)
     
     
      Log
     
     
      x
     
     
      si
     
     
      x>0
     
     
      (J
     
     
      )
     
     
      4
     
     
      (
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      °-
     
     
      ’
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      <0
     
     
      x^ 
     
     
      si
     
     
      x^O
     
     
      -<»
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      <0
     
     
      (avec
     
     
      0
     
     
      <q<
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      Pour montrer
     
     
      que
     
     
      <}>
     
     
      i
     
     
      ,c
     
     
      |)2
     
     
      sont
     
     
      convexes
     
     
      et
     
     
      <J
     
     
      )
     
     
      3
     
     
      ,<):
     
     
      4
     
     
      concaves
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      le
     
     
      corollaire
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      5
     
     
      du
     
     
      paragraphe
     
     
      6
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      obtenir
     
     
      d'autres
     
     
      exemples,
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      lemnes 
     
     
      suivants
     
     
      :
     
     
      Lemme
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      f
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      sous-ensemble
     
     
      convexe
     
     
      C
     
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      17
     
     
      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      de
     
     
      E,
     
     
      et
     
     
      <()
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      non
     
     
      décroissante
     
     
      de
     
     
      f(C)
     
     
      dans
     
     
      R.
     
     
      Alors
     
     
      h
     
     
      =
     
     
      <|>of
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      C,
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      D'après
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      (3)
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      pour
     
     
      tous
     
     
      x,y
     
     
      €
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      tout
     
     
      X
     
     
      e
     
     
      ]0,1[
     
     
      :
     
     
      f(Xx+(l-X)y)
     
     
      4
     
     
      Xf(x)+(1-X)f(y)
     
     
      °* 
     
     
      $of(Xx+(
     
     
      1
     
     
      -X)y)
     
     
      £
     
     
      <j:(Xf(x)+(
     
     
      1
     
     
      -X)f(y)
     
     
      )
     
     
      (<{
     
     
      non
     
     
      décroissante)
     
     
      ■*
     
     
      4
     
     
      i0f
     
     
      (^
     
     
      x+
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      X)y
     
     
      )
     
     
      <■
     
     
      X<()of(x)
     
     
      +
     
     
      (
     
     
      1-X)4>of(y)
     
     
      (
     
     
      (j>
     
     
      convexe) 
     
     
      _
     
     
      Lemme
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      Toute
     
     
      combinaison
     
     
      linéaire
     
     
      positive
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      .
     
     
      fi,...,f
     
     
      convexes
     
     
      n
     
     
      X
     
     
      i
     
     
      £
     
     
      0
     
     
      ,...,
     
     
      X
     
     
      50
     
     
      n
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      X.f.
     
     
      î
     
     
      j
     
     
      .
     
     
      convexe
     
     
      Démonstration
     
     
      évidente.
     
     
      f
     
     
      (
     
     
      x)
     
     
      Le
     
     
      lemme
     
     
      1
     
     
      entraîne
     
     
      :
     
     
      si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      convexe,
     
     
      alors
     
     
      e
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      ;
     
     
      si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      et
     
     
      positive
     
     
      ,
     
     
      [f]^
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      (à
     
     
      condition
     
     
      que
     
     
      p51
     
     
      );
     
     
      si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      concave
     
     
      et
     
     
      strictement
     
     
      positive
     
     
      alors
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      (en
     
     
      effet
     
     
      -f
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      et
     
     
      négative
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      -*■
     
     
      -
     
     
      —
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      et
     
     
      croissante
     
     
      sur 
     
     
      ).
     
     
      Toute
     
     
      norme
     
     
      sur
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      (puisque
     
     
      x
     
     
      P.xll
     
     
      vérifie
     
     
      l'inégalité
     
     
      triangulaire
     
     
      et
     
     
      est
     
     
      positivement
     
     
      homogène
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      Donc
     
     
      (Lemme
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      x
     
     
      Il
     
     
      x
     
     
      H 
     
     
      ^
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      E
     
     
      (puisque
     
     
      II
     
     
      x
     
     
      H
     
     
      5
     
     
      0
     
     
      ).
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      si
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      Hilbert
     
     
      dont
     
     
      le
     
     
      produit
     
     
      scalaire
     
     
      est
     
     
      <x,y>,
     
     
      alors
     
     
      toute
     
     
      fonction
     
     
      quadratique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      1.
     
     
      Une
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      R
     
     
      est
     
     
      positivement
     
     
      homogène
     
     
      si
     
     
      f(Xx)=Xf(x)
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      £
     
     
      E
     
     
      et
     
     
      tout
     
     
      X50.
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      Convexité
     
     
      x
     
     
      ■+
     
     
      a<x,x>
     
     
      +
     
     
      <x,x
     
     
      0
     
     
      >
     
     
      +
     
     
      a
     
     
      (avec
     
     
      a>
     
     
      0
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe,
     
     
      puisque
     
     
      c'est
     
     
      une
     
     
      combinaison
     
     
      linéaire
     
     
      positive
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      et
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      affine.
     
     
      5
     
     
      -
     
     
      OPERATIONS
     
     
      SUR
     
     
      LES
     
     
      FONCTIONS
     
     
      CONVEXES
     
     
      Par
     
     
      définition
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      son
     
     
      épigraphe
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      :
     
     
      à
     
     
      toute
     
     
      propriété
     
     
      de
     
     
      stabilité
     
     
      des
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      va
     
     
      donc
     
     
      correspondre
     
     
      une
     
     
      propriété
     
     
      de
     
     
      stabilité
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      pour
     
     
      l'opération
     
     
      correspondante.
     
     
      a)
     
     
      Supremum
     
     
      :
     
     
      Si
     
     
      (f^).gj.
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      quelconque
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      convexes, 
     
     
      alors
     
     
      son
     
     
      supremum 
     
     
      f
     
     
      :
     
     
      V
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      E
     
     
      f(x)
     
     
      =
     
     
      sup
     
     
      f.(x)
     
     
      (5)
     
     
      iei
     
     
      1
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe.
     
     
      (En
     
     
      effet
     
     
      l'épigraphe
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      1
     
     
      'inter
     
     
      ɐ
     
     
      section
     
     
      des
     
     
      épigraphes
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      f_^.)
     
     
      ExempIe
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      de
     
     
      Hilbert
     
     
      E
     
     
      muni
     
     
      du 
     
     
      produit
     
     
      scalaire
     
     
      <
     
     
      ,
     
     
      >.
     
     
      Alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      support
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      la 
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      O
     
     
      suivante
     
     
      :
     
     
      a
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      sup
     
     
      <x,y>.
     
     
      Elle
     
     
      est
     
     
      ,1
     
     
      e
     
     
      C
     
     
      convexe
     
     
      ;
     
     
      quelques
     
     
      unes
     
     
      de
     
     
      ses
     
     
      propriétés
     
     
      sont
     
     
      étudiées
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      1
     
     
      du
     
     
      chapitre
     
     
      Tl.
     
     
      b)
     
     
      Composition
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      transformation
     
     
      affine
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      A
     
     
      une
     
     
      transformation
     
     
      affine
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      F.
     
     
      Si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      F
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      composée
     
     
      foA
     
     
      :
     
     
      (foA)(x)
     
     
      =
     
     
      f(Ax)
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      E.
     
     
      En
     
     
      effet
     
     
      l'épigraphe
     
     
      de
     
     
      foA
     
     
      est
     
     
      l'image
     
     
      réci
     
     
      ɐ
     
     
      proque
     
     
      de
     
     
      l'épigraphe
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      affine
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      x
     
     
      R 
     
     
      dans
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      R
     
     
      :
     
     
      (x,A)
     
     
      -*•
     
     
      (Ax,X)
     
     
      (
     
     
      6
     
     
      )
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      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      De
     
     
      même
     
     
      si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      E,
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      suivante
     
     
      Af:
     
     
      (Af)(x)
     
     
      =
     
     
      inf{f(y)
     
     
      /
     
     
      Ay
     
     
      =
     
     
      x}
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      F.
     
     
      En
     
     
      effet
     
     
      l'épigraphe
     
     
      de
     
     
      Af
     
     
      est
     
     
      l'image
     
     
      directe
     
     
      de
     
     
      l'épigraphe
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      affine
     
     
      (
     
     
      6
     
     
      ).
     
     
      Application
     
     
      :
     
     
      Si
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      (xi,X
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      f(xi,X
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      en
     
     
      (xi,x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      G
     
     
      Ej
     
     
      X
     
     
      E2
     
     
      ,
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      :
     
     
      Xj
     
     
      -*■
     
     
      inf
     
     
      f
     
     
      (xi
     
     
      ,X
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      GE
     
     
      2
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      Ej.
     
     
      Elle
     
     
      s'écrit
     
     
      eri
     
     
      effet
     
     
      Af
     
     
      si
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      projec
     
     
      ɐ
     
     
      tion
     
     
      de
     
     
      Ei
     
     
      x
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      sur
     
     
      E].
     
     
      e)
     
     
      Enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      L'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      quelconque
     
     
      f
     
     
      formalise
     
     
      l'idée
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      plus
     
     
      grande
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      majorée
     
     
      par
     
     
      f.
     
     
      +00
     
     
      Figure
     
     
      7
     
     
      Définition
     
     
      7
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      f
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      bornée
     
     
      inférieurement
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans 
     
     
      R
     
     
      U
     
     
      {+<»}.
     
     
      On
     
     
      appelle
     
     
      enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      CO(f)
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      l'une
     
     
      des
     
     
      trois
     
     
      propriétés
     
     
      équiva
     
     
      ɐ
     
     
      lentes
     
     
      suivantes
     
     
      :
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      Convexité
     
     
      epi(C0(f)}
     
     
      =
     
     
      C0(epi
     
     
      f)
     
     
      C0(f)(x)
     
     
      =
     
     
      sup
     
     
      h(x)
     
     
      h
     
     
      €
     
     
      F
     
     
      (T)
     
     
      où
     
     
      he
     
     
      F
     
     
      ssi
     
     
      h
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      V
     
     
      y
     
     
      e
     
     
      E
     
     
      h(y)<f(y)
     
     
      (
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      n
     
     
      Xi>0,..
     
     
      .
     
     
      ,X
     
     
      >0
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      inf
     
     
      *
     
     
      y
     
     
      x.r
     
     
      (x.
     
     
      )
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      i=i
     
     
      1 
     
     
      1
     
     
      y
     
     
      x.=i
     
     
      i=i
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      x
     
     
      .=
     
     
      x
     
     
      *
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      1=1
     
     
      (9)
     
     
      l'infimum
     
     
      étant
     
     
      pris
     
     
      sur
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      n,
     
     
      et
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      X.,x.
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      n
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      V
     
     
      X.x.
     
     
      soit
     
     
      une
     
     
      combinaison
     
     
      convexe.
     
     
      ■
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      1
     
     
      Déraonstrati
     
     
      or.
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      gi,g
     
     
      2
     
     
      >g
     
     
      3
     
     
      définies
     
     
      respectivement
     
     
      par
     
     
      (7)
     
     
      (
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      (9).
     
     
      Soit
     
     
      h
     
     
      G
     
     
      F
     
     
      (F
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      vide
     
     
      puisqu'il
     
     
      contient
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      constante).
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      alors
     
     
      epi
     
     
      f
     
     
      C
     
     
      epi
     
     
      h
     
     
      (puisque
     
     
      h
     
     
      ^
     
     
      f).
     
     
      Puisque
     
     
      epi
     
     
      h
     
     
      est
     
     
      convexe,
     
     
      cela
     
     
      entraine
     
     
      epi
     
     
      gi
     
     
      C
     
     
      epi
     
     
      b
     
     
      soit
     
     
      h 
     
     
      ^
     
     
      gi.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      donc
     
     
      g
     
     
      2
     
     
      <
     
     
      gi
     
     
      .
     
     
      Montrons
     
     
      que
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      G
     
     
      F.
     
     
      L'inégalité
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      claire
     
     
      (x=x
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      combinaison
     
     
      convexe).
     
     
      Soient
     
     
      x,y
     
     
      G
     
     
      E
     
     
      et
     
     
      a 
     
     
      €
     
     
      [0,l]
     
     
      .
     
     
      n 
     
     
      m
     
     
      Si
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      £
     
     
      X.x.
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      £
     
     
      y.y.
     
     
      sont
     
     
      deux
     
     
      combinaisons
     
     
      convexes,
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      11
     
     
      j=l
     
     
      °
     
     
      °
     
     
      alors
     
     
      :
     
     
      n 
     
     
      m
     
     
      ax
     
     
      +
     
     
      (l-a)y
     
     
      = 
     
     
      £
     
     
      a
     
     
      X.x.
     
     
      +
     
     
      £
     
     
      (l-a)y.y.
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      j
     
     
      =1
     
     
      J
     
     
      J
     
     
      en
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      autre,
     
     
      donc
     
     
      :
     
     
      n 
     
     
      m
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      (ctx+(
     
     
      l-a)y)
     
     
      £
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      X.
     
     
      f
     
     
      (x.
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      l
     
     
      (l-a)y.f(y.)
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      -
     
     
      j
     
     
      =1
     
     
      J
     
     
      J
     
     
      n
     
     
      m
     
     
      Comme
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      combinaisons
     
     
      convexes
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      \
     
     
      étaient
     
     
      quelconques,
     
     
      on
     
     
      en
     
     
      déduit.
     
     
      :
     
     
      X.x
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      P-J
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      j
     
     
      =1
     
     
      °
     
     
      gs(çxx+(
     
     
      1
     
     
      -a)y)
     
     
      <
     
     
      ag
     
     
      3
     
     
      (x)
     
     
      +
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      -a)g
     
     
      3
     
     
      (y)
     
     
      .
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      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      Donc
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      appartient
     
     
      à
     
     
      F
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      entraine
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      £
     
     
      g
     
     
      2
     
     
      •
     
     
      ri
     
     
      Montrons
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      <
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      x
     
     
      fixé
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      = 
     
     
      £
     
     
      unft
     
     
      C;
     
     
      0
     
     
      El
     
     
      ^i
     
     
      _
     
     
      naison
     
     
      quelconque.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      V
     
     
      i=1
     
     
      ....
     
     
      n
     
     
      (x
     
     
      i
     
     
      ,f(x
     
     
      i
     
     
      )}
     
     
      6
     
     
      epi(f)
     
     
      n
     
     
      n 
     
     
      >
     
     
      X.x.
     
     
      ,
     
     
      l
     
     
      X.f(x.
     
     
      )
     
     
      I
     
     
      e
     
     
      CO(epi
     
     
      f)
     
     
      =
     
     
      epi(gi) 
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      11
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      :
     
     
      n
     
     
      gi(x)
     
     
      <
     
     
      l
     
     
      X.
     
     
      f
     
     
      (x.
     
     
      )
     
     
      i
     
     
      =1
     
     
      Comme
     
     
      la combinaison
     
     
      convexe
     
     
      était
     
     
      quelconque,
     
     
      il
     
     
      vient
     
     
      gi
     
     
      i
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      avons
     
     
      donc
     
     
      établi
     
     
      gi
     
     
      =
     
     
      g
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      g
     
     
      3
     
     
      -
     
     
      La
     
     
      fonction 
     
     
      CO(f)
     
     
      =
     
     
      gx
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      parce
     
     
      que
     
     
      son
     
     
      épigraphe
     
     
      l'est.
     
     
      ■
     
     
      6
     
     
      -
     
     
      CARACTEBISATION
     
     
      DES
     
     
      FONCTIONS
     
     
      CONVEXES
     
     
      On
     
     
      étudie
     
     
      d'abord
     
     
      la
     
     
      différentiabilité
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      convexes.
     
     
      Dans
     
     
      tout
     
     
      ce
     
     
      paragraphe
     
     
      on
     
     
      se
     
     
      donne
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      un
     
     
      ouvert
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      normé
     
     
      E
     
     
      et
     
     
      f 
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      F.
     
     
      dont
     
     
      le
     
     
      domaine
     
     
      es
     
     
      b
     
     
      C.
     
     
      Lemme
     
     
      3
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      x
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      v
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      Alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      :
     
     
      t
     
     
      ^
     
     
      (fCx+tv)
     
     
      -
     
     
      f
     
     
      (
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      )
     
     
      (
     
     
      10
     
     
      )
     
     
      définie
     
     
      pour
     
     
      t
     
     
      assez
     
     
      petit,
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      croissante
     
     
      de
     
     
      t.
     
     
      Définition
     
     
      8
     
     
      :
     
     
      On
     
     
      appelle
     
     
      sous-différentielle
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      direction
     
     
      v
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      Df(x,v)
     
     
      la
     
     
      limite
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      (éventuellement
     
     
      -°°)
     
     
      au
     
     
      point
     
     
      0
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      (
     
     
      10
     
     
      )
     
     
      :
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      22
     
     
      Convexité
     
     
      Df(x,v)
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      —
     
     
      (f(x+tv)-f(x)
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      inf
     
     
      7
     
     
      -
     
     
      (
     
     
      f(x+tv)-f(x)
     
     
      )
     
     
      t
     
     
      ->0
     
     
      x
     
     
      t
     
     
      >0
     
     
      t
     
     
      >0
     
     
      Corollaire
     
     
      :
     
     
      Une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      f,
     
     
      finie
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      intervalle
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      R,
     
     
      y
     
     
      admet
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      une
     
     
      dérivée
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      et
     
     
      une
     
     
      dérivée
     
     
      à
     
     
      gauche.
     
     
      Si
     
     
      on
     
     
      les
     
     
      note
     
     
      fj.
     
     
      et
     
     
      f^
     
     
      elles
     
     
      vérifient
     
     
      :
     
     
      ¥ 
     
     
      x
     
     
      l
     
     
      5
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      :
     
     
      Xj
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      =»
     
     
      f^(xi)
     
     
      ^
     
     
      f|(xi)
     
     
      <
     
     
      f^(x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      $
     
     
      fj.(x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      5
     
     
      fournit
     
     
      la
     
     
      réciproque
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      résultat
     
     
      lorsque
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      dérivable
     
     
      sur
     
     
      tout
     
     
      son
     
     
      domaine.
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      Puisque
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      ouvert,
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      (10)
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      pour 
     
     
      t
     
     
      assez
     
     
      petit
     
     
      et
     
     
      nous
     
     
      devons
     
     
      montrer
     
     
      qu'elle
     
     
      est
     
     
      croissante
     
     
      :
     
     
      fixons
     
     
      ti,t
     
     
      2
     
     
      assez
     
     
      petits
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      ti<t
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      faut
     
     
      montrer
     
     
      :
     
     
      (f(x+tiv)-f(x)J
     
     
      <
     
     
      [f
     
     
      (
     
     
      x+t
     
     
      2
     
     
      v)-f
     
     
      (
     
     
      x)}
     
     
      (11)
     
     
      Distinguons
     
     
      trois
     
     
      cas.
     
     
      Si
     
     
      0
     
     
      $ti<t
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      alors
     
     
      (11)
     
     
      s'écrit.:
     
     
      f(x+tiv)
     
     
      <
     
     
      f(x)
     
     
      Or
     
     
      7
     
     
      -^-£
     
     
      [0,1
     
     
      J
     
     
      ,
     
     
      donc
     
     
      l'inégalité
     
     
      ci-dessus
     
     
      découle
     
     
      immédiatement
     
     
      U
     
     
      2
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      convexité
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      puisque
     
     
      :
     
     
      X+tlV
     
     
      =
     
     
      [tt)
     
     
      U+t2v)
     
     
      +
     
     
      l
     
     
      1
     
     
      "
     
     
      u)
     
     
      x
     
     
      Si
     
     
      maintenant
     
     
      ti<0<t
     
     
      2
     
     
      l'inégalité
     
     
      (11)
     
     
      s'écrit,
     
     
      en
     
     
      tenant
     
     
      compte 
     
     
      du
     
     
      signe
     
     
      de
     
     
      tj
     
     
      et
     
     
      t
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      f(x)
     
     
      ^
     
     
      -t
     
     
      .
     
     
      t
     
     
      2
     
     
      -t.
     
     
      f(x+t
     
     
      2
     
     
      v)
     
     
      +
     
     
      I
     
     
      —
     
     
      11
     
     
      2
     
     
      1
     
     
      1J
     
     
      f
     
     
      (
     
     
      X+t
     
     
      2
     
     
      V
     
     
      )
     
     
      Ce
     
     
      qui
     
     
      résulte
     
     
      à
     
     
      nouveau
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      convexité
     
     
      de
     
     
      f.
     
     
      Nous
     
     
      laissons
     
     
      au
     
     
      lecteur
     
     
      le
     
     
      soin
     
     
      de
     
     
      traiter
     
     
      le
     
     
      dernier
     
     
      cas.
     
     
      Démontrons
     
     
      le
     
     
      corollaire.
     
     
      La
     
     
      définition
     
     
      entraine
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      dérivable
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      ses
     
     
      dérivées
     
     
      s'écrivent
     
     
      :
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      convexes
     
     
      f(y)-fU)
     
     
      f|(x)
     
     
      =
     
     
      Df(x,0
     
     
      «
     
     
      inf
     
     
      J
     
     
      y>x
     
     
      l^C
     
     
      f
     
     
      '
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      Df(x,-1
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      sup
     
     
      f(y)-f(x)
     
     
      r
     
     
      y-x
     
     
      J
     
     
      y<x
     
     
      (
     
     
      12
     
     
      )
     
     
      La
     
     
      croissance
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      (10)
     
     
      équivaut
     
     
      à
     
     
      celle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonc
     
     
      ɐ
     
     
      tion
     
     
      y
     
     
      ->
     
     
      f(
     
     
      y
     
     
      )-fU)
     
     
      sur
     
     
      C.
     
     
      Donc
     
     
      f'(x)
     
     
      C
     
     
      f'(x).
     
     
      Il
     
     
      reste
     
     
      à
     
     
      y-x
     
     
      -
     
     
      +
     
     
      fixer
     
     
      xi,xz
     
     
      dans
     
     
      C
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      xi<X
     
     
      2
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      montrer
     
     
      fj_(xi)
     
     
      £
     
     
      f^(x
     
     
      2
     
     
      ).
     
     
      Pour
     
     
      cela
     
     
      nous
     
     
      choisissons
     
     
      y
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      xi<y<X2
     
     
      (donc
     
     
      y
     
     
      ^
     
     
      C)
     
     
      et
     
     
      obtenons
     
     
      :
     
     
      f(y)-f(x
     
     
      t
     
     
      )
     
     
      ÿ
     
     
      f(y)~f(x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      y-xi
     
     
      '
     
     
      y-x
     
     
      2
     
     
      (puisque
     
     
      z
     
     
      -*■
     
     
      *
     
     
      z
     
     
      -
     
     
      -
     
     
      =
     
     
      es
     
     
      t
     
     
      croissante
     
     
      sur
     
     
      C).
     
     
      y
     
     
      z
     
     
      z
     
     
      y
     
     
      Donc
     
     
      :
     
     
      p;(xi)
     
     
      =
     
     
      inf
     
     
      Xi<y<X
     
     
      2
     
     
      f(y)-fUi)
     
     
      y-xi
     
     
      <
     
     
      sup
     
     
      xi<y<x
     
     
      2
     
     
      îMzlUzl
     
     
      =
     
     
      fI(x2)
     
     
      y-x
     
     
      2
     
     
      Le
     
     
      corollaire
     
     
      entraine
     
     
      qu'une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      définie
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      intervalle
     
     
      réel
     
     
      y
     
     
      est
     
     
      dérivable
     
     
      sauf
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      en
     
     
      uri
     
     
      nombre
     
     
      dénombrable
     
     
      de
     
     
      points
     
     
      (en
     
     
      effet
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
     
     
      points
     
     
      x
     
     
      où
     
     
      f
     
     
      n'est-
     
     
      pas
     
     
      dérivable
     
     
      -
     
     
      î'_{x)
     
     
      <
     
     
      f'(x)
     
     
      -
     
     
      est
     
     
      contenu 
     
     
      d'après
     
     
      le
     
     
      corollaire
     
     
      dans
     
     
      l'exemple
     
     
      des
     
     
      sauts
     
     
      de
     
     
      discontinuité
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonc
     
     
      ɐ
     
     
      tion
     
     
      croissante
     
     
      fp
     
     
      .
     
     
      De
     
     
      façon
     
     
      plus
     
     
      générale
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      montrer
     
     
      qu'une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      définie
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      ouvert
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      R
     
     
      n
     
     
      (et
     
     
      donc
     
     
      continue) 
     
     
      est
     
     
      "presque
     
     
      partout"
     
     
      différentiable
     
     
      (voir
     
     
      [
     
     
      3
     
     
      J
     
     
      ).
     
     
      En
     
     
      tout
     
     
      cas
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      affirme
     
     
      que
     
     
      toute
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      admet
     
     
      une
     
     
      dérivée
     
     
      directionnelle
     
     
      dans
     
     
      toutes
     
     
      les
     
     
      direc
     
     
      ɐ
     
     
      tions.
     
     
      Théorème
     
     
      :
     
     
      La
     
     
      dérivée
     
     
      directionnelle
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      vérifie
     
     
      l'inégalité
     
     
      suivante
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      Convexité
     
     
      V
     
     
      x
     
     
      ec
     
     
      V 
     
     
      v
     
     
      G
     
     
      E
     
     
      Df(x,v)
     
     
      f(x+v)-f(x)
     
     
      si
     
     
      x+v
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      (13)
     
     
      Corollaire
     
     
      :
     
     
      Si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      différentiable
     
     
      au
     
     
      point
     
     
      x,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      V
     
     
      v
     
     
      £
     
     
      £
     
     
      Df
     
     
      (
     
     
      x,v)
     
     
      =
     
     
      <f
     
     
      '
     
     
      (x),v>
     
     
      OM
     
     
      et
     
     
      V
     
     
      y
     
     
      ec
     
     
      <f'(x),y-x>
     
     
      £
     
     
      f(y)-f(x)
     
     
      (15)
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      L'inégalité
     
     
      (13)
     
     
      découle
     
     
      immédiatement
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      croissance
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      (
     
     
      10
     
     
      )
     
     
      :
     
     
      Df(x,v)
     
     
      =
     
     
      inf
     
     
      —
     
     
      (f(x+tv)-f(x)}
     
     
      £
     
     
      -j-
     
     
      (f(x+1v)-f
     
     
      (
     
     
      x))
     
     
      0
     
     
      <t
     
     
      £1
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      La
     
     
      relation
     
     
      OU)
     
     
      du
     
     
      corollaire
     
     
      est
     
     
      immédiate
     
     
      et
     
     
      l'inégalité
     
     
      (15)
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      simple
     
     
      reformulation
     
     
      de
     
     
      (13)•
     
     
      H
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      U
     
     
      et
     
     
      son
     
     
      corollaire
     
     
      s'interprètent
     
     
      géométrique
     
     
      ɐ
     
     
      ment.
     
     
      Supposons
     
     
      d'abord
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      différentiable
     
     
      au
     
     
      point
     
     
      x.
     
     
      Alors
     
     
      l'hyperplan
     
     
      tangent
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      au 
     
     
      graphe
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      par
     
     
      défini-
     
     
      ti
     
     
      on
     
     
      :
     
     
      H
     
     
      x
     
     
      ~ 
     
     
      e
     
     
      E
     
     
      x
     
     
      P.
     
     
      /
     
     
      A-f(x)
     
     
      =
     
     
      <f'(x),y-x>}
     
     
      L'inégalité
     
     
      (15)
     
     
      exprime
     
     
      donc
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      grapÏÏë
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      (et
     
     
      aussi,
     
     
      son 
     
     
      épigraphe)
     
     
      est
     
     
      tout
     
     
      entier
     
     
      au-dessus
     
     
      de
     
     
      l'hyperplan 
     
     
      tangent
     
     
      au 
     
     
      point
     
     
      x.
     
     
      Figure
     
     
      8
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      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      général
     
     
      (f
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      nécessairement
     
     
      différentiable
     
     
      au
     
     
      point
     
     
      x)
     
     
      ,
     
     
      la
     
     
      sous-différentielle
     
     
      est
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à 
     
     
      v
     
     
      positi
     
     
      ɐ
     
     
      vement
     
     
      homogène
     
     
      et
     
     
      sous-additive
     
     
      :
     
     
      Df(x,tiv)
     
     
      =
     
     
      aDf(x) 
     
     
      si
     
     
      aX)
     
     
      Df(x,vi+v
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      4
     
     
      Df(x,vi)
     
     
      +
     
     
      Df
     
     
      (>:,V2
     
     
      )
     
     
      (la
     
     
      première
     
     
      égalité
     
     
      est
     
     
      évidente
     
     
      d'après
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      Df,
     
     
      la
     
     
      seconde
     
     
      résulte
     
     
      de
     
     
      :
     
     
      ■
     
     
      “
     
     
      (f(x+t(vi+v
     
     
      2
     
     
      ))-f(x))
     
     
      $ 
     
     
      (f(x+tvj)-f(x)}+
     
     
      (f(x+tv
     
     
      2
     
     
      )-f(x))
     
     
      Far
     
     
      conséquent
     
     
      l'ensemble
     
     
      D^
     
     
      =
     
     
      {(v,X)
     
     
      €
     
     
      K
     
     
      x
     
     
      R
     
     
      /
     
     
      Df(x,v)
     
     
      4
     
     
      :
     
     
      X}
     
     
      est
     
     
      ut
     
     
      :
     
     
      cône.
     
     
      L'inégalité
     
     
      (13)
     
     
      signifie
     
     
      que
     
     
      l'épigraphe
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      tout
     
     
      entier
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cône
     
     
      D^
     
     
      +
     
     
      {(x,f(x))}.
     
     
      Figure
     
     
      9
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      5
     
     
      ci-dessous
     
     
      établit
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      :
     
     
      "la 
     
     
      co\irbe
     
     
      est
     
     
      au-dessus
     
     
      de
     
     
      toutes
     
     
      ses
     
     
      tangentes"
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      propriété
     
     
      caractéristique
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      différentiables
     
     
      (tout
     
     
      comme
     
     
      "la
     
     
      courbe
     
     
      est
     
     
      en-dessous
     
     
      de
     
     
      toutes
     
     
      ses
     
     
      cordes"
     
     
      est
     
     
      la 
     
     
      définition
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      convexes).
     
     
      Théorème
     
     
      5
     
     
      :
     
     
      Si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      différentiable
     
     
      sur
     
     
      l'ouvert
     
     
      convexe
     
     
      C,
     
     
      alors
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      équivalent
     
     
      de
     
     
      dire
     
     
      :
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      (16)
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      Convexité
     
     
      ■
     
     
      v
     
     
      x,y
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      <f'(x),y-x>
     
     
      £
     
     
      f(y)-f(x) 
     
     
      (17)
     
     
      ¥ x,y
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      <f'(y)-f'(x),y-x>
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (l
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      Corollaire
     
     
      :
     
     
      Si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      deux
     
     
      fois
     
     
      différentiable
     
     
      sur
     
     
      C,
     
     
      elle
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      sa
     
     
      dérivée
     
     
      seconde
     
     
      f"(x)
     
     
      est
     
     
      semi-définie
     
     
      positive
     
     
      sur
     
     
      C,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      :
     
     
      ¥xGC
     
     
      ¥
     
     
      a
     
     
      G
     
     
      E 
     
     
      f"(x)(a,a)
     
     
      »
     
     
      0
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      On
     
     
      vient
     
     
      de
     
     
      voir
     
     
      (l6)
     
     
      =*
     
     
      (17)*
     
     
      En
     
     
      échangeant
     
     
      les
     
     
      rôles
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      dans
     
     
      (
     
     
      17
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      ajoutant
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      inégalités
     
     
      correspon
     
     
      ɐ
     
     
      dantes
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      (
     
     
      17
     
     
      )
     
     
      =*
     
     
      (
     
     
      18
     
     
      ).
     
     
      Montrons
     
     
      (1
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      =*
     
     
      (17).
     
     
      Soient
     
     
      x,y
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      <f'(x),y-x>
     
     
      >
     
     
      f(y)-f(x) 
     
     
      (
     
     
      19
     
     
      )
     
     
      Appliquons
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Rolle
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      ^(X)=f((
     
     
      1-X)x+Xy)
     
     
      sur
     
     
      l'intervalle
     
     
      [0,1]
     
     
      :
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      X
     
     
      G
     
     
      ]0,1[
     
     
      tel
     
     
      que 
     
     
      l
     
     
      fO)-
     
     
      <
     
     
      /(0)
     
     
      =
     
     
      <f'(X).
     
     
      Autrement
     
     
      dit,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      X
     
     
      G
     
     
      J0,1[
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      f(y)-f(x)
     
     
      =
     
     
      <f'(z),y-x>
     
     
      où
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      posé
     
     
      z
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      -X)x+Xy
     
     
      (
     
     
      20
     
     
      )
     
     
      Les
     
     
      propriétés
     
     
      (19)
     
     
      et
     
     
      (20)
     
     
      entrainent
     
     
      :
     
     
      <f
     
     
      '
     
     
      (z)-f
     
     
      '(x),z-x> 
     
     
      =
     
     
      <f
     
     
      '
     
     
      (z)-f
     
     
      '
     
     
      (x),X(y-x)>
     
     
      =
     
     
      X<f
     
     
      '
     
     
      (z)-f'
     
     
      (x),y-x> 
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      Autrement
     
     
      dit
     
     
      (18)
     
     
      est
     
     
      contredit
     
     
      par
     
     
      le
     
     
      couple
     
     
      x,z.
     
     
      Il
     
     
      nous
     
     
      reste
     
     
      à
     
     
      montrer(l7)
     
     
      ”
     
     
      *■
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      6
     
     
      ).
     
     
      La
     
     
      propriété
     
     
      (17)
     
     
      se
     
     
      reformule
     
     
      comme
     
     
      :
     
     
      ¥
     
     
      y
     
     
      G
     
     
      c
     
     
      sup
     
     
      (f(x)+<f
     
     
      '
     
     
      (x)
     
     
      ,y-x}
     
     
      <
     
     
      f(y)
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      Or
     
     
      l'inégalité
     
     
      en
     
     
      sens
     
     
      contraire
     
     
      est
     
     
      toujours
     
     
      vraie
     
     
      (choisir 
     
     
      x=y).
     
     
      Donc
     
     
      (17)
     
     
      entraine
     
     
      :
     
     
      ¥
     
     
      y
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      f(y
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      sup
     
     
      (f(x)+
     
     
      f
     
     
      '
     
     
      (x),y-x)
     
     
      ^
     
     
      21
     
     
      ^
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      c
     
     
      Cette
     
     
      propriété
     
     
      entraine
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      puisque
     
     
      c'est
     
     
      le
     
     
      supremum
     
     
      d'une
     
     
      famille
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      convexes.
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      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      Démontrons
     
     
      maintenant
     
     
      le
     
     
      corollaire.
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      vérifie 
     
     
      (1
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      choisissons
     
     
      x
     
     
      S
     
     
      C,
     
     
      a
     
     
      G
     
     
      E.
     
     
      Puisque
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      ouvert,
     
     
      le
     
     
      point
     
     
      x+ta
     
     
      appartient
     
     
      à
     
     
      C
     
     
      pour
     
     
      t
     
     
      assez
     
     
      petit.
     
     
      Par
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      la 
     
     
      dérivée
     
     
      seconde
     
     
      on 
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      lim 
     
     
      <
     
     
      j-
     
     
      (f
     
     
      '
     
     
      (x+ta)-f
     
     
      '(x)-f"(x)(ta))
     
     
      ,
     
     
      a>
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      t
     
     
      -+0
     
     
      1
     
     
      t
     
     
      >0
     
     
      Soit
     
     
      :
     
     
      lim
     
     
      {pj<f
     
     
      '
     
     
      (x+ta)-f
     
     
      '
     
     
      (x)
     
     
      , 
     
     
      l.a>}
     
     
      =
     
     
      f"(x)(a,a)
     
     
      t-K)
     
     
      t
     
     
      t
     
     
      >0
     
     
      D'après
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      la
     
     
      limite
     
     
      est
     
     
      positive
     
     
      ou
     
     
      nulle,
     
     
      donc
     
     
      f"(x.)
     
     
      est
     
     
      semi- 
     
     
      définie
     
     
      positive.
     
     
      Réciproquement,
     
     
      supposons
     
     
      que
     
     
      f"(x)
     
     
      est
     
     
      semi-définie 
     
     
      posi
     
     
      ɐ
     
     
      tive
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      Choisissons
     
     
      x,y
     
     
      S
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      appliquons
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Rolle
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      Ÿ(X)
     
     
      =
     
     
      <f
     
     
      '
     
     
      (x+À(y-x))-f
     
     
      '(x),y-x>
     
     
      sur
     
     
      l'intervalle
     
     
      [0,1]
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      donc
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      X
     
     
      £
     
     
      ]
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      [
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      =
     
     
      x+X(y-x)
     
     
      vérifie
     
     
      :
     
     
      <f'(y)-f(x),y-x>
     
     
      =
     
     
      no-no)
     
     
      =
     
     
      ?'(z)
     
     
      =
     
     
      f"(z)((y-x),(y-x))
     
     
      Far 
     
     
      hypothèse
     
     
      le
     
     
      terme
     
     
      de
     
     
      droite
     
     
      est
     
     
      positif 
     
     
      ou
     
     
      nul,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      éta
     
     
      ɐ
     
     
      blit
     
     
      (
     
     
      18
     
     
      ).
     
     
      ■
     
     
      Interprétons
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      (18).
     
     
      Si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      intervalle
     
     
      réel
     
     
      elle
     
     
      devient
     
     
      (f
     
     
      '
     
     
      (y)-f
     
     
      '
     
     
      (x)j
     
     
      •
     
     
      (y-x)
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      tous
     
     
      x,y.
     
     
      Elle
     
     
      exprime
     
     
      donc
     
     
      la
     
     
      croissance
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      f'
     
     
      :
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      réelle
     
     
      déri
     
     
      ɐ
     
     
      vable
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      sa
     
     
      dérivée
     
     
      est
     
     
      croissante
     
     
      (large).
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      général
     
     
      on
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      dérivée
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      est
     
     
      monotone
     
     
      parce
     
     
      qu'elle
     
     
      vérifie
     
     
      1
     
     
      a.
     
     
      propriété
     
     
      (
     
     
      18
     
     
      ).
     
     
      Le
     
     
      corollaire
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      5
     
     
      est
     
     
      très
     
     
      précieux
     
     
      pour
     
     
      caracté
     
     
      ɐ
     
     
      riser
     
     
      analytiquement
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      convexes.
     
     
      Par
     
     
      exemple
     
     
      ,
     
     
      considérons
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      :
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      Convexité
     
     
      f
     
     
      t
     
     
      Xl
     
     
      .....
     
     
      "
     
     
      Xl*X
     
     
      2
     
     
      ..
     
     
      ,
     
     
      xi>0,X2>0,
     
     
      ...
     
     
      ,x^>o
     
     
      (
     
     
      2
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      Comme
     
     
      elle
     
     
      est
     
     
      deux
     
     
      fois
     
     
      dérivable
     
     
      sur
     
     
      R^,
     
     
      la
     
     
      méthode
     
     
      la
     
     
      plus
     
     
      rapide
     
     
      pour
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      y
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      sa
     
     
      déri
     
     
      ɐ
     
     
      vée
     
     
      seconde
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      c'est
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      bilinéaire
     
     
      positive.
     
     
      On
     
     
      calcule
     
     
      successivement
     
     
      :
     
     
      3f
     
     
      f
     
     
      32
     
     
      f
     
     
      (n-1)f
     
     
      3
     
     
      2
     
     
      f
     
     
      f
     
     
      si
     
     
      1
     
     
      y
     
     
      —
     
     
      OX.
     
     
      n
     
     
      •
     
     
      x
     
     
      .
     
     
      3
     
     
      z
     
     
      x.
     
     
      r
     
     
      2
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      3x.3x
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      2
     
     
      *x.
     
     
      •X
     
     
      .
     
     
      J
     
     
      î
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      J
     
     
      1
     
     
      J
     
     
      Donc
     
     
      f
     
     
      •
     
     
      n
     
     
      a.
     
     
      a*
     
     
      a.
     
     
      f"(x)
     
     
      (a,
     
     
      a)
     
     
      =
     
     
      ---
     
     
      (n-1
     
     
      )
     
     
      1
     
     
      __1_
     
     
      -
     
     
      -
     
     
      T
     
     
      i
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      2
     
     
      i=1
     
     
      X:
     
     
      Z
     
     
      is
     
     
      l
     
     
      X.
     
     
      X
     
     
      .
     
     
      1
     
     
      i
     
     
      o
     
     
      f
     
     
      ’
     
     
      ra.
     
     
      12
     
     
      SS
     
     
      -
     
     
      _
     
     
      n
     
     
      y
     
     
      y
     
     
      J
     
     
      r,
     
     
      2
     
     
      i
     
     
      L
     
     
      X.
     
     
      3
     
     
      J
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      f"(x)(
     
     
      î
     
     
      I
     
     
      X
     
     
      i
     
     
      *
     
     
      /n
     
     
      a,a)
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      à
     
     
      l'aide
     
     
      de
     
     
      l'inégalité
     
     
      de
     
     
      Schwarz
     
     
      :
     
     
      7
     
     
      -
     
     
      PROBLEMES
     
     
      D'APPLICATIOÎJ
     
     
      Les
     
     
      problèmes
     
     
      1
     
     
      à
     
     
      U
     
     
      concernent
     
     
      les
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      ,
     
     
      les
     
     
      problèmes
     
     
      c
     
     
      j
     
     
      à
     
     
      9
     
     
      concernent
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      convexes.
     
     
      Problème
     
     
      1.
     
     
      Théorème
     
     
      de
     
     
      Carathéodory
     
     
      et
     
     
      application
     
     
      à
     
     
      l'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      d'un
     
     
      compact.
     
     
      Soit
     
     
      E un
     
     
      espace
     
     
      vectoriel
     
     
      réel
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      K
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      quelconque
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      a)
     
     
      Montrer
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Carathéodory
     
     
      :
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      l'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      K
     
     
      est
     
     
      combinaison
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      (n+l)
     
     
      points
     
     
      de
     
     
      K
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      :
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      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      V
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      CO(K)
     
     
      3
     
     
      xi
     
     
      £
     
     
      .
     
     
      ....
     
     
      x
     
     
      n+1
     
     
      ^
     
     
      K
     
     
      :
     
     
      x
     
     
      S
     
     
      co(xi
     
     
      ....
     
     
      x
     
     
      q+1
     
     
      )
     
     
      b)
     
     
      En
     
     
      déduire
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      K
     
     
      est
     
     
      borné
     
     
      dans
     
     
      E,
     
     
      son
     
     
      enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      fermée
     
     
      coïncide
     
     
      avec
     
     
      l'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      son
     
     
      adhérence
     
     
      :
     
     
      CÔ(K)
     
     
      =
     
     
      co(ïc)
     
     
      c)
     
     
      Dans
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie,
     
     
      montrer:que
     
     
      l'enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      d'un
     
     
      compact
     
     
      est
     
     
      compacte
     
     
      et
     
     
      coïncide
     
     
      avec
     
     
      son
     
     
      enveloppe
     
     
      convexe
     
     
      fermée.
     
     
      Problème
     
     
      2,
     
     
      Boule
     
     
      circonscrite.
     
     
      On
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      (E,U
     
     
      I)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      Hilbert
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie.
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      tin
     
     
      convexe
     
     
      compact
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      a)
     
     
      Montrer
     
     
      qu'il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      unique 
     
     
      boule
     
     
      fermée
     
     
      B(x,r)
     
     
      de
     
     
      centre
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      rayon
     
     
      r,
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      B(x,r) 
     
     
      et
     
     
      V
     
     
      y
     
     
      e
     
     
      E,
     
     
      V
     
     
      r'>0
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      B(y,r')
     
     
      =*
     
     
      r'^r
     
     
      b)
     
     
      Montrer
     
     
      qu'il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      boule
     
     
      fermée
     
     
      B(x,r)
     
     
      non nécessai
     
     
      ɐ
     
     
      rement
     
     
      unique
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      B(x,r)
     
     
      Ce
     
     
      et
     
     
      V
     
     
      y
     
     
      C
     
     
      E,
     
     
      V
     
     
      r
     
     
      ’
     
     
      >0
     
     
      :
     
     
      B(y,r')
     
     
      C
     
     
      c
     
     
      =*•
     
     
      r'£r
     
     
      Problème
     
     
      3.
     
     
      Cônes
     
     
      convexes.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      qu'un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      K
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel 
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      cône
     
     
      s'il
     
     
      vérifie
     
     
      :
     
     
      V
     
     
      x
     
     
      C
     
     
      K,
     
     
      V
     
     
      A^Û
     
     
      Ax
     
     
      e
     
     
      K
     
     
      a)
     
     
      Montrer
     
     
      qu'un
     
     
      cône
     
     
      K
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      il
     
     
      vérifie
     
     
      :
     
     
      K
     
     
      +
     
     
      K
     
     
      C
     
     
      K
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      Convexité
     
     
      "b)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      K
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      cône
     
     
      convexe
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      K
     
     
      -
     
     
      K
     
     
      =
     
     
      AFF(K)
     
     
      (où
     
     
      AFF(K)
     
     
      désigne
     
     
      la
     
     
      variété
     
     
      affine
     
     
      engendrée
     
     
      par 
     
     
      K)
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      K
     
     
      O
     
     
      (-K)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      grand
     
     
      sous-espace
     
     
      vectoriel
     
     
      contenu 
     
     
      dans
     
     
      K.
     
     
      c)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      K!
     
     
      et
     
     
      K
     
     
      2
     
     
      sont
     
     
      deux
     
     
      cônes
     
     
      convexes,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      Kj
     
     
      +
     
     
      K
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      C0(Ki
     
     
      U
     
     
      K
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      d)
     
     
      Soit
     
     
      A
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      sous- 
     
     
      ensemble
     
     
      suivant
     
     
      :
     
     
      CONE(A)
     
     
      =
     
     
      U
     
     
      ÀCO(A)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      cône
     
     
      convexe
     
     
      contenant 
     
     
      A.
     
     
      On
     
     
      l'appelle
     
     
      le
     
     
      cône 
     
     
      convexe
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      A.
     
     
      Problème
     
     
      4.
     
     
      Cône
     
     
      asymptotique
     
     
      d'un
     
     
      convexe
     
     
      fermé.
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      E
     
     
      et
     
     
      x 
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      On
     
     
      note
     
     
      K(C,x)
     
     
      le
     
     
      sous-ensemble
     
     
      (non
     
     
      vide)
     
     
      suivant
     
     
      :
     
     
      K(C,x)
     
     
      =
     
     
      (y 
     
     
      G
     
     
      E
     
     
      /
     
     
      V
     
     
      t>0
     
     
      x+ty
     
     
      G
     
     
      C}
     
     
      a)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      K(C,x)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      cône
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      b)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      xi
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      points
     
     
      intérieurs
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      alors
     
     
      les
     
     
      cônes
     
     
      convexes
     
     
      K(C,xi)
     
     
      et
     
     
      K(C,
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      sont
     
     
      fermés
     
     
      et
     
     
      égaux.
     
     
      c)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      fermé,
     
     
      K(C,x)
     
     
      est
     
     
      fermé
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      indépendant
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      (montrer
     
     
      que
     
     
      ces
     
     
      propriétés
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      pas 
     
     
      vraies
     
     
      en
     
     
      général
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      fermé).
     
     
      Si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      fermé
     
     
      on
     
     
      appelle
     
     
      cône
     
     
      asymptotique
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      note 
     
     
      K(C)
     
     
      ce
     
     
      cône
     
     
      convexe
     
     
      fermé.
     
     
      Dans
     
     
      toute
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      de
     
     
      l'exercice
     
     
      on
     
     
      s'intéresse
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      ensembles
     
     
      convexes
     
     
      et
     
     
      fermés
     
     
      .
     
     
      d)
     
     
      On
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie.
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      borné
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      son
     
     
      cône
     
     
      asymptotique
     
     
      est
     
     
      réduit
     
     
      à
     
     
      {0}.
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      Ensembles
     
     
      convexes,
     
     
      fonctions
     
     
      convexes
     
     
      e)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      K(C)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      sous-ensemble
     
     
      maximal
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      ayant 
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      +
     
     
      T
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      (ou
     
     
      encore
     
     
      C
     
     
      +
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      C).
     
     
      f)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      K
     
     
      (c
     
     
      i
     
     
      +C
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      K(Ci)
     
     
      +
     
     
      k
     
     
      (
     
     
      c
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      g)
     
     
      Msntrer
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      famille
     
     
      finie
     
     
      ou
     
     
      non,
     
     
      de
     
     
      convexes
     
     
      fermés,
     
     
      d'intersection
     
     
      non 
     
     
      vide,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      K
     
     
      n
     
     
      C.
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      k
     
     
      (
     
     
      c
     
     
      .}
     
     
      H€l
     
     
      iSl
     
     
      1
     
     
      h)
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      convexe
     
     
      fermé
     
     
      et
     
     
      M
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      affine
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      M
     
     
      H
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      borné
     
     
      et
     
     
      non
     
     
      vide,
     
     
      alors
     
     
      M'
     
     
      H
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      non
     
     
      vide
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      variété
     
     
      affine
     
     
      M'
     
     
      parallèle
     
     
      à
     
     
      M.
     
     
      Problème
     
     
      5.
     
     
      Soit
     
     
      f 
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      ]0,+°°[
     
     
      dans
     
     
      R.
     
     
      Montrer
     
     
      qu'il
     
     
      est
     
     
      équivalent
     
     
      de
     
     
      dire
     
     
      :
     
     
      x
     
     
      -*■
     
     
      x*f(x)
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      JO.-
     
     
      h
     
     
      ’
     
     
      K
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      -*■
     
     
      f(
     
     
      —
     
     
      }
     
     
      est
     
     
      convexe
     
     
      sur
     
     
      ]
     
     
      0
     
     
      ,+°°{
     
     
      .
     
     
      Problème
     
     
      6
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      vecteur
     
     
      non
     
     
      nul
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      élément
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      E 
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      A
     
     
      la
     
     
      droite
     
     
      passant
     
     
      par x
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      direction
     
     
      a.
     
     
      Montrer
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      :
     
     
      x
     
     
      -*■
     
     
      longueur
     
     
      (A^
     
     
      H
     
     
      c)
     
     
      est
     
     
      concave
     
     
      sur
     
     
      E
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      adopte
     
     
      la
     
     
      convention
     
     
      longueur
     
     
      (0)
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      00
     
     
      .
     
     
      Problème
     
     
      7-
     
     
      Fermeture
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      convexe.
     
     
      Soit
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      normé
     
     
      E
     
     
      dans
     
     
      R.
     
     
      L'égalité
     
     
      :
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16 Convexité
I S R R R T

La fonction f, de E dans R, ainsi définie est alors convexe au

sens de la définition 5.

Exemples de fonctions convexes :

Les fonctions suivantes sont convexes sur R :

po(x) = &5, ¢1(x) 1 ;o osix0

- (avec p30)
=+ 3] x£0

$a(x) |= ¥ six0

2Gs SR (avec p31)

Définition 6 :
On dit qu'une fonction f de E dans R U {—»} est conceve si

-f est convexe.

Exercices :

Une fonction est convexe et concave si et seulement si

elle est affine :
[e(ny%y) = Z)\if(xi)]
Une fonction f est concave si son hypographe hyp(f) est convexe :
hyp(f) = {(x,A) €EE x R / £{x) > A}
Les fonctions suivantes sont concaves sur R :

a(x) » Log x si x>0 ¢u(x) ‘= x% si x30

= - si x<0 = -» gi x<0 (avee 0<q<1)

Pour montrer que ¢,,¢; sont convexe:s et ¢,,¢, coucaves on utilise

le corollaire du théoréme 5 du paragraphe 6.

Pour obtenir d'autres exemples, on utilise les deux lemmes

suivants :

Lemme 1 :
Soit f une fonction convexe sur le sous—ensemble convexe C
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8 Convexité
R s A S O

partiéulier un poirt, une droite, un hyperpian (c'est-a-dire le
sous-ensemble de E d'équation £(x)=a ol £ est une forme liné-
aireair E et a un nombre réel).

Sont également convexes : les demi-espaces ouvert.s
(d'équation £(x) < a), les demi-espaces fermés (£(x) < a), les
boules (si l'espace vectoriel est normé).

Un sous-ensemble fini de E contenant plus d'un point n'est

pas cornvexe.

Exercice :

Les parties convexes de R sont les intervalles, c'est-a-
dire les parties connexes de R.

Les ensembles convexes ont d'importantes propriétés de
stabilité : toute intersection d'ensembles convexes est un
ensemble convexe ; en particulier, tout ensemble défini par un
nombre quelconque d'équations linéaires et d'inéquations
linéaires larges ou strictes est un ensemble convexe. Nous
verrons plus loin (chap. II §7, probléme n°1) que, réciprogue-
ment, tout ensemble convexe fermé est caractérisé par un
systéme d'inéquations linéaires larges.

Les ensembles convexes sont également stables par
translation, multiplication par un scalaire, et plus générale-
ment toute transformation affine de E dans un sutre espace
vectoriel F. Démontrons ce dernier point : une transformation
affine de L dans F est une application f : x-» A(x)+a ol A
est un opérateur liné-ire de E dans F et a un élément de F.

I1 s'agit de montrer que si C est ocnvexe alors f(C) est

convexe. On vérifie immédiatement que :
£([x,yl) = [A(x)+a,A(y)+al = [£(x),£(y)].

Une premidre conséquence de cette propriété est que si
C et D sont deux ensembles convexes de E et A,y deux nombres
e
réels, alors AC+uD est encore un ensemble convexe. Une deuxiéme

conséquence est que 1'image réciprogue d'un ensemble convexe
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OEBPS/replica.js
//var addEvent = (function () {

//  return function (el, type, fn) {

//    if (el && el.nodeName || el === window) {

//      el.addEventListener(type, fn, false);

//    } else if (el && el.length) {

//      for (var i = 0; i < el.length; i++) {

//        addEvent(el[i], type, fn);

//      }

//    }

//  };

//})();



//var prevent = function(event) {   

//  event.preventDefault();

//};



//function isEventSupported(eventName) {

//  var el = document.createElement('div');

//  eventName = 'on' + eventName;

//  var isSupported = (eventName in el);

//  if (!isSupported) {

//    el.setAttribute(eventName, 'return;');

//    isSupported = typeof el[eventName] == 'function';

//  }

//  el = null;

//  return isSupported;

//}



var isPad = (navigator.userAgent.match(/iPad/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPhone/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPod/i));





function addLoadEvent(fn) {

	window.addEventListener('load', fn, false);

}



function addClickEvent(id, fn) {

	var box = el3(id);

	// preventDefaultTouch(box);

	if (isPad) {

		box.addEventListener("touchend", fn, false);

	} else {

		box.addEventListener('click', fn, false);

		box.addEventListener('mouseover', (function() {

			box.style.cursor = 'pointer';

		}), false);

	}

}



function el3(id) {

	return document.getElementById(id);

}



function style3(id) {

	return document.getElementById(id).style;

}



function show3(id) {

	style3(id).visibility = "visible";

}



function hide3(id) {

	style3(id).visibility = "hidden";

}



function replaceAll(text, find, replace) {

	while (text.indexOf(find) > -1) {

		text = text.replace(find, replace);

	}

	return text;

}



function htmlize(html) {

	html = replaceAll(html, "[[", "<");

	html = replaceAll(html, "]]", ">");

	return html;

}



var closeAudioIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeAudioID();

};



var closeVideoIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeVideoID();

};



function closeAudioID() {

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		audio.pause();

		audio.parentElement.style.visibility = "hidden";

		audio.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function closeVideoID() {

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.pause();

		video.parentElement.style.visibility = "hidden";

		video.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function addAudioID(boxID, html) {

	closeAudioID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		// audio.setAttributeNS("http://apple.com/ibooks/html-extensions",

		// "pause-readaloud", "true");

		audio.load();

		audio.play();

	}

	addClickEvent("audioCloseID", closeAudioIDHandler);

}



function addVideoID(boxID, html) {

	closeVideoID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.load();

		video.play();

	}

	addClickEvent("videoCloseID", closeVideoIDHandler);

}



function clickPlayAudio(clickID, boxID, html) {

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addAudioID(boxID, html);

	});

}



function clickPlayVideo(clickID, boxID, html) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addVideoID(boxID, html);

	});

}



function clickModal(clickID, modalID) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		Popup.showModal(modalID, null, null, {

			'screenColor' : '#99ff99',

			'screenOpacity' : .6

		});

		return false;

	});

}



function clickShow(clickID, showID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        show3(showID);

    });

}



function clickHide(clickID, hideID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        hide3(hideID);

    });

}



function clickPlay(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.play();

        }

    });

}

    

function clickPause(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.pause();

        }

    });

}



function browserVersion(elID) {

    var box = el3(elID);

    box.innerHTML = null;

    box.innerHTML = navigator.userAgent;

}



function initJS() {



}



window.addEventListener("DOMContentLoaded", initJS, false);


















































































OEBPS/images/1650x2530-2ga8g6bqwkfe5-s727.jpg
Définition 3 :

Soit K un sous-ensemble quelconque'de E. On appelle
enveloppe convexe de K et on note CO(K) 1'intersection de tous
les ensembles convexes de E contenant K. C'est donc le plus

petit ensemble convexe contenant K.

Théoréme 2 :
L'enveloppe convexe de K est égale & 1'ensemble des combi-

naisons convexes d'éléments de K.

n
co(x)={x/3n€u x= } Ax; et ¥ =100,
i=1
x; €K, A;20, b

Dénonstration :

Soit K l.'ensemble des convexes contenant K. Si C € K alors
C contient toutes les combinaisons convexes d'éléments de K
(théoréme 1). Donc

n
co(K) = M ¢ DKo = { Y Ax o Wislyieien x. €K, .30,
CEK im1 11 1 1

- s
>
=
"
Smmgme?,

Réciproquement, on vérifie que K, est convexe (une combi-

naison convexe de combinaisons convexes d'éléments de K est une


















OEBPS/images/1650x2530-05cr1c87zqz8et-s727.jpg
26 Convexité

-_—

¥x,y€E€C < (x),y=x> ¢ £ly)-f(x) (17)
¥ x,y €C < (y)-f'(x),y=x> > 0 (18)
Corollaire :

S8i I est deux fois différentiable sur C, elle est convexe
si et seulement si sa dérivée seconde f"(x) est seni-définie

pcsitive sur C, c'est-a-dire :

¥x€C ¥a€E "(x)(a,a) > 0

Démonstration :

On vient de voir (16) = (17). En échangeant les rdles de
x et y dans (17) et en ajoutant les deux inégalités correspon—
dantes on obtient {17) = (18).

Montrons (18) = (17). Soiert x,y € C tels que :

<! (x),y-x> > f£(y)-f(x) (19)

~

Appliquons le théoréme de Rolle & la forction Y«X)=F[(1—X)x+ky)
sur 1l'intervalle [0,1] : il existe A € ]0,1[ tel que
F(1)-¢(0) = Y (X). Autrement dit, il existe A € 10,1[ tel que :

f(y)-f(x) = <£'(z),y-x> ol on a posé z = (1-))x+hy (20)
Les propriétés (19) et (20) entrainent :

<f'(z)-T' (x),z-x> = <f£'(z)-f'(x),A(y—x)>
A< (z)-£' (x),y-»> <0

Autrenent dit (18) est contredit par le couple x,z.
Il nous reste & montrer(17) = (16). La propriété (17)
se reformule comme :
¥yE€c sup (£(x)+'(x),5-1 < £(y)
x€C
Or 1'inégalité en sens contraire est tcujours vraie (choisir
x=y). Donc (17) entraine :

¥yEC £ly) = sup (£()+ £'(x),y-x)
x€C

Cette propriété entraine que la fonction f est convexe puisque

(21)

c'est le supremum d'une famille de fonctions convexes.
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17 Ensembles convexes, fonctions convexes

de E, et ¢ une foncticn convexe non décroissante de f£(C) dans R.

Alors h = ¢of est convexe sur C.

Démonstration :
D'aprés la propriété (3) on a pour tous x,y € C et tout
A €10,1[ :
f(Ax+(1-1)y) <€ Af(x)+(1-A)£(y)
= oof(Ax+(1-1)y) ¢ ¢(A£(x)+(1-2)£(y))
(¢ non décroissante)

= ¢of(Ax+(1-))y) < Apof(x)+(1-1)pof(y)

(¢ convexe) : n

Lemme 2 :
Toute combinaison l:néaire positive de fonctions convexes

est convexe.

ST ,fn convexes

=2

)‘ifl convexe
A,)O,...,an i

s

Démonstration &vidente.

£(x)

Le lemme 1 entraine : si f est convexe, alors e est
convexe ; si f est convexe et positive, [£1P est convexe (&
condition que p>1); si f est concave et strictement positive
alors % est convexe (en effet —-f est convexe et négative et
x + - %est convexe et croissante sur |-=,0[ ).

Toute norme sur E est une fonction convexe (puisque x + Il
vérifie 1'inégalité triangulaire et est positivemert homogénel.
Done (Lemme 1) x » Ix0? est convexe sur E (puisque Ixl > 0). Fn
particulier, si E est un espace de Hilbert dont le produit

scalaire est <x,y>, alors toute fonction quadratique de la forme :

1. Une fonction f de k dans R est positivenent homogéne si
£(A\x)=Af(x) pour tout x € E et tout A30.
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15 Ensembles convexes, fonctions convexes

pour tout A € ]0,1[ et tous x,y €K
fOx+(1-0)y) < A£(x)+(1-0)£(y)

(3)

(L'épigraphe epi(f) de f est un sous-ensemble convexe de
() EXR:
epi(f) = {(x,\) €EE xR/ f(x) € A}

Pour toute fonction f de E dans R, on appelle domaine de f et
on note dom(f) 1'ensemble :
dom(f) = {x €EE / £(x) < +o}

On peut alors illustrer sur une figure la définition 5 :

dom(f) dom(f)

f convexe f non ccnvexe

Remarquons que notre définition des fonctions convexes comme
fonctions & valeurs dans R U {+©} nous dispense d'avoir & préciser
& chaque fois leur domains de définition. En effet partcns d'une
fonction fy définie sur un convexe C et elle-méme convexe au sens
des irégalités (3) (qui ne sont alors définies que pour x,y € C) ;
on peut alors €tendre la définition de fo & E tout entier en

posant :
fo(x) six€C

£(x)
= 4o six€C
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12 Convexité
S e R L L N - S

combinaison convexe d'éléments de K). Comme Ko contient X, il en

résulte Ko € K done CO(K) C K,

- Sombre : K
) Hachuré : CO(K)
{
Figure 3

Exercice :
i C1,...,C_ sont des sous-ensembles convexes de E, alors
n

on a :

n n n
co 1L=)1 ci] = { ) Ajx; /¥ i=1,...,0, x.€C., A20, ) Ai=1}

i=1 i=1

On appelle polytope engendré par les poinls XiseensX de E,

1'enveloppe convexe CO{xj,... ,xn} .

Figure L

Exercice :
Soient X1senesX, des points fixés distincts de E. Alors il

existe un sous-ensemble I de {1,...,n} minimal pour 1'inclusion

parmi les parties vérifiant :

co[(xi}i e I] = co{x,,...,

Les points {xi}i € 1 sont appelés les sommets du polytope.
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9 Ensembles convexes, fonctions convexes

par une transformation affine est un ensemble convexe :
= -1
x,y € £7(C) = £([x,y1) = [£(x),£(y)] Cc =[xyl € £ '(C).

Tout produit cartésien d'ensembles convexes est convexe (&vident).
Réciproquement, si C C Elx...an est convexe alors ses projections
sur Ll,...,hn sont convexes (puisque chaque projection est un
opérateur lindaire).

Done :

(C,x...xcn est convexe) @ () convexe,...,C_ convexe )

Exercice :
Toute union croissante d'ensembles convexes cst convexe.
Donc la limite inférieure U N C. d'une suite Ci d'ensembles
k isk
convexes est convexe.
Une propriété remarquable des ensembles convexes : leur
multiplication par les scalaires positifs est distributive par

rapport & 1l'addition des sculaires, c'est-A-dirc :
¥ A0 20 : AC + uC = (A+p)cC (1)
Démonstration :

Senle 1'inclusion AC+uC C (A+u)C pose un probléme. Soit
(Ax+py) € AC+uC. On peut écrire (sauf si A=p=0) :

N
L}

N
n

() [ x e y] € (u)c.
A+l A+y

La propriété (1) n'est plus vraie si C n'est pas convexe. Fr
effet, si C contient 2 points distincts et non nuls, C+C

contient 3 points distincts alers que 2C r'en contient que deux.

2 - COMBINAISONS CONVEXES

Définition 2 : n

On dit que la combinaison linéaire Z Aixi est une combi-
i=1
naison convexe des &léments X15000,% de E sion a :
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27 Ensembles convexes, fonctions convexes

Démontrons maintenant le corollsire. Supposons que T vérifie
(18) et choisissors x € C, a € E. Puisque C est ouvert, le point
x+ta appartient & C pour t assez petit. Par définition de la

dérivée seconde on a :

lim <% [f'(x+ta)—f'(x)-f"(x)(ta)) ,a> =0

t+0
t>0

Soit :
1im {%7<f'(x+ta)-f'(x),Lz>} = f"(x)(a,a)

t+0

>0
D'aprés (18) la limite est positive ocu nulle, denc f"(x) est semi-
définie positive.

Réciproquement, supposons gue f"{x) est semi-définie posi-
tive en tout point de C. Choisissons ¥,y € C et eppliquons le

théoréme de Rolle & la fonction
Y(A) = <" (x+A(y-x))-£"(x) ,y-x>

sur 1'intervalle [0,1]. I1 existe donc un nombre A € 0,1 tel

que z = x+A(y-x) vérifie :
<E'(y)-£' (x),y-x> = ¥(1)-¥(0) = ¥'(z) = £"(z) ((y-x),(y-x))

Far hypothése le terme de droite est positif ou nul, ce qui éta-
blit (18). |

Interprétons la propriété (18). Si C est un intervalle réel
elle devient (f’(y)—f’(x)J-(y—x) 3 0 pour tous x,y. Elle exprime
donc la croiusance de la fonction f' : une fonclion réelle déri-
vable est dorc convexe si et seulement si sa dérivée est croissante
(large). Dans le cas général on dit que la dérivée d'une fonction
convexe est monotone parce gqu'elle vérifie la propriété (18).

Le corollaire du thfordme 5 est trés précieux pour caractlé-
riser analytiquement les fonctions convexes. Par exemple,

considérons la fonclion f :
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b) Montrer que si K est un cdne convexe on a :
K - K = AFF(K)

(oll AFF(K) désigne la variété affine engendrée par K) et que
K N (-K) est le plus grand sous-espace vectoriel contenu dans K.

c) Montrer que si K, et K, sont deux cdnes convexes, on a :
K, + K, = CO(K, UK;)

d) Soit A un sous-ensemble de E. Montrer que le sous-—
ensemble suivant :
CONE(A) = U xco(a)
A0
est le plus petit cOne convexe contenant A. On 1l'appelle le cdne

convexe engendré par A.

Probléme L. CBne asymptotique d'un convexe fermé.

Soit C un sous-ensemble convexe de 1l'espace vectoriel E et
x un point de C. On note K(C,x) le sous-ensemble (non vide)
suivant :

K(C,x) = {y€E/ ¥ t30 x+ty € C}

a) Montrer que K(C,x) est un cdne convexe de k.

b) Montrer que si x; et X, sont des points intérieurs de C
alors les cdnes convexes K(C,x;) et K(C,x,) sont fermés et égaux.

c) Montrer que si C est fermé, K(C,x) est fermé pour tout
x € C et indépendant de x (montrer que ces propriétés ne sont pas
vraies en général si C n'est pas fermé).
8i C est convexe fermé on appelle cdne asymptotique de C et on

note K(C) ce cdne convexe fermé.

Dans toute la suite de l'exercice on s'intéresse & des ensembles

convexes et fermés.
d) On suppose que E est de dimension finie. Montrer que C

est borné si et seulement si son cOne asymptotique est réduit &

{0}.
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L (£(xrtv)-£(x))

Df(x,v) = lim & (£(x+tv)-£(x)) = inf :

10 % t>0

t>0

Corollaire :
Une fonction convexe f, finie sur un intervalle ouver: de
R, y admet en tout point une dérivée & droite et une dérivée &

gauche. Si on les note £, et f! elles vérifient
¥ x1,x2 €C 1 xy < xp 2 £1(x) € £1(x) € £1(x2) € £1(xz)

Le théoréme 5 fournit la réciproque de ce résultat lorsque f

est dérivable sur tout son domaine.

Démonstration :

Puisque C est ouvert, la fonction (10) est définie pour t
assez petit et nous devons montrer qu'elle est croissante :
fixons t),t, assez petits tels que t;<tz, il faut montrer :

;—l £ty v)-2(x)) < l_; (£(x+tov)-£(x)) (1)

Distinguons trois cas. Si Ogti<tz, alors (11) s'écrit :
fx+t,v) < [ k I -- ]f(x)

or %* € [0,1], donc 1'inégalité ci-dessus découle immédiatement
2

de la convexité de f puisque

( 0.
x+tyv = lﬂ](xﬂ:zv) + l1— EL] x

Si maintenant t;<0<t, 1'inégalité (11) s'écrit, en tenant compte

du sigre de t, et t,

- I
1) ¢ [ satan + [ sean)

Ce qui résulte 3 nouveau de la convexité de f.
Nous laissons su lecteur le soin de traiter le dernier cas.
Démontrons le corollaire. La définition entraine que f est

dérivable & droite et & geuche et que ses dérivées s'écrivent :
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19 Ensembles convexes, fonctions convexes

De méme si f est une fonction convexe sur E, alors la fonction

suivante Af:
(Af)(x) = inf{f(y) / Ay = x}

est convexe sur F. En effet 1'épigraphe de Af est 1'image directe

de 1'épigrapte de f par 1s transformation affine (6).

Application :

S8i la fonction (xy,x2) + f(x),x2) est convexe en
(xy,x2) € E; x E, alcrs la fonction :
x; =+ inf f£(x;,xz2)
%2€E,
est. convexe sur E,. Elle s'écrit en effet Af si A est la projec—

tion de E; X Ep sur k;.

c) Enveloppe convexe d'une fonction

L'enveloppe convexe d'une fonction quelccnque f formalise

1'idée de la plus grande fonction convexe majorée par f.

+o0

Définition T :

Soit f une fonction bornée inférieurement de E dans
R U {+=}, On eppelle enveloppe convexe de f et on note CO(f) la
fonction convexe définie par 1'une des trois propriétés équiva-

lentes suivantes
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Introduction

Ce livre expose l'essentiel des résultats de convexité et de leurs
applications & l'optimisation et a la micro-économie. Il s'agit
d'un ouvrage de mathématiques appliquées. Il s'est donné simulta=-
nément deux objectifs : constituer un exposé cohérent et rigoureux
d'analyse convexe ; présenter les applications de ces résultats de
fagon qu'un lecteur non averti puisse comprendre par exemple quelle
est la signification économique de telle hypothése de convexité,
pourquoi elle améliore la description du comportement du consomma-
teur. Cette double exigence a dicté la définition du contenu de ce
cours.

Ainsi, le résumé d'analyse convexe (chapitres I et II de la premiére
partie) se limite & énoncer les principales propriétés géométriques
et topologiques des ensembles convexes (en particulier les théorémes
de séparation) en restant dans le contexte simplificateur des espaces
de Hilbert. La convexité n'est pas abordée dans son cadre théorique
le plus général (qui est celui des espaces vectoriels topologiques
localement convexes séparés). En outre de nombreuses questions ne
sont pas traitées : citons les théorémes de point fixe, 1'étude de

la sous-différentiabilité (différentiabilité presque s@re des fonc-
tions convexes), les volumes mixtes (inégalité isopérimétrique), les
résultats combinatoires (théoréme de Minkowski, empilements) le
théordme de Lyapounov (sur tous ces points, nous renvoyons le lecteur

a la bibliographie).

Nous appliquons ces résultats a l'optimisation (chapitre I et II de
la deuxiéme partie). L'accent est mis sur les exemples et les tech-
niques de calcul, ainsi que sur l'interprétation des résultats (par
exemple l'interprétation marginale du multiplicateur de Kuhn-Tucker
(voir chapitre I, deuxime partie). On a choisi de ne pas aborder
la programmation linéaire (application de la convexité en un sens
trés lache), bien que l'utilisation de la convexité y soit permanen-
te. En revanche, un chapitre entier (chapitre II, deuxiéme partie)
est consacré a l'optimum de Pareto, qui est d'une importance fonda-
mentale en micro-économie et que les manuels d'analyse convexe
habituellement négligent.

Un statut spécial a été réservé aux applications micro-économiques

de la convexité : chapitre III de la premiére partie et chapitre III
de la deuxiéme partie. Pour que le mathématicien puisse lire ces
chapitres avec profit, un résumé des définitions et résultats princi-
paux lui est fourni. Sans se substituer & un cours de micro-économie
(les démonstrations trop techniques sont omises), ces passages per=
mettent de comprendre la logique interne des concepts essentiels (tels
la fonction de demande, la fonction de production, ou les taux margi-
naux de substitution) et de s'attaquer ensuite a des problémes de
niveau élevé.
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De nombreux exercices et problémes d'application sont regroupés i la
fin de chaque chapitre (sauf les exercices d'application immédiate,
insérés tout au long du texte). On trouvera en fin de volume les
indications pour leur solution. Les problémes de micro-économie ont
droit a un traitement privilégié : leur énoncé détaillé constitue
l'essentiel des chapitres économiques et ils regoivent une solution

plus compléte en fin de volume.

L'ambition de cet ouvrage nous a été tant d'accroitre encore chez les
mathématiciens concernés, le désir qui les anime, d'explorer toujours
plus avant le champ des applications de leur propre langage a la micro-
économie, que d'apaiser chez certains économistes, les craintes, qu'a
faire des mathématiques, ils risquaient d'y perdre leur ame.
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¥x€EC ¥vEE Df(x,v) & f(x+v)-f(x) si x+v € C (13)

Corollaire :

3i f est différentiable au point x, alors on a :

¥vEE Df(x,v) = <£'(x),v> (1)

et

¥y €c <£'(x),y-x> € £y)-£(x) (15)
Démonstration :

L'inégalité (13) découle immédiatement de la croissance de

la fonction {10) :

Df(x,v) = inf (f(x+tv)-f(x)) < % (f(x+1v)—f(x”

i
octg1 ©
La relation (1k) du corollsire est immédiate et 1'inégalité {15)

est une simple reformulation de (13). ]

Le thécréme 4 et son corollaire s'interprétent géométrigue-
ment. Supposons 3'ahord que £ est différentiable au point x.
Alors 1'hyperplar. tangent Hx en x au graphe de f est par défini-
tion :

H o= {(y,A) €L x R/ A-£(x) = <f'(x),y-x>}

L'inégalilé (15) exprire donc gue l= graplie de f (et aussi son
épigraphe) est tout entier au-dessus de 1'hyperplsn tangent au

point x.

Figure 8
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X > AdX,X> + <X,Xo> + o (avec a30)

est une fonction convexe, puisque c'est une combinaison linéaire

positive d'une fonction convexe et d'une fonction affine.

5 - OPERATIONE SUR LES FONCTIONS CONVEXES

Par définition une fonction est convexe si et seulement si
son épigraphe est convexe : & toute propriété de stabilité des
ensembles convexes va donc correspondre une propriété de stabilité

des fonctions convexes pour 1'opération correspondante.

a) Supremum :
Si (fi) €1 est une famille quelccnque de fonctions convexes,

alors son supremm f :
¥ xCGE f(x) = sup fi(x) (5)
i€
est une fonction convexe. (En effet 1'épigraphe de f est 1l'inter-—

section des épigraphes des fonctions fi.)

Exemple :

Soit C un sous-ensemble de l'espace de Hilbert E muni du
prodnit scalaire < , >. Alors la fonction support de C est la
fonction convexe 9% suivante : ac(x) = sup <x,y>. Elle est

y&c
convexe ; quelques unes de ses propriétés sont &tudiées dans le

probléme 1 du chapitre 7TI.

b) Compesition par une transformation affine :

Soit A une transformation affine de E dans F. Si f est une

fonction convexe sur F alors la fonction composée foA :
(foA)(x) = f(Ax)

est convexe sur E. En effet 1'épigraphe de foA est 1'image réci-
progue de 1'épigraphe de f par la transformation affine-de E X R

dans F X R :

(x,A) =+ (Ax,A) (€)
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e) Montrer que K(C) est le sous-ensemble maximal de E ayant

la propriété :
cC+T C¢C

(ou encore C + T = C).

f) Montrer que :
K(ci+c2) = k(1) + k(c2)
g) bntrer que pour toute famille [ci)iel’ finie ou non, de
convexes fermés, d'intersection non vide, on a :
x[ n c.] = n k(c,)
. 1 1= 1
1 1€1
h) Montrer que si C est un convexe fermé et M une variété

affine telle que M N C est borné et non vide, alors M' N C egt non

vide pour toute variété affine M' paralléle & M.

Probléme 5.

Soit f une fonction de ]0,+9 dans R. Montrer qu'il est

équivalent de dire :
x + x*f(x) est convexe sur |0,+=
et

x + fe(-) est convexe sur |0,+ .

Probléme 6.
Soit a un vecteur non nul de E. Pour tout &lément x de E
on note Ax la droite passant par x et de direction a.

Montrer que la fonction :

x + longueur (Ax nc)
est concave sur E si on adopte la convention longueur (@) = —»,
Probléme 7. Fermeture d'une fonction convexe.

Soit une fonction de 1l'espace vectoriel normé E dans R.
L'égalité :
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23 Ensembles convexes, fonctions convexes

£'{x) = Df(x,1) = inf ﬁl).:_fjﬁ

. y=x

y2x

¥ee

(12)

£1(x) = D2(x,-1) = sup iilléﬁiél

yaxo Y
( yee

La croissance de la fonction (10) équivaut & celle ce la fonc-

tion y > EXl%Eiill sur C. Denc f'{x) € f;(x). Il reste &

fixer xj,x; dans C tels que x)<xz et & montrer f;(x;) § £'(x2).
Pour cela nous choisissons y tel que x3<y<xz (donc y € C) et
obtenons :

D(y)-fx;) ¢ 2=l )

y=x1 y=xX2

(puisque z -+ ££X&E§LEL = ﬁiﬁ%;fill est croissante sur C).
Donc

fl(xl\ = inf 2y)-£(ny) < sup fly)-f(x2) _ £ (x2)

3 =X 5 VX2
x<y<r, U0 xyexg T =
Le corollaire entraine qu'une fonction convexe définie sur
ur intervalle réel y est dérivable sauf au plus en un nombre
dénonbratle de points (en effet 1'ensemble des points x od f

n'est pss dérivable -

(x) < fl(x) - est contenu d'aprés le
corollaire dans 1l'exemple des sauts de discontinuité de la fonc-—
tion croissante f;).

De fagon plus générale on peut montrer gu'une fonction
convexe définie sur un ouvert convexe de R* (et donc continue)
est "presque partout" différentiable (voir [31]).

En tout cas la définition affirme que toute fonction
corvexe admet une dérivée directionnelle dans todtes les direc-

tions.

Théoréme L4 :

La dérivée directiounelle de f vérifie 1'inégalité suivante :
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28 Convexité

n
f [x,,...,xn) - -[x,-xz...-an s %X120,%2>0,...,% >0 (22)

o
Comme elle est deux fois dérivable sur R:, la méthode la plus

rapide pour montrer que f y est convexe est de calculer sa déri-
vée seconde et de montrer que c'est une forme bilinéaire

positive. On culew e successivement

of g a%r (n-1)f 3%r £
=+ ; =  —— = - ———— 5i i#j
ox. nex, %x, r?x.? 3%, 9%, n?ex, +x.
i i i i i ; I
Donc :
Ay a.)
"(x)(z,8) = - — i _J.' =
x x. )
1 J

1
|
|

~

On obtient f"(x)(a,a) > 0 & 1'side de 1'inégalité de Schwarz :

T - TFROBLEMES D'APPLICATION

Les problémes 1 & L concernent les ensembles convexes, les

probliémes 5 & 9 concernent les fonctions eccnvexes.

Probléme 1. Théoréme de Carathéodory et application & 1'enveloppe
convexe d'un compact.

Soit E un espuce vectoriel réel de dimension finie n et soit
K ur sous—-ensemble gquelconque de E

a) Montrer le théoréme de Carathéodory : tout point de
1'enveloppe convexe de K est combinaison convexe de (n+1) points

de K au plus :
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21 Ensembles convexes, fonctions convexes

Donc g3 appartient & F ce qui entraine g3 € g2-
n
Montrons g, € g;. Soit x fixé et x = J A;X; une combi-

. i=1
naison quelconque. On a :

¥ i=1,...,n (xi,f(xi)) € epi(f)

rn n
s {'Z x5 ) Aif(xi)J € cO(epi T) = epi(g)
=1 i=1

On obtient :

n
ei(x) <} Af(x)
i=1
Comme la corbinaison convexe &tait guelconque, il vient g € gs.
Nous avons donc &tabli g, = g2 = g3.

La fonction CO(f) = g, est convexe parce que son £pigraphe l'est.

|

6 - CARACTERISATION DES FONCTIONS CONVEXES

On étudie d'abord la différentiebilité des fonctions
convexes. Dans tout ce paragraphe on se donne :
C un ouvert convexe de l'espace vectoriel normé bk
et f une fonction convexe de k dans F dont le domaine est C.
Lemme 3 :

Soit x un point de C et v un &lément de E.
Alors la fonction :

1
t o e (£(x+tv) - £(x)) (10)

définie pour t assez petit, est une fonction croissante de t.
Définition 8 :

Or. appelle sous-différentielle de f en x dans la direction
v et on note Df(x,v) la limite & droite (&ventuellement —») au
point 0 de la fonction (10) :
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e e L e e e

epi(CO(f)) = CO(epi f) (7)
co(f)(x) = sup h(x) ol h € F ssi [h est convexe
FRE ¥y EEulyery) &
- Jnao,...,xnw
co(f)(x) = inf { § AE(x) [ m n (9)
i=1 A.=1 I Axe=x

1'infimum étant pris sur tous les n, et tous les Ai’xi tels que

n
X = z )‘ixi soit une combinaison convexe.
i=1

Démonstration :

Soit g1,82,83 définies respectivement par (7) (8) (9).
Soit h € F (F n'est pas vide puisqu'il contient au moins une
fonetion constante). On a alors epi £ C epi h (puisque h < f).
Puisque epi h est corvexe, cela entraine epi g C epi h soit
h £ g1. On a donc g2 € g1.

lontrous que g3 € F. L'inégalit? g3 < f est claire (x=x
est une combinaison convexe). Soient x,y EE et a € [0,1].

i=1 J
alors :

n
Six= 2 ).ixi ety = z “"jyj sont deux combinaisons convexes,
y %5

n m

ax+ (1=a)y = ] adx, + [ (-ouy,
i=1 3=1 Jd

en est une autre, donc

n m
gsloxt(1-a)y) ¢ § aXflx) + ]

i=1 Jj=1
n m
Comme les deux combinaisons convexes x = z )‘ixi et y = z uj:,'
i=1 J=1

étaient quelconques, on ern déduit :

galox+(1-a)y) <« ogs(x)+(1-a)gs(y).
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¥x€co(k) Ix1 €K,.oepx, €K 1 x € CO(x1,000,5%

+1 n-H)

b) En déduire que si K est borné dans E, son enveloppe

convexe fermée coincide avec 1'enveloppe convexe de son adhérence :
co(k) = co(K)

c) Dans un espace de dimension finie, montrer:que 1'enveloppe
convexe d'un compact est compacte et coincide avec son enveloppe

convexe fermée.

Probléme 2, Boule circomscrite.

On suppose que (E,“ I) est un espace de Hilbert de dimension
finie.
Soit C un convexe compact de E.

a) Montrer qu'il existe une unique boule fermée B(x,r) de

centre x et de rayon r, telle que :
¢ C B(x,r)
et
¥y€E, ¥r'>0: C C B(y,r') = r'>r
b) Montrer qu'il existe une boule fermée B(x,r) non nécessai-
rement unique telle que :
B(x,r) C ¢
et
¥y€E, ¥r'>0: Bly,r') C C = r'gr

Probléme 3. COnes convexes.

On dit qu'un sous-ensemble K de l'espace vectoriel E est un
cOne s'il vérifie : ~

¥x€K, ¥ A0 Ax €K

a) Montrer qu'un cdne K est convexe si et seulement si il
vérifie :

K+K C K
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CHAPITRE |

Ensembles convexes,
fonctions convexes

1 - ENSEMBLES CONVEXES : DEFINITION

Définition 1 :

Soit E un espace vectoriel réel. Un sous-ensemble C de E
est dit convexe si quels que soient x,y € C et A € [¢,1], alors
Ax +(1-A)y € C. On note [x,y] = {x+(1-A)y / OsAs1}.

Donc C est convexe si et seulement si :

¥ x,y €EC [x,y] CcC

v vumreac B

Imaginons que le complémentaire de C dans E est opaque :
1'ensemble C est convexe si et seulement si de tout point de C

on voit tous les autres points de C.

Exemples d'ensembles convexes :
L2s veriétés affines de E (c'est-3-dire un sous-ensemble

V tel que pour tous x,y € Vet A €ER on ait Ax+(1-A)y € V), en
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25 Ensembles convexes, fonctions convexes

Dans le cas général (f un'est pas nécessairement différentiable
au point x), la scus-différentielle est par rapport & v positi-
vement: homogene et sous-additive :

Df(x,0v) = aDf(x) si 30

Df(x,vi+v2) <€ Df(x,v1) + Df(x,v2)
(la premidre égalité est A&vidente d'aprds la définition de Df,

la seconde résulte de :

(flrtnava))t() ¢ 2 (fhertn)-2(0)+ & (£lxstva)-£(x))

ctl=

Par conséquent 1'ensemble D, = {(v,A) €EE x R / Df(x,v) € A}
est ur cOre. L'indgalité (13) sigrifie que 1'épigraphe de f est

tout, entier contenu dans le cdne D+ {(x, £(x)) ).

TLe théoréne 5 ci-dessous &tablit que la propriété : "la
courbe est au-dessus de toutes ses tangentes" est une propriété
caractéristique des fonctions convexes différentiubles (tout
comme "la courte est er-dessous de toutes ses cordes" est la

définition des fonctions convaxes).

Théoréme 5 :

Si f est différentiable sur 1'ouvert convexe C, alors il

est équivalent de dire :

f est convexe (16)
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13 Ensembles convexes, fonctions convexes

3 - ENVELOPPE CONVEXE FERMEE

On suppose maintenant que E est muni d'une norme d'espace
vectoriel et donc de la topologie associée.
L'enveloppe convexe d'un sous—ensemble fermé de b n'est

pas nécessairement fermée comme le montre 1'exemple suivant :

Exercice :
L'enveloppe convexe d'un ouvert est ouverte. On introduit

donc la notion d'enveloppe convexe fermée.

Définition b :

Soit K un sous-ensemble quelconque de l'espace vectoriel nor-
mé K, On appelle enveloppe convexe fermée de K, et on note CO(K)
1'intersection de tous les ensembles convexes fermés contenant K.

C'est donc le plus petit ensemble convexe fermé contenant K,
Théoréme 3 :

Co(x) = CO(K) 2 co(K)

Autrement dit 1l'enveloppe convexe fermée de K est égale

d 1'adhérence de son enveloppe convexe ordinaire et contient

1'enveloppe convexe de son adhérence.

Démonstration :

Soit Q'l'ensemblé des convexes fermés contenant K et K
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14 Convexité

1l'ensemble des convexes contenant K. Par définition on a :

Tk = f.c ;3 co® =/ .c
cevr cek

Par définition de 1'adhérence on a R,C E d'oll 1'inclusion
CO(K) C CO(K). De plus CO(K) est fermé (puisqu'il est défini
comme une intersection de fermés) et contient CO(K) donc aussi
CO(K) : cela entraine CO(K) D CO(K).
Remarquons que 1'adhérence d'un ensemble convexe est elle-méme
convexe (la démonstration est laissée en exercice au lecteur).
Donc EBTE7 est un ensemble convexe, fermé, contenant K. Donc
TO(k) C TO(K). un
Par définition de l'enveloppe convexe fermée on a
toujours :
co(k) = Co(K)
La seule égalité posant un problime est donc CO(K) = CO(K).
L'exemple de la Figure 5 montre qu'elle n'est pas vraie en
général. Cependart elle est vraie si K est borré et de dimen-
sion finie ; c'est-d-dire si K est contenu dans un sous-espace
de dimension finie de E. Ce point est démontré dans le probléme

1 du présent chapitre.

4 - FONCTIONS CONVEXES : DEFINITION

Définition 5 :

Soit f une fonction définie sur 1l'espace vectoriel réel E
et & valeurs dans R = R U {+=}, On dit que f est convexe si elle
vérifie 1'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

n

Four tout entier n et toute combinaison convexe Z Aixi
212 i=1
d'éléments de k, on a :

I n
f [Z Aixi] < 1 oafx)
i i=1

i=1

(2)
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10 Convexité

n
¥ i=1,...,n  A.30 et Ioao=0

i

Théoréme 1 :
Un sous-ensemble C de E est convexe si et seulement si il

contient toute combinaison convexe de ses €léments.

Démonstration :

Soit C un convexe, XbyeeesX des éléments de C et
n
z = Z Aixi une combinaison convexe de XisperesX o
i=1
Pour montrer que z appartient & C nous supposons (quitte

4 changer la numérotation) que A; est strictement positif
n
(puisque X Ai =1, 1'un au moins des coefficients Ai est
i=1
strictement positif). Puisque C est convexe on obtient succes-

sivement

¥y = [‘"Al—] x) + [ Az J x2 €C

A1+A2 Ar+dz
Y2 = P_JJ:LLJ Yi % F“ll'—a x3 €EC

Ar1+A2+A 3 A1+A2+A s

+A,t,

y3=[ Mthe )\;]y2+ [_L__] x4 €C

Ar+Aa+A sty Ar+da+d3+Ay

Ate.otd A
-1 n

= — € 06s

yn_1 ; yl’l"2 » : xn C

On vérifie que V1 = 2 ce qui démontre la proposition

"seulement si" du théoréme.
La réciproque est évidente puisque Ax+(1-A)y, 0<A<1, est une

combinaison convexe de x et y. [}
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