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      INTRODUCTION
     
     
      Ce
     
     
      livre
     
     
      est
     
     
      constitué
     
     
      de
     
     
      trois
     
     
      articles
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      représenɐ
     
     
      tations
     
     
      des
     
     
      groupes
     
     
      réductifs
     
     
      p-adiques,
     
     
      ou
     
     
      inspirés
     
     
      par
     
     
      elle.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      premier,
     
     
      nous
     
     
      étudions
     
     
      l'algèbre
     
     
      de
     
     
      convolution
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      localement
     
     
      constantes
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      d'une
     
     
      analyse
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      algébriques
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      une
     
     
      décompoɐ
     
     
      sition
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      catégorie
     
     
      paramétrée
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      représentations
     
     
      cuspidales
     
     
      de
     
     
      sous-groupes
     
     
      de
     
     
      Levi,
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      d'une
     
     
      algèbre
     
     
      de
     
     
      multiplicateurs
     
     
      et
     
     
      divers
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      finitude.
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      essentiel
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      méthodes
     
     
      utilisées
     
     
      de
     
     
      ne
     
     
      pas
     
     
      se
     
     
      limiter
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      considération
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      admissibles.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      second,
     
     
      nous
     
     
      construisons
     
     
      une
     
     
      bijection
     
     
      entre
     
     
      les
     
     
      séries
     
     
      discrètes
     
     
      de
     
     
      représentations
     
     
      de
     
     
      GL(n,F)
     
     
      et
     
     
      du
     
     
      groupe
     
     
      multiplicatif
     
     
      d'une
     
     
      2
     
     
      algèbre
     
     
      simple
     
     
      de
     
     
      rang
     
     
      :n
     
     
      sur
     
     
      son
     
     
      centre
     
     
      F
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      cas
     
     
      d'une
     
     
      algèbre
     
     
      de
     
     
      division
     
     
      est
     
     
      traité
     
     
      en
     
     
      premier,
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      d'uné
     
     
      version
     
     
      simple
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      des
     
     
      traces.
     
     
      Le
     
     
      cas
     
     
      général
     
     
      utilise
     
     
      de
     
     
      nouvelles
     
     
      idées,
     
     
      pour
     
     
      lesquelles
     
     
      on
     
     
      renvoie
     
     
      à
     
     
      l'introduction
     
     
      de
     
     
      l'article,
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      récents
     
     
      de
     
     
      J.
     
     
      Arthur
     
     
      qui
     
     
      établissent
     
     
      cette
     
     
      version
     
     
      simple
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      des
     
     
      traces
     
     
      dans
     
     
      des
     
     
      cas
     
     
      plus
     
     
      généraux.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      troisième
     
     
      article,
     
     
      nous
     
     
      précisons
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      anciens
     
     
      de
     
     
      M.
     
     
      Krasner,
     
     
      reliant
     
     
      les
     
     
      extensions
     
     
      galoisiennes
     
     
      d'un
     
     
      corps
     
     
      local
     
     
      F
     
     
      de
     
     
      caractéristique
     
     
      p
     
     
      à
     
     
      celles
     
     
      des
     
     
      extensions
     
     
      de
     
     
      corps
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      caractérisɐ
     
     
      tique
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      de
     
     
      même
     
     
      corps
     
     
      résiduel
     
     
      et
     
     
      d'indice
     
     
      de
     
     
      ramification
     
     
      absolu
     
     
      tendant
     
     
      vers
     
     
      l'infini.
     
     
      La
     
     
      philosophie
     
     
      de
     
     
      Langlands
     
     
      laisse
     
     
      espérer
     
     
      que
     
     
      ces
     
     
      résultats
     
     
      aient
     
     
      une
     
     
      contrepartie
     
     
      en
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      de
     
     
      GL(n,F)
     
     
      .
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Le
     
     
      “
     
     
      centre
     
     
      ”
     
     
      de
     
     
      Bernstein
     
     
      J.-N.
     
     
      BERNSTEIN
     
     
      Rédigé
     
     
      par
     
     
      P.
     
     
      DELIGNE
     
     
      1.
     
     
      Le
     
     
      problème
     
     
      2.
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      3.
     
     
      Applications
     
     
      :
     
     
      propriétésde
     
     
      finitude.
     
     
      Soit
     
     
      G
     
     
      un
     
     
      groupe
     
     
      réductif
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      corps
     
     
      local
     
     
      non
     
     
      archimédien
     
     
      et
     
     
      H
     
     
      l'algèbre
     
     
      de
     
     
      convolution
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      localement
     
     
      constantes
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      déterminons
     
     
      l'algèbre
     
     
      des
     
     
      multiplicateurs
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      en
     
     
      terme
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      cuspidales
     
     
      de
     
     
      sous-groupes
     
     
      de
     
     
      Levi
     
     
      de
     
     
      paraboɐ
     
     
      liques
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      preuve
     
     
      s'appuie
     
     
      sur
     
     
      une
     
     
      étude
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      des
     
     
      repréɐ
     
     
      sentations
     
     
      algébriques
     
     
      (dites
     
     
      aussi
     
     
      lisses)
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Au
     
     
      §3,
     
     
      nous
     
     
      obtenons
     
     
      en
     
     
      corollaire
     
     
      divers
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      finitude.
     
     
      1
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      1.
     
     
      LE
     
     
      PROBLEME.
     
     
      1.1.
     
     
      Soit
     
     
      G
     
     
      un
     
     
      groupe
     
     
      localement
     
     
      compact
     
     
      totalement
     
     
      discontinu.
     
     
      Fixons
     
     
      un
     
     
      corps
     
     
      k
     
     
      de
     
     
      caractéristique
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      H^iG)
     
     
      ,
     
     
      ou
     
     
      simplement
     
     
      H(G)
     
     
      ,
     
     
      l'algèbre
     
     
      de
     
     
      convolution
     
     
      des
     
     
      mesures
     
     
      localement
     
     
      constantes
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact
     
     
      -
     
     
      à
     
     
      coefficients
     
     
      dans
     
     
      k
     
     
      -
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      ;
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      (D
     
     
      ,
     
     
      "localement
     
     
      constant
     
     
      "
     
     
      signifie
     
     
      "localement
     
     
      multiple
     
     
      d'une
     
     
      mesure
     
     
      de
     
     
      Haar";
     
     
      il
     
     
      s'agit
     
     
      d'une
     
     
      notion
     
     
      purement
     
     
      algébrique,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      permet
     
     
      de
     
     
      travailler
     
     
      sur
     
     
      k
     
     
      quelconque.
     
     
      Si
     
     
      G
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      sous-
     
     
      groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      pro-p-groupe
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      même
     
     
      prendre
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      n'importe
     
     
      quelle
     
     
      Ti\
     
     
      l/p]-algèbre.
     
     
      Peu
     
     
      importe
     
     
      :
     
     
      le
     
     
      lecteur
     
     
      ne
     
     
      perdra
     
     
      guère
     
     
      à
     
     
      supposer
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      Œ
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      le
     
     
      supposera
     
     
      de
     
     
      toute
     
     
      façon
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      8
     
     
      .
     
     
      Considérons
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      suivante
     
     
      d'un
     
     
      anneau
     
     
      H
     
     
      (qui
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      sup
     
     
      ɐ
     
     
      posé
     
     
      avoir
     
     
      une
     
     
      unité)
     
     
      .
     
     
      (Id).
     
     
      Pour
     
     
      toute
     
     
      famille
     
     
      finie
     
     
      (x.)
     
     
      d'éléments
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      idem-
     
     
      î
     
     
      potent
     
     
      e
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      ex^e
     
     
      =
     
     
      x^
     
     
      (i.e.
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      x.
     
     
      £
     
     
      eHe
     
     
      =
     
     
      eH 
     
     
      fl
     
     
      He)
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      i
     
     
      .
     
     
      Dans
     
     
      [A],
     
     
      D. 
     
     
      Flath 
     
     
      appelle
     
     
      "idempotented
     
     
      algebras"
     
     
      les
     
     
      I-algèbres
     
     
      vérifiant
     
     
      (Id)
     
     
      .
     
     
      Notons
     
     
      I
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
     
     
      idempotents
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      e,f
     
     
      E
     
     
      I
     
     
      ,
     
     
      les
     
     
      conditions
     
     
      suivantes
     
     
      sont
     
     
      équivalentes
     
     
      :
     
     
      eHe
     
     
      c:
     
     
      fHf
     
     
      ,
     
     
      e
     
     
      E
     
     
      fHf
     
     
      et
     
     
      e
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      e
     
     
      f
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      elles
     
     
      sont
     
     
      vérifiées,
     
     
      on
     
     
      écrit
     
     
      e
     
     
      <<
     
     
      f
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      relation
     
     
      <<
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ordre
     
     
      sur
     
     
      I
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      l'axiome
     
     
      (Id)
     
     
      équivaut
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      qu'il
     
     
      soit
     
     
      filtrant,
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      H
     
     
      soit
     
     
      réunion
     
     
      (filtrante)
     
     
      des
     
     
      eHe
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      K
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      l'image
     
     
      directe
     
     
      par
     
     
      l'inclusion
     
     
      de
     
     
      K
     
     
      dans
     
     
      G
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      mesure
     
     
      de
     
     
      Haar
     
     
      normalisée
     
     
      de
     
     
      k
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      idempotent
     
     
      e
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      ainsi
     
     
      assez
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      idempotents
     
     
      pour
     
     
      vérifier
     
     
      (Id)
     
     
      :
     
     
      H(G)
     
     
      vérifie
     
     
      (Id)
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      l'ensemble-
     
     
      des
     
     
      e
     
     
      est
     
     
      confinai
     
     
      dans
     
     
      l'en-
     
     
      K.
     
     
      semble
     
     
      I
     
     
      des
     
     
      idempotents
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      .
     
     
      Une
     
     
      représentation
     
     
      algébrique
     
     
      (V,r)
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      k-espace
     
     
      vectoriel
     
     
      V
     
     
      ,
     
     
      muni
     
     
      d'une
     
     
      action
     
     
      (k-linéaire)de
     
     
      G
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      fixateur
     
     
      de
     
     
      tout
     
     
      vecteur
     
     
      v
     
     
      £
     
     
      V
     
     
      soit
     
     
      ouverte
     
     
      (terminologie
     
     
      de
     
     
      [
     
     
      1],
     
     
      [
     
     
      2]
     
     
      ;
     
     
      F.
     
     
      Rodier
     
     
      [
     
     
      5]
     
     
      dit
     
     
      "lisse").
     
     
      Cette
     
     
      notion
     
     
      est
     
     
      équivalente
     
     
      à
     
     
      celle
     
     
      de
     
     
      H(G)-module
     
     
      V
     
     
      non
     
     
      dégénéré
     
     
      :
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      H(G).V
     
     
      =
     
     
      V
     
     
      ,
     
     
      i.e.
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      v
     
     
      £
     
     
      V
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      idempotent
     
     
      e
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      ev
     
     
      =
     
     
      v
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      dictionnaire
     
     
      est
     
     
      :
     
     
      pour
     
     
      que
     
     
      v
     
     
      E
     
     
      V
     
     
      soit
     
     
      fixe
     
     
      par
     
     
      K
     
     
      ,
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      faut
     
     
      et
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      que
     
     
      e
     
     
      v
     
     
      =
     
     
      v
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      A
     
     
      dans
     
     
      k
     
     
      K
     
     
      et
     
     
      g
     
     
      dans
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      alors
     
     
      (A
     
     
      .
     
     
      6
     
     
      *e„)v
     
     
      =
     
     
      Ar(g)v
     
     
      .
     
     
      8
     
     
      k
     
     
      2
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Nous
     
     
      noterons
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      algébriques
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Par
     
     
      la
     
     
      suite,
     
     
      nous
     
     
      dirons
     
     
      simplement
     
     
      représentation
     
     
      pour
     
     
      "représentation
     
     
      algébrique"
     
     
      .
     
     
      1.2.
     
     
      Soit
     
     
      H
     
     
      un
     
     
      anneau
     
     
      vérifiant
     
     
      (Id)
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      h
     
     
      £
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      l'endomorphisme
     
     
      v
     
     
      —
     
     
      hv
     
     
      du
     
     
      groupe
     
     
      abélien
     
     
      sous-jacent
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      H-module
     
     
      non
     
     
      dégénéré
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      fonctoriel
     
     
      en
     
     
      V
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      H
     
     
      n'a
     
     
      pas
     
     
      d'unité,
     
     
      le
     
     
      foncteur
     
     
      d'oubli
     
     
      oo
     
     
      :
     
     
      (modules
     
     
      non
     
     
      dégénérés)
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      (groupes
     
     
      abéliens)
     
     
      peut
     
     
      avoir
     
     
      d'autres
     
     
      endomorphismes.
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      H(G)
     
     
      n'a
     
     
      pas
     
     
      d'unité
     
     
      pour
     
     
      G
     
     
      non
     
     
      discret,
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      g
     
     
      £
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      v
     
     
      h
     
     
      »
     
     
      gb
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      endomorphisme
     
     
      fonctoriel
     
     
      du
     
     
      k-espace
     
     
      vectoriel
     
     
      sous-jacenl
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      représentation
     
     
      V
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      idempotent
     
     
      e
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      H
     
     
      =
     
     
      He
     
     
      &
     
     
      H(l-e)
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      H(l-e)
     
     
      :
     
     
      =
     
     
      {h-he
     
     
      |h
     
     
      £
     
     
      H}
     
     
      est
     
     
      l'annulateur
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      de
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      ayant
     
     
      pour
     
     
      système
     
     
      fondamental
     
     
      de
     
     
      voisinages
     
     
      de
     
     
      0
     
     
      les
     
     
      H(l-e)
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      complété
     
     
      H^
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      pour
     
     
      T
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      limite
     
     
      projective
     
     
      sur
     
     
      I
     
     
      des
     
     
      He
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      morphismes
     
     
      de
     
     
      transition
     
     
      Hf
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      He
     
     
      :
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      xe
     
     
      :
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      h
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      proj
     
     
      He
     
     
      estun
     
     
      système
     
     
      d'éléments
     
     
      h(e)£He,
     
     
      avec
     
     
      h(e)=h(f)-e
     
     
      pour
     
     
      e«f
     
     
      Prenantg£I
     
     
      quidomine
     
     
      e
     
     
      et
     
     
      f,
     
     
      onvérifieque
     
     
      h
     
     
      (e)
     
     
      =
     
     
      h(f
     
     
      )
     
     
      •
     
     
      e
     
     
      dès
     
     
      que
     
     
      He
     
     
      c:
     
     
      Hf
     
     
      (i.e.
     
     
      e=ef)
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      module
     
     
      non
     
     
      dégénéré
     
     
      V
     
     
      ,
     
     
      muni
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      discrète,
     
     
      H
     
     
      /V
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      V
     
     
      :
     
     
      (h,v)
     
     
      *
     
     
      —
     
     
      >-
     
     
      hv
     
     
      est
     
     
      continu,
     
     
      et
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      agit
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      par
     
     
      continuité
     
     
      :
     
     
      si
     
     
      ev
     
     
      =
     
     
      v
     
     
      ,
     
     
      h-v
     
     
      =
     
     
      h(e)-v
     
     
      .
     
     
      Lemme
     
     
      1.2.1.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      --
     
     
      *■
     
     
      End(foncteur
     
     
      d'oubli
     
     
      u)
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      H
     
     
      g
     
     
      le
     
     
      H-module
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      multiplications
     
     
      à
     
     
      gauche.
     
     
      Tout
     
     
      H-module
     
     
      non
     
     
      dégénéré
     
     
      étant
     
     
      quotient
     
     
      d'un
     
     
      multiple
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      g
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      vérifier
     
     
      que
     
     
      tout
     
     
      endomorphisme
     
     
      du
     
     
      groupe
     
     
      abélien
     
     
      H^
     
     
      ,
     
     
      qui
     
     
      commute
     
     
      à
     
     
      End
     
     
      H
     
     
      (H
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      (et
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      aux
     
     
      multiplications
     
     
      à
     
     
      droite)
     
     
      est
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      HA
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      plus
     
     
      précisément
     
     
      :
     
     
      Lemme
     
     
      1.2.2.
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      se
     
     
      plonge
     
     
      dans
     
     
      End^,
     
     
      (H)
     
     
      .
     
     
      Son
     
     
      image
     
     
      est
     
     
      l'adhérence
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      convergence
     
     
      simple
     
     
      de
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
     
     
      multiplica
     
     
      tions
     
     
      à
     
     
      gauche.
     
     
      C'est
     
     
      aussi
     
     
      le
     
     
      commutant
     
     
      des
     
     
      multiplications
     
     
      à
     
     
      droite.
     
     
      L'identité
     
     
      h(e)
     
     
      =
     
     
      h-e
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      sc
     
     
      plonge
     
     
      dans
     
     
      End^,(H)
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      induite
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      simple
     
     
      est
     
     
      T
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      composition
     
     
      étant
     
     
      continue
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      simple,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      H
     
     
      f
     
     
      —
     
     
      *
     
     
      {multiplications
     
     
      à
     
     
      gauchej
     
     
      commutant
     
     
      des
     
     
      multiplications
     
     
      h
     
     
      droite,
     
     
      3
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      et
     
     
      le
     
     
      lecteur
     
     
      vérifiera
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      ip
     
     
      est
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      commutant,
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      l'image
     
     
      de
     
     
      h
     
     
      A
     
     
      £
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      h(e)
     
     
      =
     
     
      ip(e)
     
     
      .
     
     
      1.3.
     
     
      Explicitons
     
     
      la
     
     
      multiplication
     
     
      dans
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      .
     
     
      Soient
     
     
      et
     
     
      h
     
     
      2
     
     
      dans
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      e
     
     
      £
     
     
      I
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      f
     
     
      £
     
     
      I
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      h
     
     
      2
     
     
      (e)
     
     
      =
     
     
      fh
     
     
      2
     
     
      (e)
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      -
     
     
      ^
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      (e)
     
     
      est
     
     
      (hjhp-e
     
     
      =
     
     
      h
     
     
      1
     
     
      (h
     
     
      2
     
     
      e)
     
     
      =
     
     
      h^h^e)
     
     
      =
     
     
      h^fh^e)
     
     
      =
     
     
      h
     
     
      1
     
     
      (f)-h
     
     
      2
     
     
      (e)
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      multiplication
     
     
      est
     
     
      continue.
     
     
      1.4.
     
     
      Traduction
     
     
      (de
     
     
      H(G)
     
     
      A
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      proj
     
     
      H(G)-e^)
     
     
      .
     
     
      A
     
     
      H(G)
     
     
      est
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      distributions
     
     
      T
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      K
     
     
      cte
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      T
     
     
      *
     
     
      e^
     
     
      soit
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compac
     
     
      t
     
     
      .
     
     
      Notre
     
     
      but
     
     
      est,
     
     
      pour
     
     
      G
     
     
      un
     
     
      groupe
     
     
      réductif
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      corps
     
     
      local,
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      A
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      H
     
     
      vérifiant
     
     
      (Id)
     
     
      ,
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      Z
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      commutant
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      dans
     
     
      H
     
     
      (par
     
     
      continuité
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      multiplication)
     
     
      et
     
     
      donc
     
     
      1.2.2
     
     
      s'identifie
     
     
      au
     
     
      commutant
     
     
      dans
     
     
      End^(H)
     
     
      des
     
     
      multiplications
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      droite.
     
     
      Lemme
     
     
      1.5.
     
     
      (i)
     
     
      Le
     
     
      centre
     
     
      Z
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      est
     
     
      l'anneau
     
     
      des
     
     
      end
     
     
      omorphismes
     
     
      du
     
     
      fonc-
     
     
      teur
     
     
      identique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      des
     
     
      H-
     
     
      modules
     
     
      non
     
     
      dégénérés
     
     
      .
     
     
      (ii)
     
     
      C'est
     
     
      la
     
     
      limite
     
     
      projective
     
     
      sur
     
     
      I
     
     
      des
     
     
      centres
     
     
      des
     
     
      eHe
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      £
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      =
     
     
      End(m)
     
     
      fournisse,
     
     
      pour
     
     
      chaque
     
     
      module
     
     
      non
     
     
      dégénéré
     
     
      V
     
     
      ,
     
     
      un
     
     
      endomorphisme
     
     
      de
     
     
      module
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      faut
     
     
      et
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      qu'il
     
     
      commute
     
     
      à
     
     
      H
     
     
      .
     
     
      Ceci
     
     
      prouve
     
     
      (i).
     
     
      Si
     
     
      eHe 
     
     
      c:
     
     
      fHf
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      est
     
     
      central
     
     
      dans
     
     
      fHf
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      ez
     
     
      =
     
     
      ze
     
     
      =eze
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      £
     
     
      eHe
     
     
      ,
     
     
      [eze,x]
     
     
      =
     
     
      [z,x]
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      :
     
     
      eze
     
     
      est
     
     
      central
     
     
      dans
     
     
      eHe
     
     
      .
     
     
      Ceci
     
     
      donne
     
     
      un
     
     
      sens
     
     
      à
     
     
      (ii)
     
     
      :
     
     
      le
     
     
      morphisme
     
     
      de
     
     
      transition
     
     
      est
     
     
      z
     
     
      ze
     
     
      =
     
     
      eze
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      il
     
     
      s'agit
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      £
     
     
      H
     
     
      A
     
     
      commute
     
     
      à
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      faut
     
     
      et
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      que
     
     
      ze
     
     
      soit
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      eHe
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      e
     
     
      £
     
     
      I
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      nécesɐ
     
     
      sité
     
     
      se
     
     
      vérifie
     
     
      comme
     
     
      ci-dessus.
     
     
      Pour
     
     
      la
     
     
      suffisance,
     
     
      on
     
     
      vérifie
     
     
      d'abord
     
     
      que
     
     
      ez
     
     
      =
     
     
      ze
     
     
      :
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      f
     
     
      >'
     
     
      e
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      (ez-ze)f
     
     
      =
     
     
      ezf-zfe
     
     
      =
     
     
      e(fzf)
     
     
      -
     
     
      (fzf)e
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      que
     
     
      fzf
     
     
      est
     
     
      central
     
     
      dans
     
     
      fHf
     
     
      .
     
     
      Ceci
     
     
      acquis,
     
     
      pour
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      commute
     
     
      à
     
     
      eHe
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      faut
     
     
      et
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      que
     
     
      ze
     
     
      =
     
     
      eze
     
     
      soit
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      eHe
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      que
     
     
      H
     
     
      est
     
     
      réunion
     
     
      des
     
     
      eHe
     
     
      .
     
     
      1.6.
     
     
      Traduction
     
     
      (de
     
     
      1.5.
     
     
      (ii))
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      est
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      distributions
     
     
      T
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      K
     
     
      de_
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      T
     
     
      *
     
     
      e^
     
     
      soit
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact,
     
     
      et
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      l'algèbre
     
     
      4
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      de
     
     
      Hecke
     
     
      H(G,K)
     
     
      :
     
     
      =
     
     
      ^
     
     
      *H(G)
     
     
      *e
     
     
      K
     
     
      .
     
     
      1.7.
     
     
      Variante
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      H(G)A
     
     
      est
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      distributions
     
     
      T
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      invariantes
     
     
      par
     
     
      conjugaison,
     
     
      et
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      K
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      T
     
     
      *
     
     
      e^
     
     
      soit
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact
     
     
      .
     
     
      L'invariance
     
     
      par
     
     
      conjugaison
     
     
      de
     
     
      T
     
     
      équivaut
     
     
      en
     
     
      effet
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      mesure
     
     
      localement
     
     
      constante
     
     
      (resp.
     
     
      distribution)
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact
     
     
      U
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      T
     
     
      *
     
     
      U
     
     
      =
     
     
      U
     
     
      *T
     
     
      .
     
     
      1.8.
     
     
      Si
     
     
      k'
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      de
     
     
      k
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      H^,(G)
     
     
      =
     
     
      H^G)
     
     
      8
     
     
      ^
     
     
      k'
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      K
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert,
     
     
      la
     
     
      k'-algèbre
     
     
      e
     
     
      KH^,(G)e^
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      son
     
     
      centre,
     
     
      se
     
     
      déduisent
     
     
      de
     
     
      même
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      k-algèbre
     
     
      e^H^(G)e^
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      son
     
     
      centre,
     
     
      par
     
     
      extension
     
     
      des
     
     
      scalaires.
     
     
      Ceci,
     
     
      et
     
     
      1.
     
     
      5
     
     
      (ii)
     
     
      ,
     
     
      contrôlent
     
     
      la
     
     
      dépen
     
     
      ɐ
     
     
      dance
     
     
      en
     
     
      k
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      H^(G)
     
     
      A
     
     
      .
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      suit,
     
     
      nous
     
     
      ferons
     
     
      l'hypothèse
     
     
      (1.8.1)
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      Œ
     
     
      jît
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      dénombrable
     
     
      à
     
     
      l'infini
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      algèbres
     
     
      H(G,K)
     
     
      sont
     
     
      alors
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      dénombrable,
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      lemme
     
     
      de
     
     
      Schur
     
     
      est
     
     
      valable
     
     
      ([1]
     
     
      2.11)
     
     
      .
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      si
     
     
      z
     
     
      est
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      Z
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      représentation
     
     
      algébrique
     
     
      irréductible
     
     
      (V,x)
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      z
     
     
      agit
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      scalaire
     
     
      z
     
     
      (
     
     
      tt
     
     
      )
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      associe
     
     
      ainsi
     
     
      à
     
     
      z
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      sur
     
     
      l'ensemble
     
     
      G
     
     
      A
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      algébriques
     
     
      irréductibles
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      morphisme
     
     
      d'algèbres
     
     
      (1.8.2)
     
     
      Z
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      (fonctions
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      A
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      injectif
     
     
      :
     
     
      toute
     
     
      représentation
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      quotient
     
     
      d'un
     
     
      multiple
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      g
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      h
     
     
      i
     
     
      0
     
     
      dans
     
     
      H(G)
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      (V,ir)
     
     
      irréductible
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      TT(h)
     
     
      A
     
     
      0
     
     
      (
     
     
      [
     
     
      1
     
     
      ]
     
     
      2.12)
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      représentation
     
     
      H(G)
     
     
      se
     
     
      plonge
     
     
      donc
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      produit
     
     
      de
     
     
      représentations
     
     
      irréductibles,
     
     
      et
     
     
      z
     
     
      est
     
     
      déterminé
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      z
     
     
      (
     
     
      tt
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      Notre
     
     
      détermination
     
     
      de
     
     
      Z
     
     
      sera
     
     
      pour
     
     
      l'essentiel
     
     
      une
     
     
      description
     
     
      de
     
     
      son
     
     
      image
     
     
      par
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      8
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      ).
     
     
      1.9.
     
     
      Le
     
     
      centre
     
     
      Z(A)
     
     
      d'une
     
     
      catégorie
     
     
      abélienne
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      l'anneau
     
     
      des
     
     
      endomor
     
     
      ɐ
     
     
      phismes
     
     
      du
     
     
      foncteur
     
     
      identique
     
     
      de
     
     
      A
     
     
      :
     
     
      la
     
     
      donnée
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      objet
     
     
      A
     
     
      d'un
     
     
      endoɐ
     
     
      morphisme
     
     
      z
     
     
      de
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      morphisme
     
     
      f
     
     
      :
     
     
      A
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      B
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      Si
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      abélienne
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      produit
     
     
      de
     
     
      catégories
     
     
      abéliennes
     
     
      (A^i
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      Z
     
     
      (A)
     
     
      =1fz(A
     
     
      J
     
     
      .
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      A
     
     
      admette
     
     
      des
     
     
      sommes
     
     
      directes
     
     
      indexées
     
     
      par
     
     
      I
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      tout
     
     
      morphisme
     
     
      f
     
     
      :
     
     
      X 
     
     
      —
     
     
      *-©
     
     
      tel
     
     
      5
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      que
     
     
      les
     
     
      pr^f
     
     
      soientnuls
     
     
      est
     
     
      nul.
     
     
      C'est
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      pour
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      .
     
     
      Alors,
     
     
      se
     
     
      donner
     
     
      une
     
     
      décomposition
     
     
      de
     
     
      A
     
     
      en
     
     
      produit
     
     
      comme
     
     
      ci-dessus
     
     
      revient
     
     
      à
     
     
      se
     
     
      donner
     
     
      des
     
     
      sous-catégories
     
     
      pleines
     
     
      A.
     
     
      de
     
     
      A
     
     
      (i
     
     
      6
     
     
      I)
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      (a)
     
     
      Pour
     
     
      X
     
     
      dans
     
     
      A.
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      dans
     
     
      A.
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      Hom(X,Y)
     
     
      =0
     
     
      si
     
     
      i
     
     
      ï
     
     
      j
     
     
      •
     
     
      (b)
     
     
      Tout
     
     
      objet
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      somme
     
     
      (1.9.1)
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      'i
     
     
      X.
     
     
      ,
     
     
      avec
     
     
      X.
     
     
      dans
     
     
      A.
     
     
      .
     
     
      i 
     
     
      t
     
     
      t
     
     
      Le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      celui
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (1.1)
     
     
      et
     
     
      1.5(
     
     
      i)
     
     
      .
     
     
      Une
     
     
      première
     
     
      étape
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      détermination
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      A
     
     
      sera
     
     
      la
     
     
      décomposition
     
     
      2.10,
     
     
      implicite
     
     
      dans
     
     
      [1],
     
     
      de
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      en
     
     
      produit.
     
     
      Les
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      décomposition
     
     
      auxquels
     
     
      sont
     
     
      consaɐ
     
     
      crés
     
     
      la
     
     
      fin
     
     
      de 
     
     
      ce
     
     
      paragraphe
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      préliminaires
     
     
      à
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      10
     
     
      .
     
     
      1.10.
     
     
      Soit
     
     
      W
     
     
      une
     
     
      représentation
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Son
     
     
      dual
     
     
      algébrique
     
     
      ,ou
     
     
      simpleɐ
     
     
      ment
     
     
      dual,
     
     
      est
     
     
      l'espace
     
     
      V/~
     
     
      des
     
     
      formes
     
     
      linéaires
     
     
      fixes
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      on
     
     
      munit
     
     
      W
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      linéaire
     
     
      pour
     
     
      laquelle
     
     
      les
     
     
      (1-e
     
     
      )W
     
     
      (K
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert)
     
     
      forment
     
     
      un
     
     
      système
     
     
      fondamental
     
     
      de
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      c'est
     
     
      le
     
     
      dual
     
     
      topologique
     
     
      :
     
     
      VT
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      ind(W/(l-e
     
     
      )W)
     
     
      V
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      ind(W^)
     
     
      v
     
     
      .
     
     
      K
     
     
      Rappelons
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      conditions
     
     
      suivantes
     
     
      sont
     
     
      équivalentes
     
     
      ([1]
     
     
      2.40)
     
     
      :
     
     
      (a)
     
     
      Les
     
     
      coefficients
     
     
      <
     
     
      ç
     
     
      ,
     
     
      gw
     
     
      >
     
     
      (w
     
     
      €
     
     
      W
     
     
      ,
     
     
      Ç
     
     
      £
     
     
      W 
     
     
      )
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      fonc
     
     
      ɐ
     
     
      tions
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact.
     
     
      (b)
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      K
     
     
      et
     
     
      tout
     
     
      w
     
     
      €
     
     
      W
     
     
      ,
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      dans
     
     
      W
     
     
      :
     
     
      g
     
     
      *-*■
     
     
      e
     
     
      gw
     
     
      est
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact.
     
     
      Si
     
     
      elles
     
     
      sont
     
     
      vérifiées,
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      W
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      génération
     
     
      finie,
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      irréductible,
     
     
      W
     
     
      est
     
     
      admis
     
     
      sib
     
     
      1
     
     
      e
     
     
      ([1]
     
     
      2.41),
     
     
      i.e.
     
     
      les
     
     
      sont
     
     
      de
     
     
      dimen
     
     
      ɐ
     
     
      sion
     
     
      finie.
     
     
      La
     
     
      condition
     
     
      (b)
     
     
      peut
     
     
      encore
     
     
      s'énoncer
     
     
      :
     
     
      (b*)
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      w
     
     
      £
     
     
      W
     
     
      ,
     
     
      si
     
     
      g
     
     
      —
     
     
      dans
     
     
      G
     
     
      (selon
     
     
      le
     
     
      filtre
     
     
      des
     
     
      compléments
     
     
      des
     
     
      compacts),
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      gw
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      0
     
     
      (pour
     
     
      la 
     
     
      topologie
     
     
      linéaire
     
     
      ci-dessus)
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      note
     
     
      (AlgG)^la catégoriedes
     
     
      représentations
     
     
      de
     
     
      G 
     
     
      vérifiant
     
     
      (a)
     
     
      et
     
     
      (b).
     
     
      1.11.
     
     
      Soient
     
     
      (V,t)
     
     
      irréductible
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      ,
     
     
      (Alg
     
     
      G)(ir)
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      sommes
     
     
      de
     
     
      copies
     
     
      de
     
     
      (V,
     
     
      tt
     
     
      )
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      (Alg
     
     
      G)(horst)
     
     
      celle
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      sans
     
     
      sous-quotient
     
     
      isomorphe
     
     
      à
     
     
      (V,ir).
     
     
      Des
     
     
      arguments
     
     
      parallèles
     
     
      6
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      à
     
     
      ceux
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      groupes
     
     
      finis
     
     
      donnent
     
     
      (1.11.1)
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      =
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (
     
     
      tt
     
     
      )
     
     
      x
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (hors
     
     
      tt
     
     
      )
     
     
      ([l]
     
     
      2.44,
     
     
      du
     
     
      moins
     
     
      pour
     
     
      G
     
     
      unimodulaire)
     
     
      d'où
     
     
      un
     
     
      idempotent
     
     
      e(ir)
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      H(G)
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      valant
     
     
      1
     
     
      sur
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (r)
     
     
      et
     
     
      0
     
     
      sur
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (hors
     
     
      it)
     
     
      .
     
     
      Supposons
     
     
      G
     
     
      unimodulaire.
     
     
      Seul
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      nous
     
     
      importera.
     
     
      La
     
     
      preuve
     
     
      de
     
     
      (1.11.1)
     
     
      donne
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      distribution
     
     
      e(ir)
     
     
      (1.7)
     
     
      l'expression
     
     
      suivante,
     
     
      qui
     
     
      ne
     
     
      nous
     
     
      servira
     
     
      pas.
     
     
      Soient
     
     
      d^
     
     
      le
     
     
      degré
     
     
      formel
     
     
      de
     
     
      ir
     
     
      (intrinsèquement,
     
     
      une
     
     
      mesure
     
     
      de
     
     
      Haar
     
     
      sur
     
     
      G)
     
     
      et
     
     
      0
     
     
      le
     
     
      caractère
     
     
      de
     
     
      ir
     
     
      (une
     
     
      fonction
     
     
      géné-
     
     
      —
     
     
      -l
     
     
      77
     
     
      ralisée)
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      S^g)
     
     
      =
     
     
      O^Cg
     
     
      )
     
     
      >
     
     
      car
     
     
      11
     
     
      est
     
     
      unitarisable
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      11
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      e(ir)
     
     
      =
     
     
      6
     
     
      lT
     
     
      (g"
     
     
      * 
     
     
      1
     
     
      ).d
     
     
      ii
     
     
      .
     
     
      Variantes
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      A
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      de
     
     
      classes
     
     
      d'isomorphie
     
     
      de
     
     
      représentations
     
     
      irréductibles
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)^,
     
     
      et
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (hors
     
     
      A)
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      des
     
     
      repré
     
     
      ɐ
     
     
      sentations
     
     
      sans
     
     
      sous-quotient
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      d'isomorphie
     
     
      dans
     
     
      A.
     
     
      a)
     
     
      Si
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      fini,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      (1.11.3)
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      ®
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (it))
     
     
      x
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (hors
     
     
      A)
     
     
      .
     
     
      "£A
     
     
      b)
     
     
      La
     
     
      même
     
     
      décomposition
     
     
      vaut
     
     
      pour
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      infinie,
     
     
      si
     
     
      pour
     
     
      chaque
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      K
     
     
      il
     
     
      n'y
     
     
      a
     
     
      dans
     
     
      A
     
     
      qu'un nombre
     
     
      fini
     
     
      de
     
     
      (V,ir)
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      V
     
     
      i
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      faut
     
     
      vérifier
     
     
      1.9
     
     
      (b).
     
     
      Soit
     
     
      donc
     
     
      W
     
     
      une
     
     
      représentation
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      W(ir)
     
     
      la
     
     
      composante
     
     
      (1.11.1)
     
     
      de
     
     
      W
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (ir)
     
     
      (ir
     
     
      £
     
     
      A)
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      K
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      et
     
     
      A'
     
     
      c
     
     
      A
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      A
     
     
      contenant
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      (V,ir)
     
     
      dans
     
     
      A
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      la
     
     
      décomposition
     
     
      (1.9.1)
     
     
      déduite
     
     
      de
     
     
      (1.11.3)
     
     
      pour
     
     
      A'
     
     
      :
     
     
      W 
     
     
      =
     
     
      ©
     
     
      W(-n)
     
     
      x
     
     
      W(hors
     
     
      A')
     
     
      induit
     
     
      H 
     
     
      e
     
     
      a
     
     
      '
     
     
      une
     
     
      decomposition
     
     
      W
     
     
      K 
     
     
      =
     
     
      ©
     
     
      W(
     
     
      t
     
     
      ,)
     
     
      K
     
     
      x
     
     
      W(hors
     
     
      A')
     
     
      K
     
     
      =
     
     
      ®
     
     
      WU)
     
     
      K
     
     
      x
     
     
      W(hors
     
     
      A')
     
     
      K
     
     
      ,
     
     
      t£A'
     
     
      ire
     
     
      A
     
     
      K
     
     
      K
     
     
      K
     
     
      avec
     
     
      W(hors
     
     
      A')
     
     
      indépendant
     
     
      de
     
     
      A'
     
     
      .
     
     
      Posons
     
     
      W(hors
     
     
      A)
     
     
      :=
     
     
      W(hors
     
     
      A')
     
     
      i
     
     
      »
     
     
      k
     
     
      (A
     
     
      assez
     
     
      grand,
     
     
      rel.
     
     
      K)
     
     
      et
     
     
      W(hors
     
     
      A)
     
     
      =
     
     
      U
     
     
      W(hors
     
     
      A)
     
     
      .
     
     
      Par
     
     
      passage
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      K
     
     
      limite
     
     
      sur
     
     
      K
     
     
      de
     
     
      plus
     
     
      en
     
     
      plus
     
     
      petit,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      encore
     
     
      W 
     
     
      =
     
     
      ©
     
     
      W(
     
     
      tt
     
     
      )
     
     
      x
     
     
      W(hors
     
     
      A)
     
     
      ti
     
     
      CA
     
     
      7
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      c)
     
     
      Sans
     
     
      hypothèse
     
     
      de
     
     
      finitude
     
     
      sur
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      un
     
     
      argument
     
     
      parallèle
     
     
      à
     
     
      b)
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      toute
     
     
      représentation
     
     
      admissible
     
     
      admet
     
     
      une
     
     
      unique
     
     
      décomposition
     
     
      W
     
     
      =
     
     
      £)
     
     
      W(n)
     
     
      x
     
     
      w(hors
     
     
      A)
     
     
      .
     
     
      tt
     
     
      £A
     
     
      Cette
     
     
      décomposition
     
     
      vaut
     
     
      encore
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      limite
     
     
      inductive
     
     
      filtrante
     
     
      de
     
     
      représentations
     
     
      admissibles,
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      représentation
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      (rappelons
     
     
      que
     
     
      tout
     
     
      W
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      de
     
     
      génération
     
     
      finie
     
     
      est
     
     
      admissible).
     
     
      Prenant
     
     
      pour
     
     
      A
     
     
      l'ensemble
     
     
      G^
     
     
      de
     
     
      toutes
     
     
      les
     
     
      classes
     
     
      d'isomorphie
     
     
      d'irréductibles
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      (1.11.4)
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      =
     
     
      TT
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (
     
     
      tt
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      ir£G
     
     
      f
     
     
      A
     
     
      Si
     
     
      G^
     
     
      vérifie
     
     
      la
     
     
      condition
     
     
      de
     
     
      finitude
     
     
      b),
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      en
     
     
      outre
     
     
      (1.11.5)
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      =
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      f
     
     
      x
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (hors
     
     
      G
     
     
      f
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      1.12.
     
     
      Soient
     
     
      M
     
     
      un
     
     
      5Z-module
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      fini
     
     
      et
     
     
      u
     
     
      :
     
     
      G
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      restriction
     
     
      de
     
     
      u
     
     
      au
     
     
      centre
     
     
      Z(G)
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      :
     
     
      Z(G)
     
     
      —
     
     
      *-
     
     
      M
     
     
      a
     
     
      un noyau
     
     
      compact
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      conoyau
     
     
      fini.
     
     
      Soient
     
     
      G°
     
     
      :=
     
     
      Ker(u)
     
     
      et
     
     
      (V°,ir°)
     
     
      irréductible
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G
     
     
      0
     
     
      )^
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      G^
     
     
      le
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      formé
     
     
      des
     
     
      g
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      n°
     
     
      soit
     
     
      isomorphe
     
     
      à
     
     
      son
     
     
      conjugué
     
     
      par
     
     
      g
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      contient
     
     
      G°
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      donc
     
     
      est
     
     
      d'indice
     
     
      fini,
     
     
      et
     
     
      l'ensemble
     
     
      A
     
     
      des
     
     
      classes
     
     
      d'isomorphie
     
     
      de
     
     
      conjugués
     
     
      de
     
     
      (V°,
     
     
      tt
     
     
      °)
     
     
      est
     
     
      fini.
     
     
      Pour
     
     
      toute
     
     
      représentation
     
     
      (V,ir)
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,(1.11.3)
     
     
      appliqué
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      restriction
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      à
     
     
      G°
     
     
      fournit
     
     
      une
     
     
      décomposition
     
     
      V
     
     
      =
     
     
      V
     
     
      <£>
     
     
      V"
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      somme
     
     
      des
     
     
      sous-représentations
     
     
      isomorphes
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      conjugué
     
     
      de
     
     
      (V°,Tr°)
     
     
      .
     
     
      Cette
     
     
      décomposition
     
     
      est
     
     
      stable
     
     
      sous
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      fournit
     
     
      une
     
     
      décomposition
     
     
      (1.12.1)
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      =
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      a
     
     
      x
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      hors
     
     
      A
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      nous
     
     
      proposons
     
     
      de
     
     
      décrire
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      A
     
     
      .
     
     
      (1.12.2)
     
     
      Pour
     
     
      W
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      soit
     
     
      le
     
     
      sous-espace
     
     
      de
     
     
      W
     
     
      somme
     
     
      des
     
     
      sous-G°-représentations
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      0
     
     
      isomorphe
     
     
      à
     
     
      (V°,ir°)
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      stable
     
     
      sous
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      foncteur
     
     
      W
     
     
      •
     
     
      —
     
     
      *-
     
     
      W
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      équivalence
     
     
      de
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      Il
     
     
      A
     
     
      catégorie
     
     
      (Alg
     
     
      G^)
     
     
      o
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      de
     
     
      G^
     
     
      de
     
     
      restriction
     
     
      à
     
     
      G°
     
     
      et
     
     
      cette
     
     
      décomposition,
     
     
      fonctorielle
     
     
      en
     
     
      W
     
     
      ,
     
     
      donne
     
     
      (1.11.3).
     
     
      8
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      multiple
     
     
      de
     
     
      (V
     
     
      0
     
     
      ,ir°)
     
     
      .
     
     
      L'équivalence
     
     
      inverse
     
     
      est
     
     
      l'induction
     
     
      de
     
     
      à
     
     
      G°
     
     
      .
     
     
      (1.12.3)
     
     
      Soit
     
     
      G
     
     
      le
     
     
      groupe
     
     
      des
     
     
      paires
     
     
      (g,P)
     
     
      avec
     
     
      g
     
     
      £
     
     
      G
     
     
      et
     
     
      P
     
     
      :
     
     
      V°
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      V°
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      Pn°(h)P
     
     
      =
     
     
      Tr°(ghg
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      C'est
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      centrale
     
     
      de
     
     
      G^
     
     
      par
     
     
      Œ*
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      G°
     
     
      s'identifie
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      G^
     
     
      :
     
     
      G°
     
     
      g
     
     
      I
     
     
      ..(g.if
     
     
      (g))
     
     
      Œ*
     
     
      ---------
     
     
      *
     
     
      G
     
     
      --------------
     
     
      *
     
     
      G
     
     
      z
     
     
      ^
     
     
      (e,z)
     
     
      (g,P)
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      g
     
     
      La
     
     
      représentation
     
     
      ir°
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      0
     
     
      se
     
     
      prolonge
     
     
      à
     
     
      G^
     
     
      par
     
     
      (g,P)
     
     
      *
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      P
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      quotient 
     
     
      M^
     
     
      de
     
     
      G^
     
     
      par
     
     
      le
     
     
      sous-groupe 
     
     
      invariant
     
     
      G
     
     
      0
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      centrale
     
     
      de
     
     
      l'image
     
     
      M^
     
     
      de
     
     
      G^
     
     
      dans
     
     
      M
     
     
      par
     
     
      Œ*
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      centre
     
     
      C
     
     
      de
     
     
      est
     
     
      l'image
     
     
      inverse
     
     
      d'un
     
     
      sous-groupe
     
     
      C
     
     
      de
     
     
      contenant
     
     
      l'image
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      donc
     
     
      est
     
     
      d'indice
     
     
      fini.
     
     
      Le
     
     
      foncteur
     
     
      H
     
     
      *
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      H
     
     
      ©
     
     
      V
     
     
      q
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      équivalence
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      des
     
     
      vectoriels
     
     
      avec
     
     
      celle
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      de
     
     
      G°
     
     
      multiples
     
     
      de
     
     
      .
     
     
      L'équivalence
     
     
      inverse
     
     
      est
     
     
      W
     
     
      K
     
     
      Hom(V
     
     
      Q
     
     
      ,W)
     
     
      .
     
     
      Se
     
     
      donner
     
     
      une
     
     
      action
     
     
      ir
     
     
      de
     
     
      G^
     
     
      sur
     
     
      H
     
     
      ®
     
     
      ,
     
     
      prolongeant
     
     
      l'action
     
     
      donnée
     
     
      de
     
     
      G°
     
     
      ,
     
     
      revient
     
     
      à
     
     
      se
     
     
      donner
     
     
      une
     
     
      action
     
     
      p
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      sur
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      £
     
     
      Œ*
     
     
      (=
     
     
      H
     
     
      agisse
     
     
      par
     
     
      multipli-
     
     
      -1
     
     
      1
     
     
      ~
     
     
      ~
     
     
      cation
     
     
      par
     
     
      z
     
     
      :
     
     
      faire
     
     
      agir
     
     
      l'image
     
     
      dans
     
     
      M^
     
     
      de
     
     
      (g,P)
     
     
      £
     
     
      G^
     
     
      par
     
     
      Q
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      ir(g)
     
     
      =
     
     
      Q
     
     
      ©
     
     
      P
     
     
      :
     
     
      ff(g)
     
     
      =
     
     
      p(g,P)
     
     
      ®
     
     
      P
     
     
      Cette
     
     
      construction
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      équivalence
     
     
      de
     
     
      (Alg
     
     
      G'*')
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      caté-
     
     
      TT°
     
     
      gorie
     
     
      B
     
     
      des
     
     
      représentations
     
     
      de
     
     
      ,
     
     
      induisant
     
     
      z
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      >-z~^
     
     
      sur
     
     
      Œ*
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      équivalences
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      ~
     
     
      (Alg
     
     
      G^)
     
     
      ~
     
     
      8
     
     
      induisent
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      Z((Alg
     
     
      G)^)
     
     
      avec
     
     
      Z(
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      catégorie
     
     
      8
     
     
      est
     
     
      bien
     
     
      connue
     
     
      (théorie
     
     
      du
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Heisenberg)
     
     
      et,
     
     
      après
     
     
      quelques
     
     
      rappels
     
     
      sur
     
     
      sa
     
     
      structure,
     
     
      nous
     
     
      allons
     
     
      en
     
     
      déduire
     
     
      une
     
     
      description
     
     
      de
     
     
      Z((Alg
     
     
      G)p)
     
     
      ■
     
     
      1.13.
     
     
      L'application
     
     
      commutateur
     
     
      induit
     
     
      sur
     
     
      M^/C
     
     
      =
     
     
      M/C
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      bimultiplicative
     
     
      alternée
     
     
      non
     
     
      dêgénéréé
     
     
      M/C
     
     
      *
     
     
      M/C
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      c=
     
     
      Œ*
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      sait
     
     
      que
     
     
      tout
     
     
      groupe
     
     
      fini
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      muni
     
     
      d'une
     
     
      telle
     
     
      application
     
     
      <
     
     
      >
     
     
      peut
     
     
      s'écrire
     
     
      9
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      H
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      x
     
     
      X'
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      X'
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      dual
     
     
      de
     
     
      Pontrjagin
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      où
     
     
      <(x,x'
     
     
      ),
     
     
      (g,y
     
     
      ')>
     
     
      = 
     
     
      <x,x'
     
     
      ><y,x'>
     
     
      ^
     
     
      .
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      son
     
     
      ordre
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      carré.
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      M/C,
     
     
      maximal
     
     
      parmi
     
     
      ceux
     
     
      sur
     
     
      lesquels
     
     
      le
     
     
      commuɐ
     
     
      tateur
     
     
      est
     
     
      trivial.
     
     
      Par
     
     
      exemple
     
     
      :
     
     
      correspondant
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      décomposition
     
     
      comme
     
     
      plus
     
     
      haut.
     
     
      Son
     
     
      image
     
     
      inverse
     
     
      X
     
     
      dans
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      commutatif
     
     
      maximal
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      sait
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      chaque
     
     
      caractère
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      x(
     
     
      z
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      z
     
     
      pour
     
     
      z
     
     
      6
     
     
      Œ*
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      à
     
     
      isomorphisme
     
     
      près
     
     
      une
     
     
      unique
     
     
      représentation
     
     
      irréductible
     
     
      de
     
     
      de
     
     
      caractère
     
     
      central
     
     
      x
     
     
      •
     
     
      0n
     
     
      l'obtient
     
     
      en
     
     
      prolongeant
     
     
      n'importe
     
     
      comment
     
     
      -
     
     
      x
     
     
      à
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      induisant
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      à
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      ir
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      -1
     
     
      *
     
     
      représentation
     
     
      irréductible,
     
     
      avec
     
     
      ir(z)
     
     
      =
     
     
      z
     
     
      pour
     
     
      z
     
     
      £
     
     
      Œ*
     
     
      ,
     
     
      les
     
     
      autres
     
     
      sont
     
     
      donc
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      iru
     
     
      ,
     
     
      u
     
     
      un
     
     
      caractère
     
     
      de
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      classe
     
     
      d'iso-
     
     
      morphie
     
     
      de
     
     
      itm
     
     
      ne
     
     
      dépendant
     
     
      que
     
     
      de
     
     
      rnjc
     
     
      .
     
     
      Notons
     
     
      ŒlM,;z
     
     
      J
     
     
      la
     
     
      C-algèbre
     
     
      engendrée
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      6
     
     
      ~
     
     
      I
     
     
      m
     
     
      (m
     
     
      €
     
     
      M_
     
     
      )
     
     
      ,
     
     
      avec
     
     
      les
     
     
      relations
     
     
      6*6
     
     
      =6
     
     
      et
     
     
      ô
     
     
      -
     
     
      z
     
     
      .6
     
     
      .Si
     
     
      les
     
     
      1
     
     
      m
     
     
      n
     
     
      mn
     
     
      z
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      forment
     
     
      un
     
     
      relèvement
     
     
      ensembliste
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      dans
     
     
      H
     
     
      ,*
     
     
      elle
     
     
      admet
     
     
      comme
     
     
      base
     
     
      vectorielle
     
     
      les
     
     
      ô~
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      revient
     
     
      au
     
     
      même
     
     
      de
     
     
      se
     
     
      donner
     
     
      un
     
     
      Œ[M.
     
     
      ;z
     
     
      ]-
     
     
      m
     
     
      n
     
     
      1
     
     
      ~
     
     
      .
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      module
     
     
      ou
     
     
      une
     
     
      représentation
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      où
     
     
      z
     
     
      6
     
     
      Œ*
     
     
      agisse
     
     
      par
     
     
      z
     
     
      :
     
     
      faire
     
     
      agir
     
     
      ô
     
     
      comme
     
     
      m
     
     
      .
     
     
      L'algèbre
     
     
      Œ
     
     
      [M^;z
     
     
      ]
     
     
      ayant
     
     
      une
     
     
      unité,
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      de
     
     
      ses
     
     
      modules
     
     
      est
     
     
      simplement
     
     
      son
     
     
      centre,
     
     
      à
     
     
      savoir
     
     
      (Etc;
     
     
      z
     
     
      "
     
     
      1
     
     
      ]
     
     
      :
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      simplement
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      du
     
     
      groupe
     
     
      .
     
     
      Traduisons
     
     
      en
     
     
      terme
     
     
      de
     
     
      représentations.
     
     
      1.14.
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      le
     
     
      tore
     
     
      (au
     
     
      sens
     
     
      des
     
     
      groupes
     
     
      algébriques)
     
     
      de
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      caractères
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      pour
     
     
      points
     
     
      T(Œ)
     
     
      =
     
     
      Hom(M,Œ*)
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      algèbre
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      régulières
     
     
      l'algèbre
     
     
      Œ[
     
     
      m
     
     
      ]
     
     
      du
     
     
      groupe
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      M
     
     
      =
     
     
      Z
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      c'est
     
     
      l'algèbre
     
     
      des
     
     
      polynômes
     
     
      de
     
     
      Laurent
     
     
      Œ[t,,t,,...,t
     
     
      ,t
     
     
      _1
     
     
      ]
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      F
     
     
      c
     
     
      T(Œ)
     
     
      l'orthogonal
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      c
     
     
      M,
     
     
      t
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      le
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      1
     
     
      tore
     
     
      quotient
     
     
      T/F
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      tore
     
     
      de
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      caractères
     
     
      C
     
     
      .
     
     
      L'ensemble
     
     
      Irr(3)
     
     
      des
     
     
      classes
     
     
      d'isomorphie
     
     
      de
     
     
      représentations
     
     
      irréductibles
     
     
      de
     
     
      ,
     
     
      avec
     
     
      z
     
     
      •
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      z
     
     
      ^
     
     
      ,
     
     
      est,
     
     
      on
     
     
      l'a
     
     
      vu
     
     
      en
     
     
      1.13,
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      principal
     
     
      homogène
     
     
      sous
     
     
      (T/F)
     
     
      (Œ)
     
     
      =
     
     
      Hom(M,Œ*)/F
     
     
      =
     
     
      Hom(C,Œ*)
     
     
      :
     
     
      si
     
     
      (V,n)
     
     
      est
     
     
      irréductible
     
     
      dans
     
     
      B
     
     
      ,
     
     
      tout
     
     
      irréductible
     
     
      est
     
     
      isomorphe
     
     
      à
     
     
      (V,uy)
     
     
      >
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      £
     
     
      Hom(M,Œ*)
     
     
      et
     
     
      ttx
     
     
      est
     
     
      isomorphe
     
     
      à
     
     
      tix
     
     
      '
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      10
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      X|C
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      ’
     
     
      IC
     
     
      .
     
     
      Ceci
     
     
      munit
     
     
      Irr(B)
     
     
      d'une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      algébrique,
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      sur
     
     
      Irr(B)
     
     
      étant
     
     
      régulière
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      X
     
     
      ►
     
     
      f(tx)
     
     
      sur
     
     
      T(Œ)
     
     
      est
     
     
      régulière.
     
     
      Par
     
     
      passage
     
     
      au
     
     
      quotient,
     
     
      elle
     
     
      provient
     
     
      alors
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      régulière
     
     
      sur
     
     
      T/F
     
     
      ,
     
     
      i.e.
     
     
      d'une
     
     
      combinaison
     
     
      linéaire
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      x
     
     
      ►
     
     
      x(
     
     
      c
     
     
      )
     
     
      (c
     
     
      £
     
     
      C)
     
     
      .
     
     
      Un
     
     
      élément
     
     
      z
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      8
     
     
      fournit
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      z(t)
     
     
      sur
     
     
      Irr(B)
     
     
      :
     
     
      à
     
     
      (V,n)
     
     
      ,
     
     
      attacher
     
     
      le
     
     
      scalaire
     
     
      par
     
     
      lequel
     
     
      agit
     
     
      z
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      description
     
     
      1.13
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      B
     
     
      :
     
     
      Z(B)
     
     
      =
     
     
      œ
     
     
      [C,
     
     
      z
     
     
      peut
     
     
      se
     
     
      reformuler
     
     
      comme
     
     
      suit
     
     
      :
     
     
      l'application
     
     
      z
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      *
     
     
      (fonction
     
     
      z(ir))
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      de
     
     
      Z(B)
     
     
      avec
     
     
      l'anneau
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      régulières
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      variété
     
     
      algébrique
     
     
      Irr(B)
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      équivalences
     
     
      de
     
     
      catégorie
     
     
      de
     
     
      1.12
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      .
     
     
      ~
     
     
      (Alg
     
     
      G
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      ~
     
     
      8
     
     
      A
     
     
      o
     
     
      ïï
     
     
      sont
     
     
      compatibles
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      torsion 
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      caractère
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      Par
     
     
      traduction
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      Irr(Alg
     
     
      G)^
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      homogène
     
     
      sous
     
     
      T(Œ)
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      principal
     
     
      homogène
     
     
      sous
     
     
      (T/F)(Œ)
     
     
      ,
     
     
      d'où
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      algébrique
     
     
      sur
     
     
      Irr(Alg
     
     
      G)^
     
     
      .
     
     
      Chaque
     
     
      élément
     
     
      z
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      définit
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      z
     
     
      (
     
     
      ti
     
     
      )
     
     
      sur
     
     
      Irr
     
     
      (Alg
     
     
      G)^)
     
     
      •
     
     
      71
     
     
      ►
     
     
      le
     
     
      scalaire
     
     
      par
     
     
      lequel
     
     
      agit
     
     
      z
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      on 
     
     
      a
     
     
      P
     
     
      roposition
     
     
      1.15.
     
     
      L'application
     
     
      z
     
     
      *
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      (fonction
     
     
      z(ir))
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      catégorie
     
     
      abélienne
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      avec
     
     
      l'anneau
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      régulières
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      variété
     
     
      algébrique
     
     
      Irr(Alg
     
     
      G)^
     
     
      .
     
     
      1.16.
     
     
      Le
     
     
      fait
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      ir
     
     
      irréductible
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      et
     
     
      z
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      centre
     
     
      de
     
     
      (Alg
     
     
      G)^
     
     
      ,
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      —
     
     
      ^
     
     
      z
     
     
      (
     
     
      ttx
     
     
      )
     
     
      sur
     
     
      T(Œ)
     
     
      =
     
     
      Hom(M,Œ*)
     
     
      soit
     
     
      régulière
     
     
      peut
     
     
      se
     
     
      déduire
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      que
     
     
      irx
     
     
      dépend
     
     
      "algébriquement"
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      •
     
     
      Expliquons
     
     
      ce
     
     
      que
     
     
      cela
     
     
      veut
     
     
      dire,
     
     
      et
     
     
      comment
     
     
      l'utiliser.
     
     
      Soit
     
     
      S
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      algébrique
     
     
      affine,
     
     
      d'anneau
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      régulières
     
     
      B
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      définit
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      algébrique
     
     
      de
     
     
      représentations
     
     
      admissibles
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      paramétrée
     
     
      par
     
     
      S
     
     
      ,
     
     
      comme
     
     
      étant
     
     
      un
     
     
      B-module
     
     
      V
     
     
      ,
     
     
      muni
     
     
      d'une
     
     
      action
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      (commutant
     
     
      à
     
     
      celle
     
     
      de
     
     
      B)
     
     
      ,
     
     
      plat
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      est
     
     
      vérifié
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      suivante
     
     
      :
     
     
      JC
     
     
      (B-adm)
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert
     
     
      K
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      B-module
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      fini.
     
     
      La
     
     
      conjonction
     
     
      des
     
     
      conditions
     
     
      "plat"
     
     
      et
     
     
      (B-adm)
     
     
      équivaut
     
     
      à
     
     
      :
     
     
      chaque
     
     
      11
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      K
     
     
      vérifiée,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      s
     
     
      6
     
     
      S
     
     
      ,
     
     
      correspondant
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      homomorphisme
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      b
     
     
      <
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      b
     
     
      (s)
     
     
      :
     
     
      B
     
     
      admissible
     
     
      •
     
     
      ,
     
     
      la
     
     
      représentation
     
     
      V
     
     
      :
     
     
      =
     
     
      V
     
     
      <
     
     
      8
     
     
      >
     
     
      Œ
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      B,a
     
     
      est
     
     
      Montrons
     
     
      que,
     
     
      pour
     
     
      (V,ir)
     
     
      irréductible
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      les
     
     
      (V,
     
     
      tix
     
     
      )
     
     
      forment
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      algébrique,
     
     
      au
     
     
      sens
     
     
      précédent.
     
     
      On 
     
     
      prend
     
     
      B
     
     
      =
     
     
      Œ[M]
     
     
      ,
     
     
      l'anneau
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      régulières
     
     
      sur
     
     
      T
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      dispose
     
     
      d'un
     
     
      caractère
     
     
      "universel"
     
     
      x
     
     
      :
     
     
      B
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      Œ'
     
     
      B
     
     
      ,
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      X
     
     
      £
     
     
      T(Œ)
     
     
      correspondant
     
     
      à
     
     
      V
     
     
      B
     
     
      =
     
     
      !
     
     
      '*
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      xx
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      .
     
     
      Faisons
     
     
      agir
     
     
      G
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      R
     
     
      :
     
     
      =
     
     
      V
     
     
      ®
     
     
      B
     
     
      par
     
     
      ir*x
     
     
      .
     
     
      C'est
     
     
      la
     
     
      famille
     
     
      algébrique
     
     
      cherchée:
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      (V*-X,
     
     
      m
     
     
      )
     
     
      <3
     
     
      >
     
     
      r
     
     
      Œ
     
     
      =
     
     
      (V,TTX
     
     
      )
     
     
      •
     
     
      d
     
     
      un
     
     
      d
     
     
      ,
     
     
      x
     
     
      Le
     
     
      lemme
     
     
      ci-dessous
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      2
     
     
      agit
     
     
      dans
     
     
      (V_,
     
     
      tt
     
     
      *
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      P
     
     
      ar
     
     
      multi-
     
     
      d
     
     
      un
     
     
      plication
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      b
     
     
      £
     
     
      B
     
     
      .
     
     
      Par
     
     
      fonctorialité,
     
     
      z
     
     
      agit
     
     
      dans
     
     
      (V,^)
     
     
      P
     
     
      ar
     
     
      b(x)
     
     
      :
     
     
      Z
     
     
      (
     
     
      W
     
     
      X)
     
     
      ~
     
     
      b(x)
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      régulière
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      £
     
     
      T(Œ)
     
     
      .
     
     
      Lemme
     
     
      1.17.
     
     
      Soient
     
     
      S,B
     
     
      comme
     
     
      ci-dessus,
     
     
      et
     
     
      V
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      algébrique
     
     
      de
     
     
      représentationsadmissibles
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      ,
     
     
      paramétrée
     
     
      par
     
     
      S
     
     
      .
     
     
      Supposons
     
     
      qu'il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      H
     
     
      de
     
     
      points
     
     
      de
     
     
      S
     
     
      :
     
     
      Hc
     
     
      S(Œ)
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      b
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      b(s)
     
     
      (s
     
     
      £
     
     
      H)
     
     
      séparent
     
     
      les
     
     
      b
     
     
      £
     
     
      B
     
     
      («S
     
     
      réduit
     
     
      et
     
     
      5
     
     
      Zariski-dense
     
     
      .
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      V
     
     
      g
     
     
      soient
     
     
      irréductibles
     
     
      .
     
     
      Alors,
     
     
      tout
     
     
      endomorphisme
     
     
      B
     
     
      -linëaire
     
     
      z
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      qui
     
     
      commute
     
     
      à
     
     
      l'action
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      multiplication
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      b
     
     
      £
     
     
      B
     
     
      .
     
     
      ,K
     
     
      Soit
     
     
      K
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      compact
     
     
      ouvert.
     
     
      Par
     
     
      hypothèse,
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ,K
     
     
      induit
     
     
      B
     
     
      —module
     
     
      projectif
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      fini.
     
     
      Soit
     
     
      z(K)
     
     
      l'endomorphisme
     
     
      de
     
     
      par
     
     
      z
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      lemme
     
     
      de
     
     
      Schur
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      (s
     
     
      £
     
     
      H)
     
     
      implique
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      B
     
     
      —
     
     
      *-
     
     
      Œ
     
     
      correspondant
     
     
      à
     
     
      s
     
     
      £
     
     
      H
     
     
      ,
     
     
      z(K)
     
     
      agit
     
     
      comme
     
     
      un
     
     
      scalaire
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      0g
     
     
      ^
     
     
      t
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      en
     
     
      résulte
     
     
      que
     
     
      z(K)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      multiplication
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      b
     
     
      £
     
     
      B
     
     
      :
     
     
      par
     
     
      localisation,
     
     
      on
     
     
      se
     
     
      ramène
     
     
      à
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      module
     
     
      projectif
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      libre.
     
     
      L'endomorphisme
     
     
      z(K)
     
     
      se
     
     
      représente
     
     
      alors
     
     
      comme
     
     
      une
     
     
      matrice
     
     
      carrée
     
     
      z.
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      o((z..))
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      matrices
     
     
      scalaires.
     
     
      Puisque
     
     
      les
     
     
      o
     
     
      (s
     
     
      £
     
     
      H)
     
     
      ij
     
     
      tj
     
     
      séparent
     
     
      les
     
     
      b
     
     
      £
     
     
      B
     
     
      ,
     
     
      (z.
     
     
      .)
     
     
      est
     
     
      scalaire
     
     
      :
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      z. 
     
     
      .
     
     
      =z..et 
     
     
      z
     
     
      4
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      i
     
     
      ^
     
     
      j
     
     
      .
     
     
      _
     
     
      ij
     
     
      11
     
     
      JJ
     
     
      J
     
     
      H
     
     
      Ceci,
     
     
      valant
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      K
     
     
      ,
     
     
      prouve
     
     
      le
     
     
      lemme.
     
     
      Nous
     
     
      aurons
     
     
      à
     
     
      réutiliser
     
     
      la
     
     
      famille
     
     
      algébrique
     
     
      (V,nx)
     
     
      de
     
     
      représen
     
     
      ɐ
     
     
      tations
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      introduite
     
     
      en
     
     
      1.16.
     
     
      Formellement
     
     
      :
     
     
      la
     
     
      représentation
     
     
      (V
     
     
      0
     
     
      Œ[M],
     
     
      tt
     
     
      ®
     
     
      x
     
     
      un
     
     
      )
     
     
      •
     
     
      Elle
     
     
      paramétrise
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      irréductibles
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      (avec
     
     
      répétitions
     
     
      si
     
     
      F
     
     
      /
     
     
      {1})
     
     
      .
     
     
      De
     
     
      plus
     
     
      Lemme
     
     
      1.18.
     
     
      Toute
     
     
      représentation
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G)
     
     
      est
     
     
      quotient
     
     
      d'un
     
     
      multiple
     
     
      12
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      de
     
     
      (V
     
     
      ®
     
     
      Œ[M],
     
     
      tt
     
     
      ®
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      •
     
     
      —
     
     
      un
     
     
      La
     
     
      représentation
     
     
      V
     
     
      ®
     
     
      l[M]
     
     
      est
     
     
      l'induite
     
     
      de
     
     
      G°
     
     
      à
     
     
      G
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      restric
     
     
      ɐ
     
     
      tion
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      à
     
     
      G°
     
     
      ,
     
     
      en
     
     
      ce
     
     
      sens
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      restriction
     
     
      à
     
     
      V
     
     
      e
     
     
      -*-
     
     
      V
     
     
      ®
     
     
      Œ[M]
     
     
      :
     
     
      v
     
     
      v
     
     
      ®
     
     
      6
     
     
      =
     
     
      v
     
     
      1
     
     
      fournit
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      e
     
     
      Horn
     
     
      (V
     
     
      <8
     
     
      I[
     
     
      M
     
     
      ]
     
     
      ,X)
     
     
      =
     
     
      Hom„„(V,X)
     
     
      L»
     
     
      U
     
     
      Le
     
     
      lemme
     
     
      résulte
     
     
      donc
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      dans
     
     
      (Alg
     
     
      G).^
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      restriction
     
     
      à
     
     
      G°
     
     
      quotient
     
     
      d'une
     
     
      somme
     
     
      de
     
     
      copies
     
     
      de
     
     
      v
     
     
      |
     
     
      g
     
     
      °
     
     
      .
     
     
      Autre
     
     
      preuve.
     
     
      On
     
     
      vérifie
     
     
      que
     
     
      Œ[M,;z
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      algèbre
     
     
      d'Azumaya
     
     
      sur
     
     
      ~
     
     
      -1
     
     
      ^
     
     
      son
     
     
      centre
     
     
      (E[C;Z
     
     
      ]
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      prouver
     
     
      1.18,
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      alors
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      C[M^;Z
     
     
      ^]-module
     
     
      correspondant
     
     
      par
     
     
      1.12
     
     
      à
     
     
      (V
     
     
      ®
     
     
      Œ[M]
     
     
      ,
     
     
      ti
     
     
      ®
     
     
      X
     
     
      un
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      libre
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      en
     
     
      tant
     
     
      que
     
     
      Œ[C;z
     
     
      ^]-module.
     
     
      Remarque
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      commutatif,
     
     
      il
     
     
      n'y
     
     
      a
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      paramétrisation
     
     
      algébrique
     
     
      sans
     
     
      répétition
     
     
      des
     
     
      irréductibles
     
     
      de
     
     
      (Alg
     
     
      G).
     
     
      .
     
     
      Cela
     
     
      résulte
     
     
      ~
     
     
      -1
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      que,
     
     
      si
     
     
      L
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      corps
     
     
      des
     
     
      fractions
     
     
      du
     
     
      centre
     
     
      Œ[C;z
     
     
      ]
     
     
      de
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      M
     
     
      ;
     
     
      z
     
     
      ”
     
     
      1
     
     
      ]
     
     
      ,
     
     
      Œ[M,
     
     
      ;Z
     
     
      -1
     
     
      ]
     
     
      0
     
     
      L
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      algèbre
     
     
      à
     
     
      division
     
     
      sur
     
     
      L
     
     
      .
     
     
      Œ[C;z
     
     
      L
     
     
      ]
     
     
      1.19.
     
     
      Supposons
     
     
      G
     
     
      unimodulaire,
     
     
      et
     
     
      u
     
     
      :
     
     
      G 
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      M
     
     
      surjectif.
     
     
      Soit
     
     
      n.Iuj
     
     
      la
     
     
      décomposition
     
     
      de
     
     
      tt
     
     
      |
     
     
      G
     
     
      en
     
     
      représentations
     
     
      irréductibles,
     
     
      d.
     
     
      le
     
     
      degré
     
     
      formel
     
     
      de
     
     
      it.
     
     
      (des
     
     
      mesures
     
     
      de
     
     
      Haar
     
     
      sur
     
     
      G°
     
     
      ,
     
     
      d'ailleurs
     
     
      égales
     
     
      entre
     
     
      elles)
     
     
      et
     
     
      dg
     
     
      la
     
     
      mesure
     
     
      de
     
     
      Haar
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      de
     
     
      restriction
     
     
      à
     
     
      G°
     
     
      n-Xd^
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      m
     
     
      £
     
     
      M
     
     
      orthogonal
     
     
      à
     
     
      F
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      (1.5
     
     
      (i),
     
     
      1.9,(1.12.1)
     
     
      Z(H(G)
     
     
      A
     
     
      )
     
     
      ~
     
     
      Z(alg
     
     
      G)
     
     
      ~
     
     
      Z((Alg
     
     
      G).)
     
     
      x
     
     
      Z
     
     
      ((Alg
     
     
      G)
     
     
      .
     
     
      ;
     
     
      A
     
     
      hors
     
     
      A
     
     
      soit
     
     
      z(ir,m)
     
     
      d'image
     
     
      uy
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      *•
     
     
      y(m)
     
     
      dans
     
     
      Z((Alg
     
     
      G)
     
     
      )
     
     
      (1.18)
     
     
      et
     
     
      0
     
     
      dans
     
     
      Z((Alg
     
     
      G),
     
     
      ).
     
     
      A
     
     
      horsA
     
     
      On
     
     
      vérifie
     
     
      que,
     
     
      vu
     
     
      comme
     
     
      distribution
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      (1.7)
     
     
      z(ir,m)
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      z(i
     
     
      T
     
     
      ,m)
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      ii
     
     
      (g
     
     
      *)
     
     
      dg
     
     
      ]
     
     
      u
     
     
      X
     
     
      (m)
     
     
      =
     
     
      ^
     
     
      *
     
     
      (
     
     
      m
     
     
      )dx)dg
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      l'intégration
     
     
      porte
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      groupe
     
     
      compact
     
     
      des
     
     
      caractères
     
     
      unitaires
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      ,
     
     
      muni
     
     
      de
     
     
      sa
     
     
      mesure
     
     
      de
     
     
      Haar
     
     
      normalisée.
     
     
      1.20.
     
     
      Une
     
     
      représentation
     
     
      W
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      dite
     
     
      quasi-c.uspidale
     
     
      si
     
     
      les
     
     
      condiɐ
     
     
      tions
     
     
      équivalentes
     
     
      suivantes
     
     
      sont
     
     
      vérifiées.
     
     
      13
     
     
    
   
  

 
  
   
    




































































































































































































































































OEBPS/replica.js
//var addEvent = (function () {

//  return function (el, type, fn) {

//    if (el && el.nodeName || el === window) {

//      el.addEventListener(type, fn, false);

//    } else if (el && el.length) {

//      for (var i = 0; i < el.length; i++) {

//        addEvent(el[i], type, fn);

//      }

//    }

//  };

//})();



//var prevent = function(event) {   

//  event.preventDefault();

//};



//function isEventSupported(eventName) {

//  var el = document.createElement('div');

//  eventName = 'on' + eventName;

//  var isSupported = (eventName in el);

//  if (!isSupported) {

//    el.setAttribute(eventName, 'return;');

//    isSupported = typeof el[eventName] == 'function';

//  }

//  el = null;

//  return isSupported;

//}



var isPad = (navigator.userAgent.match(/iPad/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPhone/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPod/i));





function addLoadEvent(fn) {

	window.addEventListener('load', fn, false);

}



function addClickEvent(id, fn) {

	var box = el3(id);

	// preventDefaultTouch(box);

	if (isPad) {

		box.addEventListener("touchend", fn, false);

	} else {

		box.addEventListener('click', fn, false);

		box.addEventListener('mouseover', (function() {

			box.style.cursor = 'pointer';

		}), false);

	}

}



function el3(id) {

	return document.getElementById(id);

}



function style3(id) {

	return document.getElementById(id).style;

}



function show3(id) {

	style3(id).visibility = "visible";

}



function hide3(id) {

	style3(id).visibility = "hidden";

}



function replaceAll(text, find, replace) {

	while (text.indexOf(find) > -1) {

		text = text.replace(find, replace);

	}

	return text;

}



function htmlize(html) {

	html = replaceAll(html, "[[", "<");

	html = replaceAll(html, "]]", ">");

	return html;

}



var closeAudioIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeAudioID();

};



var closeVideoIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeVideoID();

};



function closeAudioID() {

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		audio.pause();

		audio.parentElement.style.visibility = "hidden";

		audio.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function closeVideoID() {

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.pause();

		video.parentElement.style.visibility = "hidden";

		video.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function addAudioID(boxID, html) {

	closeAudioID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		// audio.setAttributeNS("http://apple.com/ibooks/html-extensions",

		// "pause-readaloud", "true");

		audio.load();

		audio.play();

	}

	addClickEvent("audioCloseID", closeAudioIDHandler);

}



function addVideoID(boxID, html) {

	closeVideoID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.load();

		video.play();

	}

	addClickEvent("videoCloseID", closeVideoIDHandler);

}



function clickPlayAudio(clickID, boxID, html) {

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addAudioID(boxID, html);

	});

}



function clickPlayVideo(clickID, boxID, html) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addVideoID(boxID, html);

	});

}



function clickModal(clickID, modalID) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		Popup.showModal(modalID, null, null, {

			'screenColor' : '#99ff99',

			'screenOpacity' : .6

		});

		return false;

	});

}



function clickShow(clickID, showID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        show3(showID);

    });

}



function clickHide(clickID, hideID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        hide3(hideID);

    });

}



function clickPlay(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.play();

        }

    });

}

    

function clickPause(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.pause();

        }

    });

}



function browserVersion(elID) {

    var box = el3(elID);

    box.innerHTML = null;

    box.innerHTML = navigator.userAgent;

}



function initJS() {



}



window.addEventListener("DOMContentLoaded", initJS, false);
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Nous noterons (Alg G) 1la catégorie des représentations algébriques de G .
Par la suite, nous dirons simplement représentation pour "représentation

algébrique".

1.2. Soit H un anneau vérifiant (Id). Pour h € H , 1'endomorphisme
v — hv du groupe abélien sous-jacent & un H-module non dégénéré V est
fonctoriel en V . Si H n'a pas d'unité, le foncteur
d'oubli w : (modules non dégénérés) — (groupes abéliens) peut avoir d'autres
cndomorphismes. Par exemple, H(G) n'a pas d'unité pour G non discret, et
pour g € G, v+ gb est un endomorphisme fonctoriel du k-espace vectoriel
sous-jacent A la représentation V .
Pour tout idempotent e , on a H = He @ H(1-e) , ol
H(l-e) := {h-he|h € H} est 1'annulateur i gauche de e . Soit T 1la topologie
de H ayant pour systéme fondamental de voisinages de O les H(l-e) . Le
complété W de H pour T est la limite projective sur I des He , pour
les morphismes de transition Hf — He : x * xe : un élément h de
H=1im projHe estun systéme d'éléments R(e)GHe, avec E(e)= ;(f)-e pour e<<f
Prenant g €1 quidomine eet f, onvérifieque ﬁ(e)st‘;(f)-edésque He C Hf (i.e. e=ef) .
Pour tout module non dégénéré V , muni de la topologie discréte,
H#V —+V : (h,v) = hv est continu, et w agit sur V par continuité :

si ev=v, ﬂ-v = h(e).v .
Lemme 1.2.1. On a H" =+ End(foncteur d'oubli w) .

Soit Hs le H-module H , pour les multiplications a gauche. Tout

vérifier que tout endomorphisme du groupc abélien Hs , qui commute a
EndH(Hs) (et en particulier aux multiplications & droite) est défini par

AR A Snias
un élément de H . On a plus précisément :

Lemme 1.2.2. KW' se plonge dans End,, (H) . Son image est 1'adhérence pour

la topologie de la convergence simple de 1'ensemble des multiplications a

gauche. C'est aussi le commutant des multiplications a droite.

L'identité h(e) = h.e montre que H" sc plonge dans HndW(H) . et
que la topologie induite par la topologie simple est T . La composition
étant continue pour la topologie simple, on a

A . . . - = . . .
1= (multxpllcatlons a gauche; < commutant des multiplications
A droite,
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et le lecteur vérifiera que si @ est dans le commutant, il est 1'image
de 1" € #" defini par h(e) = o(e) .

1.3. Explicitons la multiplication dans # . Soient hl et h2 dans ®" 5

et e €1 . Il existe f € I tel que ﬁz(e) = fﬁz(e) , et (ﬁl-ﬁz) (e) est
(hlhz)'e = hl(hze) = hth(E) * hlfhz(e) L hl(f)'hz(e) .

La multiplication est continue.

1.4. Traduction (de H(G)" = lim proj H(G)-e,)

A
H(G) est 1'espace des distributions T sur G telles que pour
tout sous-groupe compact ouvert K de G, T * ek soit 3 support compact.

Notre but est, pour G un groupe réductif sur un corps local, le

calcul du centre de H(G)" .
Pour H vérifiant (Id) , le centre Z de HA est le commutant de
H dans H' (par continuité de la multiplication) et donc 1.2.2 s'identifie

au commutant dans Endzz (H) des multiplications & gauche et 3 droite.

Lemme 1.5. (i) Le centre Z de H est 1'anneau des endomorphismes du fonc-
teur identique de la catégorie des H-modules non dégénérés.

(ii) C'est la limite projective sur 1 des centres des eHe .
Giest 14 Sdmite. projective ou denscontten tops

Pour que =z € = End(w) fournisse, pour chaque module non dégénéré
V , un endomorphisme de module de V , il faut et il suffit qu'il commute

i H . Ceci prouve (i).

Si eHe © fHf et que 2z est central dans fHf , on a ez =ze =eze ,
et si x € eHe , [eze,x] = [z,x] = 0 : eze est central dans eHe . Ceci
donne un sens a (ii) : le morphisme de transition est z ** ze = eze , et
il s'agit de montrer que pour que z € W commute 3 H , il faut et il
suffit que zc¢ soit dans le centre de eHe , pour tout e € I . La néces-
sité se vérifie comme ci-dessus. Pour la suffisance, on vérifie d'abord que
ez = ze : pour tout f > e , on a (ez-ze)f = czf -zfe = ¢(fzf) - (fzf)e ,
et on utilise que fzf est central dans fHf . Ceci acquis, pour que z
commute 3 eHe , il faut et il suffit que ze = eze soit dans le centre de

eHe , et on utilise que H est réunion des eHe .

l.e.‘tgghwtiun (de 1.5, (ii)) . Le centre de H(C)A est 1'espace des

distributions T sur G telles que pour tout sous-groupe compact ouvert

K de G, T #*e¢  soit a support compact, et dans le centre de 1'algébre
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de Hecke H(G,K) : = & *H(G) ey -

1.7. Variante . Le centre de B(G)A est 1'espace des distributions T sur G,

invariantes par conjugaison, et telles que pour tout sous-groupe compact ouvert
K de G, T=* ex soit 3 support compact.

L'invariance par conjugaison de T &quivaut en effet @ ce que pour toute

mesure localement constante (resp. distribution) a support compact U , on ait
T*xU=Ux*T .

1.8. Si k' est une extension de k , on a %.(G) = }H‘(G) q‘ k' .

Pour K un  sous-groupe compact ouvert, la k'-algébre eKHk,(G)ek ,

et son centre, se déduisent de méme de la k-algébre eKHk(G)ek , et de son
centre, par extension des scalaires. Ceci, et 1.5 (ii) , contrdlent la dépen—

dance en k du centre de Hk(G)A . Dans ce qui suit, nous ferons 1'hypothése
(1.8.1) k=€ et G est dénombrable 3 1'infini.

Les algébres H(G,K) sont alors de dimension dénombrable, et le lemme de
Schur est valable ([1] 2.11) . En particulier, si 2z est dans le centre Z

de H(G)A , pour toute représentation algébrique irréductible (V,w) de G ,
z agit sur V par un scalaire z(m) , et on associe ainsi @ z une fonction
sur 1'ensemble G des représentations algébriques irréductibles de G . Le

morphisme d'algébres

(1.8.2) Z — (fonctions sur ")

est injectif : toute représentation de G est quotient d'un multiple de
H(G)s) . Pour tout h # 0 dans H(G) , il existe (V,7) irréductible tel
que w(h) # 0 ([1] 2.12) . La représentation H(G)s se plonge donc dans un
produit de représentations irréductibles, et z est déterminé par la fonction
z(n) . Notre détermination de Z sera pour 1'essentiel une description de

son image par (1.8.2).

1.9. Le centre Z(A) d'une catégorie abélienne A est 1'anneau des endomor-

phismes du foncteur identique de A : la donnée pour tout objet A d'un endo-

morphisme 2z, de A , de sorte que pour tout morphisme £ : A — B , on ait

A
zBf = sz .
Si la catégorie abélienne A est le produit de catégories abéliennes
(Ai)i€I on a Z(A) ==TTZ(Ai) . Supposons que la catégorie A admette des

sommes directes indexées par I , et que tout morphisme f : X —'OYi tel
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VK est un B-module projectif de type fini. Si la condition (B-adm) est
vérifiée, pour tout point s € S , correspondant i un homomorphisme

o :b#+=+b(s) : B—1T , la représentation V5 1= VQB 5 C de G est
»

admissible-

Montrons que, pour (V,w) irréductible dans (Alg G)A , les (V,mx)
forment une famille algébrique, au sens précédent. On prend B ciM ,
1'anneau des fonctions réguliéres sur T . On dispose d'un caractére
"universel" Xun M — B , tel que pour x € T(C) correspondant i
x: B— C*, on ait Ay = X . Faisons agir G sur Vg :=V®B par
Lo ARG C'est la famille algébrique cherchée: on a
(VB,w.xm) GB,xc =(V,my) .

Le lemme ci-dessous montre que 2 agit dans (VB'PXun) par multi-
plication par un b € B . Par fonctorialité, Z agit dans (V,ny) par

b(x) : z(mx) = b(x) est une fonction réguliére de y € T(E) .
Lemme 1.17. Soient S,B comme ci-dessus, et V une famille algébrique de

représentationsadmissibles de G , param

par S . Supposons qu'il
existe un ensemble = de points de S : Zc S(€) tel que les

ariski-dense ..

b+ b(s) (s € =) séparent les b € B (# S réduit et

et que les L soient irréductibles. Alors, tout endomorphisme B-linéaire
z de V qui commute & 1'action de G est la multiplication par un b € B .

Soit K un sous-groupe compact ouvert. Par hypothése, W est un
B-module projectif de type fini. Soit 2z(K) 1'endomorphisme de VK induit
par z . Le lemme de Schur pour les vs (s€ %) implique que pour tout
o : B— (T correspondant & s € =, 2z(K) agit comme un scalaire sur
VK @B,q C . Il en résulte que 2z(K) est la multiplication par un !l:(E B :
par localisation, on se raméne d supposer que le module projectif V est
libre. L'endomorphisme z(K) se représente alors comme une matrice carrée
zij . Les u((zi.)) sont des matrices scalaires. Puisque les ¢ (s€Z)
séparent les b € B , (zij) est scalaire:on a z4

zije: z 3= 0 pour i#j.
Ceci, valant pour tout K , prouve le lemme.

Nous aurons & réutiliser la famille algébrique (V,nx) de représen—
tations de G introduite en 1.16. Formellement : la représentation
(vecM,me x““) . Elle paramétrise tous les irréductibles dans (Alg (‘.)A

(avec répétitions si F # {1}) . De plus

Lemme 1.18. Toutereprésentation dans (Alg G)A est quotient d'un multiple

12
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que les prif soientnulsest nul. C'est le cas pour (Alg G) . Alors, se
donner une décomposition de A en produit comme ci-dessus revient 3 se

donner des sous-catégories pleines Ai de A (i €I) telles que

(a) Pour X dans Ai et Y dans Aj , on a Hom(X,Y) =0 si
it .
(b) Tout objet X est une somme

(1.9.1) X=9 X, , avec X; dans Ai ,

Le centre de H(G)" est celui de la catégorie
(Alg G) (1.1) et 1.5(i) . Une premiére étape dans la détermination du
centre de H(G)" sera la décomposition 2.10, implicite dans [1], de
(Alg G) en produit. Les résultats de décomposition auxquels sont consa-

crés la fin de ce paragraphesont des préliminaires a 2.10.

1.10. Soit W une représentation de G . Son dual algébrique,ou simple-
ment dual, est 1'espace W des formes linéaires fixes par un sous-groupe
ouvert de G . Si on munit W de la topologie linéaire pour laquelle les
(l-ex)w (K sous-groupe compact ouvert) forment un systéme fondamental de

voisinage de 0 , c'est le dual topologique :
W = Lin ind(W/(1-e)W)" = lin ind (W)Y
Rappelons que les conditions suivantes sont équivalentes ([1] 2.40) :

(a) Les coefficients < Z,gw > (W€ W, £ € W) sont des fonc-

tions sur G & support compact.

(b) Pour tout sous-groupe compact ouvert K et tout w€ W, la
fonction de G dans W : g ¥~ eg8W est 3 support compact.
Si elles sont vérifiées, et que W est de génération finie, par exemple
irréductible, W est admissible ([1] 2.41), i.e. les HK sont de dimen—
sion finie. La condition (b) peut encore s'énoncer :

(b*) Pour tout w € W, si g — = dans G (selon le filtre des
compléments des compacts), on a gw — O(pour la topologie linéaire ci-dessus).

On note (Algc)fla catégoriedes représentationsde G vérifiant (a)et (b).

1.11. Soient (V,m) irréductible dans (Alg G)f , (Alg G)(m) 1la catégorie
des représentations sommes de copies de (V,m) ,et (Alg G)(horsm) celle des

représentations sans sous-quotient isomorphe & (V,m). Desargumentsparalléles
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H=XxX", oi X' est le dual de Pontrjagin de X et o
<(x,x"),(8,y')> = <x,x' ><y,x'>_1 . En particulier, son ordre est un carré.
Soit X un sous-groupe de M/C, maximal parmi ceux sur lesquels le commu-
tateur est trivial. Par exemple : correspondant a une décomposition comme

plus haut. Son image inverse X dans M

1 est un sous-groupe commutatif

maximal.

On sait que pour chaque caractére x de T , tel que x(z) = z-l
pour z € T* , il existe 3 isomorphisme prés une unique représentation
irréductible de M

1 - =
n'importe comment —x 3 X et en induisant de X i Ml . Si w est une

de caractére central x . On l'obtient en prolongeant -

représentation irréductible, avec w(z) = z-1 pour z € C* , les autres

sont donc de la forme Tw , w un caractére de "1 , et la classe d'iso-

morphie de mw ne dépendant que de w|C .

=1
1

Notons E[ﬁl;z la C-algébre engendrée par des éléments Gm

(m € M,) , avec les relations § -8 = § et § = z-1.6 . Si les

z m n mn z e
W forment un reldvement ensembliste de Ml dans “l , elle admet comme
base vectorielle les & - 11 revient au méme dese donner un E[il;z_ll—
module ou une représentation de ﬁl oli z € T* agisse par z.1 : faire
agir Gm comme m . L'algébre € [ﬁl;z_ll ayant une unité, le centre
de la catégorie de ses modules est simplement son centre, a savoir

E[E;z-ll : il est simplement engendré par le centre du groupe Hl .

Traduisons en terme de représentations.
1.14. Soit T 1le tore (au sens des groupes algébriques) de groupe de

caractéres M . Il a pour points
T(C) = Hom(M,T*)

et pour algdbre de fonctions réguliéres 1'algébre C[M] du groupe M .
Pour M = Zn, c'est 1'algébre des polyndmes de Laurent
E[tl,tzl....,t“.t;ll . Soit FST(E) 1'orthogonal de CS M <M . Le
tore quotient T/F est le tore de groupe de caractéres C .

L'ensemble Irr(B) des classes d'isomorphie de représentations
irréductibles de ﬁl , avec z V= z-l , est, on 1'a vu en 1.13, un espace
principal homogéne sous (T/F)(C) = Hom(M,T*)/F = Hom(C,C*) : si (V,r)
est irréductible dans B , tout irréductible est isomorphe a (V,my) ,

pour x € Hom(M,C*) et 5y est isomorphe 3 ny' si et seulement si

10
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Le “centre” de Bernstein

].-N. BERNSTEIN
Rédigé par P. DELIGNE

1. Le probléme
2. Le théoréme

3. Applications : propriétésde finitude

Soit G un groupe réductif sur un corps local non archimédien et H
1'algébre de convolution des fonctions localement constantes 3 support
compact sur G . Nous déterminons 1'algébre des multiplicateurs de H ,
en terme des représentations cuspidales de sous-groupes de Levi de parabo-
liques de G . La preuve s'appuie sur une étude de la catégorie des repré-

sentations algébriques (dites aussi lisses) de G .

Au §3, nous obtenons en corollaire divers résultats de finitude.
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multiple de (V°,7°) . L'équivalence inverse est 1'induction de G1 a ¢ .

(1.12.3) Soit ?}'1 le groupe des paires (g,P) avec g€ Gl et
P:V° SV tel que l’vl“(h)l’-1 = w'(ghg‘l) . C'est une extension centrale

de G1 par @* , et G° s'identifie 3 un sous-groupe de '51 H

°

G
g
I
(

t*+—————— ¢ ——————— G

z — (e,2) ! (g,P) — g

g,7(8))

1

La représentation 7n° de G° se prolonge & El par (g,P) — P .

Le quotient ?1‘1 de El par le sous-groupe invariant G° est une
extension centrale de 1'image Ml de G1 dans M par O* . Le centre C
de il est 1'image inverse d'un sous-groupe C de Ml contenant 1'image
du centre de G , donc est d'indice fini.

Le foncteur H '+ H © VO est une équivalence de la catégorie des
vectoriels avec celle des représentations de G° multiples de Vo .
L'équivalence inverse est W Hmn(VD,H) . Se donner une action w de
Gl sur H® Vo , prolongeant l'action donnée de G° , revient a se donner
une action p de ﬁl sur H , telle que z € C* c H agisse par multipli-
cation par z-l : faire agir 1'image dans ﬁl de (g,P) € ?}'1 par Q tel
que m(g) =QOP:

m(g) = p(g,P) ®P

. o e 1 =
Cette construction est une équivalence de (Alg G )"o avec la caté-

gorie B des représentations de il , induisant z vz ! sur €*

. Les
équivalences (Alg G)A ~ (Alg Gl)w° ~ B induisent un isomorphisme du centre
2((Alg G)A) avec Z(B) . La catégorie B est bien connue (théorie du groupe
de Heisenberg) et, aprés quelques rappels sur sa structure, nous allons en

déduire une description de Z((Alg G)A) &
1.13. L'application commutateur induit sur ?4'1/5 = M/C une application
bimultiplicative alternée non dégénéréé M/C x M/C — U1 < C* . On sait que

tout groupe fini H , muni d'une telle application < > peut s'écrire

































OEBPS/images/1890x2840-1td94mksueu1p-s635.jpg
et cette décomposition, fonctorielle en W , donne (1.11.3).

¢) Sans hypothése de finitude sur A , un argument paralléle i b)
montre que toute représentation admissible admet une unique décomposition

W= @ W(n) *x Wlhors A) .
mEA
Cette décomposition vaut encore pour toute limite inductive filtrante de
représentations admissibles, et en particulier pour toute représentation
dans (Alg G)f (rappelons que tout W dans (Alg G)f de génération finie
est admissible). Prenant pour A 1'ensemble G_ de toutes les classes

f
d'isomorphie d'irréductibles dans (Alg G)f , on trouve que

(1.11.4) (a1g 6); = ]T_ (Alg G)(m) .
EG
£
Si ‘(‘;i vérifie la condition de finitude b), on a en outre
(1.11.5) (Alg ©) = (Alg G); x (Alg G) (hors & -

1.12. Soient M un Z-module libre de type fini et u : G— M . On
suppose que la restriction de u au centre Z(G) de G : Z2(G) =+ M a
un noyau compact et un conoyau fini. Soient G° := Ker(u) et (V°,r°)

irréductible dans (Alg G")f . Soit G le sous-groupe de G formé des

g tels que 7° soit isomorphe a son icnjugué par g . Il contient G° et
le centre de G , donc est d'indice fini, et 1'ensemble A des classes
d'isomorphie de conjugués de (V°,n°) est fini. Pour toute représentation
(V,m) de G ,(1.11.3) appliqué a la restriction de V a G° fournit une
décomposition V = V' ®V" , o V' est la somme des sous-représentations
isomorphes @ un conjugué de (V°,n°) . Cette décomposition est stable sous
G , et fournit une décomposition

(112.1)  (Alg ©) = (AlgG), x (Alg &),

Nous nous proposons de décrire la catégorie (Alg G)A 5

(1.12.2) Pour W dans (Alg G)A , soit wl le sous-espace de W somme
des sous-G°-représentations de G° isomorphe & (V°,n°) . Il est stable

sous G1 . Le foncteur W — wl est une équivalence de (Alg G)A avec la
catégorie (Alg Gl) . des représentations de G, de restriction 3 G°
n
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de (Ve CMlLm@®x ) -
La représentation V @ C[M] est 1'induite de G° & G de la restric-

tion de V a G° , en ce sens que la restriction a

Ve Ve LM i v ve Se =v® 1 fournit un isomorphisme
Hom, (V. ® T[M] ,X) = Homeo(V,X) .

Le lemme résulte donc de ce que X dans (Alg G\h a une restriction a

G° quotient d'une somme de copies de V|[G° .

Autre preuve. On vérifie que t[ﬁl;z-ll est une algébre d'Azumaya sur
son centre E[E;Z.I] . Pour prouver 1.18, il suffit alors de montrer que
le E[ﬁl;Z‘l]-mdule correspondant par 1.12 a3 (V @ C[M],n @ xun) est
libre # 0 en tant que C[E;z“ll-module.

Remarque. Si ﬁl n'est pas commutatif, il n'y a pas de paramétrisation
algébrique sans répétition des irréductibles de (Alg G)A 5 Cila résulte
1 de

L est une algébre 3 division sur L .

de ce que, si L est le corps des fractions du centre C[’E;Z—
o) L ez e
e[C;z 7]
1.19. Supposons G unimodulaire, et u : G — M surjectif. Soit n.Zni
la décomposition de w|G en représentations irréductibles, di le degré
formel de |\i (des mesures de Haar sur G° , d'ailleurs égales entre elles)

et dg la mesure de Haar sur G de restriction a G° n-ZA:Ii . Soit mEM
orthogonal @ F . On a (1.5 (i), 1.9,(1.12.1)

A,
Z(H(G)™) ~ Z(alg G) ~ Z((Alg G)A) x Z ((Alg (;)hm_sA 5

soit z(m,m) d'image nx — x(m) dans Z((AlgG)A)(l.lB)et 0 dans Z((MgC)hors

On vérifie que, vu comme distribution sur G (1.7) z(m,m) est donné par la

formule

a(mm = 75 0,87 dglum

= g (o, & hxmandg

ot 1'intégration porte sur le groupe compact des caractéres unitaires de

M , muni de sa mesure de Haar normalisée.

1.20. Une représentation W de G est dite quasi-cuspidale si les condi-

tions équivalentes suivantes sont vérifiées.
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a ceux de la théorie des groupes finis donnent
QL 31.1y (Alg G) = (Alg G)(m) x (Alg G)(hors m)

([1] 2.44, du moins pour G unimodulaire) d'oli un idempotent 'e(w) du
centre de H(G)A , valant 1 sur (Alg G)(m) et O sur (Alg G) (hors m)
Supposons G unimodulaire. Seul ce cas nous importera. La preuve de
(1.11.1) donne pour la distribution e(m) (1.7) l'expression suivante, qui
ne nous servira pas. Soient dn le degré formel de 7 (intrinsé&quement,
une mesure de Haar sur G) et Gﬂ le caractére de 7 (une fonction géné-

ralisée). On a Eﬂ(g) = 0"(3_1) , car T est unitarisable, et
(1.11.2) em =0 (g7, .

Variantes. Soit A un ensemble de classes d'isomorphie de représentations
irréductibles dans (Alg G)E’ et (Alg G) (hors A) la catégorie des repré-

sentations sans sous—quotient de classe d'isomorphie dans A.

a) Si A est fini, on a

(1.11.3) (Alg G) = ( ® (Alg G)(™)) * (Alg G) (hors A) .
TEA

b) La méme décomposition vaut pour une famille infinie, si pour chaque
sous-groupe compact ouvert K il n'y a dans A qu'un nombre fini de (V,m)
tels que VK # 0 . Il faut vérifier 1.9 (b). Soit donc W une représentation
de G . Soit W(m) 1la composante (1.11.1) de W dans (Alg G)(n) (7 € A) .
Pour K un sous-groupe compact ouvert de G et A'S A une partie finie
de A contenant tous les (V,n) dans A tels que VK#O , la décomposition
(1.9.1) déduite de (1.11.3) pour A' : W= & W(n) x W(hors A') induit

'
une décomposition mEA

W e @ um® x Wehors A = @ WMX x W(hors aH¥ |
TEA' A

avec W(hors A')K indépendant de A' . Posons W(hors A)K := W(hors A')K
(A" assez grand, rel. K) et W(hors A) = U W(hors A)K . Par passage 3 la
K

limite sur K de plus en plus petit, on a encore

W= @& W(m) x W(hors A)
nCA
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INTRODUCTION

Ce livre est constitué de trois articles sur la théorie des représen-

tations des groupes réductifs p-adiques, ou inspirés par elle.

Dans le premier, nous étudions 1'algébre de convolution des fonctions
localement constantes a support compact sur G , 2 partir d'une analyse de
la catégorie des représentations algébriques de G . On obtient une décompo-
sition de cette catégorie paramétrée par les représentations cuspidales de
sous-groupes de Levi, le calcul d'une algtbre de multiplicateurs et divers
résultats de finitude. Il est essentiel pour les méthodes utilisées de ne

pas se limiter a la considération des représentations admissibles.

Dans le second, nous construisons une bijection entre les séries
discrétes de représentations de GL(n,F) et du groupe multiplicatif d'une
algébre simple de rang n2 sur son centre F . Le cas d'une algébre de
division est traité en premier, a partir d'uné€ version simple de la formule
des traces. Le cas général utilise de nouvelles idées, pour lesquelles on
renvoie a 1'introduction de 1'article,et des résultats récents de J. Arthur
qui établissent cette version simple de la formule des traces dans des cas
plus généraux.

Dans le troisiéme article, nous précisons des résultats anciens de
M. Krasner, reliant les extensions galoisiennes d'un corps local F de
caractéristique p a celles des extensions de corps locaux de caractéris-
tique 0 , de méme corps résiduel et d'indice de ramification absolu tendant
vers 1'infini. La philosophie de Langlands laisse espérer que ces résultats

aient une contrepartie en théorie des représentations de GL(n,F) .
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1. LE PROBLEME.

1.1. Soit G un groupe localement compact totalement discontinu. Fixons

un corps k de caractéristique 0 et soit Hk(G) , ou simplement H(G) ,

1'algébre de convolution des mesures localement constantes a support compact —

a coefficients dans k - sur G ; pour k = € , "localement constant" signifie

"localement multiple d'une mesure de Haar"; il s'agit d'une notion purement

algébrique, ce qui permet de travailler sur k quelconque. Si G a un sous—

groupe compact ouvert qui est un pro-p-groupe, on peut méme prendre pour k

n'importe quelle Z[1/pl-algébre. Peu importe : le lecteur ne perdra guére

a supposer k = € , et on le supposera de toute fagon a partir de 1.8.
Considérons la propriété suivante d'un anneau H (qui n'est pas sup-

posé avoir une unité).

(Id). Pour toute famille finie (xi) d'éléments de H , il existe un idem—

potent e tel que ex;e = x; (i.e. tel que X € eHe = eH N He) pour tout i.

Dans [4], D. Flath appelle "idempotented algebras" les C-algébres vérifiant
(Id) . Notons I 1'ensemble des idempotents de H . Pour e,f € I , les
conditions suivantes sont équivalentes : eHe ¢ fHf , e € fHf et e =f e f .
Si elles sont vérifiées, on écrit e << f . La relation << est un ordre sur
I, et 1'axiome (Id) équivaut a ce qu'il soit filtrant, et que H soit
réunion (filtrante) des eHe .

Pour tout sous-groupe compact ouvert K de G , 1'image directe par
1'inclusion de K dans G de la mesure de Haar normalisée de K et un
idempotent e, de H(G) . On obtient ainsi assez d'idempotents pour vérifier

K
(Id) : H(G) vérifie (Id) , et 1'ensemble des e, est confinal dans 1'en-

K

semble I des idempotents de H(G) .

Une représentation algébrique (V,”) de G est un k-espace vectoriel
V , muni d'une action (k-linéaire)de G telle que le fixateur de tout vecteur
v € V soit ouverte (terminologie de [1],[2];F. Rodier([5] dit "lisse"). Cette
notion est équivalente 3 celle de H(G)-module V non dégénéré : tel que
H(G).V =V , i.e. tel que pour tout v € V existe un idempotent e tel que
ev = v . Le dictionnaire est : pour que v € V soit fixe par K , sous-groupe

compact ouvert de G , il faut et il suffit que ey =V . Pour ) dans k

et g dans G , on a alors (a. v*eK)v = An(g)v .
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Représentations
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x|c = x'|c . Ceci munit Irr(B) d'une structure de variété algébrique, une
fonction £ sur Irr(B) &tant réguliére si et seulement si la fonction

x + f(mx) sur T(C) est régulidre. Par passage au quotient, elle provient
alors d'une fonction régulidre sur T/F , i.e. d'une combinaison linéaire
finie de fonctions ¥ Y x(¢) (c € C)

Un élément z du centre de B fournit une fonction z(W) sur
Irr(B) : & (V,7) , attacher le scalaire par lequel agit z sur V . La
description 1.13 du centre de B : Z(B) = G[E,z_ll peut se reformuler
comme suit : 1'application z*+ (fonction z(w)) est un isomorphisme de
Z(B) avec l'anneau des fonctions régulidres sur la variété algébrique
Irr(B) .

Les équivalences de catégorie de 1.12

(1g ©), ~ (A1g 6" _~B
m

sont compatibles & la torsion par un caractére de M . Par traduction on
trouve que Irr (Alg G)A est un espace homogéne sous T(C) , et principal
homogéne sous (T/F)(E) , d'ol une structure de variété algébrique sur

Irr (Alg G)A . Chaque élément 2z du centre de (Alg G)A définit une fonction

z(m) sur Irr(Alg G)A) : 7 r+ le scalaire par lequel agit z , et on a

Proposition 1.15. L'apglication z ++ (fonction z(m)) est un isomorphisme
du centre de la catégorie abélienne (Alg G)A avec 1'anneau des fonctions

réguliéres sur la variété algébrique Irr(Alg G)A %

1.16. Le fait que pour w irréductible dans (Alg G)A et z dans le

centre de (Alg G) la fonction x*=+ztrx) sur T(C) = Hom(M,T*) soit

A
réguliére peut se déduire de ce que mx dépend '"algébriquement" de x .

Expliquons ce que cela veut dire, et comment 1'utiliser.

Soit S une variété algébrique affine, d'anneau de fonctions réguliéres
B . On définit une famille algébrique de représentations admissibles de G ,
paramétrée par S , comme &tant un B-module V , muni d'une action de G
(commutant 3 celle de B) , plat et pour lequel est vérifié la propriété

suivante :

(B-adm). Pour tout sous-groupe compact ouvert K de G , w® est un
B-module de type fini.

La conjonction des conditions "plat" et (B-adm) &quivaut 3 : chaque

11
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