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			Préface

			Il en est un peu des théorèmes en mathématiques comme des muscles dans l’anatomie humaine : ils ne perdent pas leur consistance, mais évoluent jusque dans leurs fonctions, un coureur cycliste n’utilisant pas ses jarrets comme un boxeur ou un tennisman, voire un body-builder qui ferait alors dans l’art pour l’art. Ainsi le célèbre théorème de Pythagore, bien sûr ici pris en charge par Bertrand Hauchecorne, s’énonce chez Euclide en utilisant des carrés géométriques, mais est transmué sous la forme de carrés algébriques avec les triplets pythagoriciens, également décrits à partir de Diophante. De sorte qu’il est tout à fait raisonnable de parler de « biographie » à leur sujet, en n’oubliant pas, et ceci est très bien réalisé dans le présent livre, de circuler d’un théorème à l’autre en ne catégorisant pas trop par les structures ou idéalités mathématiques – géométrie affine, géométrie projective, analyse fonctionnelle, espaces vectoriels, idéaux dans un anneau, axiomatique des ensembles, etc. Certes ces structures ajoutent une valeur de compréhension, donc aussi bien une esthétique, mais elles enclosent et empêchent quelquefois la science mathématique d’être ce grand fournisseur de « pattern » comme le disait le si britannique mathématicien Hardy dans son Apologie de 1940, une date pourtant peu propice à l’enthousiasme. Il écrivait à la fois une célébration de la science d’Euclide qu’il savait prolongée jusqu’à nos jours, et faisait ses excuses de ne pas vouloir mieux en dire l’utilité car il ne pensait pas du tout aux applications, ou plutôt ne les pensait pas comme des mathématiques.

			Bien sûr, et dans bien des civilisations, du monde chinois au monde maya, de l’Inde à la Renaissance et la Réforme, du monde d’Alexandrie à la pratique numérique bancaire qu’a connue le Flamand Simon Stevin qui célèbre la décimalisation que rendra constitutionnelle la Révolution française, avec ces théorèmes et leurs transmutations, il existe des histoires très humaines, des rivalités et des coups de génie, des erreurs et le plus souvent des insuffisances, bien des légendes aussi et elles ne sont pas à négliger. Jusqu’à cette idée de Hardy que le muscle mathématique serait dans la seule tête ! Et il y eut donc toujours une certaine réticence à appeler théorème de Pythagore ce qui est la 47e proposition du premier livre d’Euclide. Comme si donner un nom, fixer une date, enlevait quelque universalité à un théorème, que le nom de théorème des restes chinois ne fait pas perdre pour autant. Cet oubli des noms propres est une marque de certaines formes de mathématiques, chez Euclide comme chez Bourbaki qui sont des auteurs jouant quelquefois à l’art pour l’art, mais l’ouvrage qui s’offre à nous prend un chemin inverse, luttant contre ces omissions d’une façon plutôt allègre, ne tablant pas sur une érudition qui serait déployée à tout instant, oubliant en outre les nationalismes. Il ne faut pas oublier que le nom de théorème de d’Alembert-Gauss est le résultat tardif d’un compromis franco-allemand, assez conforme à l’histoire effective ici racontée, et que le dire comme théorème fondamental de l’algèbre est aussi une sorte de pied de nez ironique puisqu’une part du théorème est de dire qu’il y faut autre chose avec la notion non algébrique de continu, mais que l’on sort nécessairement du continu des nombres réels avec les nombres complexes.

			Avec ce texte, on se promène autour de 28 théorèmes, dans bien plus en fait car plusieurs énoncés sont souvent fournis ; on lit des mathématiques, on se muscle même comme avec le procédé diagonal de Cantor ou le théorème central limite ; ce sont les mathématiques des deux premières années d’université, et on va jusqu’à des savants du XXe siècle. On lit surtout des énoncés originaux, des textes d’auteurs mathématiciens, ce qui n’est pas toujours facile, mais que la présentation de Bertrand Hauchecorne rend digeste car il a préparé une transcription moderne. Le jeu ainsi établi entre un passé, même récent, et un exposé fait dans un cours d’aujourd’hui, est très réussi. Car il est basé sur un même système : quelques énoncés en termes d’aujourd’hui, et une sorte ensuite de genèse de ces divers énoncés.

			C’est donc une familiarité qui s’installe, peut-être pas jusqu’à « serrer la main » de tous ces théorèmes, mais on appréhende ainsi les motivations des différents créateurs, un théorème acquérant une certaine vie, et se prêtant à plusieurs points de vue ou perspectives. C’est donc avec plaisir que j’invite à une lecture qui enrichit sans douleur de compréhension, comme un accompagnement que l’on peut qualifier de culturel, au sens justement d’une culture mathématique si peu souvent mise en exergue.

			Jean Dhombres

			Polytechnicien

			Mathématicien

			Historien des sciences mathématiques

			Directeur d’études de l’EHESS

			Directeur de recherches au CNRS

		


		
			Avant-propos

			Biographie des grands théorèmes : le titre de cet ouvrage pourrait sembler un oxymore. Pierre monolithique de l’édifice mathématique, le théorème semble intemporel et inébranlable tandis qu’une biographie correspond à un parcours, une évolution dans le temps. Cet ouvrage va à l’encontre de cette vision des théorèmes et s’applique au contraire à raconter l’histoire d’une trentaine d’entre eux, c’est-à-dire d’en préciser les premières formulations et même l’apparition des notions qui en font l’objet, d’indiquer les différentes approches qui se sont succédé avant d’aboutir à un énoncé accepté par la communauté scientifique. Pour vraiment revenir aux sources, l’exposé est émaillé de références ou de citations prises dans les textes originaux des mathématiciens à l’origine de ces résultats.

			Un autre regard sur l’histoire des maths

			Parcourir ce livre, c’est aborder l’histoire des mathématiques sous un angle différent de celui des ouvrages classiques. On passera de la géométrie de l’Antiquité à celle du XIXe siècle, de l’apparition des nombres complexes à la démonstration du théorème de d’Alembert-Gauss, de la recherche du mouvement des planètes au théorème spectral. Le développement de l’analyse est bien présent avec le théorème de la valeur intermédiaire et celui des accroissements finis. On lit entre les lignes l’évolution de la notion de preuve, de celle de raisonnement rigoureux qui impose à un énoncé de se modifier, à une démonstration considérée comme valable à une époque d’être approfondie lorsque les attentes ont évolué ; un exemple en est l’apparition du souci de rigueur à l’orée du XIXe siècle. Les probabilités ne sont pas ignorées avec la loi des grands nombres et le théorème central limite, pas plus que l’émergence de la théorie des ensembles avec Cantor et des paradoxes qui s’ensuivent sans oublier le célèbre axiome du choix.

			La structure de l’ouvrage

			L’ouvrage se compose de 28 chapitres relatant chacun l’histoire d’un théorème, parfois deux ou trois, choisis parmi les plus classiques et connus par toute personne ayant suivi une licence de mathématiques ou effectué des classes préparatoires scientifiques. Certains sont mêmes abordés dès l’enseignement secondaire comme les théorèmes de Thalès et de Pythagore.

			Le théorème étudié est énoncé au début du chapitre dans la version la plus courante adoptée de nos jours. Les démonstrations sont présentées seulement lorsqu’elles sont élémentaires et dépourvues de technicité : elles ne sont pas le but de l’ouvrage mais présentes seulement pour permettre au lecteur de baigner pleinement dans le thème du chapitre ; c’est pourquoi elles ne sont pas forcément détaillées.

			Le corps de chaque chapitre, appelé « biographie du théorème », recense les démarches successives qui ont amené, au cours de l’histoire, à l’établissement du théorème étudié.

			À la fin de chaque chapitre se trouve une courte biographie des « protagonistes », c’est-à-dire de mathématiciens portant le nom du théorème ou ayant considérablement contribué à son élaboration ou à sa preuve. Le chapitre se termine avec les références des textes fondateurs mais aussi d’articles d’historiens des mathématiques ayant rédigé des synthèses concernant le thème étudié.

			À la fin de l’ouvrage, un index recense tous les personnages cités, mathématiciens pour le plus grand nombre mais d’autres y figurent, avec renvoi aux chapitres dans lesquels ils sont cités.

			À qui s’adresse cet ouvrage

			Cet ouvrage est à destination de celles et ceux ayant effectué des études supérieures comprenant des mathématiques et qui s’interrogent sur la façon dont les principaux théorèmes du cursus mathématique qu’ils ont suivi se sont élaborés. Il plaira également aux enseignants de mathématiques qui pourront introduire un théorème à leurs élèves en en présentant l’histoire.

			Si on excepte les premiers chapitres, la lecture de ce livre nécessite un certain bagage mathématique, éventuellement enfoui dans la mémoire. Cependant, les théorèmes énoncés font quasiment tous partie du programme d’une licence de maths ou d’une classe préparatoire scientifique. Le lecteur pourra passer sans problème les démonstrations qui ne sont pas utiles à la compréhension de la suite du chapitre et aborder les 28 chapitres dans l’ordre qu’il préfère puisqu’ils sont totalement indépendants.
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			Notre ouvrage vous a plongé dans l’histoire des maths mais vous souhaitez en savoir plus. Outre les nombreuses sources données en bas de chaque chapitre
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			[image: ] Aller plus loin sur les biographies de mathématiciens

			À la fin de chaque chapitre, une courte biographie des protagonistes, en général celui des mathématiciens éponymes du nom du théorème ou ceux qui y ont largement contribué à son élaboration, permettra au lecteur de situer leur parcours. Ces notices sont très loin d’être exhaustives et nous renvoyons le lecteur intéressé :

			• soit à notre ouvrage Les mathématiciens de A à Z, coécrit avec Daniel Suratteau aux Éditions Ellipses ;

			• soit au site MacTutor History of Mathematics créé par Edmund Robertson et John O’Connor et hébergé par l’université écossaise de Saint Andrews : https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/ ;

			• soit tout simplement à Wikipedia.

			[image: ] À la recherche des textes anciens

			Le lecteur soucieux d’approfondir les textes trouvera les références précises de textes anciens, presque tous telechargeable sur Internet ; les sources sont multiples.

			Les meilleurs sites de numérisation sont :

			• Gallica ;

			• le site de numérisation de l’université de Göttingen est très riche, en particulier pour des revues scientifiques, https://gdz.sub.uni-goettingen.de/.

			Par ailleurs de nombreuses rééditions ont été réalisées par l’éditeur Jacques Gabay https://www.gabay-editeur.com/.

		


		
			PARTIE 1

			Géométrie

		


		
			CHAPITRE 1
Théorème de Thalès

			Curieusement, suivant les pays, le nom de Thalès n’est pas attribué au même théorème. En France, ce n’est qu’au XIXe siècle qu’on donna ce nom au résultat sur la proportionnalité que découpent des droites parallèles sur deux sécantes. En Angleterre et en Allemagne, c’est un autre résultat qui porte ce nom, connu chez nous sous le nom de théorème de l’angle inscrit dans un demi-cercle. Quant à l’Espagne et l’Italie, ils ont deux théorèmes de Thalès. Pourtant, ces résultats attribués à Thalès étaient connus avant lui et ne furent démontrés correctement par Euclide que plus de deux siècles plus tard.

			Énoncés et démonstrations

			
				
					
						ÉNONCÉS

					

				

			

			Théorème de Thalès

			Soit deux droites sécantes en un point O, A et B deux points de l’une, C et D deux points de l’autre. Les droites (AC) et (BD) sont parallèles si et seulement si [image: ]

			Théorème de l’angle inscrit dans un demi-cercle

			Considérons un triangle (ABC) inscrit dans un cercle. Le segment [AB] est un diamètre si et seulement si le triangle (ABC) est rectangle en C.

			[image: ]

			
				
					
						DÉMONSTRATION

					

				

			

			Théorème de Thalès

			Voici une démonstration proche de celle d’Euclide.

			Les deux triangles [image: ] et [image: ] ont la même base et des hauteurs égales puisque les droites [image: ] et [image: ] sont parallèles : ils ont donc la même aire. On en déduit que les deux triangles [image: ] et [image: ] ont la même aire eux aussi.

			Appelons [image: ] la projection orthogonale de [image: ] sur la droite [image: ]. L’aire du triangle [image: ] 
vaut [image: ]. De même l’aire du triangle OAC vaut [image: ]. Le quotient de l’aire de [image: ] sur celle de [image: ] vaut donc [image: ]. Par un calcul analogue le quotient de l’aire de [image: ] sur celle de [image: ] vaut donc [image: ]. Les deux triangles [image: ] et [image: ] ayant la même aire, ces deux rapports sont égaux. Le quotient des valeurs absolues étant clairement de même signe (positif sur le graphique), on en déduit l’égalité.

			Théorème de l’angle inscrit dans un demi-cercle

			En notant, [image: ] le centre du cercle, (AB) un diamètre et [image: ] un point du cercle, les triangles [image: ] et [image: ] sont isocèles puisque deux de leurs côtés sont des rayons du cercle. Les angles [image: ] et [image: ] sont donc égaux et de même, les angles [image: ] et [image: ] le sont aussi. Comme la somme de ces quatre angles vaut 180 degrés, l’angle [image: ], somme des angles [image: ] et [image: ] vaut la moitié, soit 90 degrés, c’est-à-dire un angle droit.

			Pour la réciproque, on prend un triangle [image: ] rectangle en [image: ] et on considère un cercle de diamètre [image: ]. On utilise alors le sens direct en considérant deux cas selon que [image: ] est extérieur ou intérieur au cercle et en raisonnant sur l’intersection de la droite [image: ] et du cercle.

			[image: ]

			Biographie du théorème

			La géométrie avant les Grecs

			Dès le début de la civilisation babylonienne, entre 1900 et 1600 avant notre ère, des tablettes d’argile prouvent que ce peuple possédait des notions de géométrie. Cela leur était utile pour l’arpentage. Sur la tablette Plimpton 322, découverte en 1922, on a retrouvé des triplets pythagoriciens (voir chapitre 2). Sur celle numérotée Si.427, certes découverte en 1894 mais retrouvée récemment à Istanbul, sont représentés des champs de forme géométrique, triangles, rectangles, carrés et même trapèzes, sans doute un embryon de cadastre. D’autres tablettes avaient manifestement un objectif didactique.

			La notion abstraite de théorème, exprimée de manière formelle comme nous le faisons, n’existait pas, a fortiori la notion de démonstration. Pourtant la tablette MLC1950, elle aussi datée entre 1900 et 1600 avant notre ère, présente un exercice dans lequel on cherche à calculer les bases d’un trapèze rectangle connaissant son aire, sa hauteur et celle du triangle correspondant. Le résoudre revient à appliquer les propriétés de la relation du théorème de Thalès.

			En Égypte ancienne, la géométrie semble avoir été moins développée. La construction des pyramides montre néanmoins des connaissances géométriques certaines. Cette discipline était utilisée ici, de manière pragmatique et sans souci de démonstration, sans doute pour délimiter les champs lors des inondations du Nil. Pour les Égyptiens, l’arithmétique et la géométrie étaient intimement liées. On sait qu’ils avaient connaissance du théorème de Pythagore puisqu’ils utilisaient une corde avec des nœuds placés dans des rapports du plus petit triplet pythagoriciens 3, 4 et 5. Dans les problèmes 56 à 60 du papyrus de Rhind, daté de 1550 avant notre ère, rédigé par le scribe Ahmès, on devine la connaissance des proportionnalités induites par le théorème de Thalès lorsque sont calculées les hauteurs des pyramides en fonction de leur pente.

			Et Thalès dans tout ça ?

			Thalès n’a laissé aucun écrit mais son souvenir a perduré des siècles durant ; ceci montre à l’évidence que c’était un homme d’un immense savoir pour l’époque et qui faisait l’objet d’une grande admiration de ses contemporains. On sait peu de choses sur sa vie mais il semble certain qu’il s’est rendu en Égypte, du moins si on en croit Aristote qui affirmait : « Thalès a réussi à mesurer la hauteur des pyramides en observant la longueur de leur ombre au moment où notre ombre égale notre propre hauteur. » Plutarque, quant à lui, écrivait : « sans aucun instrument, il a planté son bâton à l’extrémité de l’ombre de la pyramide et, ayant créé deux triangles par l’impact des rayons du soleil […] il a montré que la pyramide avait au bâton le même rapport que l’ombre de la pyramide à l’ombre du bâton ». C’est sans doute la raison pour laquelle, à la fin du XIXe siècle, on a attribué à Thalès le théorème qui concerne ce chapitre.

			Ce qui est certain c’est que Thalès savait utiliser la géométrie pour résoudre des problèmes pratiques. Avait-il inventé lui-même ces procédés ou l’avait-il appris des Égyptiens, nul ne le sait ? Son prestige était si grand qu’on lui a attribué par la suite la découverte de nombreux théorèmes de géométrie élémentaire sans qu’on sache vraiment s’il les avait lui-même énoncés. Parmi ceux-ci figure le théorème de l’angle inscrit dans un demi-cercle.

			Enfin arrive Euclide

			Le premier énoncé du théorème de Thalès, avec sa réciproque, se trouve au début du livre VI, proposition 2, des Éléments d’Euclide que voici dans la traduction d’Antoine Houlou-Garcia : « Si une droite est adjointe [parallèlement] à un côté d’un triangle, elle coupera proportionnellement les [autres] côtés du triangle. » Ce texte est suivi d’une démonstration (voir [01-4] pp. 164-165 et [01-1] p. 215).

			Le théorème de Thalès s’applique dans de nombreuses activités pratiques et son utilisation se fait presque inconsciemment. En géométrie projective, l’utilisation du birapport en est, en quelque sorte, une généralisation (voir chapitre 4).

			Théorème de l’angle inscrit dans un demi-cercle

			Quant à l’autre théorème de Thalès, lui aussi était connu des Babyloniens et aucune référence ne prouve que Thalès l’ait démontré. C’est encore en feuilletant le Livre III des Éléments qu’on le trouve mais auparavant, la proposition 20 lui est liée et s’exprime ainsi : « dans un cercle, l’angle au centre est double de celui sur la circonférence quand les angles ont la même circonférence [corde] comme base » (traduction de Bernard Vitrac, voir [01-2] pp. 431-433). Ce résultat est connu sous le nom de théorème de l’arc capable puisque l’angle au centre ne dépend pas du point choisi sur chacun des deux arcs de cercles délimités par la corde et donc quel que soit le point A situé sur un des deux arcs de cercle délimité par une corde [BC], l’angle [image: ] est indépendant du point A choisi sur cet arc.

			Il faut aller jusqu’à la proposition 31 du même livre III pour rencontrer le théorème de l’angle inscrit dans un demi-cercle qu’Euclide exprime ainsi (voir [01-2] pp. 449-453 mais aussi [01-1] pp. 144-146) : « dans un cercle, d’une part l’angle dans le demi-cercle est droit, d’autre part celui dans un segment [arc de cercle] plus grand [qu’un demi-cercle] est plus petit qu’un droit, celui dans un segment plus petit est plus grand qu’un droit. […] »

			La réciproque se déduit des considérations de la fin du texte.

			Les protagonistes

			
Thalès de Milet 
(Milet env. 625 av. J.-C. – env. 547 av. J.-C.)

			On sait peu de choses de la vie de Thalès de Milet sinon par des textes écrits longtemps après sa mort et dont on peut douter de l’authenticité. Thalès est un commerçant, et même un spéculateur selon Aristote ; il s’est suffisamment enrichi pour consacrer la fin de sa vie aux études et aux voyages. Son premier périple l’aurait conduit en Égypte. Il calcule la hauteur des pyramides grâce à leur ombre portée : c’est l’une des premières utilisations du théorème qui porte maintenant son nom. De retour à Milet, il acquiert une réputation d’ingénieur, d’homme d’affaires, d’homme d’État mais aussi de philosophe, de mathématicien et d’astronome. Il se rend compte que l’année dure trois cent soixante-cinq jours et prédit, semble-t-il, certaines éclipses de Soleil.

			On ne peut être certain de l’authenticité des découvertes attribuées à Thalès. Il est sûr cependant que c’est à son époque, sinon avec lui, que débute la spéculation mathématique. Son œuvre concerne la géométrie élémentaire, celle qui traite des droites, des angles et des triangles. Les résultats qu’il énonce sont des propositions isolées et il semble que certains soient déjà connus des Babyloniens.

			Six résultats importants sont attribués à Thalès, en particulier le théorème « du pont aux ânes », qui affirme que les angles à la base d’un triangle isocèle sont égaux et bien sûr, les deux théorèmes concernés par ce chapitre.

 

			Euclide 
(env. 330 av. J.-C. – env. 275 av. J.-C.)

			Venu de Grèce, Euclide enseignait à Alexandrie au début du IIIe siècle avant notre ère. Son ouvrage fondamental intitulé Les Éléments, regroupe presque toutes les connaissances mathématiques de l’époque en géométrie métrique, coniques exceptées, et en théorie des nombres. On y retrouve toutes les bases de la géométrie et les premières démonstrations connues des théorèmes de Thalès et de Pythagore. Sa démarche y est nouvelle puisqu’il justifie ses raisonnements rigoureusement en se basant sur des axiomes. Il faudra près de vingt siècles pour dépasser son œuvre en géométrie ; jusqu’au XVIIIe siècle, toutes les mathématiques sont formées à son exemple.
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			CHAPITRE 2
Théorème de Pythagore

			La relation concernant les carrés des côtés d’un triangle rectangle est le plus célèbre des théorèmes. Connue bien avant Pythagore, c’est pourtant à lui qu’en est attribuée la paternité, donnant à ce philosophe atypique du VIe siècle avant notre ère, une réputation d’immense mathématicien. Une relation plus fine porte le nom du savant Jemchid al-Kachi bien qu’elle soit déjà connue d’Euclide, mais sans référence trigonométrique.

			Énoncé et démonstration

			
				
					
					

					
						ÉNONCÉS

					

				

			

			Théorème de Pythagore

			Dans un triangle rectangle, le carré de l’hypoténuse est égal à la somme des carrés des côtés de l’angle droit. En d’autres termes, si le triangle [image: ] est rectangle en [image: ], alors

			[image: ]

			On peut remarquer que la réciproque est vraie et que cette propriété caractérise les triangles rectangles.

			Loi des cosinus ou théorème d’al-Kachi

			Dans un triangle [image: ], on a la relation

			[image: ]

			[image: ]

			
				
				

			

			
				
					
					

					
						DÉMONSTRATIONS

					

				

			

			Démonstration traditionnelle

			Notons [image: ] un triangle rectangle en [image: ] et H le pied de la hauteur issue de [image: ] 
(voir Fig. 1). Les triangles [image: ] et [image: ] sont semblables puisqu’ils sont rectangles [image: ] avec l’angle en [image: ] commun. La longueur de leurs côtés est donc proportionnelle donc [image: ] soit [image: ]. En opérant de même avec les triangles semblables [image: ] et, on obtient [image: ] d’où en additionnant ces deux relations [image: ]

			Démonstration dans le cadre des espaces vectoriels

			On se place dans un plan affine euclidien, c’est-à-dire muni d’un produit scalaire. Par définition deux vecteurs sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul. Prenons un triangle [image: ] rectangle en [image: ] c’est-à-dire que [image: ] et [image: ] sont orthogonaux et que l’hypoténuse est [image: ]. Alors [image: ] + [image: ] = [image: ] + [image: ] puisque le produit scalaire [image: ] est nul par hypothèse. Ce procédé est mécanique et cache la vision géométrique du problème.

			Démonstration d’Euclide

			Pour une meilleure compréhension, voici une démonstration en termes modernes. On construit sur les trois côtés du triangle [image: ] rectangle en [image: ] les carrés [image: ], 
[image: ] et [image: ] (voir Fig. 2). Traçons la parallèle à [image: ] passant par [image: ] et notons respectivement [image: ] et [image: ] ses intersections avec les segments [image: ] et [image: ] L’idée est de montrer que le rectangle [image: ] et le carré [image: ] ont la même aire et par un même raisonnement on en déduira que le rectangle [image: ] et le carré [image: ]. 
Il ne restera plus qu’à faire la somme de ces deux relations pour conclure.

			En fait, nous allons montrer que les triangles [image: ] et [image: ] ont la même aire. Remarquons déjà que [image: ] et [image: ] ont la même aire puisqu’ils ont la même base [image: ] et que leurs sommets respectifs sont situés sur une parallèle à la base donc les hauteurs issues de [image: ] pour l’un et de [image: ] pour l’autre ont la même longueur. Par le même raisonnement les triangles [image: ] et [image: ] ont la même aire puisque leur base [image: ] est commune et que [image: ] et [image: ] sont situés sur une même parallèle à [image: ]. Il ne reste plus qu’à montrer que les triangles [image: ] et [image: ] ont la même aire. Considérons la rotation de centre [image: ] et d’angle [image: ]. Elle envoie [image: ] sur [image: ] et [image: ] sur [image: ] ; c’est une isométrie, donc les aires sont conservées. Enfin, l’aire du carré [image: ] et celle du rectangle [image: ] sont égales, ce qui permet de conclure par la remarque faite précédemment.

			[image: ]

			
				
				

			

			Biographie du théorème

			Genèse du théorème

			Le théorème de Pythagore était connu bien avant le mathématicien et philosophe grec éponyme. On trouve déjà sur une tablette d’argile babylonienne des triplets pythagoriciens, c’est-à-dire trois nombres [image: ] tels que [image: ]. Cette tablette, répertoriée sous le nom de Plimton 322, date d’environ 1800 ans avant notre ère. Pour tracer des angles droits, les Égyptiens utilisaient dans l’Antiquité des cordes à 13 nœuds ; elles permettaient de former un triangle rectangle, en les groupant par 3, 4 et 5 et en utilisant le fait que [image: ]. 
Il ne s’agissait pas de théorème au sens où nous l’entendons de nos jours, mais ceci montre que la propriété était connue bien avant Pythagore. Quant au rôle du savant grec, on sait peu de choses. D’après le philosophe néoplatonicien Proclus, à qui on doit un commentaire du livre I des Éléments, 700 ans après sa rédaction, Pythagore serait l’auteur de la démonstration qu’en donne Euclide dans cet ouvrage ; ce qui semble certain, c’est qu’il connaissait certainement cette propriété mais le fait que ce résultat porte son nom est sans doute dû à cette référence mais aussi à sa notoriété.

			D’Euclide à al-Kachi

			Le premier énoncé connu de ce résultat est en effet le théorème 33, proposition 47 du premier livre des Éléments d’Euclide. Voici son énoncé dans la traduction d’Henrion dans le style savoureux du XVIIe siècle (voir [02-1] p. 76) : « aux triangles rectangles, le quarré du costé qui soustient l’angle droict, est égal au quarré des deux autres costés. » Euclide en fait la démonstration puis énonce la réciproque au théorème 34, proposition 48 : « si la quarré de l’un des costé d’un triangle est égale au quarré des deux autres costés, l’angle d’iceluy costé est droict ».

			Une généralisation connue depuis peu en France sous le nom de théorème d’al-Kachi permet d’évaluer la différence entre le carré de l’un des côtés et la somme des carrés des deux autres. En fait, on le trouve déjà dans les Éléments d’Euclide exprimé différemment de l’énoncé actuel puisque la trigonométrie n’est apparue que plus tard avec Hipparque de Nicée au IIe siècle avant notre ère. L’énoncé est géométrique et ne permet pas d’expression algébrique comme avec la trigonométrie. Nous avons donc deux énoncés, celui correspondant à un angle respectivement supérieur ou inférieur à un droit. Voici ces versions dans l’excellente traduction de Bernard Vitrac des propositions 12 et 13 du livre II : « dans les triangles obtusangles, le carré sur le côté sous-tendant l’angle obtus est plus grand que les carrés sur les côtés contenant l’angle obtus de deux fois le rectangle contenu par celui des côtés de l’angle obtus sur lequel tombe la perpendiculaire et par la droite découpée à l’extérieur par la perpendiculaire au-delà de l’ange obtus ».

			Pour se convaincre que l’affirmation d’Euclide correspond bien à la formule d’al-Kachi, considérons un triangle [image: ] où [image: ] désigne l’angle obtus. Prenons [image: ] comme côté de l’angle obtus et appelons [image: ] la projection orthogonale de [image: ] 
sur la droite ([image: ]). Il nous faut montrer que [image: ][image: ] 
L’angle en [image: ] étant obtus, son cosinus est négatif ; il est l’opposé de [image: ]. 
Or [image: ].

			[image: ]

			La proposition suivante expose le cas où les trois angles sont aigus et Euclide l’exprime ainsi : « dans les triangles acutangles, le carré sur le côté sous-tendant l’angle aigu est plus petit que les carrés sur les côtés contenant l’angle aigu de deux fois le rectangle contenu par celui des côtés de l’angle aigu sur lequel tombe la perpendiculaire et par la droite découpée à l’intérieur par la perpendiculaire en deçà de l’angle obtus ».

			On trouve ce résultat sous la forme trigonométrique que nous utilisons de nos jours dans le livre Miftah al hisab (Clé de l’arithmétique) de l’astronome et mathématicien d’origine persane, Jemchid al-Kachi publié en 1428 ; ceci explique le nom que certains donnent à ce résultat.

			Les protagonistes

			
				
				

			

			
Pythagore 
(Samos env. 569 av. J.-C.-env. 500 av. J.-C.)

			La vie et l’œuvre de Pythagore restent entourées de mystère. Il aurait étudié sous la férule d’Anaximandre et certains disent qu’il aurait suivi les cours de Thalès, mais rien n’est moins sûr. C’est cependant certainement avec un beau bagage scientifique qu’il s’installe en Italie du Sud, d’abord à Tarente, ensuite à Crotone et qu’il y fonde une école. Quelques initiés sont admis dans un groupe restreint où les vérités scientifiques leur sont révélées avec ordre de ne pas les divulguer. Pythagore régit des croyances philosophiques et politiques.

			La philosophie pythagoricienne considère que le Monde peut s’expliquer par le nombre, qui à l’époque ne désignait que les entiers positifs. Aussi définit-il des nombres parfaits, amicaux, triangles, etc. Bien que Pythagore soit célèbre avant tout pour un problème de géométrie, ses connaissances dans le domaine sont limitées. Il énonce quelques théorèmes élémentaires, sans doute sans démonstration. L’harmonie musicale ne le laisse pas indifférent ; il met au pont une gamme très proche de celle utilisée de nos jours.

 

			Euclide, 
voir Chapitre 1.
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			CHAPITRE 3
Théorèmes de Menelaüs et de Ceva

			Le mathématicien grec Menelaos, latinisé en Menelaüs, est l’auteur d’un joli théorème de géométrie plane établi au Ier siècle de notre ère et qui s’est révélé d’un grand intérêt lors du regain de cette discipline au XVIIe et XVIIIe siècles. Au XIe siècle, un roi musulman de la Taïfa de Saragosse démontre un théorème assez voisin. Au XVIIIe siècle, le mathématicien italien Giovanni Ceva retrouve ce résultat que Lazare Carnot généralise en se plaçant dans le cadre de la géométrie projective qu’il contribua, avec d’autres, à développer au tout début du XIXe siècle.

			Énoncés et démonstrations

			
				
					
					

					
						ÉNONCÉS

					

				

			

			Théorème de Menalaüs

			Soit ABC un triangle et P, Q, R des points situés respectivement sur les droites (BC), (CA), (AB). Alors, les points P, Q, R sont alignés si, et seulement si, 

			[image: ]

			Théorème de Ceva

			Soit ABC un triangle et P, Q, R des points situés respectivement sur les droites (BC), (CA), (AB). Alors, les droites (PA), (QB) et (RC) sont concourantes si, et seulement si,

			[image: ]

			Remarquons que ces deux énoncés sont dans le cadre de la géométrie affine, nul besoin de métrique, puisque le quotient de deux mesures algébriques a un sens, même en l’absence de structure euclidienne. Il désigne le coefficient de proportionnalité des deux vecteurs associés.

			
				
				

			

			
				
					
					

					
						DÉMONSTRATION

					

				

			

			Théorème de Menelaüs

			On suppose que [image: ] et [image: ] sont alignés et on note [image: ] la droite qui les porte. On trace la parallèle à la droite [image: ] passant par [image: ] et on note [image: ] son point d’intersection avec [image: ]. En remarquant que les triangles (RAA′) et (RBP) sont semblables puisqu’ils ont leurs trois angles égaux, on obtient [image: ] ; de même pour les triangles [image: ] et [image: ] on obtient [image: ] d’où en multipliant terme à terme, on trouve [image: ] ce qui donne le résultat.

			Réciproquement supposons [image: ] et notons [image: ] l’intersection de la droite [image: ] avec [image: ]. Alors par le sens direct, [image: ] d’où [image: ] On en déduit que [image: ] et donc [image: ] et [image: ] sont alignés.

			[image: ]

			Théorème de Ceva

			On pourrait opérer de manière analogue. Plus rapidement, dans le cadre de la géométrie projective, le théorème se déduit par dualité en intervertissant points alignés et droites concourantes (voir chapitre 5).

			[image: ]

			
				
				

			

			Biographie des théorèmes

			Le théorème de Menelaüs était connu avant lui, semble-t-il, par exemple d’Hipparque et peut-être même d’Euclide. En revanche, Menelaüs est le premier à introduire les triangles sphériques et à les étudier. C’est dans ce cadre-là qu’il généralise ce théorème et démontre l’énoncé suivant dans le troisième livre de son ouvrage Sphaerica.

			Si [image: ] et [image: ] sont des points d’une sphère de centre [image: ] et [image: ] et [image: ] des points situés respectivement sur les côtés [image: ], [image: ] et [image: ] du triangle sphérique [image: ], 
alors les points [image: ] et [image: ] sont situés sur un même grand cercle si, et seulement si :

			[image: ]

			Rappelons qu’on appelle côté [image: ] avec [image: ] et [image: ] non diamétralement opposés, la plus petite portion du grand cercle joignant [image: ] et [image: ].

			Un roi arabe, mathématicien

			À la chute du califat de Cordoue, de nombreux petits États, appelés taïfas, prennent leur indépendance. Autour de Saragosse, l’une des principales villes de la péninsule ibérique, règne pendant quelques années Yusuf al-Mutaman, un souverain très versé sur les sciences, en particulier les mathématiques. C’est auprès de lui que se réfugia Rodrigo Diaz de Vivar, le Rodrigue de Corneille, après son bannissement par le roi Alphonse VI de Castille. Passionné de mathématiques, al-Mutaman a rédigé un traité de mathématiques intitulé Kitab al-Istikmal (Le livre de la perfection) ; cet ouvrage reprend de nombreuses connaissances des mathématiciens grecs comme Euclide, Archimède ou Apollonius mais aussi de savants arabes tels Thabit ibn Qurra et Ibn al-Haitham. On y traite de tous les domaines des mathématiques connus à l’époque. Quelques ajouts sont dus à l’auteur lui-même comme le théorème suivant : soit un triangle [image: ] et [image: ] 
et [image: ] des points situés respectivement sur les côtés [image: ], [image: ] et [image: ]. Traçons les droites [image: ] et [image: ], alors ces droites se coupent en un point si et seulement si

			[image: ]

			Le lecteur averti aura reconnu le théorème de Ceva.

			Appelés en 1086 par quelques souverains locaux pour lutter contre Alphonse VI, les souverains Almoravides s’emparent de Saragosse et mettent fin à l’existence de ce petit royaume. Ceci explique que l’ouvrage de Yusuf al-Mutaman soit peu diffusé, seulement en Orient grâce à Maïmonide, et soit resté inconnu en Occident. Totalement perdue par la suite, une copie fut retrouvée à Istanbul en 1985 puis une autre au Caire.

			Géométrie analytique versus synthétique

			Franchissons les Alpes pour aller à la rencontre de Giovanni Ceva, qui a donné son nom au théorème déjà démontré par Yusuf al-Mutaman. Alors que la géométrie dite synthétique, en opposition à l’analytique, n’est plus en vogue à son époque, ce mathématicien italien s’y intéresse. Il retrouve et démontre le théorème qui porte désormais son nom et qui concerne une condition nécessaire et suffisante pour que des droites soient concourantes ; il fait état de sa découverte dans une publication datée de 1678 (voir [03-1]).

			Rappelons les différences entre les méthodes analytique et synthétique des démonstrations géométriques. Dans un mémoire écrit en 1810 et jamais publié Gergonne élabore une définition précise de ce qu’il entend par analyse et synthèse : « On a appelé (depuis la plus haute Antiquité) synthèse ou procédé synthétique le procédé par lequel on s’élève par degrés, des vérités les plus élémentaires à celles qui le sont moins ; et on a appelé analyse ou méthode analytique, la méthode qui consiste au contraire à redescendre des vérités les plus élevées aux plus élémentaires, dans la vue de faire voir que les premières se réduisent au fond à celles-ci. » Avouons-le, c’est peu clair ! Précisons tout ceci.

			René Descartes puis Pierre de Fermat ont jeté au XVIIe siècle, les bases de la géométrie analytique. On y repère les points par leurs coordonnées et les droites ou les plans par des équations que vérifient les points qui les composent. Les démonstrations se transforment alors en calculs algébriques. En revanche, la géométrie synthétique que chérissaient les Anciens et qu’Euclide a développée avec soin utilise des propriétés des droites, des cercles ou autres courbes géométriques pour en obtenir de nouvelles et s’appuie sur des figures pour étayer ses raisonnements.

			Le développement de la géométrie projective

			Il faut attendre le tournant du XIXe siècle pour voir les plus grands géomètres reprendre goût à l’étude synthétique de la géométrie. Le révolutionnaire Lazare Carnot en est, avec Gaspard Monge, l’un des initiateurs. L’ouvrage Géométrie de position, écrit par « l’organisateur de la Victoire » pose les principes d’une nouvelle approche. Celui-ci se refuse à utiliser des méthodes analytiques et raisonne dans le cadre de la géométrie pure. Il démontre une généralisation du théorème de Menelaüs qui s’exprime ainsi : « si [image: ]
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