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Avertissement

        

        1 L’ouvrage est adressé à la fois aux professeurs des
        écoles et aux parents, aux formateurs des ESPE[10] et aux chercheurs, car il prétend faire le
        point des travaux disponibles sur quelques usages sociaux élémentaires
        des nombres et sur les usages scolaires des nombres au commencement de
        la scolarité maternelle et obligatoire.


        3 Sa
        forme est commandée par le triple objectif qu’il poursuit. Il est
        possible de le lire très partiellement, par exemple en allant au plus
        vite chercher les références des recherches sur une question. Il est
        possible à l’inverse de s’intéresser à la présentation détaillée d’une
        discussion ou d’un exemple avant de faire un choix d’enseignement
        argumenté. Mais il est aussi possible de travailler un chapitre pour
        soutenir un exposé ou une formation. Le lecteur curieux peut le
        feuilleter pour tenter d’y trouver des éléments de réflexion
        personnelle. De ce fait, il pourra apparaître touffu au lecteur qui
        suivra tout au long la ligne du cheminement que la mise en pages
        produit, car elle obéit à une logique qui n’est bien sûr pas celle de
        l’apprentissage mais celle d’un récit.


        4 Nous
        avons proposé des outils permettant de prendre ce texte comme outil de
        référence pour les mathématiques des deux premiers cycles
        d’enseignement[11], en lui
        adjoignant :


        – des références systématiques aux travaux qui nous
        sont connus, quitte parfois à alourdir la présentation par de
        nombreuses notes ;


        – une bibliographie complète de nos références.


        6 Enfin
        nous nous engageons à ouvrir un site dédié aux questions des
        lecteurs[12]
        et ouvert aux réponses de tous, qui conduira à produire des éléments
        de réponse signés de leur auteur et des débats ouverts sur les choix
        proposés, avec en particulier :


        – un glossaire des termes mathématiques et didactiques
        qui ne figurent pas toujours dans les dictionnaires avec le sens que
        nous leur donnons ici,


        – un forum d’usagers sur lequel nous nous engageons à
        répondre aux questions qui nous seront adressées.

      

      



 10. ESPE : École supérieure du professorat et de
        l’éducation. Le terme désigne les dispositifs de formation des maîtres
        qui ont remplacé les écoles normales d’instituteurs et la formation
        pratique des professeurs agrégés et certifiés
        stagiaires.






 11. Il existe un ouvrage de référence pour la
        préparation du concours de recrutement, on y trouve à la fois les
        mathématiques et la didactique nécessaires à une formation solide (Noirfalise et Matheron, 2009).
        Cependant, ce n’est pas un outil permettant aux professeurs en
        exercice de comprendre les choix de transposition qui sont proposés
        par les divers programmes et de tracer leur chemin, pour qu’il puisse
        être partagé et donc propose aux élèves un point de vue cohérent sur
        les pratiques mathématiques élémentaires.






 12. [https://www.mathematiques-elementaires-pour-lecole.fr ].











Introduction

        

        1 Cet
        ouvrage présente des questions mathématiques dont personne ne devrait
        ignorer l’existence, et se donne le moyen d’y répondre. Étudier ces
        questions permet d’aborder certains problèmes de la vie quotidienne
        que peuvent rencontrer les jeunes élèves et leurs parents[13].
        Étudier ces questions comme nous le proposons permet aussi de
        comprendre pourquoi ce type de travail doit être au cœur de toute
        instruction citoyenne.


        3 Pour
        nous autoriser à enquêter librement sur ces questions, nous avons fait
        le choix de considérer que les programmes d’enseignement sont des
        textes régulateurs qui ouvrent un large champ de possibles
        (Chevallard, 1986) et qu’ils laissent aux professeurs une grande
        liberté. Qu’ils soient expérimentés et travaillent en équipe ou qu’ils
        soient novices et en formation, nous leur proposons les moyens de
        cette liberté c’est-à-dire l’analyse épistémologique des situations
        fondatrices de tout enseignement élémentaire. Ces analyses éclairent
        la prise de décision a priori et l’analyse après-coup. Nous proposons de
        même aux parents de comprendre au fond les motifs des choix que
        feraient ces professeurs, et d’accompagner ainsi leurs enfants dans
        les apprentissages qui leur seraient proposés.


        4 Le
        texte s’organise en trois parties. La première partie fait un état des
        lieux et propose une description du problème anthropologique des
        nombres et de leurs usages sociaux (chap. i et ii). La deuxième partie
        propose un état des connaissances disponibles. On y expose et discute
        les résultats des travaux expérimentalistes relatifs à la cognition
        numérique. Nous traitons en particulier du système cognitif d’estimation
        des
        grandeurs dont l’évolution nous a munis, et de l’appui que cette
        connaissance donne aux choix d’un premier enseignement de la mesure
        des grandeurs. On y présente une position sur les mathématiques à
        enseigner aux cycles 1 et 2 qui permet aux élèves l’accès plus rapide
        aux pratiques mathématiques écrites (chap. iii et iv). La
        troisième partie, la plus importante, présente les enseignements que
        nous avons expérimentés pour les cycles 1 et 2. Nous y exposons et
        discutons les résultats de nos travaux en didactique et en particulier
        ce que nous a appris le dispositif d’ingénierie coopérative, la
        coopération personnelle avec les professeurs d’un réseau d’une
        centaine d’écoles et de plus de cinq cents professeurs (chap. v à vii).


        5 L’idée qu’il faut, dès les commencements, ouvrir aux
        élèves la possibilité de pratiquer des mathématiques à l’écrit, nous a
        guidés. Nous avons en effet observé comment conquérir l’écriture est,
        pour les élèves, s’ouvrir un monde jusqu’ici impensable, celui de
        l’action sur et avec les symboles. C’est pour les élèves, si l’on
        permet qu’ils s’y engagent à leur rythme et à la mesure de la
        confiance qu’ils prennent dans leurs productions, et si enfin on ne
        les détourne pas de la production d’écrits en centrant l’évaluation
        sur la propreté de leurs réalisations, une source de joie et la
        possibilité d’explorer des espaces de jeu nouveaux, avec des symboles qui
        rendent compte précisément d’une action matérielle : des symboles
        mathématiques. Nous avons d’abord engagé leurs professeurs sur ce
        chemin, pour qu’ils travaillent les mathématiques par eux-mêmes, en
        s’emparant des formalismes qui leur sont disponibles et de la
        possibilité d’enquêter sur les usages courants des mathématiques
        élémentaires. Nous avons étudié précisément ces usages avant
        d’encourager les professeurs à s’engager sur ce même type d’enquêtes
        avec leurs élèves.


        6 Nous
        participons à un mouvement profond qui touche les professeurs du monde
        entier mis en question après la publication des analyses de Ma (1999),
        qui montrait comment en Chine certaines types de connaissances des
        professeurs font leur efficacité en leur permettant d’accompagner les
        élèves au plus près de leur pensée, et combien ces connaissances font
        souvent défaut aux professeurs des États-Unis. L’ouvrage remarquable
        de Clivaz (2014) reprend ces études dans le monde francophone pour
        répondre à la question de l’influence de la compréhension des
        mathématiques par les professeurs sur les apprentissages de leurs
        élèves, en particulier à propos de l’algorithme de la multiplication.
        Les mathématiciens se sont interrogés lorsque Shulman (2007) a montré
        comment les professeurs qui enseignent les mathématiques développent
        des connaissances qui ne sont pas décrites dans les textes
        mathématiques écrits par les mathématiciens. Nous rendons compte ici
        de ces mêmes phénomènes, tels que nous les avons vécus avec les
        professeurs qui ont accepté bien audacieusement d’entrer avec nous,
        chercheurs, dans une coopération de longue durée.


        7 Nous
        avons appris avec ces professeurs comment ce que les théories
        didactiques affirment en principe était vrai en pratique. Nous avons
        compris que les professeurs travaillant en coopération entre eux
        pouvaient nous donner à voir cela, si nous renoncions à leur enseigner
        nos théories pour collaborer au travail qu’ils conduisent. Ils sont
        tous cités dans les remerciements. Ils n’ont pas écrit cet ouvrage :
        ce n’est pas leur métier ; mais ils en ont vécu et mis en œuvre
        personnellement la plupart des situations ici présentées, et même si
        nous tentons de montrer une partie de leurs connaissances, leur
        compréhension pratique va souvent au-delà de ce que nous avons pu
        exprimer, parce qu’elle outille leurs décisions de chaque jour.

      

      



 13. On pourra suivre sur ce point les débats autour de
        l’école et des enjeux de l’enseignement, et comprendre comment chacun
        des contradicteurs propose ses propres remèdes comme des panacées,
        sans que personne n’aille étudier précisément ni ce qui est vraiment
        enseigné ni comment l’enseignement est pratiqué.












Première partie.
 État des
        lieux

        

        




Chapitre I.
 L’entrée dans
          les pratiques des nombres et des systèmes de nombres, au cours des
          premières années de l’enseignement et ailleurs

          

          1 Nous tenterons dans cet ouvrage de toujours mettre
          en avant ce qui permettra aux professeurs et aux élèves :


          – d’interpréter pour eux-mêmes les écritures
          mathématiques, qu’elles viennent du professeur, des sites internet
          ou des élèves de la classe ;


          – de proposer, par eux-mêmes et pour les autres, des
          écritures mathématiques de leur cru ;


          – enfin, d’exposer leurs productions au collectif de
          travail qu’ils constituent, une classe étudiant les mathématiques
          sous la direction d’un professeur, pour que ces productions soient
          collectivement validées ou invalidées.


          2 Nous commencerons par citer un peu longuement
          Jean-Toussaint Desanti, dans une conférence ancienne republiée
          récemment (Desanti, 2015). Il donne en effet un exemple des
          questions que posent les mathématiques à tout sujet qui s’y
          intéresse, en particulier aux élèves[14] et à leurs
          professeurs[15], Desanti analyse un épisode vécu
          personnellement d’une manière éclairante pour notre propos :


          « Là-dessus, le prof
          commence son discours. Quel discours ? Nombres concrets, nombres
          abstraits. Quatre chaises, quatre lapins, quatre pommes, quatre tout
          court ! Quatre n’importe quoi. Ça c’est le nombre abstrait. Après
          ça, la suite des nombres : 0, fonction successeur + 1, il se
          rappelait l’axiomatique de Peano qu’il avait apprise à la faculté.
          Donc, la fonction successeur, on engendre la suite des nombres...,
          et il explique ça pendant une demi-heure. Évidemment, tout le monde
          les bras croisés. Puis, il s’arrête : il veut vérifier si on a
          compris. Il avise un gars et lui dit :
“Toi,
          lève-toi !” Le type se lève, les bras croisés.
“a est un nombre, quel est le successeur de a ?”
          L’autre, bras croisés :
“... euh... b ! Mm
          monsieur.
— Imbécile, cancre, âne bâté ! b, va donc
          bêler avec les chèvres ! Ce n’est pas b mais a + 1 ! a + 1 !”
Alors, voilà ! Leurs rapports symboliques cassés,
          cassés complètement. À vrai dire la formulation de cet homme [...],
          était incorrecte : dire “a est un nombre”, ça ne veut rien dire, a n’est pas
          un nombre, a c’est le nom d’une lettre qui désigne un
          nombre. S’il avait dit : “a est une lettre qui désigne un nombre, quel
          est le nombre qui suit le nombre que la lettre a désigne ?”,
          peut-être que l’élève aurait compris quelque chose »
          (p. 230-231).


          5 Desanti conclut un peu plus loin :


          « Alors, voilà la
          subjectivité : cette différence entre l’écriture, la désignation par
          l’écriture et la richesse de ce que l’écriture désigne. Or, et là
          est le danger et [quand nous disons] : “’a’ est un nombre”, c’est
          que nous substituons l’écriture à la chose. C’est que nous vivons
          dans l’univers des marques comme si l’univers des marques était
          l’univers de ce que les marques désignent. Nous vivons dans les
          marques. Nous vivons dans le chiffre, pas dans la chose. Il y a un
          abîme entre le chiffre et la chose. C’est là qu’est la distance qui
          institue l’appel, toujours, à nouveau, l’appel vers la subjectivité,
          c’est-à-dire l’appel vers la reprise du sens de l’écriture »
          (p. 237).


          6 Nous tenterons de comprendre comment non seulement
          les lettres qui désignent des nombres, mais les nombres eux-mêmes
          sont des écritures dont on peut, toujours, à nouveau reprendre le
          sens. Mais surtout nous suivrons Desanti lorsqu’il affirme que le sens d’une
          écriture est la production des sujets qui interprètent
          l’écriture, et que ce sens tient à la richesse de ce que
          l’écriture désigne. Nous pensons donc avec lui qu’il est nécessaire
          d’apprendre à partager les différents sens possibles d’une écriture,
          pour qu’elle puisse devenir un outil de pensée commun.
          C’est pour cela qu’on ne peut pas toujours confondre l’univers des
          « marques » comme l’écrit Desanti, c’est-à-dire des symboles, avec
          l’univers de ce que les marques désignent[16].
          Alors, pour enseigner les usages reconnus et communs des marques, il
          faut travailler explicitement en pensant que les marques ne
          désignent pas d’emblée la même chose à chacun, et que les diverses
          interprétations possibles doivent être « reprises » collectivement.
          C’est le cas de la langue dite « maternelle » qu’il faut étudier à
          l’école, justement parce que chacun ne connaît que la langue de sa
          mère : étudier sa langue maternelle c’est explorer le monde et pour
          cela, prendre de la distance avec sa mère. C’est bien sûr aussi le
          cas des écritures mathématiques, dont traite Desanti, dont l’étude
          permet de prendre de la distance avec l’action dans le monde.


          8 Nous suivrons systématiquement, dans le cours de cet
          ouvrage, l’idée de Desanti selon laquelle les symboles (ce qu’il
          appelle des marques) doivent être interprétés parce que les
          marques peuvent désigner des choses diverses et parce que cela qu’une
          marque désigne, doit toujours être complété par l’indication d’une
          personne pour qui la marque désigne cela, ou par
          l’indication d’un groupe fonctionnant comme un collectif pensant qui
          décide que cette marque aura la même interprétation pour tous, par
          convention.


          9 Pour notre part nous considérerons les marques
          comme des représentations, en référence au terme utilisé
          par Guy Brousseau pour dire que, dans l’enseignement, on n’oublie
          jamais que les mathématiques ne relèvent pas seulement de ce que le
          philosophe nomme « l’univers des marques » mais aussi du rapport de
          l’univers des marques à l’univers de ce que les marques désignent
          (Brousseau, 2004). Cette manière de voir les marques et en
          particulier les écritures mathématiques est largement partagée en
          didactique des mathématiques. En la mettant en avant, nous affirmons
          que le professeur ne peut forcer les élèves à adopter son
          interprétation et qu’il se doit d’observer les interprétations des
          élèves de manière à les aider à produire des interprétations
          partagées, par le collectif des élèves d’abord puis plus largement.
          Par un acte didactique d’institutionnalisation[17], le
          professeur garantit l’élargissement progressif des collectifs
          partageant une même interprétation pour une marque ou pour une
          représentation partagée.


          
Nos références et le principe de cet
            ouvrage

            

            11 Au principe de notre travail, nous avons repris
            des idées plus anciennes, issues principalement du Centre
            d’observation et de recherche sur l’enseignement des mathématiques
            (COREM)[18] à l’école Jules Michelet de Talence
            (Brousseau, 1984)[19]. De 1970 à 1999, une équipe de professeurs
            y travaillait au quotidien en collaboration avec une équipe de
            mathématiciens, sur tous les niveaux des huit années de la
            scolarité élémentaire, de la petite section de maternelle au CM2
            (5e année
            primaire). La plupart des travaux produits en didactique sur les
            premiers niveaux de l’enseignement des mathématiques ont utilisé
            ces résultats et la « théorie des situations didactiques » qui a
            permis de les produire, mais peu de chercheurs ont tenté de
            reprendre les expérimentations faites à l’école Jules Michelet,
            dans des conditions proches. Pour notre part, à Marseille, nous
            avons commencé avec deux professeurs de maternelle de l’école
            Kléber puis avec l’équipe des professeurs de l’école
            Saint-Charles, en classe de CE1, avant d’étendre progressivement
            notre collaboration à de très nombreuses écoles. Nous avons suivi
            les programmes 2008, qui apparaissaient à beaucoup comme un corset
            interdisant le travail didactique[20], afin de montrer
            que même ces programmes n’étaient qu’un texte régulateur laissant
            une part importante d’initiative à qui cherchait à ne pas les
            prendre au pied de la lettre mais bien à les interpréter.


            15 Ces programmes aussi, tout comme ceux de 2008, de
            2002, ou les précédents, devront être interprétés pour vivre
            (Chevallard, 1986). Ainsi espérons-nous donner aux professeurs et
            aux formateurs des éléments susceptibles de les aider à élaborer
            des interprétations de tout programme. Elles pourront être
            travaillées collectivement et, à terme, partagées, ce qui assurera
            une plus grande stabilité et une évolution raisonnée des choix
            d’enseignement.


            16 Nous avons donc repris les thèses des étudiants de
            Guy Brousseau et de l’équipe du COREM à l’université Bordeaux I[21], ainsi que les articles des revues Grand N
            ou Recherches en didactique des mathématiques
            qui y réfèrent et que nous citerons systématiquement. Nous pensons
            en particulier à Jacques Pérès (1984) parce que son travail a
            toujours été, pour Brousseau comme pour nous, exemplaire[22].
            Pour la maternelle nous pensons aussi au CDRom dû à Briand et al.
            (2004), à la thèse de 3e cycle du premier auteur (Briand, 1993),
            ainsi qu’à ses articles plus récents. Nous référerons aussi aux
            travaux doctoraux sur les nombres au CP (El Bouazzaoui, 1982)
            ainsi qu’aux manuels pour les élèves puis pour les maîtres écrits
            après leur stage en France au COREM, par Parra et Saiz (2009) en
            Argentine. Pour les niveaux suivants nous nous référerons à la
            vingtaine d’articles publiés par Brousseau lui-même ou ses
            collaborateurs dans la revue Grand N déjà citée. Ces
            articles sont aujourd’hui tous disponibles en ligne, soit sur le
            site personnel de Brousseau[23]
            soit sur le site de la revue[24]. Nous y ferons
            référence chaque fois que nous appuierons nos développements sur
            leurs résultats.


            21 Mais nous avons aussi repris des travaux
            francophones qui sont intégrés dans le mouvement mondial d’étude
            de l’enseignement élémentaire des mathématiques. En particulier
            sur les problèmes que cet enseignement pose et les moyens de
            l’améliorer (Boero et al., 1995 ; Chevallard et Bosch, 2000 ;
            Bartolini Bussi et Boni, 2003 ; Artigue, 2004 ; Chambris, 2008 ;
            Mounier, 2010 ; Boudart, 2012 ; Barrera Curin, 2012). Nous en
            rappellerons les résultats au fur et à mesure de nos
            développements.


            22 Reprendre des travaux connus pour les interpréter
            dans les conditions actuelles fut, pour les chercheurs que nous
            sommes, une manière d’éprouver sur le terrain de la pratique les
            contraintes externes, c’est-à-dire sociales, auxquelles doit
            satisfaire une proposition d’enseignement. Nous avons pu éprouver
            combien les lignes de force ont bougé en trente ans. En
            particulier nous avons dû adapter les réalisations du COREM à des
            conditions qui ne sont plus celles de la réforme moderniste des
            années 1970-1980, et de la gloire des mathématiciens qui l’avaient
            soutenue : les horaires ont diminué de presque le tiers, les
            enjeux ne sont plus les mêmes, les orientations anciennes ne font
            plus sens. Cependant, le discours des programmes de 2008
            apparaissait aux didacticiens comme l’un des plus réactionnaires
            jamais tenus depuis les temps où l’Union des professeurs et
            utilisateurs de mathématiques (UPUM), s’opposait durement à la
            réforme moderniste de 1970-1974[25].
            Il semblait à beaucoup impossible d’innover dans ces
            conditions.


            24 Afin de mieux présenter les conditions qui ont
            cependant guidé nos choix, orienté nos propositions et les
            observations que nous avons pu faire, nous commencerons donc par
            une analyse historique rapide des conditions épistémologiques et
            sociales de l’enseignement élémentaire des pratiques numériques,
            aujourd’hui, en France. Cette analyse qui pourra sans doute
            sembler partiale a pourtant trouvé dans la coopération avec les
            professeurs une forme de validation originale : elle est mobilisée
            dans les comptes rendus d’observation des enseignements que nous
            proposons, réalisons et observons, et qui ont été repris par ces
            derniers pour orienter leurs choix ultérieurs. L’institution des
            LEA[26] de l’ENS Lyon, entre chercheurs et
            professeurs d’école fortement soumis aux injonctions sociales, a
            été l’habitat du projet.


            26 Cela nous a conduits à développer des options
            innovantes dans le cadre des textes officiels de 2008. Elles sont
            cependant d’autant plus conformes aux programmes de 2016 que notre
            expérience a été reconnue lors de leur rédaction. C’était une
            expérience de plusieurs années, conduite sur l’ensemble de la
            scolarité élémentaire, qui nous a permis de faire des propositions
            au CNP (le Conseil national des programmes, mis en place en
            janvier 2014). Nous avons donc abouti, par notre collaboration
            étroite de plusieurs années avec les professeurs, à une forme de
            la transposition qui nous semble aujourd’hui
            stable. Il est alors réaliste de penser la transmettre.


            27 Nous avons intégré les dispositifs de recherche et
            de production de moyens d’enseignement des mathématiques soutenus
            par la DGESCO[27] : l’apport de
            ces structures plus larges nous a permis de valider certains de
            nos choix et d’apprendre de ceux des autres. Nous avons alors
            proposé aux professeurs volontaires des académies Aix-Marseille et
            Nice d’intégrer, sous la responsabilité des inspecteurs
            pédagogiques de circonscription, un dispositif expérimental qui
            permet le suivi et l’évaluation des propositions d’enseignement
            qui sont diffusées. Le dispositif devrait permettre leur évolution
            raisonnée sous le contrôle des acteurs de l’enseignement
            (Joffredo-Lebrun, 2016 ; Morellato, 2017), en particulier celui
            des professeurs et des élèves dans le cours de leur action
            conjointe, en classe.


            29 Nous développons ici une interprétation argumentée
            de ces propositions. Nous espérons que la forme rédactionnelle
            plus ouverte des programmes 2016 permettra des interprétations
            innovantes, une évolution collective des manières d’enseigner et
            le développement de travaux relatifs au contenu mathématique des
            enseignements : ce qu’avec cet ouvrage nous avons l’intention de
            promouvoir.

          

          


L’analyse préalable d’une question
            d’enseignement, les pratiques numériques

            

            30 Il est toujours difficile de s’attaquer à une
            question aussi socialement sensible que celle des pratiques
            numériques. C’est trop souvent en France un enjeu politique
            plutôt que scientifique. Ainsi, selon les variations de
            l’idéologie des responsables ministériels, ces pratiques se
            nomment « calcul » comme les objets élémentaires de l’instruction
            publique (lecture, écriture, calcul), « compter » comme dans les
            appels aux compétences du triplet mythique de ladite instruction,
            (lire, écrire, compter). Mais aussi « arithmétique », du terme qui
            désignait les problèmes ordinaires des pratiques sociales
            instruites du certificat d’études primaires, dans les ouvrages
            d’enseignement d’il y a un siècle. Pour faire plus savant, nous
            avons connu « Mathématique » comme dans la mathématique, à la
            mode du séminaire Bourbaki, en 1970. De nos jours, plus
            modestement mais comme au collège ou au lycée et c’est le signe
            d’un changement dans l’esprit même de l’enseignement élémentaire,
            on parle de « mathématiques ». C’est une nouveauté qui a
            profondément déstabilisé un système d’enseignement fondé
            précédemment sur la sélection des élites républicaines. L’école
            doit aujourd’hui préparer tous les jeunes d’une tranche d’âge aux
            études secondaires à venir, et cela demande une organisation
            nouvelle qui peine à être imaginée.


            31 Chaque désignation de la matière à étudier appelle
            une organisation différente du plan d’études proposé par les
            textes officiels. Mais quelle que soit cette organisation nous
            devons alerter notre lecteur sur un phénomène dont la réalité est
            difficile à cerner : tout comme les mathématiques selon Desanti,
            les textes
            devant réguler l’enseignement ne sont rien sans leur
            interprétation ordinaire, qui n’est pas écrite et ne peut pas
            l’être. Cette interprétation ne figure ni dans les
            commentaires officiels ou officieux de ces textes, ni dans les
            « livres du professeur », encore moins dans les « manuels à
            l’usage des élèves » qui sont organisés pour contraindre le
            travail du professeur. Elle se fait en pratique, par les décisions
            d’action successives d’un professeur et des élèves qui lui ont été
            assignés telle année, agissant ensemble pour étudier des
            mathématiques, et elle dépend de la manière dont élèves et
            professeurs comprennent les enjeux de cette discipline.


            32 Sans doute, livres et manuels visent à organiser
            les processus d’interprétation en désignant les tâches à proposer
            (du côté des professeurs) ou à exécuter (du côté des élèves), et
            surtout ils visent à proposer une interprétation conforme, qui
            définirait les systèmes d’attentes des professeurs envers les
            élèves et réciproquement. Mais ces ouvrages ne donnent ni les
            attendus des choix pédagogiques qui ont présidé à leur rédaction,
            ni même les attendus des choix épistémologiques. Selon Choquet
            (1961) les choix faits se parent toujours d’être naturels
            et, selon Revuz (1980), ils doivent effectivement être conformes à
            la vraie
            nature des mathématiques ou des autres corps de savoirs à
            enseigner. Mais cette « nature » dépend de conditions sociales qui
            sont comme son écosystème. Yves Chevallard a longtemps fait
            scandale[28] en montrant,
            dans son premier ouvrage, La transposition didactique (Chevallard,
            1985) les ressorts d’un phénomène qu’il étudie depuis trente ans
            (Chevallard, 1994, 2007). Trop souvent, les effets de la
            transposition sur l’organisation des mathématiques enseignées et
            les manières d’enseigner ne sont pas pensés, ce qui rend
            illusoires les injonctions bien pensantes des textes régulateurs.
            Chevallard a développé avec ses étudiants et collaborateurs de
            nombreuses études de cas de la transposition (Chevallard et
            Johsua, 1982 ; Rajoson, 1988 ; Chevallard et Bosch, 2000), et ses
            effets (Chevallard et Cirade, 2010). Les phénomènes commencent
            justement avec la rédaction des textes régulateurs d’un projet
            d’enseignement. Un tel projet est toujours, de nos jours, organisé
            « depuis les commencements » pour des élèves classés
            officiellement par âge. Car les élèves sont rassemblés en classes
            selon ce qu’ils sont supposés avoir appris. Les élèves sont
            donc définis par les groupes qu’ils ont antérieurement fréquentés
            ce que l’on appelle « leur niveau » d’enseignement (Chevallard et
            Mercier, 1987 ; Mercier, 2002).


            34 Pour ces raisons, nous tenterons de redonner un
            peu d’épaisseur aux textes régulateurs du premier enseignement
            des nombres que sont les programmes. La norme qu’ils définissent,
            souvent ressentie comme ensemble d’interdits, ouvre aux
            professeurs une grande liberté. Nous espérons donner ici aux
            professeurs des moyens de reconnaître et d’exercer la liberté de
            décision qui fait le bonheur de leur métier, en leur fournissant
            des éléments de jugement, pour qu’ils considèrent les textes
            réglementaires comme des textes régulateurs de leur action
            professionnelle. Ce que nous dirons pourra aussi être référé
            aux travaux, bien connus dans le monde anglo-saxon, de Shulman
            (2007) et de ses élèves. Ma (1999) est la plus célèbre, parce que
            sa comparaison des connaissances implicites des professeurs aux
            États-Unis et en République populaire de Chine a montré la dimension
            profondément culturelle des connaissances qui fondent les
            pratiques d’enseignement des professeurs et assurent la
            grande réussite des professeurs chinois – pourtant bien moins
            longtemps formés – et de leurs élèves. Son travail a conduit le
            NCMT (National Council of Mathematics Teachers) à
            refonder les textes fondateurs de l’enseignement des
            mathématiques, comme nous l’avons évoqué plus haut. Les effets
            commencent à se faire sentir (TIMSS, 2016). De nombreuses
            recherches se développent sur des idées proches de celles que nous
            défendons, nous citerons par exemple les travaux pionniers de
            Cobb, Yackel et Maclain (2000).


            35 Nous posons maintenant un principe générique de
            notre réflexion : l’action d’enseignement mobilise nécessairement
            ensemble professeur et élèves. C’est pourquoi les pratiques
            personnelles et sociales d’enquête et d’étude[29] des élèves que l’on peut observer chez
            eux comme à l’école sont tout aussi centrales que l’action
            enseignante, la formation et la culture des professeurs. Une
            analyse des questions d’enseignement qui cherche à permettre aux
            professeurs d’adapter leurs pratiques aux intérêts culturels des
            élèves et de leurs familles demande donc une enquête approfondie
            sur les situations dans lesquelles vivent les savoirs enseignés.
            Pour définir un enseignement il est nécessaire de juger de la
            connaissance sociale de ces situations par les familles et les
            élèves, et ce jugement est un élément essentiel de la connaissance
            professionnelle de ces situations par les professeurs.


            37 La question des nombres relève donc à notre avis
            de trois dimensions ; ce sont à la fois des objets techniques, des
            objets culturels, les éléments d’une discipline enseignée et
            étudiée. C’est pourquoi nous préférons donc poser notre question
            d’enseignement comme relevant de la transmission des pratiques
            numériques.


            38 C’est ce que nous allons tenter de rendre plus
            explicite. Nous commencerons par rappeler que le travail que nous
            engageons ici relève de ce que nous appelons « l’analyse a priori
            d’une question d’enseignement » (Mercier et Salin, 1988).
            Mais penser cette analyse comme un travail mathématique (relatif
            aux systèmes de nombres), cognitif (relatif à l’estimation des
            quantités ou à la manipulation des symboles), ou même
            épistémologique (relatif aux conditions historiques de l’invention
            de ces outils techniques que sont les nombres) nous semble
            réducteur. Nous explorerons ces trois phénomènes, qui pèsent
            fortement sur ce que peut faire l’école :


            – le premier rapport aux nombres relève de la
            culture environnante et l’école n’y peut presque rien ;


            – la description de la cognition numérique[30] réduit trop souvent la
            question à cette seule dimension ;


            – la description mathématique des nombres et des
            systèmes de nombres s’avère insuffisante à l’organisation de leur
            étude.


            40 Nous argumenterons ces trois affirmations avant de
            montrer que des travaux existent, qui permettent de mieux
            comprendre le problème dans ses dimensions sociales et dans ses
            spécifications locales. Nous montrerons alors que ces travaux ne
            se présentent pas comme « la solution de tous les problèmes posés
            de toute éternité ». Plus modestement et sérieusement, ils tentent
            de reproduire les recherches antérieures, pour les comprendre et
            en situer les acquis dans les conditions actuelles. Il s’agit de
            comprendre à la fois la nouveauté que des recherches ont apportée
            et la manière dont elles ont produit des réponses à des questions
            qui furent socialement vives, mais qui souvent sont devenues
            aujourd’hui silencieuses.


            41 Ainsi, nous nous souviendrons du fait que, en
            1684, parut la traduction des œuvres de Simon Stevin, de Bruges,
            décédé l’année précédente. Cette édition « revue corrigée et
            augmentée par Albert Girard », publiée à Leyde chez Bonaventure et
            Elsevier, était intitulée Mathématiques et comprenait six volumes. Le
            plan annonçait une Arithmétique, comprenant la traduction des
            six livres d’algèbre de Diophante, et La Pratique
            d’Arithmétique de Stevin, puis les mémoires mathématiques du
            Prince de Nassau comprenant une Cosmographie (doctrine
            des triangles, géographie et astronomie), une Pratique de Géométrie, un
            Art
            Pondéraire ou Statique, une Optique, et divers
            mémoires techniques. La pratique d’arithmétique était suivie de
            deux petits appendices. Dans le premier intitulé La Disme,
            Stevin montre comment un système de mesures unifié construit sur
            la base dix simplifierait tous les comptes utiles à la vie
            ordinaire et au commerce, parce qu’il permet des algorithmes
            opératoires simples. C’est un projet que réaliseront les savants
            européens à la Révolution française, deux siècles plus tard, le
            système métrique. Dans le deuxième intitulé Traité des incommensurables
            grandeurs, Stevin annonce « l’explication du dixième livre
            d’Euclide ». Nous sommes très modestement des héritiers de ce
            projet. D’abord, parce que nous devons enseigner à tous les enfants de chaque
            classe d’âge la numération décimale de position et les nombres
            décimaux, qui fondent toutes nos pratiques numériques
            ordinaires : les comptes et les calculs. Ensuite, parce que
            Stevin
            reprend les théories disponibles pour les comprendre à la mesure
            des problèmes mathématiques qui se posent quotidiennement aux
            citoyens de son pays, plutôt que de choisir le chemin inverse
            qui consiste à expliquer les mathématiques savantes avant d’en
            chercher l’utilité possible. Cela le conduit à commencer son
            arithmétique par ces deux définitions, données page 1 : I-
            Arithmétique est la science des nombres. II- Nombre est cela, par
            lequel s’explique la quantité de chacune chose. C’est
            pourquoi il commence par argumenter sur ce que « l’unité est
            nombre » et termine ainsi : « qui le nie fait comme celui qui nie
            qu’une pièce de pain soit du pain ». Stevin ne cherche donc ni
            métaphysique ni axiomatique mais dès la page 2, raconte ainsi
            l’histoire de cette invention, que nous donnons en français
            contemporain : « pour avoir intelligence de la quantité des
            choses, ils nommaient chaque chose simple, un ; et quand à la même
            était appliqué encore un autre, les appelaient ensemble deux ; et
            quand la proposée était divisée en parties égales, ils nommaient
            chacune partie demi, etc. Puis considérant que un, deux, trois,
            demi, tiers, etc. étaient noms propres et convenables pour
            l’explication de la dite quantité, ils ont vu qu’il était
            nécessaire de comprendre toutes ces espèces sous un genre, lequel
            ils appelaient nombre. » Il argumente, page 3 de ce même texte,
            « que nombre n’est point quantité discontinue », explique dans la
            foulée page 4 que « les caractères par lesquels se dénotent les
            nombres sont dix », et un peu plus loin, que « nombre arithmétique
            est celui qu’on explique sans adjectif de grandeur ». Les
            historiens (Waldegg, 2003) rendent compte de cette nouveauté
            extraordinaire, sachant que la tradition savante euclidienne
            conduisait à n’appeler nombres que les entiers, et à nommer
            fractions, décimaux, rationnels, irrationnels, mais jamais
            « nombres » les autres mesures des grandeurs. Lebesgue (1932),
            plus de trois siècles après Stevin, écrira ceci en introduction de
            son cours à l’École normale de Saint-Cloud, à l’intention des
            futurs professeurs : « nous disposons d’une définition complète du
            nombre : la description de l’opération qui le fournit. À cette
            définition expérimentale les hommes s’étaient plu à ajouter une
            mystique et une métaphysique. L’enseignement ne s’occupe plus de
            la mystique [...] Mais l’enseignement fait état de la
            métaphysique. Seulement, il ne l’utilise pas [...] comme c’est du
            travail que nous avons, je considère l’Arithmétique comme une
            science expérimentale au même titre que les autres ».


            42 Nous tenterons de suivre ces auteurs sur le chemin
            d’une construction mathématique qui puisse rendre compte
            complètement des pratiques élémentaires de mathématisation, en
            nous situant dans notre temps c’est-à-dire dans le cadre des
            pratiques numériques vivantes dans la culture quotidienne de notre
            société : celles que nous avons le devoir de les transmettre
            à nos enfants, celles qu’ils ont le droit de se voir
            officiellement enseigner.


            43 Ce faisant, nous n’oublions pas qu’il est
            impossible de reprendre directement les résultats anciens : pour
            être efficace il faut les reprendre dans les conditions nouvelles
            d’aujourd’hui, pour en retrouver l’esprit et le sens encore
            actuels, s’ils existent.

          
        

        





 14. Dans ce qui suit, Desanti fait usage des notions
          de nombre concret et de nombre abstrait. Les nombres
          considérés comme adjectifs cardinaux exprimant une quantité telle
          7 cm, 3 prunes ou 65 g étaient appelés autrefois des nombres
          concrets. En revanche « quatre » est un nombre abstrait parce qu’il
          ne mesure pas une grandeur matérielle donnée. Dans l’article
          « Concret » que Jean le Rond D’Alembert (1717-1783) publie dans le
          t. III (1752) de l’Encyclopédie ou dictionnaire raisonné des sciences,
          des arts et des métiers, on lit ainsi : « nombre concret est opposé à
          nombre
          abstrait : c’est un nombre par lequel on désigne telle ou telle
          chose en particulier. Voyez Abstrait. Ainsi quand je
          dis trois en général, sans l’appliquer à rien, c’est un nombre
          abstrait ; mais si je dis trois hommes, ou trois heures, ou trois piés,
          &c.
          trois
          devient alors un nombre concret ».






 15. L’axiomatique de Peano a été proposée en 1889 par
          le mathématicien italien Guiseppe Peano (1858-1932), qui a montré en
          substance que l’on peut caractériser l’ensemble de tous les nombres
          entiers à l’aide des « principes » (des axiomes) suivants : il
          existe un entier naturel noté 0 ; chaque entier naturel admet un
          autre entier naturel comme successeur ; 0 n’est le successeur
          d’aucun entier naturel ; si deux entiers naturels ont le même
          successeur, alors ils sont égaux ; si un sous-ensemble des entiers
          naturels contient 0 et s’il contient le successeur de tous ses
          éléments, alors ce sous-ensemble est exactement l’ensemble des
          entiers naturels.






 16. Pour être précis, dans de nombreuses situations,
          il est utile et parfois indispensable de se situer dans l’univers
          des marques comme s’il s’agissait d’un univers matériel, en oubliant
          que les marques désignent, comme nous le verrons lorsque nous
          étudierons les pratiques des marques numériques.






 17. Les didacticiens des mathématiques de langue
          française considèrent que les apprentissages relatifs aux savoirs
          socialement partagés sont les produits d’une pensée collective. À ce
          titre, ils peuvent être attribués à tel sujet, comme une de ses
          propriétés, par une institution qui en est en quelque sorte la
          gardienne. L’enseignement assure la transmission de ce patrimoine.
          Il prend différentes formes mais toujours, un des processus
          essentiels de l’enseignement consiste à montrer aux élèves qu’ils se
          sont intéressés à des savoirs identifiés, des savoirs qu’ils peuvent
          dorénavant partager avec d’autres acteurs sociaux (un élève d’une
          autre classe, un parent, etc.). C’est un processus que l’on qualifie
          d’instituant parce qu’il différencie l’élève,
          sujet d’une institution d’enseignement, de l’autodidacte qui sait
          mais n’a pas le soutien d’une institution pour faire valoir ce qu’il
          sait, et bien sûr de l’ignare qui ne sait pas même ce qu’il ignore.
          L’action professorale instituante a été nommée institutionnalisation.






 18. Le COREM fonctionne de 1970 à
            1999, en appui sur l’IREM de Bordeaux, d’une part, et l’école
            Jules-Michelet de Talence, élèves et professeurs, d’autre
            part.






 19. Voir ainsi sur
            le thème de l’énumération la conférence de Brousseau au congrès
            ICME 5 tenu du 24 au 30 août 1984 à Adélaïde (Australie), qui
            anticipe le travail doctoral de Joël Briand
            (1993),






 20. En 2008, les
            tenants d’un back to basics (retour aux fondamentaux) à la
            française ont pu imposer une évolution des programmes
            d’enseignements vers ce que l’on appelle « la méthode de
            Singapour » qu’ils considéraient comme proche de l’enseignement
            français des années 1930-1960 et que d’aucuns ont pu regarder un
            temps, surtout aux États-Unis, comme « mathématiquement correct »
            mathematically correct, sur le modèle du politically
            correct. Il s’agissait d’une réaction à la réforme moderniste
            liée pour eux aux errements d’après 1968, et aux
            « contre-réformes » qui ont suivi, tous les quatre ou cinq ans. Le
            mot d’ordre de ce mouvement n’était cependant plus le
            « lire-écrire-compter » de l’école primaire de leur enfance ou de
            celle de leurs parents, mais plutôt une grande insistance sur les
            algorithmes des quatre opérations arithmétiques. Sur le contenu de
            la méthode de Singapour, on pourra consulter l’article de
            Wikipedia, [https://en.wikipedia.org/wiki/Singapore_math ].
            Il indique notamment que « le développement de ce programme
            d’enseignement a commencé dans les années 1980, lorsque le
            ministère de l’Éducation commença à produire ses propres ouvrages
            d’enseignement, centrés sur les exercices de résolution de
            problèmes et le travail de modèles graphiques comme moyens de
            définir les opérations nécessaires. Ces ouvrages ont été repris
            d’abord aux USA au Canada et au Royaume Uni, en particulier par
            les parents cherchant comment enseigner par eux-mêmes à leurs
            enfants. Car les élèves de Singapour sont les mieux classés, aux
            niveaux 2 (CE) et 8 (5e) par l’étude Trends in International
            Mathematics and Science Studies (TIMSS) ». Ce que les
            évaluations de l’OCDE (PISA) confirment puisque les élèves de 15
            ans sont deuxièmes mondiaux. Nous donnons en annexe une
            description rapide de la méthode.






 21. Bien qu’elles ne soient plus
            diffusées par l’IREM de Bordeaux, il est possible d’en consulter
            des copies papier dans de nombreux IREM ou dans les bibliothèques
            des ESPE.






 22. Un large compte-rendu du
            mémoire doctoral de Jacques Pérès (IREM de Bordeaux, 1985) a été
            collectivement publié dans Grand N et il est donc disponible en ligne :
            [http://wwwirem.ujfgrenoble.fr/revues/revue_n/fic/37/37n1.pdf ],






 23. [http://guy-brousseau.com ].






 24. [http://wwwirem.ujfgrenoble.fr/spip/spip.php?rubrique21 ].
            La revue a publié 90 numéros, de 1973 à 2013, et elle poursuit
            avec régularité ; tous les articles sont en libre accès sur le
            site de l’IREM de Grenoble.






 25. C’est cette
            organisation qui, à notre connaissance, a la première mis en
            circulation en France l’histoire de la dégradation du problème
            standard de fin de scolarité élémentaire. En 1950 : « Un
            agriculteur sème des pommes de terre dans un champ de 12 ares 27
            centiares, dont le rendement moyen est de 43 kilos par are.
            Il compte vendre sa récolte au marché de gros, au tarif de 56 f le
            sac de 25 kg. 1) Quel est son chiffre d’affaires ? 2) Quel est le
            prix de revient de sa production de pommes de terre ? » En 1970 :
            « Un paysan sème un ensemble de patates de masse totale 43
            kilogrammes, qu’il a payées 10 francs ; il en récolte un ensemble
            de patates dont le cardinal est cinq fois plus grand. Sachant que
            les patates se vendent 0,50 franc au kilo, combien
            gagnera-t-il ? » En 1990 : « Un péizan riche ven des patats au
            marché noir. Souligne le mot patat et dis ce que tu panse de ce
            trafik. » D’autres organisations ont depuis repris la stratégie de
            désinformation et de peur qui était ici à l’œuvre, et que les
            réseaux dits sociaux relaient complaisamment.






 26. Les « lieux d’éducation
            associés » sont des établissements pour la coopération de la
            recherche et de la pratique, par exemple l’équipe des professeurs
            du LEA coopère avec des chercheurs de l’IFE sur un projet
            commun.






 27. Direction
            générale de l’enseignement scolaire.






 28. Le cas est tel que, comme
            Revuz qui semble croire à la possibilité d’une présentation
            naturelle des mathématiques, plusieurs mathématiciens impliqués
            dans les réformes de l’enseignement ont milité contre l’idée même
            de « transposition ». Le long texte argumentant leur position
            répétait si fréquemment le terme de « transposition didactique »
            afin d’en dénoncer l’idée horrible que durant plus de vingt ans,
            il a été référencé par Google avant l’ouvrage de Chevallard qui
            porte ce nom, ou celui de Verret qui introduit la notion dans le
            cas de la philosophie à l’université. Ces faits sont discutés plus
            en détail dans Mercier (2002).






 29. Nous pensons que le travail d’apprentissage
            demande ces deux gestes intellectuels bien pratiques, l’enquête
            sur les questions que l’on veut instruire, et l’étude des éléments
            apportés par l’enquête pour construire une réponse aux questions
            posées, ce qui en principe ouvre de nouvelles questions à
            instruire.






 30. La psychologie a beaucoup
            travaillé sur les questions de l’apprentissage des nombres, mais
            Piaget ou Bruner sont aujourd’hui fortement contestés et les
            apports de Vergnaud (1979) ne sont pas même cités ou
            discutés par les auteurs contemporains. La science du
            fonctionnement cérébral, permise par les techniques nouvelles
            d’imagerie, a produit selon des techniques expérimentales
            nouvelles des résultats relatifs à l’estimation des quantités qui
            ont été largement publiés dans le monde anglo-saxon. Ils sont
            connus en France depuis la publication d’un ouvrage de grande
            diffusion, La bosse des maths, qui bénéficie aujourd’hui
            d’une édition revue (Dehaene, 2010) dont nous discuterons plus
            loin les affirmations.












Chapitre II.
 Pour
          introduire à la question

          

          
Une observation exemplaire et les questions
            venues d’une première analyse

            

            Dans l’ascenseur, un
            enfant de 3 ans (élevé principalement par ses grands-parents)
            cherche à montrer aux voisins ses nouvelles connaissances, et
            déclare que le pack de bouteilles de lait qui est posé devant lui
            est « Bleu ! » « Et combien y a-t-il de bouteilles ? », demande le
            voisin, toujours intéressé à observer les pratiques numériques en
            situation que les petits enfants ont pu développer. « Un, deux,
            trois, quatre, cinq, six, huit, dix ! », répond l’enfant. « Non,
            six ! », lui dit la mère. Et l’enfant recommence en montrant bien
            qu’il compte (parallèlement à l’énoncé de chaque nombre il pointe
            une bouteille ou l’autre, de manière aléatoire) : « Un, deux,
            trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix. » Il est tout
            fier de lui car cette fois il pense avoir énoncé tous les nombres
            de la liste.


            44 Ainsi, socialement, un petit enfant montre qu’il
            « sait compter » en récitant la suite des noms de nombre qu’il
            connaît, en un peu plus tard en faisant le geste de dénombrement
            associé : il pointe les objets auxquels il attribue les noms. On
            observe aisément que pour les enfants, compter n’est pas « dire
            combien de [bouteilles de lait, canettes de bière, mouchoirs] il y
            a [dans un pack] » mais « nommer dans l’ordre les mots de la
            comptine » puis, plus tard, « nommer par les noms d’une comptine
            les objets d’une collection », les numéroter, comme le dit
            justement Rémy Brissiaud.


            45 Les chercheurs en cognitique[31] ont montré que
            de fait, les enfants de trois ans n’ont pas encore l’idée de ce
            qu’est « le nombre d’une collection » et que la réponse de
            l’enfant cité ici en exemple exemplaire est très certainement,
            pour lui, vide de sens numérique. Bien plus tard peut-être, compter
            pourra être pour cet enfant une action que l’on décrira
            ainsi : mettre en œuvre une technique supposant une mécanique de
            coordination qui assure la bijection d’une partie de la liste des
            noms de nombres (énoncés) à la liste des objets individués
            (pointés) de l’ensemble dont on mesure la grandeur en nombre ou
            puissance. Par cette technique, qui organise
            en une liste les éléments de l’ensemble mesuré, le dernier nom
            énoncé est le nom du cardinal de l’ensemble. Mais bien d’autres
            techniques sont disponibles dans l’univers des pratiques de
            mesurage du cardinal d’un ensemble. Si compter avait été pour
            l’enfant de notre exemple estimer le nombre, l’idée de nombre aurait eu
            du sens comme mesure de la grandeur. Comme les bouteilles du pack
            de lait sont rangées en rectangle de 3 × 2 (la configuration des
            points sur les dés ou les cartes à jouer), l’enfant aurait pu
            répondre après un coup d’œil sur le pack : « Ça fait six ! » ou
            « Il y en a six ! », tout comme il a pu dire « C’est bleu ! » ou
            « Il y a des bouteilles[32] ! ».


            48 Nous tirons plusieurs leçons de ce type
            d’observation, qui peut être renouvelé aisément au point que, à
            notre connaissance, personne ne l’a fait. Car cette observation
            relève d’une anthropologie des rapports aux nombres en France au
            début du troisième millénaire, mais pas de l’étude de la
            cognition, qui se fait en situation de laboratoire, dans des
            conditions contrôlées. Or, si comprendre la cognition des
            grandeurs est fondamental pour comprendre l’apprentissage des
            primates et savoir comment l’appareil cognitif s’est développé au
            cours de l’évolution, les professeurs ont affaire à des élèves. Ce
            ne sont pas seulement des petits d’homme, définis par leur capital
            évolutif inné, mais des enfants : des êtres sociaux qui ont, avant
            l’école et en même temps qu’à l’école, en famille, dans leur
            environnement, et aujourd’hui sur le web, des rapports aux
            pratiques numériques qui obéissent à des logiques culturelles
            multiples. Les dimensions parfois contradictoires de ces rapports
            ne sont pas réductibles à une construction mathématique ou
            cognitive, l’enseignement ne peut l’ignorer et notre exemple
            permet de le comprendre.


            49 D’abord, nous y voyons qu’en France tout au moins,
            les premiers enseignements numériques sont sans doute le fait des
            familles plutôt que de l’école. Et les familles n’enseignent pas
            les pratiques numériques en se fondant sur des observations
            systématiques. Elles enseignent comme cela se fait pour la plupart
            des pratiques culturelles : par l’encouragement à l’imitation
            de la partie visible de l’action experte, qui se fonde sur
            les gestes correspondant formellement à l’exécution de la
            technique. Cela vaut aussi bien pour la marche que pour le dessin
            ou l’écriture. Cela ne désigne pas à l’apprenti le problème à
            résoudre, comme on le constate lorsqu’il écrit son nom sans pour
            autant pouvoir en lire les syllabes dans un autre mot[33] ! Lorsque le frayage de l’apprenti au
            maître règle seul l’apprentissage, ce n’est qu’une fois le geste
            incorporé et en observant les résultats de sa production que
            l’apprenti peut comprendre ce qu’il fait ; et il n’apprend alors
            que s’il sait observer par lui-même. En d’autres termes, s’il a l’œil
            (qui fait voir non seulement ce qu’il faut faire, mais ce
            qu’il faut savoir pour décider quoi faire). Cette manière
            d’enseigner est une forme didactique peu technique, qui commande à
            la transposition c’est-à-dire au rapport épistémologique de
            l’apprenti à l’activité, à laquelle il ne s’acculture qu’en
            devenant membre d’un collectif conduisant des actions normées,
            traditionnelles et efficaces, mais silencieuses.


            51 Nous comprenons alors qu’il est très difficile
            d’aller contre la manière dont une société enseigne tout
            naturellement, parce que cette façon de faire n’est pas
            explicitement pensée et tient d’abord à la manière dont ce groupe
            social considère les enfants et les éduque. Par exemple, nous
            avons pu voir comment, depuis 1975 à peu près, les écoles
            maternelles qui se pensaient jusque-là sous la forme inventée
            collectivement par le corps des institutrices de maternelle et
            leur corps d’inspection, dans la ligne de Pauline Kergomard[34], ont perdu de la force instituante qui
            leur permettait d’imposer à la société une manière d’éducation qui
            n’allait pas toujours dans le sens de la plus grande pente
            sociale. Il aura suffi pour cela d’une réforme des contenus
            mathématiques d’une part, et d’autre part de l’arrêt de la
            formation d’un corps d’enseignement spécialisé, les institutrices
            de maternelle.


            53 Aujourd’hui les enseignants de maternelle sont des
            professeurs d’école qui ont demandé à être nommés sur ces classes,
            mais ils n’ont pas reçu de formation initiale spécialisée. Ils ne
            sont pas cadrés par l’appartenance à un corps institué spécifique
            partageant un système de pratiques et de valeurs. De ce fait, la
            manière ordinaire des familles est peu à peu devenue la manière de
            ces professeurs d’école, au moins dans leurs débuts. En affirmant
            cela, nous prolongeons le jugement de Durkheim (1911) paru dans
            l’article « Pédagogie » du dictionnaire de Ferdinand Buisson :


            « L’éducation en usage
            dans une société déterminée et considérée à un moment déterminé de
            son évolution, est un ensemble de pratiques, de manières de faire,
            de coutumes qui constituent des faits parfaitement définis et qui
            ont la même réalité que les autres faits sociaux. Ce ne sont pas,
            comme on l’a cru pendant longtemps, des combinaisons plus ou moins
            arbitraires et artificielles, qui ne doivent l’existence qu’à
            l’influence capricieuse de volontés toujours contingentes. Elles
            constituent, au contraire, de véritables institutions
            sociales [...]. Il n’est pas d’homme qui puisse faire qu’une
            société ait, à un moment donné, un autre système d’éducation que
            celui qui est impliqué dans sa structure, de même qu’il est
            impossible à un organisme vivant d’avoir d’autres organes et
            d’autres fonctions que ceux qui sont impliqués dans sa
            constitution. Si, à toutes les raisons qui ont été données à
            l’appui de cette conception il est nécessaire d’en ajouter de
            nouvelles, il suffit de prendre conscience de la force impérative
            avec laquelle ces pratiques s’imposent à nous. Il est vain de
            croire que nous élevons nos enfants comme nous voulons. Nous
            sommes forcés de suivre les règles qui règnent dans le milieu
            social où nous vivons. »


            54 Les travaux de Amigues et Zerbato-Poudou sur
            l’école maternelle montrent la difficulté à construire une école
            qui puisse inventer des formes spécifiques. Et notre
            interprétation anthropologique nous conduit à dire que les
            manières d’éduquer qui ont cours dans une société ne sont pas
            explicites. Cependant, ces manières éduquent les enfants bien plus
            efficacement que les techniques volontaires, toujours en
            déséquilibre avec les formes sociales qui vivent dans l’écologie
            complexe des rapports sociaux, dans une société ou un groupe
            social spécifié par son lieu, son temps, son histoire et sa
            mémoire. Les professeurs arrivent parfois à s’en libérer
            partiellement, mais il leur faut près de dix années avant qu’ils
            puissent trouver à se former par la fréquentation de leurs
            collègues et leur effort d’observation des élèves et d’étude
            personnelle. Hélas, ils se trouvent alors autodidactes, en peine
            de rendre compte de leurs choix ou d’en changer si nécessaire.


            55 Alors, les élèves à qui l’on demande de compter,
            fussent-ils depuis trois ans en maternelle, procèdent selon les
            attentes de la société et souvent, de leurs professeurs. Ils
            récitent la comptine au rythme de leur mémoire et si cela relève
            pour eux d’un automatisme bien réglé, ils arrivent à désigner
            parallèlement les objets à compter. Ils peuvent même savoir
            s’arrêter à bon escient. Si l’ensemble à dénombrer est plus
            important que leur connaissance de la liste des adjectifs numéraux
            qu’ils connaissent, on peut observer chez les plus grands, entre
            vingt et trente et plus tard après soixante, les mêmes types
            d’erreurs que chez les touts petits qui les produisent dès le
            quatrième objet. Mais il y a des compétences qu’en France au moins
            le terme de « compter » n’appelle pas aisément :


            – par exemple, l’estimation de la grandeur
            d’une collection d’objets, qui permet de dire qu’il y a sans
            doute une trentaine d’élèves dans la cour, ou un millier de
            manifestants devant la préfecture ;


            – par exemple, lorsque la réponse doit être
            précise,
            l’énumération régulée des objets d’une collection qui la
            transforme en liste dénombrable, comme c’est le cas à la
            sortie du métro avec les portillons qui ne laissent passer qu’une
            personne à la fois et permettent donc de donner précisément la
            fréquentation d’une station ;


            – par exemple, dans le cas de certaines
            collections nombreuses dont on connaît le nombre d’éléments la
            détermination du résultat d’une augmentation ou diminution ;
            c’est le cas lorsque dans une réception où sont prévus 74
            invités, l’appel d’un invité indique qu’il est accompagné de trois
            personnes, ou lorsque dans une classe de grande section de
            maternelle où sont présents 27 élèves, un
            retardataire arrive et le maître demande : « Quel est maintenant
            le nombre d’élèves dans la classe ? »


            56 Or, on constate dans ce dernier cas que, plutôt
            que s’appuyer sur le compte connu, les jeunes enfants et les
            jeunes élèves semblent obstinément penser qu’il leur faut, en cas
            d’erreur manifeste ou de transformation de la collection, recompter en mettant en avant leur maîtrise
            de la récitation des noms des nombres. C’est pour nous un effet de
            l’orientation de leur premier rapport aux nombres, un effet des
            enseignements qui leur sont socialement donnés.


            57 Voici encore un exemple : lorsqu’il s’agit de
            déterminer la date de naissance d’une personne dont on connaît
            l’âge, ou inversement l’âge d’une personne dont on connaît la date
            de naissance, rares sont ceux qui opèrent tout simplement une
            soustraction. L’opération semble toujours coûteuse, difficile à
            contrôler, et souvent il semble qu’elle ne soit pas même
            envisagée : chacun surcompte sur ses doigts.


            58 Bref, les descriptions des premiers rapports des
            enfants de nos sociétés à la grandeur des collections d’objets ne
            nous informent pas sur les obstacles cognitifs qu’ils auraient à
            surmonter. Elles nous informent plutôt sur leurs tentatives pour
            donner une efficacité et du sens aux pratiques conformes qu’ils
            tentent de montrer en réponse aux injonctions à compter qui leur
            sont régulièrement faites par les adultes attentifs.


            59 L’identification des compétences élémentaires au
            développement des pratiques numériques constitue pourtant un
            résultat essentiel des travaux de recherche en cognitique d’un
            côté et des travaux de recherche en didactique de l’autre, mais
            ces apports sont restés lettre morte, dans la société civile ou
            laïque comme trop souvent dans la société des clercs, les
            professeurs.


            60 Cet ouvrage a l’ambition d’aider le lecteur à
            comprendre les résultats qui ont été acquis, et comment
            l’enseignement peut s’en emparer pour sortir d’une position
            soumise aux allants de soi venus d’une ignorance socialement bien
            partagée sur les systèmes de nombres et les chemins de leur
            acquisition. Mais cela ne suffit pas et nous allons aussi montrer
            comment
            penser les types d’activités qu’il est possible de proposer aux
            élèves si l’on cherche, en professionnel de l’enseignement, à
            améliorer leur entrée dans des pratiques mathématiques qui fassent
            sens pour eux, et à améliorer à la fois leur réussite, la manière
            dont ils apprécient les usages des mathématiques, et leur rapport
            personnel à ces usages.


            61 Ainsi, lorsque les élèves d’aujourd’hui arrivent
            au CP, la plupart connaissent les noms de nombres[35] jusqu’à 30 et les écrivent
            (Barrouillet et al., 2008). C’est un phénomène qui est
            tout à fait récent et il a selon nous une origine à la fois
            sociale et scolaire. En effet, les pratiques de l’école maternelle
            ont fortement évolué ces trente dernières années.

          

          


Un petit retour en arrière pour situer le
            problème

            

            63 Dans les années 1950 et jusques aux années 1980
            du siècle dernier, il était quasi impensable d’enseigner par
            avance à l’école maternelle des savoirs du programme de l’école
            élémentaire (Zerbato-Poudou, 2001). Mais on peut voir arriver à
            cette époque dans une revue professionnelle à l’interface de la
            recherche en didactique des mathématiques comme Grand N,
            des propositions intitulées activités mathématiques pour
            la maternelle. Le premier article de cette revue sur la
            maternelle date en effet du numéro 18, en 1979, et s’intitule de
            manière évocatrice : « Au point zéro de la formation mathématique
            à l’école maternelle ». C’est une lecture critique du no 89 de la
            collection INRP intitulée « Recherches pédagogiques », qui fut à
            notre connaissance la première publication à prétention
            expérimentale entièrement consacrée aux commencements des
            mathématiques dans l’esprit de la réforme moderniste de l’époque.
            Grand
            N, « revue de mathématiques et de sciences à l’intention des
            instituteurs et de leurs formateurs » créée par l’IREM de Grenoble
            en 1973, a bien naturellement accompagné la réforme moderniste, et
            encore aujourd’hui, la revue accompagne l’évolution des
            programmes. Ainsi, en 1974, le premier article sur les nombres
            au CP commençait par ces mots :


            « Dans le programme du
            2 janvier 1970, les activités de classement et de rangement
            précèdent l’étude des nombres. Un des objectifs de ces activités
            est de favoriser la conception du nombre chez l’enfant »
            (Guillerault, 1974).


            64 Il s’agit, lorsqu’alors on parle du concept de
            nombre, d’éprouver le fait que les nombres désignent des
            classes d’équivalence d’ensembles par leur équipotence[36]. En
            effet, on ne parlait plus de mesure de la
            grandeur d’une collection d’objets, puisque toute collection
            était pensée comme « ensemble ». La notion de nombre (que l’on
            qualifiait souvent de naturel pour indiquer son ensemble de
            référence, IN) désigne la numérosité des ensembles
            finis. Elle avait été remplacée par la notion plus large de cardinal, qui permettait de désigner aussi
            la numérosité d’un ensemble infini. La notion étendue de
            numérosité était alors nommée la puissance. C’est une
            propriété des ensembles. Dans ces conditions, deux ensembles ont
            le même cardinal (i. e. : appartiennent à la même classe
            d’équivalence et ont donc même puissance) si on peut mettre leurs
            éléments en correspondance par une bijection. Pour les
            élèves, la bijection était une simple comparaison terme à
            terme, qui montrait que deux ensembles finis relèvent du même
            cardinal, fini (un nombre). Alors, ces deux ensembles pouvaient
            être rangés dans la même classe, qui portait le nom de leur
            cardinal commun.


            66 À cette époque au CP, ces manipulations portent
            sur des ensembles dont le cardinal est de l’ordre de la dizaine.
            Les relations d’inclusion des ensembles permettent de former les
            relations d’ordre entre les cardinaux. Ainsi, les élèves pouvaient
            dire que l’ensemble des garçons de la classe est inclus dans
            l’ensemble des élèves de la classe, et que le cardinal de
            l’ensemble des garçons de la classe est donc inférieur ou égal au
            cardinal de l’ensemble des élèves de la classe. Les mathématiciens
            pour leur part pouvaient montrer une propriété autrement
            intéressante. L’ensemble P des nombres pairs est bien sûr inclus
            dans l’ensemble des nombres entiers IN, et le cardinal de P est
            donc inférieur ou égal à celui de IN. Mais comme tout nombre pair
            2n est double d’un nombre entier, très précisément double de n ;
            on peut définir une bijection entre les deux ensembles. Le
            cardinal de P (qui n’est pas un nombre entier) est donc égal à
            celui de IN (qui n’est pas non plus un nombre entier puisque c’est
            l’infini dénombrable). Les deux ensembles P et IN, qui sont
            infinis, ont donc la même puissance, celle de l’infini
            dénombrable, notée ℵ0,. C’est un cardinal mais
            pas un nombre parce qu’on ne peut l’intégrer dans une opération
            ordinaire : en particulier, ℵ0 + 1 = ℵ0 car ce cardinal n’a pas de successeur, et
            on montre que ℵ0 × ℵ0. = ℵ0 en donnant un procédé qui conduit à la
            liste de tous les éléments de ce produit : son cardinal est donc
            dénombrable.


            
Le problème porté par la transposition
              moderniste

              

              67 La définition de ces entités abstraites, les
              nombres dits « entiers naturels » est si loin des questions de
              grandeurs et de mesure, qu’on a pu lire la définition suivante
              des « cardinaux », en référence implicite aux définitions des
              langages informatiques (Knuth, 1968) :


              – l’ensemble des
              nombres connus est d’abord vide, et se note ∅ nommons alors 0 le
              cardinal de cet ensemble, Card (∅) = 0 ;


              – l’ensemble des
              nombres connus est alors A, A = {0}, Card (A) = 1 ;
              l’ensemble des nombres connus est alors B, B = {0, 1},
              Card (B) = 2 ; l’ensemble des nombres connus est
              alors C = {0, 1, 2}, Card (C) = 3 ; etc.,


              68 Elle a été considérée comme particulièrement
              économique puisque tous les cardinaux sont produits à partir
              d’une seule notion, celle d’ensemble, d’un seul objet initial,
              l’ensemble vide, et d’une seule règle de formation. Les éléments
              des ensembles successifs étant les cardinaux précédemment
              définis, la liste se fabrique à partir de l’idée de successeur,
              et de celle de premier nombre, 0, qui est « le nombre
              des nombres connus quand aucun nombre n’est connu ». Il suffit
              alors d’ajouter que « tout nombre entier a un successeur unique,
              qui est le cardinal de l’ensemble des cardinaux connus jusqu’à
              lui », définition valable pour tout entier, 0 compris. Alors le
              nombre a + 1 est « le nombre de nombres connus quand
              le dernier nombre connu est a » et l’on comprend la question
              maladroite du professeur de Desanti, qui s’intéresse au
              successeur de a.


              69 Les entiers naturels ont ainsi une définition
              proprement mathématique, au plus près des pratiques
              informatiques. Le seul ennui est que les nombres ainsi définis
              comptent... les nombres, ce qui est de peu d’utilité même en
              mathématiques ! Il faudra pourtant un jour finir par dire aux
              humains qui utilisent les calculateurs automatiques construits
              selon les règles proposées par Knuth, pourquoi ces calculs ont
              un intérêt c’est-à-dire d’abord, comment les nombres
              permettent (entre autres usages) d’estimer les grandeurs.
              Il faudra pour cela enseigner et étudier explicitement à l’école
              des procédés pratiques de mesurage, pour d’autres ensembles que
              les ensembles de nombres entiers rangés depuis 0 et
              par ordre croissant.


              70 Mais d’autres problèmes se sont posés. Ainsi,
              dans le fac-similé de la page 18 de l’ouvrage pour le CP publié
              par Brousseau (1965) ci-dessous, avant donc qu’il ait commencé à
              travailler en didacticien, on peut voir que chaque page comprend
              4 zones. Dans la première, on trouve des indications
              contractuelles permettant de comprendre et se souvenir sans
              avoir besoin de lire les demandes de la page. Ainsi, on rappelle
              que « deux paires », cela va dans « la boîte de 2 », « trois
              chapeaux », c’est « entre 2 et 4 », que « quatre fruits » va
              dans la boîte de 4, et que « quatre ballons » correspondent à
              « quatre chiens » donc les deux « vont dans la boîte de 4 ».
              Dans les autres, des exercices à réaliser directement sur le
              document fourni, qui fonctionne donc comme un « fichier à
              remplir ».
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              Illustration 1. – Page
              18 du manuel de CP de G. Brousseau


              71 Page 18 donc, la relation d’équivalence est
              remplacée par une boîte dans laquelle les ensembles sont
              rangés
              selon leur cardinal. De ce fait, les élèves ne mesurent pas
              la numérosité des ensembles, ils « rangent les ensembles dans la
              boîte de leur cardinal ». Puis au premier exercice donné, le
              texte en marge donne une consigne : « Dans quelle boîte mets-tu
              ces ensembles ? », et les élèves ont à écrire 2 ou
              4
              selon le cas. Bien sûr un dernier ensemble de mesure 3 est
              proposé. L’exercice suivant demande : « Réalise avec des images
              des ensembles figurant dans la boîte de 2, 4, ou
              3 » et le dernier, « Dessine des ensembles de jetons qui
              vont dans la boîte indiquée (3, 4, ou 5) ».


              72 Plus loin, page 21 ci-dessous, le premier
              exercice propose de montrer terme à terme les correspondances
              entre les éléments des ensembles qui vont dans la même
              boîte (de 3, ou 5).
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              Illustration 2. – Page
              21 du manuel de CP de G. Brousseau
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              Illustration 3. – Page
              22 du manuel de CP de G. Brousseau


              73 Le deuxième exercice propose d’écrire, à côté
              des ensembles proposés, le nom de la boîte où ils sont rangés.
              Le suivant demande de réaliser des ensembles qui iraient dans
              telle boîte ou dans telle autre, et le dernier exercice demande
              d’entourer, dans un ensemble comprenant de nombreux éléments,
              des ensembles partiels qui iraient dans la boîte de 3, ou
              dans la boîte de 5. On remarque que sur l’exemple donné
              page 21 en bas, figure le corrigé per ante. C’est donc
              une indication à utiliser en raison du contrat didactique,
              qui veut que le professeur indique aux élèves de quoi
              identifier la réponse qu’il attend, parmi les réponses
              possibles, les ensembles choisis ont une intersection non
              vide : un même élément peut être pris dans plusieurs ensembles
              et ainsi compter plusieurs fois, pourrait-on dire. C’est qu’il
              s’agit seulement de fabriquer des sous-ensembles de cardinal
              donné. Mais à la page 22 le professeur annonce que le signe de
              la boîte (3, ou 5 pour les cas précédents) s’appelle le nombre
              (le cardinal) de chaque ensemble. La consigne change alors,
              et le dernier exercice demande de « découper dans une plaque de
              boutons des ensembles de 4 boutons », ce qui ne permet pas le
              recouvrement des parts comme dans le cas précédent. C’est que
              maintenant 4 boutons, c’est le nombre des boutons que
              compte chacune des parts découpées : or dans le cas matériel
              évoqué, un bouton ne peut appartenir à deux parts distinctes et
              donc, être compté deux fois. Les parts sont des sous-ensembles
              distincts et même séparés, elles constituent une partition de
              l’ensemble des boutons. Mais tout cela est nécessairement
              implicite et ce fut le grand problème de cette réforme : seuls
              les mathématiciens pouvaient comprendre et contrôler les
              explications fournies, et même si quelques-uns des meilleurs
              élèves y arrivaient, ce n’était pas le cas général, ni celui de
              leurs professeurs, ni celui des parents.


              74 En parallèle, à la même époque, l’enseignement
              se propose d’engager les élèves à étudier les systèmes de
              numération en lien avec les groupements systématiques des
              éléments d’un ensemble en sous-ensembles de cardinal dix (des
              dizaines) ou de toute autre valeur
              convenue et un sous-ensemble d’éléments restés isolés ou unités. D’autres « systèmes de base », non
              décimaux, comme la base deux des systèmes informatiques, sont
              donc étudiés de manière à garantir que tous les élèves aient
              compris le problème de désignation des cardinaux (les entiers
              dits naturels) que résout l’écriture décimale de
              position.


              75 Une conséquence malheureuse de cette
              organisation est que les techniques de dénombrement, qui
              permettent de résoudre le problème du mesurage de la grandeur
              des collections d’objets, ne sont, de fait, pas enseignées. On
              ne s’intéresse qu’au « concept de nombre » comme disent les
              psychologues de l’époque, ou aux « cardinaux » comme disent les
              mathématiciens. Mais ce qui fonde la compréhension de ces
              concepts n’est pas identifié, et les pratiques qui pourraient
              accompagner leur développement sont inconnues. L’ignorance des
              phénomènes de transposition laisse croire que l’on peut
              présenter des constructions mathématiques délicates par le moyen
              de métaphores : comme si l’on pensait que les élèves corrigeront
              d’eux-mêmes, au cours de leur développement ! Et le plus
              surprenant de l’affaire est semble-t-il que certains élèves
              l’ont fait, puisque nous n’avons pas manqué brutalement de
              mathématiciens ou de professeurs de mathématiques.


              76 Dans ces conditions, l’enseignement proposé
              porte sur les propriétés opératoires des systèmes symboliques et
              en première année primaire, les élèves étudient leurs avatars
              manipulables, les opérations matérielles sur des ensembles
              d’objets : intersection, réunion, et le cas échéant,
              complémentation. Les enfants développeront ainsi la logique
              formelle sous-jacente aux manipulations concrètes : les
              connecteurs logiques et, ou, non
              correspondant à l’intersection, la réunion, la
              complémentation. Mais trop souvent les manipulations sont
              limitées à leur évocation par des manipulations de dessins qui
              ont difficilement une fonction iconique, comme nous l’avons
              observé rapidement dans l’ouvrage de Brousseau évoqué
              ci-dessus.


              77 Nous reviendrons sur ce point essentiel, mais
              disons tout de suite que nous appellerons numérosité la grandeur
              spécifique des ensembles d’objets individuels, pour rappeler que
              la
              mesure de cette grandeur est un nombre, un entier
              naturel. Nous empruntons notamment à Izard (2006) le
              néologisme numérosité qui désigne une propriété des groupes
              d’objets à laquelle le cerveau humain ou animal est sensible :
              les réactions des sujets observés diffèrent selon que les objets
              du groupe sont plus ou moins nombreux. Le lecteur aura remarqué
              que nous suivons aussi l’usage de Chevallard (2015) en appelant
              collections ces ensembles. Il s’agit de
              rappeler que le mesurage effectif de la numérosité d’un
              ensemble demande qu’il soit organisé en une liste, et mis ainsi en
              correspondance terme à terme avec une partie connexe de la liste
              des entiers naturels soit, au sens propre, dénombré.

            

            


Les commencements de l’enseignement dans
              la transposition moderniste

              

              78 En 1977, l’INRP et son groupe de recherche et
              d’intervention pour le premier degré publient un « point de
              départ mathématique au point de départ maternelles », 160 pages
              qui constituent le no 89 de la collection « Recherches
              pédagogiques ». La critique de cet ouvrage collectif qui est
              faite dans Grand N s’intitule : « Au point zéro de la
              formation mathématique » (Daniau, 1977). L’auteur se réjouit de
              ce que ce point zéro soit fondé sur l’étude de l’espace, du
              temps et des opérations matérielles sur ces deux espèces de
              grandeurs, et non pas sur l’étude des nombres. L’ouvrage étudié
              ne propose en effet que quelques activités dites « prénumériques
              et numériques » qui anticipent sur la numération de position en
              proposant aux élèves des jeux d’échanges du type « un jeton
              rouge contre quatre jetons jaunes ». L’auteur de la recension,
              qui a déjà fait pour la même revue la critique d’autres
              publications (Daniau, 1975), affirmait que c’est dans les
              activités préalables de rangement et de classement, opérations
              matérielles sur les éléments des ensembles, qu’il faut chercher
              le point initial de toute formation en maternelle. Pour ce
              tenant de la doxa piagétienne, les activités mobilisent
              sous leur forme concrète les opérations élémentaires ainsi que
              les relations d’ordre et d’équivalence, qui sont donc explorées
              comme opérations sur des ensembles d’éléments.
              Il est intéressant de penser que les mathématiciens de l’époque
              considèrent à l’inverse que ces opérations matérielles
              (appartenance d’un objet à un ensemble, réunion, intersection
              d’ensembles, inclusion, disjonction) sont des modèles pour les
              opérations logiques du calcul des propositions. La forme
              semblable des calculs sur les objets et les symboles donne à
              penser que les sujets cognitifs passeront tout naturellement des
              uns aux autres, le rapport de modèle à système étant la clé du
              mouvement attendu. Mais cette similitude s’avérera n’exister que
              dans les descriptions des deux formes de pratique concrète et
              formelle, et ce sera le point d’attaque contre l’approche
              structuraliste piagétienne des questions d’enseignement.


              79 La critique de Jean Daniau était donc sévère
              pour l’ouvrage collectif de Thirioux et al. (1975), paru
              deux ans plus tôt :


              « Une troisième
              observation sera pour critiquer fermement le parti qu’ont pris
              les auteurs en consacrant, dans un manuel s’adressant aux
              institutrices d’école maternelle, une quarantaine de séquences
              (soit à peu près le tiers de l’ouvrage) à décrire des activités
              numériques. On peut certes regretter que l’arrêté du 2 janvier
              1970 et les commentaires qui l’accompagnent restent muets (ou
              presque) sur le contenu de l’enseignement prémathématique (une
              laconique allusion aux activités de classement et de rangement
              ne saurait suffire) ; de ce fait, est toujours théoriquement en
              vigueur le décret du 15 juillet 1921 qui ne prévoit rien moins,
              pour la grande section d’école maternelle, que l’étude des
              nombres jusqu’à 50 et des exercices de calcul mental...
              (avec) addition, soustraction, multiplication et divisions !!!
              Cette inconséquence des textes officiels autorise toutes les
              interprétations inflationnistes au niveau de l’enseignement
              prémathématique. C’est ce qu’ont fait les auteurs du manuel en
              question qui ont cru bon d’anticiper très largement sur le
              programme du cours préparatoire. »


              80 Pour les didacticiens dont le raisonnement se
              fondait sur la psychologie cognitive, majoritaires à cette
              époque, le travail de Piaget met en évidence les stades du
              développement de la capacité à former les opérations logiques.
              Ce sont donc les opérations concrètes sur les groupements
              d’objets qui sont premières dans le processus développemental et
              fondent les opérations sur les cardinaux de ces ensembles. Or
              les cardinaux sont, pour les élèves de l’enseignement
              élémentaire, les cardinaux finis : les nombres entiers naturels
              (Adda, 1996). Le lien entre cardinaux et nombres doit donc être
              laissé au CP. Sur cette question aujourd’hui forclose, l’auteur
              écrit encore ceci :


              « Sans doute les
              auteurs se justifient-ils en invoquant deux raisons :
–  d’une part, il n’y a pas lieu de laisser
              l’enfant se faire une idée du nombre seulement d’après ce qu’il
              entend en dehors de l’école ;
–  d’autre
              part le nombre est un outil... un moyen fécond de développer la
              pensée logique : d’ailleurs ajoutent-ils, “nous avons retenu les
              exercices pour lesquels l’expérimentation a donné des résultats
              convenables”.
À cela il est facile de
              répondre, en premier lieu, que la prise en compte de
              l’expérience extrascolaire des enfants (et il n’est pas question
              de nier que les nombres et leur écriture font partie de cette
              expérience) ne saurait déboucher, à toute force, sur un
              apprentissage systématique des nombres. Il me semble au
              contraire, que des activités simples reposant sur la perception
              globale de quelques collections comptant cinq ou six éléments,
              sur la récitation de comptines, sur l’organisation de jeux dans
              la cour (se grouper par deux, par trois, par quatre, par cinq),
              ou sur l’examen journalier de l’éphéméride, suffisent à mettre
              de l’ordre sur les informations reçues dans la famille et dans
              la rue et à éventuellement fixer quelques connaissances qui
              seront réinvesties plus tard » (Daniau, 1975).


              81 Dans le même temps ou presque, comme s’ils
              ignoraient volontairement ce qui s’enseigne en classe au nom de
              la psychologie, certains psychologues observent « le
              développement de la comptine et des techniques du comptage »,
              une pratique en relation avec les usages sociaux des nombres et
              dont le sens mathématique peut parfois être lié avec
              l’apparition de l’itération de l’unité (Chichignoud, 1985). Il
              est intéressant de noter que cet usage est en accord avec les
              pratiques d’enseignement stabilisées par la pédagogie des
              mathématiques dans la première partie du xxe siècle, et que la
              psychologie anglo-saxonne s’intéresse à ces questions (Fuson et
              al., 1982) sans s’occuper de la réforme moderniste.
              Parallèlement il semble que les chercheurs qui publient dans IN
              et qui pour leur grande majorité sont les hérauts de la réforme
              moderniste, considèrent que l’école n’a pas besoin d’intervenir
              sur des questions qui relèvent du développement : nous prendrons
              l’article de Comiti (1980) comme exemple exemplaire de cela,
              dans IN. Pour ces auteurs comme pour l’ensemble
              des auteurs de l’époque, le travail numérique semble commencer au CP
              avec l’étude de la numération c’est-à-dire avec les
              systèmes d’écriture des nombres qui fondent la possibilité du
              calcul. De fait, les contre-réformes arrivent en réaction à la
              réforme moderniste et il faudra bientôt rechercher une norme
              nouvelle, qui conduira sans plus de manières ou de débats au
              retour de pratiques numériques qui auraient l’air naturel parce
              qu’elles sont socialement reconnues, en maternelle.


              82 Cependant, de 1980 à 1984, l’IREM de Bordeaux
              publie collectivement le travail conduit au COREM, en
              maternelle. L’ensemble de ces textes est aujourd’hui
              complètement référencé, et a été réalisé par la responsable de
              ces recherches en collaboration avec Guy Brousseau lui-même[37].
              Le titre de la thèse qui, après plus de dix ans
              d’expérimentation, en rend compte par l’observation des
              productions d’élèves, tout au long d’une année (Pérès, 1984),
              est explicite : L’utilisation d’une théorie des situations en
              vue de l’identification de phénomènes didactiques au cours d’une
              activité d’apprentissage scolaire : construction d’un code de
              désignation d’objets à l’école maternelle. Cette fois, les
              opérations logiques sont étudiées comme processus anticipant le
              travail à proprement parler numérique, mais la production d’un
              code
              commun de désignation est centrale. C’est une telle
              nouveauté qu’aujourd’hui encore plusieurs équipes ont repris la
              recherche initiale avec des regards nouveaux (Leutenegger,
              Forget et Schubauer-Leoni, 2007), et que des questions sont
              encore ouvertes. Nous consacrerons un chapitre entier à ce
              travail pour identifier les dimensions psychologiques,
              épistémologiques et sociales des représentations iconiques puis
              symboliques qui y sont au travail.


              84 Les premiers dessins des enfants tout autant
              que les graphismes des sociétés dites « sans écriture », mais
              aussi les schémas, les tracés géométriques et le dessin
              industriel, les systèmes d’écriture et les systèmes de
              numération, ainsi que l’algèbre font partie des représentations
              qui permettent le raisonnement ou le calcul. Ce ne sont pas,
              comme on a pu le penser dans un courant philosophie ancien et
              profond, des transcriptions graphiques du Verbe, la langue
              parlée supposée proche de la pensée. L’anthropologue Goody
              (1979) comme l’historien Detienne (2000) ou l’épistémologue
              Serfati (2005a) ont montré, chacun dans son domaine, comment l’apparition des systèmes de représentation a
              changé la pensée en produisant une nouvelle matière à
              penser, les objets symboliques.

            

            


L’énumération, technique de mesurage des
              collections

              

              85 Les chercheurs du COREM vont révolutionner
              notre manière de penser l’enseignement des pratiques numériques
              élémentaires, en montrant qu’il existe une opération matérielle
              et intellectuelle préalable au dénombrement d’un ensemble
              d’objets. Cette opération n’a pas été décrite par les
              mathématiciens, mais l’observation des élèves en montre la
              prégnance dans le moment où les opérations de pensée qui leur
              sont demandées portent sur des objets matériels. Par exemple,
              lorsque des enfants ou des adultes peu aguerris sur le problème
              tentent de déterminer précisément la numérosité de deux
              ensembles en les comparant terme à terme. Imaginons, comme
              Claire Margolinas l’a imaginé et observé, que l’un des ensembles
              soit constitué de ballons et l’autre d’élèves à qui les
              attribuer, ou comme on peut l’observer dans une opération des
              Restaurants du Cœur, d’attribuer un colis alimentaire à une
              population en manque de nourriture. Impossible sans mettre les
              élèves en rang et sans organiser le déballage des ballons un par
              un ; sans organiser une file d’attente et une distribution. Il
              s’agit de ce que nous appellerons ici la transformation d’un
              groupement d’objets en collection, par constitution de la liste
              (matérielle ou symbolique) de ses éléments. Les chercheurs
              qui en observent l’importance l’appellent énumération. C’est une
              opération matérielle et un mouvement de pensée qui peut être
              proposé en préalable au dénombrement des collections parce qu’il
              fonde le mesurage des collections d’objets.
              Ce sera l’apport du travail doctoral de Joël Briand, dans les
              années 1980-1990, mais comme nous allons le voir, l’importance
              de ces résultats ne sera reconnue que bien plus tard.


              86 C’est seulement avec les programmes de 1991 que
              la question des premiers enseignements numériques dès la
              maternelle est posée, de manière indirecte. Car faute d’un appel
              aux connaissances didactiques et psychologiques disponibles,
              l’introduction de cet enseignement pose des problèmes
              difficiles. Les réponses apportées en dehors de travaux
              d’observation et d’expérimentation vont donc faire débat,
              jusqu’à nos jours. Nous y reviendrons plus loin et ne
              présenterons ici qu’un exemple de l’évolution qui commence
              alors, il est relatif à la « bande » numérique, parfois appelée
              « ligne des nombres ». Cet objet à usage didactique se présente
              plus souvent comme un mètre de couturière que comme une règle
              graduée, bien que les deux objets socialement utiles ne soient
              jamais convoqués en tant que tels pour être étudiés.


              87 Il semble (Garcion-Vautor, 2003a) que la
              généalogie de la bande numérique qui orne encore
              aujourd’hui très souvent les murs des grandes sections des
              maternelles soit ancienne : les classes que cet auteur observe
              proposaient des activités organisées « en ateliers », ainsi
              nommés pour indiquer qu’il s’agissait d’explorer des « faire »
              et non d’étudier des « savoirs ». Un dispositif d’inscription
              dans les ateliers permet la gestion des groupes : chaque atelier
              est désigné par une image, une icône, un symbole (selon la
              classe) dessinés sur un support. Sur ce support solide,
              au-dessous du logo de chaque atelier, des crochets au nombre de
              4
              à 6 permettent aux élèves d’accrocher leur
              photographie, un dessin les représentant, un carré de carton
              portant leur nom (selon la classe), pour indiquer leur
              inscription et leur présence dans l’atelier. Ces signes sont
              rangés dans une boîte chaque soir après la classe et le matin en
              arrivant, les élèves se déclarent présents en accrochant leur
              signe personnel sur une suite numérotée de crochets. Ce
              dispositif permet au professeur de voir d’un coup d’œil si tout
              le monde est présent, qui est présent, combien d’élèves sont
              présents. C’est donc la première tâche des élèves, un rituel
              d’entrée. Le dispositif conduit à une pratique quotidienne des
              petits nombres et à l’installation d’un répertoire de techniques
              et de résultats du type « nous sommes habituellement vingt-neuf
              mais je vois qu’il y a trois absents et nous sommes 26, le
              nombre écrit au-dessus du dernier crochet occupé » (Houdement et
              Peltier, 1992). L’écriture « 26 » (vingt-six) se
              lit donc, tout aussi bien que « Nora » ou « Jules », comme signe
              global non analysé : c’est un nombre, écrit en chiffres
              mais cela n’est pas indiqué.


              88 Quinze ans auparavant, dans Grand N, un travail
              sur des files au CP est proposé, « une file étant
              une suite ordonnée finie ». Cet objet, représenté en forme de
              serpent, devait permettre l’exploration des nombres considérés
              comme ordinaux (Comiti, 1977).


              89 L’idée de file ou bande numérique était déjà
              donc bien vivante et une enquête rapide sur internet permet de
              voir que Hans Freudenthal, ancien président de ICMI (le Congrès
              mondial sur l’enseignement des mathématiques) fondateur des
              travaux d’observation systématique de l’enseignement des
              mathématiques, soutient qu’il faut enseigner la mesure des
              grandeurs au commencement de l’enseignement numérique : « Mais
              le mesurage n’est pas enseigné en lien avec les opérations sur
              les entiers. Le dispositif qui rend les grandeurs visibles
              en même temps que les nombres entiers, articulant les deux, est
              la ligne des nombres, sur laquelle au début seuls les
              entiers naturels sont individualisés et nommés », et il
              poursuit : « Son seul inconvénient est qu’on la trace trop
              facilement ce qui empêche qu’on la vende avec les manuels, comme
              matériel didactique [...] la ligne des nombres n’impose pas une
              échelle, les lignes numériques tracées au tableau et sur le
              cahier sont immédiatement identifiées » (Freudenthal, 1983).


              90 C’est une propriété de l’espace euclidien, qui
              est homaloïdal : on peut y tracer une figure à
              toute échelle, ses propriétés sont identiques[38]. L’espace
              entre deux points qui au tableau mesure 30 cm peut bien
              mesurer 30 mm sur le cahier de l’élève, les
              propriétés de l’espace exploré sont les mêmes, et chaque dessin
              définit localement une portion d’espace qui peut en représenter
              toute autre, en lieu comme en dimension. C’est cette propriété
              qui a pour conséquence le théorème de Thalès, et c’est ainsi que
              l’on peut interpréter la « demande » euclidienne : « Une droite
              est également répartie entre ses points. »


              92 De ce fait, une ligne sans indication d’unité,
              marque « une grandeur quelconque », parce que personne ne sait
              dire le nombre qui est ainsi marqué. Cette propriété est
              utilisée par Euclide, qui considère que les lignes sont (comme
              les nombres) des objets sur lesquels on peut calculer (on peut
              vérifier si deux lignes tracées en deux lieux différents sont
              égales, on peut partager une ligne en deux, etc.). Les rapports
              numériques s’expriment donc comme rapports entre lignes tracées
              sur un support et prises dans une figure qui est l’équivalent
              d’une équation (Chevallard et Jullien, 1990). Cela permet de
              représenter tout nombre par une ligne et transforme les
              questions de calcul en questions de géométrie. Reste à résoudre
              les problèmes que l’on rencontre alors : obtenir un carré double
              d’un carré donné a2 (résoudre
              l’équation y2 = 2a2), etc.


              93 Les élèves apprennent vite à jouer de cette
              propriété de l’espace lorsque se pose la question de la
              représentation des objets trop grands pour être représentés par
              leur contour sur une petite feuille, dans le jeu du trésor. Nous
              l’utiliserons dans cet ouvrage pour représenter par une
              ligne (un segment de droite de longueur quelconque) un
              nombre quelconque, considérant ainsi que toute mesure peut être
              assimilée à une longueur, mais aussi pour représenter par un
              point origine sur une ligne, et par une marque, le nombre 2 ou
              tout autre.
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