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			 PRÉFACES


			Frédéric Valognes est passionné et il veut vous faire partager sa passion comme ses découvertes. Il veut exposer sa passion pour vous convaincre qu’il a raison d’aimer cette matière que l’on appelle la finance. Il passera par la technique, les explications mathématiques, les précisions méthodologiques pour vous permettre de suivre une démonstration qui, pour finir aboutit à une connaissance, une information chiffrée, une conclusion et une aide à la décision pour l’action.


			En écrivant cet ouvrage, l’auteur veut formaliser un état de la connaissance accessible et utile pour le praticien. Nous avons échangé sur l’importance de la fiabilité du chiffre et de l’information donnée par les financiers en vue de prendre des décisions et d’assurer le pilotage effectif de l’entreprise.


			Nous avons aussi partagé avec l’auteur de l’importance de simplifier. Cette simplification passe par le travail préalable de la complexité. Il faut assumer de rentrer dans la complexité, voire de s’y perdre parfois, pour finalement trouver une synthèse, un message, une préconisation. « Le simple » reste un art ultime qui est passé préalablement par les méandres du complexe, des options, des modèles, puis de la synthèse.


			Nous avons aussi échangé sur la théorie de Foch,1 illustre ancien de l’École polytechnique, pour la conduite des opérations : la liberté d’action, la concentration des efforts et l’économie des moyens. Ce dernier point relatif à l’usage des moyens est à comprendre comme la meilleure combinatoire des ressources et en particulier des ressources rares. Cela est certainement un fil directeur du financier et son sens. Pour le décideur, la finance reste le nerf de la guerre.


			Géraud du Jonchay


			Directeur financier, École polytechnique


			La finance, épine dorsale de toute entreprise moderne, est bien souvent un terrain complexe parsemé d’énigmes mathématiques et d’analyses techniques. Les managers, qu’ils soient issus du monde financier ou d’autres domaines fonctionnels, se retrouvent fréquemment face à un défi : naviguer dans un océan d’informations financières, de modèles et de concepts qui peuvent sembler soit trop hermétiques soit trop superficiels. C’est là que le livre Finance d’entreprise se démarque.


			Trop souvent, la littérature financière oscille entre des présentations trop pointues pour les non initiés et des discussions trop simplistes pour les professionnels aguerris. À juste titre, ce livre parvient avec brio à transcender ces limites et à fournir un guide accessible et précis pour qui cherche à comprendre et à appliquer les concepts financiers au sein d’une entreprise, quel que soit son niveau de familiarité avec la discipline.


			L’auteur, avec une expertise pointue dans les domaines financiers, nous offre un voyage riche à travers les principes fondamentaux qui guident la création et la gestion de la valeur. Au cœur de ces principes réside une vérité universelle : la prospérité des entreprises découle de leur capacité à générer une valeur supérieure pour leurs actionnaires, en investissant leur capital à un taux de rendement excédant leur coût du capital. Que l’entreprise opère dans des secteurs traditionnels ou évolue dans les domaines des nouvelles technologies, ce principe demeure constant, ne laissant place qu’à des variations dans les détails de sa mise en œuvre.


			L’ouvrage déploie une structure intelligente qui relie habilement les mondes de la finance d’entreprise et de la finance de marché. Les premiers chapitres posent les bases, guidant le lecteur à travers des notions fondamentales telles que la capitalisation, l’actualisation des flux de trésorerie et les différentes déclinaisons des taux d’intérêt. À partir de là, l’argumentation se développe, traitant de manière approfondie des obligations, des méthodes d’évaluation des actions et des entreprises, de la gestion du risque et des outils d’analyse financière.


			Les liens intrinsèques entre les marchés financiers et les décisions financières au sein de l’entreprise sont habilement explorés. Ainsi, la valorisation des obligations et la gestion de portefeuille sont présentées de manière à mettre en lumière leur pertinence pratique pour les décideurs d’entreprise. De même, les méthodes d’évaluation des actions et des entreprises sont expliquées de manière à faciliter la prise de décision stratégique, tout en étant solidement ancrées dans les réalités des marchés financiers.


			Un élément essentiel du livre réside dans son engagement envers les principes fondamentaux intemporels de la finance moderne. Bien que le paysage financier puisse évoluer et que les marchés connaissent des fluctuations, les bases sur lesquelles il repose restent solides, témoignant ainsi de leur bien-fondé au fil du temps et quelle que soit la géographie.


			En synthèse, Finance d’entreprise par Frédéric Valognes se révèle comme un guide appréciable pour quiconque souhaite démystifier les concepts financiers et les appliquer à la réalité de l’entreprise. Les managers, les entrepreneurs, les étudiants et même les professionnels chevronnés trouveront dans ces pages une ressource pour naviguer dans le monde complexe de la finance, tout en restant fidèles à leurs principes fondamentaux qui sous-tendent la création et la croissance de la valeur.


			Philippe-Nicolas Marcaillou


			Managing Director, Direction des Marchés 
de Capitaux, BRED Banque Populaire


			

				

					1. Le Maréchal Ferdinand Foch, promotion X-1871, d’après l’ouvrage Des principes de la guerre (1903).


				


			


		







		



		

			 INTRODUCTION


			Dans le monde complexe et dynamique de la finance, la maîtrise des concepts et des outils est essentielle pour des résolutions avisées et la gestion efficace des actifs financiers. Cet ouvrage est une ressource complète qui explore les différents domaines de la finance, en mettant l’accent sur les mathématiques financières, la valorisation d’entreprise et de la dette, la gestion de portefeuille et l’utilisation d’instruments dérivés.


			Seront examinées pour commencer les bases des mathématiques financières et de la valorisation d’entreprise. Il sera présenté comment les concepts mathématiques, tels que les taux d’intérêt, les flux de trésorerie actualisés et les modèles d’évaluation, sont utilisés pour obtenir la valeur intrinsèque d’une entreprise et pour amener le décisionnaire à des stratégies d’investissements ajustées.


			Les méthodes de l’analyse financière et de la finance d’entreprise seront par ailleurs détaillées, à l’approfondissement des techniques telles que le diagnostic d’entreprise, à la connaissance des états financiers, mais également de la théorie de Modigliani & Miller sur la structure du passif, ou des concepts tels le coût du capital et la politique de distribution des dividendes.


			Une partie majeure présentera les éléments de gestion de portefeuille d’actifs financiers, une pratique subtile qui nécessite une compréhension approfondie de la théorie de Markowitz. Y seront explorés les principes de diversification et de sélection d’actifs. Également abordées l’évaluation du risque, à l’utilisation d’outils tels que la Value at Risk (VaR) pour quantifier et contrôler les aléas associés aux investissements, mais aussi la couverture de portefeuilles à l’emploi d’options, de swaps et divers instruments dérivés…


			Finance d’entreprise apporte une base solide de connaissances, combinant théorie financière et applications pratiques. Professionnel, étudiant, ou passionné, vous trouverez dans ces pages des informations essentielles pour évoluer dans l’horizon de la finance moderne. Ainsi, soyez prêts à explorer les aspects les plus ambitieux de la discipline, en acquérant des compétences qui vous permettront de prendre des décisions éclairées.


		







		



		

			 Chapitre 1


			
1 NOTIONS FONDAMENTALES DE FINANCE : DE L’USAGE DES MATHÉMATIQUES


			
Le concept


			Les mathématiques financières sont un domaine des mathématiques appliquées qui étudie les modèles et les méthodes pour évaluer et gérer les aspects financiers tels les investissements, les emprunts, les taux d’intérêt, les risques et les rendements. Elles sont utilisées pour s’arrêter sur des décisions d’investissement à l’application de calculs et d’analyses quantitatives.





			
1.1. Capitalisation et actualisation d’un flux de trésorerie


			
1.1.1. Le contexte d’application


			Dans le domaine des techniques financières, un élément fondamental est pris en compte dans la pluralité des résolutions : le constat qu’un flux de trésorerie à un instant donné – une somme d’argent attribuée ou placée – se doit d’être ajusté à un taux d’intérêt afin de le comparer ou de le combiner dans le temps en considération d’autres flux survenant à des périodes antérieures ou postérieures.


			Il est question de transposer temporellement un ou plusieurs flux de trésorerie, dont l’objet est de rémunérer le temps : mais au juste, pour quelle raison ? Il est possible de l’expliquer : nul n’accepterait renoncer à une consommation immédiate que s’il peut obtenir ou récupérer en contrepartie une somme ultérieure plus conséquente. Il doit ainsi exister un taux qui rémunère un engagement, car tout investisseur réputé rationnel se situerait dans un contexte de renoncer à une utilisation immédiate.


			Les parties prenantes d’un projet d’emprunt ou d’investissement s’endettent ou placent de l’argent à un taux qui représente le prix du temps, à l’estimation d’un risque, mais aussi de la durée de la concession de ladite somme. À ce principe fondamental, il est possible d’affirmer que l’on ne peut comparer 1 euro d’aujourd’hui avec 1 euro de demain. Le temps et le risque ont un prix : ils sont illustrés par la valeur temps de l’argent. Il s’agira de transposer un ou plusieurs flux de trésorerie, de les convertir soit dans un temps passé, ou bien dans un temps plus lointain.


			En permutant un flux de trésorerie d’un temps présent vers un temps futur, on accomplit une capitalisation de ce flux : il s’agit de projeter une valeur constatée aujourd’hui vers une valeur ultérieure.


			Inversement, pour substituer un flux de trésorerie d’un temps futur vers un temps antérieur, on réalise une actualisation du flux : ainsi est rapportée une somme convenue dans le futur à une autre identifiée au temps présent.


			
1.1.2. La capitalisation d’un flux de trésorerie


			On appelle un flux de trésorerie établi temporellement dans le présent une valeur actualisée, ou VA1 ; contrairement, un flux constaté dans un temps plus avancé la valeur future ou VF.


			À cet effet, tout flux considéré à la valeur actualisée (ou valeur présente) qui se doit d’être converti en valeur future applique la formule de capitalisation, en connaissance du taux d’intérêt :


			[image: ]


			où :


			VFn = valeur future d’un flux de trésorerie à « n » années


			VA = valeur actualisée d’un flux de trésorerie


			r = taux d’intérêt


			n = nombre de périodes de composition


			
Note


			Cette formule est communément utilisée en finance d’entreprise. Il implique que les intérêts obtenus de la somme placée (ou empruntée) ne soient utilisés par l’investisseur sur la période considérée.


			Par cette méthode, les intérêts ainsi calculés sur le montant principal capitalisent d’eux-mêmes : une somme estimée minime en début de placement peut rapidement paraître appréciable, selon la durée d’engagement retenue, et l’élévation du taux d’intérêt.





			

EXEMPLE 1-1



			Un investisseur place 1 000 € sur 10 ans à un taux annuel de 10 %, et cela sans retirer d’argent du compte durant cette période. Il voudrait estimer la somme dont il dispose à terme.


 


Solution :


			On applique la formule : 1 000 × 1,110 = 2 593,74. Au terme des 10 années, l’investisseur disposera de 2 593,74 €, à la condition de ne pas affecter le capital de départ.





			
1.1.3. L’actualisation d’un flux de trésorerie


			L’objet est d’actualiser une somme future, ainsi de déterminer le flux de trésorerie que cette somme représenterait à une date passée. On convertit une valeur future en une valeur dite actualisée, considérant une durée de placement (ou d’emprunt) et un taux d’intérêt :
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			où :


			VA = valeur actualisée d’un flux de trésorerie


			VFn = valeur future d’un flux de trésorerie à « n » années


			r = taux d’intérêt


			n = nombre de périodes de composition


			
Note


			Le bénéfice de l’actualisation n’apparaît pas de prime abord avéré. On le traduit par la démarche : prévoirait-on le versement d’une somme S qui serait disponible dans n années exclusivement, et considérant une utilisation immédiate.


			Une éventualité serait d’emprunter instantanément un montant à t0 (à l’instant présent, le montant étant non connu cependant) auprès d’un organisme financier : appliquant un taux d’intérêt, et connaissant la somme à rembourser dans un nombre de n années,2 on détermine le montant qu’il est possible d’emprunter à l’instant présent.





			On procède ainsi à une actualisation du flux de trésorerie perçu dans le futur, résultant d’une somme établie à une date antérieure : le montant ainsi obtenu à t0 est rapporté à une valeur actualisée.


			

EXEMPLE 1-2



			Un particulier est assuré de disposer d’une somme de 4 000 € dans 5 ans. Il a besoin d’argent au jour présent. Il donne la garantie au banquier de la somme attendue. Ce dernier lui propose de lui prêter une somme d’argent dans l’immédiat à un taux de 6 % annuels, et s’attend à être remboursé de 4 000 € d’ici 5 ans, tenant compte des intérêts cumulés. Le particulier voudrait estimer la somme dont il peut disposer aujourd’hui.


 


Solution :


			Pour calculer la somme dont il peut disposer ce jour, on applique 4 000/1,065 = 2 989,03. L’investisseur peut obtenir 2 989,03 €, selon les conditions définies.





			
1.1.4. La combination de plusieurs flux de trésorerie dans le temps


			Il est possible de combiner – c’est-à-dire additionner ou soustraire – des flux de trésorerie multiples, à l’unique condition qu’ils apparaissant à une base temporelle comparable. Il n’est pas en revanche rendu possible d’ajuster des flux de trésorerie à périodes différenciées, pour la raison qu’un taux d’intérêt se doit d’être appliqué. Pour ainsi arriver à ses fins, on procède à une actualisation et (ou) à une capitalisation, comme montré dans l’exemple suivant.


			
EXEMPLE 1-3


			Un épargnant voudrait connaître la somme obtenue d’ici 4 années, considérant les flux de trésorerie versés en fin d’année, et appliquant un taux d’intérêt annuel de 4 %, comme présenté ainsi :


			• 2 000 € versés après 1 an,


			• 3 000 € versés après 2 ans,


			• 4 000 € versés après 3 ans.


 


Solution :


			On actualise ces trois sommes au temps présent, pour par la suite les transposer 4 ans après :


			(2 000/1,04 + 3 000/1,042 + 4 000/1,043) × 1,044 = 9 654,53.


			Ainsi, cet épargnant disposera au terme des 4 années de la somme de 9 654,53 €.





			

Pour aller plus loin


			L’actualisation de flux dits « perpétuels constants »


			Est présenté un cas de figure régulièrement rencontré dans les calculs financiers : on pourrait avoir recours à une actualisation de flux de trésorerie constants pour une durée indéfinie – soit d’écarts temporels intermédiaires identiques – et ainsi dits perpétuels constants.


			Ce concept de flux perpétuels peut paraître obscur pour qui aborde la finance, cependant, il existe des placements – certes peu nombreux dans la pratique – dont la somme initialement empruntée n’est en principe jamais remboursée.


			La formule applicable d’actualisation d’un flux de trésorerie perpétuel est la suivante :
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			où :


			VA = valeur actualisée des flux de trésorerie cumulés


			F = flux de trésorerie constant


			r = taux d’intérêt


			L’objet ici n’est cependant pas de s’intéresser à la démonstration mathématique pour obtenir la formule, mais de l’appliquer, quand bien même son utilisation est répandue dans la résolution de problèmes en finance, et notamment dans les chapitres à suivre.





			
EXEMPLE 1-4


			Une entreprise reçoit une somme de 10 000 € chaque année (fin de période), pour une durée non définie. On détermine la valeur de ces flux cumulés perpétuels à ce jour, à connaissance du taux annuel d’actualisation à 2 %.


 


Solution :


			Le montant obtenu à la valeur actualisée se calcule ainsi : 10 000/0,02 = 500 000.


			Les flux annuels perpétuels de 10 000 € représentent à aujourd’hui 500 000 €.





			
1.2. Les annuités constantes


			Au précédent exemple 1-3, il a été présenté le calcul d’une valeur actualisée en considération de flux de trésorerie de montant inégaux, au contexte de leur distribution dans le temps.


			À présent, dans une configuration autre, on fait état de flux de trésorerie survenant à périodes régulières, cependant dont le montant est identique, considérant que le premier flux est initié à la fin de la première année, et qu’un ultime flux est distribué à une année terminale nommée n.
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			Si pour des flux dits perpétuels (ainsi montrés dans le paragraphe précédent) les versements sont illimités, ceux concernant les annuités constantes cessent à un terme défini. Ainsi, au constat de flux de trésorerie réguliers et identiques, la démarche s’inscrit dans l’expression d’une suite mathématique géométrique,3 dont l’usage facilite la composition d’un nombre conséquent de flux identiques, et arrivant à périodes régulières. Et cela à défaut d’actualiser chaque flux pris un-par-un, ce qui se révélerait être une opération considérable.


			On calcule ainsi la valeur actualisée de ces flux de trésorerie donnés comme constants, ici appelés annuités constantes :
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			où :


			VA = valeur actualisée des flux de trésorerie cumulés


			F = valeur de l’annuité constante


			r = taux d’intérêt


			n = nombre de périodes de composition


			
EXEMPLE 1-5


			Une entreprise dégage des flux de trésorerie de 2 000 € chaque année durant 20 ans, placés successivement de la fin de la première année de placement, jusqu’à la fin de la dernière année. Le directeur financier voudrait connaître la valeur actualisée de ces flux successifs constants à aujourd’hui, considérant un taux annuel de 6 %.


 


Solution :


			On pratique la formule présentée ci-dessus :


			VA = (2 000/0,06) × [1 – (1/1,0620)], on trouve le résultat de 22 939,84 €.





			Cette formule certes étant adaptée pour procéder à l’actualisation (à l’instant présent) de mouvements de trésorerie répétés avec un terme défini, la démarche ne saurait être tant pertinente pour les non-familiers de calculs complexes : il apparaîtrait d’autant intuitif d’évaluer la valeur future de flux constants dans une période future considérée. Ainsi, serait-il, dans le cadre de cette démarche, envisageable d’estimer une somme obtenue dans un terme lointain sur un placement de fonds en épargne-retraite, et singulièrement pour des versements répétés…


			La formule de calcul de la valeur future de flux de trésorerie constants se présente sous deux formes équivalentes :
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			où :


			VFn = valeur future des flux de trésorerie cumulés à « n » années


			F = valeur de l’annuité constante


			r = taux d’intérêt


			n = nombre de périodes de composition


			
Note


			Ainsi, la première expression de la formule donne une valeur future par la multiplication de la valeur actualisée d’une suite d’annuités constantes (concept détaillé plus haut) par le facteur de capitalisation à l’exposant n ; la seconde présente une formulation alternative, cependant équivalente. La première formule semblerait plus intuitive : chacun aura sa préférence…





			
EXEMPLE 1-6


			Un épargnant verse sur un compte rémunéré un montant à chaque fois identique de 1 000 € sur une périodicité régulière d’une année, durant 5 ans, à partir de la fin de la première année, à un taux de 3 % l’an.


			Déterminer quelle est la somme de ces flux de trésorerie au terme des 5 années en tenant compte du taux d’intérêt donné.


 


Solution :


			On calcule la valeur actualisée de ces flux d’annuités constantes par la première expression de la formule développée précédemment :


			VA = (1 000/0,03) × [1 – 1/(1 + 0,03)5] , donnant comme résultat 4 579,71 €, ensuite on capitalise ce résultat 5 années au-delà, au taux donné de 3 % :


			VF5 = 4 579,71 × (1 + 0,03)5 = 5 309,12 €.





			

Pour aller plus loin


			Déterminer l’inconnue du taux « r »


			Répondant à une demande particulière, on pourrait demander de déterminer l’inconnue r. Ainsi seraient portées à connaissance l’ensemble des données de l’équation, hormis le taux d’intérêt qui actualise les flux. Or, il est impossible d’isoler cette partie de l’équation, qui apparaît à deux places distinctes, et dont les membres sont séparés d’un signe de soustraction dans la factorisation.


			On peut en revanche trouver la valeur r par la méthode de l’interpolation linéaire à la résolution d’une équation obtenue du théorème de Thalès (enseignée en classes de collège).


			Une calculatrice de type financière, ou un logiciel tableur, peuvent aussi résoudre le calcul.





			
1.3. Les annuités croissantes


			La formule développée dans le précédent paragraphe est utilisée dans le contexte d’addition de flux de trésorerie identiques à intervalles réguliers. En reprenant ces développements, on considère ici que les montants investis à périodes régulières dans un plan d’épargne ne seraient pas identiques, mais de configuration d’augmentation des versements.


			On place ainsi des sommes sur un compte rémunéré à un taux donné, sur une durée significative, pour constituer un capital retraite. Au constat de risques d’inflation sur cette période, ou encore, au motif de répliquer l’augmentation régulière de ses revenus, la démarche serait d’accroître graduellement le montant des versements annuels.
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			Est présentée ci-dessous une formule qui calcule la valeur actualisée du versement des flux de trésorerie, appliquant un taux de progression g constant répliqué d’une année à l’autre, cependant conservant un taux de rémunération r resté inchangé :
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			où :


			VA = valeur actualisée des flux de trésorerie cumulés et croissants


			F = valeur de la première annuité versée


			r = taux d’intérêt


			g = taux de croissance des annuités


			n = nombre de périodes de composition


			
Note


			Pour cette formule, élaborée sur le standard d’une suite géométrique, à l’identique de celle des annuités constantes, on considère des flux de trésorerie donnés à des périodes de durée égale, dont le montant versé progresse à partir de la deuxième année de placement, au taux de croissance g, sur l’élément du flux F constaté la première année (voir diagramme ci-dessus).


			À préciser que le premier flux de trésorerie apparaît à la fin de la première année, et que le dernier est distribué en fin de période à une année terminale appelée n.





			
EXEMPLE 1-7


			Un investisseur verse une somme sur 5 ans, sur un compte rémunéré à 3 %, soit 1 000 € à partir de la première année, et respecte une progression des versements de 2 % chaque année, applicable à partir de la deuxième année. L’investisseur voudrait connaître la valeur actualisée de ces flux croissants.


 


Solution :


			On procède de la manière suivante, soit la valeur actualisée des flux de trésorerie croissants : VA = [1 000/(0,03 – 0,02)] × [1 – ((1 + 0,02)/(1 + 0,03))5] = 4 761,02 €,


			qui est un montant plus important que celui calculé dans l’exemple 1-6 en calcul intermédiaire de valeur actualisée, pour rappel 4 579,71 €, et cela à la justification de l’augmentation progressive des versements.





			
Note


			Le calcul détaillé ci-dessus détermine une valeur actualisée. Pour obtenir une valeur future dans le cadre du placement régulier de sommes augmentées d’un taux de croissance constant, on applique à la valeur actualisée obtenue une factorisation de la composition d’un flux unique – soit × (1 + r) n – pour ainsi transposer ce résultat à t0 à une valeur future à tn.





			
EXEMPLE 1-8


			Reprenant l’exemple 1-7 : l’investisseur verse une somme sur 5 années, sur un compte rémunéré à 3 %, soit 1 000 € à partir de la première année, et applique une progression des versements de 2 % chaque année, applicable à partir de la deuxième année. L’objet cette fois-ci est de connaître la valeur future des flux croissants à l’échéance des versements, soit après 5 années.


 



Solution :



			On obtient en première étape la valeur actualisée des flux croissants :


			VA = [1 000/(0,03 – 0,02)] × [1 – ((1 + 0,02)/(1 + 0,03))5] = 4 761,02 €


			développée dans l’exemple 1-7, à laquelle on factorise dans un second temps la composition du taux d’intérêt :


			VF5 = 4 761,02 × (1 + 0,03)5 = 5 519,33 €,


			un montant plus important que celui calculé en résultat final dans l’exemple 1-6 (pour rappel 5 309,12 €), et cela à la raison de l’augmentation progressive des versements.





			
Pour aller plus loin


			L’actualisation de flux dits « perpétuels croissants »


			À l’équivalent de ce qui est mentionné plus haut concernant les flux perpétuels constants, il existe une formule pour calculer la valeur actualisée de flux de trésorerie croissants et perpétuels, dont l’effet d’augmentation est constaté dès la deuxième année du placement.


			La formule pour actualiser des flux de trésorerie dits perpétuels croissants :
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			où :


			VA = valeur actualisée des flux de trésorerie cumulés et croissants


			F = flux de trésorerie croissant (à savoir le premier versement)


			g = taux de croissance des annuités


			r = taux d’intérêt





			
EXEMPLE 1-9


			Une entreprise place sur une périodicité annuelle une somme de 3 000 € à la fin de la première année. Son dirigeant applique un coefficient de progression des versements de 2 % chaque année, à partir de la deuxième année, avec un taux de placement de 3 % annuels.


			Considérant que les versements ont un caractère perpétuel, il est demandé de calculer la valeur actualisée de ces versements.


 


Solution :


			On procède ainsi, en trouvant la valeur actualisée des flux croissants perpétuels :


			VA = 3 000/(0,03 – 0,02) = 300 000 €.





			

Pour aller plus loin


			Lorsque l’inconnue est le nombre d’années de capitalisation


			On en convient, les formules mathématiques n’apportent de secours qu’à ceux qui les utilisent en contexte concret.


			On pourrait poser le problème : déterminer le nombre d’années nécessaires pour constituer le capital d’une somme dont le montant à terme est connu, également pour le montant versé initialement, ainsi que du taux d’intérêt pratiqué.


			Cherchant ainsi l’inconnue du nombre d’années n, il est possible d’appliquer la formule :
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			où :


			n = nombre de périodes de composition (dans le cas présent, les années)


			VFn = valeur future d’un flux de trésorerie à « n » années


			VA = valeur actualisée d’un flux de trésorerie


			r = taux d’intérêt





			
EXEMPLE 1-10


			Un investisseur place 10 000 € sur un compte rémunéré à 2 % l’an, et voudrait connaître le nombre d’années qu’il faudrait pour doubler son capital initial.


 


Solution :


			Considérant que VF2 = 2 × 10 000 = 20 000 €.


			On applique la formule détaillée : ln (20 000/10 000)/ln (1 + 0,02) = 35 années.





			
1.4. Les applications de la formule des annuités constantes


			La formule des annuités constantes est d’utilité reconnue dans la mise en place d’emprunts bancaires : les emprunteurs ne pourraient-ils prétendre que les tableaux d’échéanciers présentés par les conseillers en agences appliqueraient la formule des annuités constantes pour produire les chiffres qu’ils soumettent leur approbation ?


			Quand bien même aurait-on recours à un emprunt par l’intermédiaire d’un organisme financier, et passé en revue un tableau d’échéancier, serait-il de bon sens de vérifier la justesse des chiffres présentés, d’autant qu’un engagement financier serait inscrit dans la durée, et lourd de conséquences ?


			Dans la grande majorité des emprunts bancaires s’adressant au public, les organismes financiers proposent aux clients d’amortir l’emprunt au rythme d’échéances progressives, ceci pour faciliter au terme du contrat le remboursement intégral du capital.


			Le banquier considère prélever à intervalles réguliers (sur une périodicité mensuelle dans la pratique) des annuités4 d’un montant identique. Le client prend ainsi connaissance du montant des débits de chaque échéance. Ces annuités sont constituées, d’une part des intérêts calculés sur la somme restant à amortir, d’autre part de celle des remboursements progressifs du capital emprunté.


			
Note


			Une particularité mathématique : la somme globale empruntée à l’origine, représente le cumul des valeurs actualisées de l’ensemble des montants prélevés sur le compte courant de l’emprunteur.





			On illustre cette spécificité en dressant le tableau échéancier à suivre :


			
EXEMPLE 1-11


			Un emprunteur s’adresse à une banque pour obtenir une somme de 10 000 € sur 5 années au taux de 5 % annuels, avec un remboursement progressif du capital par prélèvements annuels en montants identiques. Ici, par simplification des calculs, les prélèvements ne sont pas effectués par mensualités comme il en est la pratique usuelle, mais en règlements annuels.





			
Note


			Pour déterminer le montant de l’annuité fixe d’un tableau d’échéancier d’emprunt, on utilise la formule présentée ci-après, qui est obtenue de celle de la valeur actualisée des annuités constantes, cependant factorisée différemment : l’inconnue à trouver n’est pas la valeur actualisée, mais le flux de trésorerie constant.
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			où :


			A = valeur de l’annuité constante, composée des intérêts et du remboursement de capital


			K = valeur actualisée des flux de trésorerie cumulés, ou du montant emprunté initialement


			r = taux d’intérêt


			n = nombre de périodes de composition





			

Solution :



			On calcule en premier lieu le montant de l’annuité, appliquant la formule ci-dessus :


			A = 10 000/[(1/0,05) × (1 – 1/(1 + 0,05)5)] = 2 309,75 €.


			On présente le tableau d’échéancier :
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Note


			Pour mettre en place le tableau d’échéancier et ainsi connaître le montant du capital à rembourser sur une période considérée, on soustrait du montant de l’annuité celui des intérêts calculés sur le capital restant dû, obtenant ainsi la part du capital remboursé sur la période. À la suite de cela, on retranche cette part de capital remboursé sur la période au montant du capital restant dû en début de la période, et ainsi on obtient le nouveau solde du capital restant dû au commencement de la période suivante. Au terme de l’emprunt, le capital est remboursé intégralement : le solde du capital restant dû se retrouve donc à zéro.





			À présent est développée une application plus avancée de la pratique des annuités constantes : connaissant le montant du capital emprunté initialement, également le taux d’intérêt applicable, pourrait-on déterminer le montant5 des intérêts à un instant d’une année choisie dans la durée de vie de l’emprunt ? La démarche est développée ci-après…


			
EXEMPLE 1-12


			Un emprunteur contracte un crédit immobilier sur 20 ans, et rembourse chaque mois une part du capital, en même temps qu’il règle les intérêts du capital restant dû. Le montant initialement emprunté est 300 000 €, avec un taux d’intérêt composé mensuellement à 0,5 %.


			On demande de calculer le montant total des intérêts payés par l’emprunteur à son établissement financier durant la globalité de la 5e année de cet emprunt.


			 



Solution :



			La composition des intérêts est mensuelle, les remboursements de capital également ; les annuités sont donc ici des mensualités. On considère que l’emprunt court sur une durée globale de 20 × 12 mois, soit 240 mois. La démarche est de calculer la globalité des intérêts réglés lors de la 5e année de l’emprunt, et ainsi sur la période de 12 mois qui est comprise entre 16 années avant l’échéance et 15 années avant l’échéance.6


			Dès lors, on détermine le capital restant dû 16 années avant l’échéance, puis 15 années avant l’échéance, et par la différence de ces deux montants, on obtient le capital remboursé durant la 5e année de l’emprunt. On déduit ensuite de la somme des 12 mensualités identiques sur cette 5e année le montant du capital remboursé sur cette même année, et on trouve ainsi le montant total des intérêts réglés par l’emprunteur.
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			On calcule en premier lieu le montant de la mensualité :


			soit (M/0,005) × [1 – 1/(1 + 0,005)240] = 300 000 €


			ou M = 300 000/[(1/0,005) × (1 – 1/(1 + 0,005)240)] = 2 149,29 €.


			En connaissance de cette mensualité calculée 240 mois (20 ans) avant l’échéance de l’emprunt, on se propose de calculer le capital restant dû :


			• 16 ans avant l’échéance (192 mois) :


			(2 149,29/0,005) × [1 – 1/(1 + 0,005)192] = 264 874,26 €,


			• 15 ans avant l’échéance (180 mois) :


			(2 149,29/0,005) × [1 – 1/(1 + 0,005)180] = 254 698,42 €.


			Le capital remboursé sur la 5e année est : 264 874,26 – 254 698,42 € = 10 175,84 €.


			Reprenant le premier calcul plus haut, le montant total des mensualités versées sur la globalité de la 5e année par l’emprunteur s’élève à :


			2 149,29 × 12 = 25 791,48 €.


			On déduit ainsi le montant total des intérêts réglés sur la 5e année :


			25 791,48 – 10 175,84 = 15 615,64 €.





			
1.5. Les déclinaisons des taux d’intérêt : périodiques, pré/post-comptés


			
1.5.1. Concept introductif


			Qui aurait été sollicité par des organismes de prêts aux taux d’intérêt annoncés comme « attractifs », et offrant d’hasardeux crédits à la consommation : méfiance ! Les conditions des contrats de prêt doivent d’être vérifiés avec précaution.


			En situation d’emprunter, deux principes essentiels sont à surveiller :


			– le taux d’intérêt est-il proposé en méthode de calcul pré-compté ou bien post-compté ?


			– le taux est-il composé en périodicité annuelle, mensuelle ?…


			Ces éléments ont leur importance sur les calculs. Certains organismes de crédit useraient d’ambiguïté : l’emprunteur serait-il manifestement informé que le taux appliqué serait de composition mensuelle ? … pré-comptée ? À ne pas être sensibilisé de ces quelques « habiletés » de composition de taux d’intérêt, il est fort probable que le contractant puisse ne pas réaliser une « si bonne affaire ».


			
1.5.2. Intérêts pré-comptés et post-comptés


			On distingue ainsi un taux d’intérêt pré-compté d’un taux d’intérêt post-compté : un organisme qui propose un prêt à composition d’intérêts pré-comptés considérerait que les intérêts sont calculés et dus en début de période de composition.


			Le contractant, devant régler le loyer de l’argent à l’avance – à défaut de s’en acquitter à l’échéance de l’annuité comme il en est de la pratique régulière – il empruntera une somme d’un montant supérieur au montant accessoire et réglera les intérêts de la somme à l’instant même où il recevra le montant entendu.


			L’équation d’équivalence entre les deux variétés de taux pré-compté et post-compté :
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			où :


			rpre = équivalence d’un taux d’intérêt en échéance « pré-comptée »


			rpost = équivalence d’un taux d’intérêt en échéance « post-comptée »


			Il est pour autant possible d’appliquer l’équation équivalente dans laquelle les termes sont inversés :
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EXEMPLE 1-13


			Il est offert d’emprunter 1 000 € à intérêts pré-comptés sur une année au taux de 5 %. On peut aussi emprunter à 5,26 % en intérêts post-comptés. Quelle alternative serait la plus avantageuse pour l’emprunteur ?


 


Solution :


			Utilisant la formule où les intérêts post-comptés sont l’inconnue :


			1/(1 – 0,05) – 1 = 0,0526 = 5,26 %.


			Plus encore, il est possible d’interpréter par l’illustration d’un système d’équations à deux inconnues avec les données :


			• rpre : le taux d’intérêt annuel dit pré-compté = 5 % = 0,05,


			• SE : la somme totale empruntée, ici connue,


			• SU : la somme utilisée = 1 000 €,


			• Int : l’intérêt réglé en numéraire, ici inconnu.


			Soit :


			• Int = SE – SU = SE – 1 000 et


			• Int = rpre × SE = 0,05 × SE.


			Ainsi : SE = SU/(1 – rpre) = 1 000/(1 – 0,05) = 1 052,63 €.


			On vérifie ainsi l’exactitude des résultats obtenus du système :


			• Int = 1 052,63 – 1 000 = 52,63 et


			• Int = 0,05 × 1 052,63 = 52,63.


			Et de constater : dans les deux égalités, l’intérêt en numéraire réglé est inchangé.


			Enfin, on estime le différentiel en pourcentage7 entre la somme SE empruntée en globalité, et SU réellement utilisée,


			soit (1 052,63/1 000) – 1 = 5,26 %,


			que l’on retrouve comme taux d’intérêt en post-compté, ainsi indiqué dans l’énoncé de l’exercice.


			On reconnaît dans l’exemple donné que les taux de 5 % en pré-compté et 5,26 % en post-compté sont équivalents. Dans le cas de la question posée, aucune des solutions n’est plus ou moins avantageuse pour l’emprunteur.





			
1.5.3. Taux d’intérêt périodiques proportionnels et équivalents


			Avisés de l’incompatibilité entre un taux d’intérêt pré-compté et un taux d’intérêt post-compté, on considère à présent les aspects de la périodicité des intérêts, et en particulier à la distinction entre un taux d’intérêt dit annuel d’un autre présenté comme mensuel. Il est la pratique régulière que les organismes de prêts bancaires, dont le règlement des intérêts pourtant composés en base mensuelle, pratiquent une démarche de calcul de rémunération du prix du temps en taux annuel.


			L’usage veut que les périodicités admises pour la composition d’un taux, et ainsi pour établir les intervalles temporels de règlements d’intérêts, sont indiquées comme annuelles, semestrielles, trimestrielles, mensuelles, quotidiennes… et même en composition dite continue.


			Un organisme de crédit annoncerait-il à ses clients un taux annuel, cependant composant les prélèvements sur une base mensuelle8, sans pour autant apporter plus d’informations, c’est que des termes essentiels auraient été oubliés dans la démarche d’information…


			
Important


			On pourrait ainsi être encouragés, comme beaucoup le conçoivent, de diviser le taux annuel par le nombre de périodes définies dans une année pour déterminer un taux à périodicité autre, et ainsi de diviser par 12 un taux annuel pour obtenir un taux mensuel. Or, une telle démarche n’est mathématiquement pas acceptable : diviser un taux annuel par le nombre de périodes contenues dans une année (par 12 pour des mensualités) ne se conforme pas au principe de capitalisation des intérêts et se révèle inconséquent.


			Appliquer une division par 12 dans le cas considéré détermine en substance un taux dit proportionnel, méthode fréquemment appliquée par les organismes de crédit, cependant – il est notoire de le rappeler – incorrecte.


			Seul le taux dit équivalent – développé ci-après – est admis par qui domestiquerait la pratique.





			Ci-après la formule pour convertir un taux annuel en taux équivalent de n périodes :


			[image: ]


			où :


			rp = équivalence d’un taux d’intérêt en composition périodique


			ra = équivalence d’un taux d’intérêt en composition annuelle


			n = nombre de périodes comprises dans l’année (n = 12 pour le calcul d’un taux mensuel)


			Par correspondance, la formule pour convertir un taux équivalent de n périodes en taux annuel :


			[image: ]


			

EXEMPLE 1-14



			Un particulier emprunte une somme d’argent au taux annuel de 3 %. Les échéances sont réglées tous les mois. Quel est le taux d’intérêt équivalent mensuel ?


 


Solution :


			Le taux équivalent mensuel est ainsi :


			rmensuel = (1 + 0,03)1/12 – 1 = 0,002466 = 0,2466 %.





			
Pour aller plus loin


			À présent est estimée l’incidence par l’erreur commise si le banquier divise le taux de 3 % par 12 pour obtenir un taux mensuel (se reporter à l’encadré précédent).


			Le banquier applique dans cette perspective un taux périodique dit proportionnel, et formellement un taux mensuel proportionnel de 0,25 %, et – comme développé plus haut – se révèle être une pratique incorrecte d’un point de vue mathématique, observant d’autant que le montant est supérieur à celui du taux mensuel effectif qui a été calculé dans l’exemple 1-14 (0,25 % comparé à 0,2466 %, le montant correct).


			On peut à cet effet calculer l’incidence de l’erreur en appliquant la formule inversée9 et ainsi obtenir un taux dit équivalent annuel effectif, et donc le surplus de gain obtenu par le banquier, du fait qu’il ait appliqué la méthode dite proportionnelle – et erronée, bien sûr ! – au point de départ de la démarche, soit :


			Taux annuel effectif = [1 + (0,03/12)]12 – 1 = 0,03042 = 3,042 %.


			Constat est fait, appliquant la méthode dite proportionnelle, que le taux annuel effectif proposé par le banquier à son client n’est plus 3 % annoncés, cependant se révèle être bien au-delà à 3,042 % !





			
1.5.4. Le taux continu


			Les exemples présentés jusqu’ici ont mis en œuvre des taux d’actualisation à périodicité dite annuelle ou mensuelle à l’objet de transposer des flux de trésorerie à une valeur actualisée notamment. Il est pourtant de pratique régulière dans la valorisation d’instruments financiers dérivés (abordés au chapitre 9) d’appliquer un taux dit continu, ainsi dont la périodicité est combinée d’intervalles se rapportant à l’infiniment petit.


			La formule pour convertir un taux annuel en taux périodique dit continu est :
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			où :


			rcont = équivalence d’un taux d’intérêt en composition continue


			ra = équivalence d’un taux d’intérêt en composition annuelle


			À l’inverse, pour convertir un taux périodique dit continu en taux annuel :
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EXEMPLE 1-15



			On convertit un taux annuel de 3 % en taux continu ; quelle est son équivalence ? Quelle est la réciprocité du résultat ?


 


Solution :


			Le taux équivalent continu est ainsi :


			rcont = ln (1 + 0,03) = 0,02956 = 2,956 %.


			Pour opérer à l’inverse, et convertir un taux continu en taux annuel :


			ra = e0,02956 – 1 = 0,03 = 3 %.





			On reprend à présent l’exemple 1-3 en composant les flux de trésorerie au taux dit continu, et on estime la différence de résultat constatée.


			
EXEMPLE 1-16


			On voudrait connaître le montant cumulé des flux suivants après 4 années, en appliquant un taux d’intérêt continu de 4 % :


			• 2 000 € versés après 1 an,


			• 3 000 € versés après 2 ans,


			• 4 000 € versés après 3 ans.


 


Solution :


			On actualise les sommes puis on les capitalise 4 ans après, utilisant le taux continu :


			(2 000 × e-0,04 + 3 000 × e-0,04 × 2 + 4 000 × e-0,04 × 3) × e0,04 × 4 = 9 668,10.


			Au terme des 4 années il est obtenu 9 668,10 € en composant au taux continu, à comparer au résultat de 9 654,53 € de l’exemple 1-3 appliquant le taux annuel.





			
1.6. Les indicateurs d’évaluation d’un projet : valeur actuelle nette/taux de rentabilité interne/délai de récupération


			
1.6.1. La valeur actuelle nette (VAN)


			La VAN, ou valeur actuelle nette, est un outil d’aide à la décision d’investissement, adaptation de la formule d’actualisation des flux, qui a été présentée en début de chapitre : y apparaissent des flux de trésorerie positifs, également des flux de trésorerie négatifs.


			Pour un projet donné, la VAN correspond à la valeur actualisée de tous les flux de trésorerie positifs à venir, auxquels on soustrait celle des coûts d’investissements présents et futurs. La VAN d’un projet consiste à estimer sa valeur réelle provenant des flux de trésorerie de l’activité opérationnelle de l’entreprise en comparaison des coûts d’investissements : elle est une mesure de création de valeur.


			La décision de valider un projet ou de l’écarter, à l’estimation d’un taux de rendement retenu pour actualiser les flux constatés, se prend ainsi : la VAN serait-elle supérieure à zéro, on poursuit le projet, dans le cas contraire, on l’abandonne.


			
EXEMPLE 1-17


			Un chef d’entreprise fait l’acquisition d’une machine-outil pour 40 000 € à une date donnée (considérée comme l’année zéro). Il estime que les flux de trésorerie à l’utilisation de cette machine-outil dans les 4 années à venir représentent : 8 000 € la première année, puis 10 000 €, 15 000 €, et 17 000 € les années suivantes…


			Avec un taux d’actualisation en composition annuelle à 2 %, l’entrepreneur voudrait savoir si le projet est rentable.


 


Solution :


			La VAN est calculée ainsi :


			 


			– 40 000 + 8 000/(1 + 0,02) + 10 000/(1 + 0,02)2 + 15 000/(1 + 0,02)3 + 17 000/(1 + 0,02)4 = 7 295,03 €.


			 


			La VAN est de signe positif, le projet est considéré rentable.





			
1.6.2. Le taux de rentabilité interne (TRI)


			Dans la continuité du calcul de la VAN, le TRI, ou taux de rentabilité interne, est le taux d’actualisation qui établit la VAN à zéro. Le TRI est autrement estimé par le niveau du taux d’actualisation acceptable par tout investisseur traduisant la VAN d’un projet comme de signe positif : le TRI est assimilé au point-mort d’un projet.


			Le TRI est un indicateur complémentaire au calcul de la VAN qui donne une précision enrichie aux critères de décision d’investir ou non dans un projet, présumant du niveau de rentabilité acceptable – le taux d’actualisation – attendu par les parties prenantes de ce projet.


			On prend la décision de confirmer un projet ou de l’écarter à l’estimation du TRI obtenu et d’un taux de rentabilité retenu :


			– si le TRI est supérieur au taux requis, le projet est estimé rentable, en revanche,


			– si le TRI est inférieur aux attentes, ce projet ne l’est plus.


			
EXEMPLE 1-18


			On utilise des données identiques à l’exemple 1-17 pour trouver le taux point d’équilibre. Ainsi est le calcul :


			 


			– 40 000 + 8 000/(1 + TRI) +10 000/(1 + TRI)2 + 15 000/(1 + TRI)3 + 17 000/(1 + TRI)4 = 0.


			 


			On trouve, par le procédé de l’interpolation linéaire, un TRI approchant 8,38 %. Le TRI est ainsi supérieur aux 2 % retenus initialement : le projet est considéré rentable.





			
1.6.3. Le délai de récupération


			Le délai de récupération est la durée estimée du point de vue de l’investisseur pour retrouver le coût des engagements initiaux par les flux de trésorerie – en principe de signe positif – obtenus au nombre des années, autrement exprimé, la mesure de la durée utile pour que la VAN soit supérieure à zéro, indiquée en nombre d’années et de mois, possiblement en nombre de jours.


			Les projets retenus sont ceux permettant de récupérer le plus rapidement les fonds investis à une durée considérée comme acceptable par la partie prenante.


			
EXEMPLE 1-19


			Avec les données de l’exemple 1-17, on calcule la durée en nombre d’années et de jours pour arriver au point d’équilibre « VAN = 0 ».


			On représente les calculs par le tableau (valeurs en €) :


			

			

				

					[image: ]

				


			


			Les flux cumulés à l’année 1 expriment le montant du précédent cumul à l’année 0 ajouté du flux de trésorerie actualisé arrivant à l’année année 1, et ainsi de suite…


			Pour illustration : le flux cumulé de – 22 545,17 € à l’année 2 représente celui constaté à l’année 1 de – 32 156,86 €, auquel on a ajouté le flux de trésorerie actualisé de l’année 2 (au taux de 2 %), soit 9 611,69 €. Le point d’équilibre serait obtenu dans le courant de la troisième année : le cumul devient créditeur entre le début de l’année 3 et celui de l’année 4.


			Pour calculer précisément l’instant de l’année 3 où le solde du cumul des flux de trésorerie actualisés est égal à zéro, on applique une règle de trois, 


			soit 8 410,34/15 705,37 × 365 jours = 195 jours.


			Le projet d’investissement devient ainsi rentable après un peu plus de 3 années et demie d’activité.





			
Pour conclure


			Ainsi d’affirmer, l’emploi des mathématiques à la finance enrichit considérablement la manière dont nous comprenons, évaluons et gérons les aspects composites de la finance d’entreprise et des marchés financiers. Des modèles qui en sont l’application spontanée donneront dans les chapitres suivants la possibilité de mieux appréhender les comportements des coûts, d’optimiser les portefeuilles d’investissement, ainsi que de quantifier les risques.


			L’utilisation raisonnée des mathématiques en finance exige à la fois une compréhension approfondie des concepts et une sensibilisation aux limites de ces modèles. En combinant expertise financière et compétences mathématiques, les professionnels de la finance peuvent prendre des décisions plus éclairées et gérer les risques de la manière la plus efficace.





			

				

					1. L’appellation valeur présente ou VP est également communément utilisée.


				


				

					2. La somme S sera en effet perçue à ce moment précis.


				


				

					3. Ici n’est pas l’objet de démontrer l’expression de cette formule ; on pourra toujours consulter ses prises de notes de mathématiques de niveau lycée.


				


				

					4. Dans le cas considéré, autrement exprimé, des mensualités.


				


				

					5. En numéraire, et non en pourcentage.


				


				

					6. Pour rappel, les mensualités se composent de deux éléments : le règlement des intérêts sur le capital restant dû, et le remboursement progressif du capital.


				


				

					7. La formule de variation entre deux données, bien connue des économistes, entre une donnée ancienne (ici attribuée à SU) et une donnée récente (SE).


				


				

					8. Mensualités ou annuités mensuelles, par déviation de langage.


				


				

					9. Soit ra = (1 + rp)n – 1.
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