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      ’
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      juillet
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      ’
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      PREMIÈRE
     
     
      PARTIE
     
     
      MATHÉMATIQUES
     
     
      Présentation
     
     
      de
     
     
      P.
     
     
      Lelong
     
     
      Les
     
     
      articles
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      trouvera
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      livre
     
     
      développent
     
     
      des
     
     
      exposés
     
     
      faits
     
     
      lors
     
     
      du
     
     
      Colloque
     
     
      de 
     
     
      Géométrie
     
     
      Complexe
     
     
      tenu
     
     
      à
     
     
      Paris
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      Université
     
     
      Paris
     
     
      7
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      occasion
     
     
      du
     
     
      premier
     
     
      Congrès
     
     
      de 
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      Union
     
     
      Mathématique
     
     
      Européenne
     
     
      en
     
     
      Juillet
     
     
      1992.
     
     
      On
     
     
      trouvera
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      Sommaire
     
     
      la
     
     
      liste
     
     
      complète
     
     
      des
     
     
      auteurs
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      titre
     
     
      de
     
     
      leurs
     
     
      communications,
     
     
      ainsi
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      liste
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      titre
     
     
      des
     
     
      conférences
     
     
      qui
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      ont
     
     
      pas
     
     
      été
     
     
      rédigées
     
     
      pour
     
     
      ce
     
     
      volume.
     
     
      Plusieurs
     
     
      des
     
     
      exposés
     
     
      concernent
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      qui
     
     
      intéressent
     
     
      les
     
     
      physiciens
     
     
      en
     
     
      même
     
     
      temps
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      mathématiciens
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      plupart
     
     
      portent
     
     
      sur
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      Géométrie
     
     
      Complexe.
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      article
     
     
      de
     
     
      J.
     
     
      Bures
     
     
      et
     
     
      V.
     
     
      Soucek
     
     
      étudie
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      de
     
     
      Penrose
     
     
      en
     
     
      dimensions
     
     
      paires
     
     
      et
     
     
      ses
     
     
      applications
     
     
      aux
     
     
      équations
     
     
      de
     
     
      Laplace
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      Dirac
     
     
      complexes.
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      article
     
     
      de
     
     
      F.
     
     
      Campana
     
     
      donne
     
     
      des
     
     
      propriétés
     
     
      des
     
     
      variétés
     
     
      projectives
     
     
      complexes
     
     
      connexes
     
     
      dites
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      en
     
     
      liaison
     
     
      avec
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      connexité
     
     
      rationnelle.
     
     
      Dans
     
     
      leur
     
     
      étude
     
     
      des
     
     
      résidus
     
     
      de
     
     
      formes
     
     
      méromorphes,
     
     
      A.
     
     
      Dickenstein
     
     
      et
     
     
      C.
     
     
      Sessa
     
     
      développent
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      de
     
     
      cohomologie
     
     
      modérée
     
     
      et
     
     
      précisent
     
     
      les
     
     
      propriétés
     
     
      des
     
     
      courants
     
     
      résiduels.
     
     
      R.
     
     
      Gérard
     
     
      développe
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      obtenus
     
     
      en
     
     
      collaboration
     
     
      avec
     
     
      T.
     
     
      Tahara
     
     
      et
     
     
      donne
     
     
      des
     
     
      conditions
     
     
      générales
     
     
      qui
     
     
      assurent
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      Cauchy
     
     
      pour
     
     
      un
     
     
      système
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      solution
     
     
      analytique
     
     
      lorsqu
     
     
      ’
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      solution
     
     
      formelle.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      2
     
     
      P.
     
     
      Lelong
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      des
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      complexes
     
     
      dans
     
     
      <T
     
     
      n
     
     
      conduit
     
     
      A.
     
     
      Hénaut
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      étude
     
     
      de
     
     
      linéarisation
     
     
      des
     
     
      tissus
     
     
      de
     
     
      codimension
     
     
      un
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      nouveaux
     
     
      pour
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      2.
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      ’
     
     
      article
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      G.
     
     
      Krantz
     
     
      apporte
     
     
      une
     
     
      réflexion
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      groupes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      automorphismes
     
     
      analytiques
     
     
      complexes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      domaine
     
     
      borné
     
     
      G
     
     
      de
     
     
      (C
     
     
      n
     
     
      en
     
     
      présence
     
     
      de
     
     
      frontières
     
     
      irrégulières
     
     
      pour
     
     
      n
     
     
      >
     
     
      2.
     
     
      P.
     
     
      Lelong
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      certaines
     
     
      familles
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      plurisousharmoniques
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      Banach
     
     
      complexe
     
     
      E
     
     
      ont
     
     
      pour
     
     
      ensembles
     
     
      de
     
     
      contrôle
     
     
      tout
     
     
      ensemble
     
     
      qui
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      F-pluripolaire.
     
     
      C
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      pour
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      a
     
     
      ((T
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      de
     
     
      croissance
     
     
      logarithmique
     
     
      o
     
     
      >
     
     
      0.
     
     
      C
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      aussi
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      négatives
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      domaine
     
     
      G
     
     
      borné
     
     
      de
     
     
      E.
     
     
      La
     
     
      méthode
     
     
      permet
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      du
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      Lelong
     
     
      o(f,x)
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      et
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      o(f,x)
     
     
      est
     
     
      borné,
     
     
      à
     
     
      distance
     
     
      positive
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      pour
     
     
      certains
     
     
      types
     
     
      de
     
     
      domaines.
     
     
      Un
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Siu
     
     
      faible
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      montrant
     
     
      que
     
     
      v{f,x)
     
     
      est
     
     
      constant
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exception
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      pluripolaire
     
     
      quand
     
     
      x
     
     
      parcourt
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      analytique
     
     
      connexe
     
     
      de
     
     
      codimension
     
     
      finie.
     
     
      P.
     
     
      J.
     
     
      Thomas
     
     
      étend
     
     
      des 
     
     
      résultats
     
     
      de 
     
     
      Circa
     
     
      et
     
     
      Smimov
     
     
      en
     
     
      montrant
     
     
      que
     
     
      dans
     
     
      (T
     
     
      2
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      union
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      ouvert
     
     
      à
     
     
      frontière
     
     
      régulière
     
     
      et
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      sous-espace
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      en
     
     
      général
     
     
      pas
     
     
      polynomialement
     
     
      convexe
     
     
      localement.
     
     
      Cette
     
     
      partie
     
     
      se
     
     
      termine
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      riche
     
     
      étude
     
     
      faite
     
     
      par 
     
     
      A.
     
     
      Yger
     
     
      :
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      formule
     
     
      intégrale
     
     
      valable
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      intersections
     
     
      complètes,
     
     
      qu
     
     
      ’il
     
     
      appelle
     
     
      résidu
     
     
      de
     
     
      Grothendieck,
     
     
      il
     
     
      obtient,
     
     
      grâce
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      prolongements
     
     
      de
     
     
      distributions
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      courants,
     
     
      des
     
     
      formules
     
     
      explicites
     
     
      pour
     
     
      des
     
     
      courants
     
     
      de
     
     
      Green
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intersection
     
     
      en
     
     
      relation
     
     
      étroite
     
     
      avec
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      fondamentaux
     
     
      de
     
     
      géométrie
     
     
      analytique
     
     
      ou
     
     
      arithmétique.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      The
     
     
      inverse
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      and
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equations
     
     
      Jarolfrn
     
     
      Bures-Vladimir
     
     
      Soucek
     
     
      Mathematical
     
     
      Institute
     
     
      Charles
     
     
      University,
     
     
      Prague
     
     
      Résumé
     
     
      Dans
     
     
      un
     
     
      article
     
     
      précédent
     
     
      [8],
     
     
      nous
     
     
      avons
     
     
      décrit
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      de
     
     
      Penrose
     
     
      en
     
     
      dimension
     
     
      paire
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      nulle
     
     
      généralisés.
     
     
      Les
     
     
      outils
     
     
      essentiels
     
     
      sont
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      part,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      isomorphisme
     
     
      de
     
     
      Dolbeault
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      d"-cohomologie,
     
     
      les
     
     
      formules
     
     
      intégrales
     
     
      de
     
     
      l'analyse
     
     
      de
     
     
      Clifford
     
     
      et
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      autre
     
     
      part,
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      résidus de
     
     
      Leray
     
     
      ;
     
     
      en
     
     
      outre,
     
     
      il
     
     
      contient
     
     
      une
     
     
      formule
     
     
      simple
     
     
      et
     
     
      explicite
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      de
     
     
      Penrose
     
     
      inverse.
     
     
      Le
     
     
      but
     
     
      du
     
     
      présent
     
     
      article
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      présenter
     
     
      de
     
     
      nombreux
     
     
      exemples
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      transformation
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      son
     
     
      inverse
     
     
      en
     
     
      dimensions
     
     
      4
     
     
      et
     
     
      6.
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      cadre,
     
     
      on
     
     
      donne
     
     
      des
     
     
      formules
     
     
      explicites
     
     
      de
     
     
      formes
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      des
     
     
      twisteurs
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      solutions
     
     
      correspondantes
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      états
     
     
      élémentaires
     
     
      dans
     
     
      l'espace
     
     
      de
     
     
      Minkowski.
     
     
      1.
     
     
      Introduction.
     
     
      In
     
     
      this
     
     
      paper
     
     
      we
     
     
      study
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      in
     
     
      even
     
     
      dimensions
     
     
      for
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      and
     
     
      Dirac
     
     
      equations.
     
     
      This
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      generalization
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      for
     
     
      massless
     
     
      fields
     
     
      in
     
     
      dimension
     
     
      4
     
     
      (see
     
     
      [10],[11],[13],[16],[17])
     
     
      and
     
     
      it
     
     
      fits
     
     
      into
     
     
      the
     
     
      general
     
     
      scheme
     
     
      of
     
     
      generalized
     
     
      Radon
     
     
      transform
     
     
      introduced
     
     
      by
     
     
      Helgason
     
     
      (see
     
     
      [12]).
     
     
      Such
     
     
      a
     
     
      generalization
     
     
      was
     
     
      studied
     
     
      first
     
     
      by
     
     
      R.
     
     
      Baston
     
     
      and
     
     
      M.
     
     
      Eastwood
     
     
      (see
     
     
      [1],[2]),
     
     
      compare
     
     
      also
     
     
      [14]).
     
     
      Their
     
     
      approach
     
     
      is
     
     
      based
     
     
      on
     
     
      an
     
     
      extended
     
     
      use
     
     
      of
     
     
      sheaf
     
     
      cohomology,
     
     
      resolutions,
     
     
      spectral
     
     
      sequences
     
     
      and
     
     
      This
     
     
      paper
     
     
      is
     
     
      in
     
     
      final
     
     
      form
     
     
      and
     
     
      no
     
     
      version
     
     
      of 
     
     
      it
     
     
      will
     
     
      be
     
     
      submitted
     
     
      for
     
     
      publication
     
     
      elsewhere.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      4
     
     
      J.
     
     
      Bures-V.
     
     
      Soucek
     
     
      the
     
     
      fundamental
     
     
      facts
     
     
      used
     
     
      are
     
     
      Bott-Borel-Weil
     
     
      theorem
     
     
      and
     
     
      Bernstein-Gelfand-Gelfand
     
     
      resolution.
     
     
      Another
     
     
      point
     
     
      of
     
     
      view
     
     
      was
     
     
      used
     
     
      in
     
     
      [7],[8],
     
     
      where
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      was
     
     
      presented
     
     
      from
     
     
      analysist
     
     
      ’
     
     
      s
     
     
      point
     
     
      of
     
     
      view.
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      in
     
     
      terms
     
     
      of
     
     
      differential
     
     
      forms
     
     
      and
     
     
      Dolbeault
     
     
      cohomology,
     
     
      main
     
     
      tools
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      description
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      are
     
     
      coming
     
     
      from
     
     
      Clifford
     
     
      analysis
     
     
      ([9]).
     
     
      The
     
     
      advantage
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      second
     
     
      approach
     
     
      is
     
     
      that
     
     
      it
     
     
      leads
     
     
      to
     
     
      a
     
     
      quite
     
     
      explicit
     
     
      inversion
     
     
      formula.
     
     
      For
     
     
      a
     
     
      given
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the 
     
     
      considered
     
     
      equation,
     
     
      a
     
     
      suitable
     
     
      9-closed
     
     
      form
     
     
      representing
     
     
      the
     
     
      Dolbeault
     
     
      cohomology
     
     
      class
     
     
      which
     
     
      is
     
     
      mapped
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      solution
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      a
     
     
      simple
     
     
      explicit
     
     
      formula.
     
     
      The
     
     
      aim
     
     
      of
     
     
      this
     
     
      paper
     
     
      is
     
     
      to
     
     
      discuss
     
     
      the
     
     
      inversion
     
     
      formula
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      cases
     
     
      of
     
     
      lower
     
     
      dimensions
     
     
      4
     
     
      and
     
     
      6
     
     
      with
     
     
      necessary
     
     
      details.
     
     
      We
     
     
      shall
     
     
      consider
     
     
      so
     
     
      called
     
     
      elementary
     
     
      states
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      "
     
     
      (i.e.
     
     
      polynomial
     
     
      solutions
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      equations).
     
     
      In
     
     
      Sections
     
     
      2
     
     
      -
     
     
      5
     
     
      we
     
     
      summarize
     
     
      basic
     
     
      facts
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform,
     
     
      more
     
     
      details
     
     
      and
     
     
      proofs
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      found
     
     
      in
     
     
      [7],[8].
     
     
      In
     
     
      the
     
     
      last
     
     
      Section,
     
     
      we
     
     
      introduce
     
     
      local
     
     
      nonhomogeneous
     
     
      coordinates
     
     
      and
     
     
      we
     
     
      give
     
     
      explicit
     
     
      formulas
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      transform
     
     
      in
     
     
      dimensions
     
     
      4
     
     
      and
     
     
      6.
     
     
      2.
     
     
      Dirac
     
     
      and
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      c
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      {Pi,
     
     
      ...,
     
     
      Pin}
     
     
      be
     
     
      coordinates
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      ",
     
     
      let
     
     
      ~
     
     
      be
     
     
      an
     
     
      antilinear
     
     
      involution
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      [P',
     
     
      P"]
     
     
      €
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      i-4
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      [P",
     
     
      P'];
     
     
      P',
     
     
      P"
     
     
      6
     
     
      C
     
     
      ”
     
     
      and
     
     
      let
     
     
      n
     
     
      Q(P,
     
     
      Q)
     
     
      =
     
     
      ^^(PiQn+i
     
     
      +
     
     
      Pn+iQi
     
     
      )
     
     
      i=
     
     
      1
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      nondegenerate
     
     
      symmetric
     
     
      bilinear
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      denote
     
     
      by
     
     
      {f
     
     
      1
     
     
      j
     
     
      •
     
     
      *
     
     
      ■
     
     
      i
     
     
      fn
     
     
      ,
     
     
      f
     
     
      \
     
     
      ,
     
     
      ■
     
     
      •
     
     
      •
     
     
      ,
     
     
      fn
     
     
      }
     
     
      the
     
     
      standard
     
     
      (coordinate)
     
     
      basis
     
     
      of
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      and
     
     
      W
     
     
      0
     
     
      =
     
     
      span
     
     
      {/i,
     
     
      ...,
     
     
      /„},
     
     
      Wo
     
     
      =
     
     
      span
     
     
      {/i,
     
     
      ...,
     
     
      /„}
     
     
      subspaces
     
     
      of
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      Then
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      =
     
     
      W
     
     
      0
     
     
      ©
     
     
      Wo
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Penrose
     
     
      transform.
     
     
      5
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      involution
     
     
      *
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      maps
     
     
      W
     
     
      0
     
     
      onto
     
     
      W
     
     
      q
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      embed
     
     
      the
     
     
      Euclidean
     
     
      space
     
     
      R
     
     
      2
     
     
      ”
     
     
      into
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      "
     
     
      as
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      fixed
     
     
      points
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      conjugation
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      denote
     
     
      by
     
     
      C%
     
     
      n
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Clifford
     
     
      algebra
     
     
      of
     
     
      (C
     
     
      2n
     
     
      ,
     
     
      Q
     
     
      ).
     
     
      We
     
     
      suppose
     
     
      that
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      C
     
     
      Ofn
     
     
      and
     
     
      Spin(2n)
     
     
      C
     
     
      C£ri-
     
     
      Let
     
     
      S
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      irreducible
     
     
      C
     
     
      ^
     
     
      -
     
     
      module
     
     
      and
     
     
      let
     
     
      S
     
     
      =
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      ©S
     
     
      “
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      decomposition
     
     
      of
     
     
      S
     
     
      into
     
     
      irreducible
     
     
      Spin(2n)-modules
     
     
      (called
     
     
      the
     
     
      basic
     
     
      Spin-modules).
     
     
      The
     
     
      -
     
     
      module
     
     
      S
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      embedded
     
     
      into
     
     
      Clifford
     
     
      algebra
     
     
      as
     
     
      a maximal
     
     
      left
     
     
      ideal
     
     
      (see
     
     
      [9])
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      way:
     
     
      S
     
     
      =
     
     
      C%
     
     
      n
     
     
      .I
     
     
      =
     
     
      A*
     
     
      (W
     
     
      q
     
     
      )-I.
     
     
      where
     
     
      I
     
     
      =
     
     
      f\
     
     
      /i
     
     
      ■•■/„/«
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      idempotent,
     
     
      and
     
     
      A*(W
     
     
      0
     
     
      )
     
     
      —
     
     
      C(Wo,0)(as
     
     
      algebras)
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      Clif
     
     
      ɐ
     
     
      ford
     
     
      algebra
     
     
      of
     
     
      W
     
     
      q
     
     
      corresponding
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      trivial
     
     
      (zero)
     
     
      bilinear
     
     
      form.
     
     
      If
     
     
      $
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      function
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      then
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      dP
     
     
      t
     
     
      dP
     
     
      r
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      If
     
     
      $
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      spinor
     
     
      field
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      with
     
     
      values
     
     
      in
     
     
      S,
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      D
     
     
      $
     
     
      =
     
     
      £(/«
     
     
      3.
     
     
      The
     
     
      twistor
     
     
      diagram
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      special
     
     
      case
     
     
      of
     
     
      generalized
     
     
      Radon
     
     
      transforms
     
     
      on
     
     
      homogeneous
     
     
      spaces.
     
     
      Let
     
     
      Q
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      nondegenerate
     
     
      symmetric
     
     
      bilinear
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2n+2
     
     
      .
     
     
      The
     
     
      isotropic
     
     
      Grassmannian
     
     
      IGk
     
     
      =
     
     
      IGk-m
     
     
      +2
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      subspace
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Grassmannian
     
     
      Gk
     
     
      consisting
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      isotropic
     
     
      subspaces
     
     
      L
     
     
      of
     
     
      dimension
     
     
      k
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2n+2
     
     
      (i.e.
     
     
      Q\
     
     
      l
     
     
      =
     
     
      0).
     
     
      Similarly,
     
     
      the
     
     
      isotropic
     
     
      flag
     
     
      manifold
     
     
      /Gi,„+i
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      subspace
     
     
      of 
     
     
      the
     
     
      ordinary
     
     
      flag
     
     
      manifold
     
     
      of
     
     
      couples
     
     
      of
     
     
      1
     
     
      -dimensional
     
     
      and
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      l)-dimensional
     
     
      isotropic
     
     
      subspaces.
     
     
      The
     
     
      usual
     
     
      double
     
     
      diagram
     
     
      (with
     
     
      natural
     
     
      projections)
     
     
      is
     
     
      then
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      two
     
     
      projections
     
     
      l,n+l
     
     
      IG,
     
     
      (3)
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      J.
     
     
      Bures-V.
     
     
      Soucek
     
     
      The
     
     
      space
     
     
      IG\
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      nondegenerate
     
     
      quadric
     
     
      in
     
     
      P
     
     
      2n+1
     
     
      (C),
     
     
      so
     
     
      M
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      can
     
     
      be 
     
     
      embedded
     
     
      into
     
     
      it
     
     
      as
     
     
      an
     
     
      open
     
     
      dense
     
     
      subset.
     
     
      This
     
     
      subset
     
     
      is
     
     
      usually
     
     
      considered
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      complex
     
     
      ɐ
     
     
      ification
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      2n-dimensional
     
     
      Minkowski
     
     
      space
     
     
      by
     
     
      physicists.
     
     
      To
     
     
      describe
     
     
      solutions
     
     
      of
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      and
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      domain
     
     
      fl
     
     
      c
     
     
      M,
     
     
      we
     
     
      restrict
     
     
      the
     
     
      diagram
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      maps
     
     
      (3)
     
     
      to
     
     
      Q'
     
     
      n
     
     
      (
     
     
      4
     
     
      )
     
     
      n"
     
     
      where
     
     
      O'
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      I
     
     
      G
     
     
      i,
     
     
      n+
     
     
      i
     
     
      and
     
     
      Cl
     
     
      ”
     
     
      =
     
     
      /r(ST)
     
     
      C
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      +\-
     
     
      The
     
     
      isotropic
     
     
      Grassmanian
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      -
     
     
      2
     
     
      n
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      defined
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      homogeneous
     
     
      space
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      ways:
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      SO(2n,
     
     
      C
     
     
      )/H
     
     
      =
     
     
      Spin
     
     
      0(2n,
     
     
      C)
     
     
      /H 
     
     
      =
     
     
      SO(2n,
     
     
      R
     
     
      )/U{n,
     
     
      C).
     
     
      The
     
     
      groups
     
     
      SO(2n
     
     
      ,
     
     
      C),
     
     
      SO(2n,
     
     
      R)
     
     
      and
     
     
      U(n,
     
     
      C)
     
     
      are
     
     
      defined
     
     
      with
     
     
      respect
     
     
      to
     
     
      our
     
     
      choice
     
     
      of
     
     
      quadratic
     
     
      form
     
     
      Q
     
     
      in
     
     
      Sect.
     
     
      2,
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      Spin
     
     
      0(2n,
     
     
      C)
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      connected
     
     
      identity
     
     
      component
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      Spin(2n,
     
     
      C)
     
     
      ;
     
     
      the
     
     
      subgroups
     
     
      H
     
     
      and
     
     
      H
     
     
      are
     
     
      the
     
     
      isotropic
     
     
      subgroups
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      point
     
     
      W
     
     
      0
     
     
      e
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      isotropic
     
     
      Stiefel
     
     
      manifold
     
     
      of
     
     
      isotropic
     
     
      n-frames
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      Then
     
     
      we 
     
     
      have
     
     
      the
     
     
      diagram:
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      :1
     
     
      l
     
     
      2:1
     
     
      SO(2n,
     
     
      C)
     
     
      I
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      H
     
     
      H
     
     
      GL
     
     
      IGn
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      We
     
     
      shall
     
     
      use
     
     
      the
     
     
      spaces
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      and
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      as
     
     
      spaces
     
     
      of
     
     
      “homogeneous
     
     
      coor
     
     
      ɐ
     
     
      dinates
     
     
      ”
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      -
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      denote
     
     
      for
     
     
      any
     
     
      s
     
     
      G
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      —
     
     
      {0}:
     
     
      i(s)
     
     
      =
     
     
      {Z
     
     
      e
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      ;Z.s
     
     
      =
     
     
      0}.
     
     
      The
     
     
      space
     
     
      J
     
     
      pure
     
     
      =
     
     
      {s
     
     
      €
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      ;
     
     
      dim
     
     
      i(s)
     
     
      =
     
     
      n}
     
     
      is
     
     
      called
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      of
     
     
      (positive)
     
     
      pure
     
     
      spinors.
     
     
      For
     
     
      any
     
     
      s
     
     
      G
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      -
     
     
      {0}
     
     
      the
     
     
      vector
     
     
      space
     
     
      i(s)
     
     
      is
     
     
      always
     
     
      isotropic.
     
     
      The
     
     
      map
     
     
      l
     
     
      :
     
     
      P(S
     
     
      pure
     
     
      IGn
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      given
     
     
      by
     
     
      l
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      biholomorphic
     
     
      map.
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      define
     
     
      a
     
     
      map
     
     
      S
     
     
      :
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      by
     
     
      s(g)
     
     
      =
     
     
      gi-
     
     
      (
     
     
      5
     
     
      )
     
     
      With
     
     
      respect
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      decomposition
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      =
     
     
      W
     
     
      0
     
     
      ©
     
     
      Ido,
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      H
     
     
      c
     
     
      SO(2n,
     
     
      C)
     
     
      has
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      form
     
     
      H
     
     
      =
     
     
      B
     
     
      (A-
     
     
      1
     
     
      )*
     
     
      AB
     
     
      l
     
     
      +
     
     
      BA*
     
     
      =
     
     
      0,
     
     
      A
     
     
      e
     
     
      GL(n,
     
     
      C)
     
     
      }
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      map
     
     
      det
     
     
      :
     
     
      H
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      C
     
     
      -
     
     
      {0};
     
     
      det(/i)
     
     
      =
     
     
      det
     
     
      A,
     
     
      where
     
     
      det
     
     
      A
     
     
      denotes
     
     
      the
     
     
      determinant
     
     
      of
     
     
      A,
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      representation
     
     
      of
     
     
      H
     
     
      on
     
     
      C.
     
     
      We
     
     
      can
     
     
      find
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      representation
     
     
      %/det
     
     
      of
     
     
      H
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      such
     
     
      that
     
     
      (i/dët)
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      det.
     
     
      The
     
     
      principal
     
     
      role
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      considerations
     
     
      is
     
     
      played
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      line
     
     
      bundle
     
     
      L
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      defined
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      homogeneous
     
     
      bundle
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      representation
     
     
      (x/det)
     
     
      -1
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      H.
     
     
      Denote
     
     
      by
     
     
      an
     
     
      SO(2n,
     
     
      R)-invariant
     
     
      volume
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      this
     
     
      is
     
     
      ((g)
     
     
      ,
     
     
      (^J-form
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      Then
     
     
      there
     
     
      exists
     
     
      a
     
     
      form
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      S
     
     
      £^
     
     
      2
     
     
      ^
     
     
      ’
     
     
      °\lG
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      L
     
     
      2n
     
     
      ~
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      which
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      SO(2n,
     
     
      R)-invariant
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      such
     
     
      that
     
     
      K/n
     
     
      —
     
     
      A
     
     
      OLn
     
     
      (E/IM/I
     
     
      2
     
     
      )-
     
     
      where
     
     
      Mj
     
     
      are
     
     
      the
     
     
      Pliicker
     
     
      coordinates
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      I
     
     
      C
     
     
      {1,...,
     
     
      2
     
     
      n},
     
     
      #/
     
     
      =
     
     
      n.
     
     
      The
     
     
      form
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      element
     
     
      of
     
     
      (IG
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      L
     
     
      2n
     
     
      2
     
     
      ),
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      expression
     
     
      I
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      element
     
     
      of
     
     
      £(°
     
     
      ’
     
     
      °)(/Gn
     
     
      ,
     
     
      (L
     
     
      <g>
     
     
      L)
     
     
      2_2n
     
     
      ).
     
     
      We
     
     
      shall
     
     
      use
     
     
      below
     
     
      the
     
     
      realization
     
     
      of
     
     
      elements
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      cohomology
     
     
      group
     
     
      i/(
     
     
      0,
     
     
      w)(fi,L
     
     
      fc
     
     
      )
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      Dolbeault
     
     
      cohomology.
     
     
      3.1
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      for
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation.
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      denote
     
     
      by
     
     
      TfW(fi)
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      holomorphic
     
     
      solutions
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      fi.
     
     
      We
     
     
      want
     
     
      to
     
     
      construct
     
     
      the
     
     
      map
     
     
      V
     
     
      :
     
     
      ü'
     
     
      (0
     
     
      ’
     
     
      (5))
     
     
      (O",
     
     
      L
     
     
      2-2
     
     
      ”
     
     
      )
     
     
      -4
     
     
      HVH(n)
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      J.
     
     
      Bures-V.
     
     
      Soucek
     
     
      called
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      for
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation
     
     
      in
     
     
      Cl.
     
     
      THEOREM
     
     
      1.
     
     
      a)
     
     
      Let
     
     
      Cl
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      domain
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      If
     
     
      a
     
     
      d-closed
     
     
      form
     
     
      (3
     
     
      represents
     
     
      a
     
     
      cohomology
     
     
      class
     
     
      [P]
     
     
      6
     
     
      tfKï))(n",L
     
     
      2
     
     
      -
     
     
      2n
     
     
      ),
     
     
      then
     
     
      the
     
     
      function
     
     
      f(P)
     
     
      =
     
     
      V{\P}){P)
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      M*/?Aa
     
     
      n
     
     
      Ju-'(P)
     
     
      depends
     
     
      only
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      class
     
     
      [/?].
     
     
      b)
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      f(P)
     
     
      =
     
     
      P([f3])(P)
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      function
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      domain
     
     
      Cl
     
     
      and
     
     
      it
     
     
      satisfies
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation
     
     
      (1)
     
     
      there.
     
     
      c)
     
     
      If
     
     
      Cl
     
     
      satisfies
     
     
      suitable
     
     
      topological
     
     
      conditions
     
     
      (see
     
     
      [2],
     
     
      [5],
     
     
      [7],
     
     
      [9]),
     
     
      the
     
     
      map
     
     
      V
     
     
      is
     
     
      one-to-one
     
     
      map
     
     
      onto
     
     
      TCW(Cl).
     
     
      3.2
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      for
     
     
      Dirac
     
     
      equation.
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      denote
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      holomorphic
     
     
      solutions
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      Cl
     
     
      by
     
     
      US
     
     
      (Cl).
     
     
      We
     
     
      want
     
     
      to
     
     
      construct
     
     
      a
     
     
      map
     
     
      V
     
     
      :
     
     
      H&)(Cl",
     
     
      L
     
     
      1_2n
     
     
      )
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      TtS(Cl)
     
     
      called
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      in
     
     
      Cl.
     
     
      The
     
     
      double
     
     
      fibration
     
     
      (5)
     
     
      will
     
     
      be
     
     
      lifted
     
     
      for
     
     
      our
     
     
      purposes
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      diagram
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      double
     
     
      fibration
     
     
      Cl'
     
     
      ^
     
     
      Cl
     
     
      Cl"
     
     
      where
     
     
      CT
     
     
      =
     
     
      7r
     
     
      _1
     
     
      (f2
     
     
      /
     
     
      )
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      x
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      principal
     
     
      fibre
     
     
      bundle
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      H
     
     
      over
     
     
      Cl
     
     
      1
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      domain
     
     
      (
     
     
      6
     
     
      )
     
     
      Cl"
     
     
      =
     
     
      Tr-\Cl")
     
     
      c
     
     
      C
     
     
      n
     
     
      x
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,C)
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      principal
     
     
      fibre
     
     
      bundle
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      same
     
     
      group
     
     
      over
     
     
      Cl".
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      is
     
     
      defined
     
     
      for
     
     
      cohomology
     
     
      classes
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      cohomology
     
     
      group
     
     
      H^°
     
     
      ’
     
     
      (^\Cl",
     
     
      L
     
     
      1-2
     
     
      ”
     
     
      ).
     
     
      To
     
     
      compute
     
     
      with
     
     
      them,
     
     
      we
     
     
      need
     
     
      to
     
     
      lift
     
     
      them
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      domain
     
     
      Cl".
     
     
      The
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      d-closed
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      O'
     
     
      with
     
     
      values
     
     
      in
     
     
      powers
     
     
      of
     
     
      L
     
     
      will
     
     
      be
     
     
      represented
     
     
      by
     
     
      an
     
     
      ordinary
     
     
      9-closed
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      O'
     
     
      satisfying
     
     
      suitable
     
     
      homogeneity
     
     
      conditions.
     
     
      To
     
     
      define
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform,
     
     
      we
     
     
      shall
     
     
      need
     
     
      the
     
     
      map
     
     
      S(g)
     
     
      introduced
     
     
      in
     
     
      Sect.2. 
     
     
      Let
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      denote
     
     
      the
     
     
      trivial
     
     
      bundle
     
     
      with
     
     
      fiber
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      on
     
     
      O'.
     
     
      THEOREM
     
     
      2.
     
     
      a)
     
     
      Let
     
     
      LI
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      domain
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      If
     
     
      a
     
     
      d-closed
     
     
      form
     
     
      f3
     
     
      represents
     
     
      a
     
     
      cohomology
     
     
      class
     
     
      [/?]
     
     
      €
     
     
      tf(5)(0",L
     
     
      1-2n
     
     
      ),
     
     
      then
     
     
      the
     
     
      form
     
     
      Sft,*/3
     
     
      A
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      represents
     
     
      a
     
     
      well
     
     
      defined
     
     
      element
     
     
      in
     
     
      5
     
     
      n
     
     
      ("-
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      (O',
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      )
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      V([P])
     
     
      defined
     
     
      by
     
     
      f{P)
     
     
      =
     
     
      rm)(P)
     
     
      =
     
     
      /
     
     
      Sp*P
     
     
      A
     
     
      an
     
     
      .
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      spinor
     
     
      field
     
     
      on
     
     
      O
     
     
      which
     
     
      depends
     
     
      only
     
     
      on
     
     
      cohomology
     
     
      class
     
     
      [/?].
     
     
      b)
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      f(P)
     
     
      =
     
     
      V{[p\)(P)
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      spinor
     
     
      field
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      domain
     
     
      O
     
     
      and
     
     
      it
     
     
      satisfies
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      (2)
     
     
      there.
     
     
      c)
     
     
      If
     
     
      0
     
     
      satisfies
     
     
      suitable
     
     
      topological
     
     
      conditions
     
     
      (see
     
     
      e.g.
     
     
      [2],[8],[9]),
     
     
      then
     
     
      the
     
     
      map
     
     
      V
     
     
      is
     
     
      one-to-one
     
     
      map
     
     
      onto
     
     
      7t<S(0).
     
     
      4.
     
     
      The
     
     
      Penrose
     
     
      transforms
     
     
      on
     
     
      c
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      In
     
     
      the
     
     
      rest
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      article
     
     
      we
     
     
      want
     
     
      study
     
     
      the
     
     
      special
     
     
      but
     
     
      interesting
     
     
      case
     
     
      0
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      in
     
     
      more
     
     
      details.
     
     
      The
     
     
      corresponding
     
     
      double
     
     
      diagram
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      maps
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      x
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      [
     
     
      “
     
     
      <
     
     
      7
     
     
      >
     
     
      M
     
     
      (C
     
     
      2n
     
     
      x
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      For
     
     
      simplicity,
     
     
      the
     
     
      scalar
     
     
      product
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      Q
     
     
      is
     
     
      denoted
     
     
      by
     
     
      (.,.).
     
     
      (i)
     
     
      Local
     
     
      coordinates
     
     
      for
     
     
      F
     
     
      :=
     
     
      j/_1
     
     
      (C
     
     
      2n
     
     
      )
     
     
      ~
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      x
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      shall
     
     
      need
     
     
      often
     
     
      “
     
     
      homogeneous
     
     
      coordinates
     
     
      ”
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      isotropic
     
     
      Stiefel
     
     
      manifold
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      defined
     
     
      as
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      {Z
     
     
      =
     
     
      [Z
     
     
      1
     
     
      ,...,Z
     
     
      n
     
     
      ]\Z
     
     
      i
     
     
      €
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      ,
     
     
      rank
     
     
      Z
     
     
      =
     
     
      n,
     
     
      (Z\Z
     
     
      j
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      0;
     
     
      i,j
     
     
      =
     
     
      1
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      10
     
     
      J.
     
     
      Bures-V.
     
     
      Soucek
     
     
      The
     
     
      manifold
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      principal
     
     
      fiber
     
     
      bundle
     
     
      7
     
     
      r
     
     
      :
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      t->
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      with
     
     
      a
     
     
      group
     
     
      GL(n, 
     
     
      C)
     
     
      acting
     
     
      from
     
     
      the
     
     
      right.
     
     
      The
     
     
      projection
     
     
      7r
     
     
      maps
     
     
      a
     
     
      matrix
     
     
      Z
     
     
      into
     
     
      an
     
     
      isotropic
     
     
      subspace
     
     
      generated
     
     
      by
     
     
      columns
     
     
      of
     
     
      Z.
     
     
      The
     
     
      identification
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      /GL(n,
     
     
      C)
     
     
      ~
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      is
     
     
      fixed
     
     
      by
     
     
      a
     
     
      choice
     
     
      of
     
     
      a
     
     
      point
     
     
      in
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      and
     
     
      a
     
     
      choice
     
     
      of
     
     
      its
     
     
      isotropic
     
     
      basis.
     
     
      Our
     
     
      choice
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      first
     
     
      half
     
     
      wi
     
     
      ,
     
     
      ...,
     
     
      w
     
     
      n
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      canonical
     
     
      basis
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      isotropic
     
     
      space
     
     
      W
     
     
      0
     
     
      c
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      generated
     
     
      by
     
     
      it.
     
     
      The
     
     
      space
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      is
     
     
      also
     
     
      a
     
     
      homogenous
     
     
      space
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      SO{2n,
     
     
      C).
     
     
      The
     
     
      homoge
     
     
      ɐ
     
     
      neous
     
     
      coordinates
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      Stiefel
     
     
      manifold
     
     
      or
     
     
      by
     
     
      SO(2n,
     
     
      C)
     
     
      are
     
     
      sufficient
     
     
      for
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      but
     
     
      not
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      operator.
     
     
      We
     
     
      shall
     
     
      need
     
     
      a
     
     
      bigger
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      homogeneous
     
     
      coordinates
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      acting
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      The
     
     
      identifications
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      /H
     
     
      ~
     
     
      SO{2n, 
     
     
      C)/H
     
     
      ~
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      choice
     
     
      of
     
     
      Wo
     
     
      for
     
     
      a
     
     
      preferred
     
     
      element
     
     
      in
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      The
     
     
      projection
     
     
      p
     
     
      :
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      1
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      and
     
     
      its
     
     
      restriction
     
     
      p
     
     
      :
     
     
      H
     
     
      >
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      GL(n,
     
     
      C)
     
     
      will 
     
     
      be
     
     
      denoted
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      same
     
     
      symbol.
     
     
      Components
     
     
      Zj
     
     
      =
     
     
      Zj(<?)
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      map
     
     
      p
     
     
      are
     
     
      holomorphic
     
     
      functions
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      Spin
     
     
      0(2n,
     
     
      C)
     
     
      ,
     
     
      they
     
     
      will
     
     
      be
     
     
      often
     
     
      used
     
     
      below.
     
     
      Homogeneous
     
     
      coordinates
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      x
     
     
      IG
     
     
      n
     
     
      are
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      (P, 
     
     
      Z)
     
     
      6
     
     
      F°
     
     
      :=
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      x
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      resp.
     
     
      by
     
     
      (P,
     
     
      g)
     
     
      €
     
     
      F
     
     
      :=
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      x
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,C)
     
     
      ,
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      action
     
     
      (P,Z)
     
     
      (P,Z-
     
     
      7);
     
     
      7
     
     
      €
     
     
      GL(n,
     
     
      C),
     
     
      resp.
     
     
      (P,g)
     
     
      i->
     
     
      (P,g
     
     
      ■
     
     
      p(h))\h
     
     
      €
     
     
      H.
     
     
      (ii)
     
     
      Local
     
     
      coordinates
     
     
      for
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      p{
     
     
      F).
     
     
      Homogeneous
     
     
      coordinates
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      twistor
     
     
      space
     
     
      are
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      (r),Z),
     
     
      where
     
     
      Z
     
     
      =
     
     
      (Z
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      ...,
     
     
      Z
     
     
      n
     
     
      ),
     
     
      Z
     
     
      l
     
     
      €
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      are
     
     
      Stiefel
     
     
      coordinates
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      vector
     
     
      space
     
     
      associated
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      affine
     
     
      space
     
     
      W
     
     
      €
     
     
      T
     
     
      and
     
     
      77
     
     
      e
     
     
      C
     
     
      n
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      P,Z
     
     
      l
     
     
      ),i
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      P
     
     
      €
     
     
      W.
     
     
      The
     
     
      mapping
     
     
      p
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      in
     
     
      these
     
     
      coordinates
     
     
      by
     
     
      p(P,Z)
     
     
      =
     
     
      (77
     
     
      ,Z),
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      P,Z
     
     
      l
     
     
      ).
     
     
      The
     
     
      space
     
     
      T
     
     
      0
     
     
      C
     
     
      n
     
     
      x
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      principal
     
     
      fibre
     
     
      bundle
     
     
      over
     
     
      the
     
     
      twistor
     
     
      space
     
     
      T
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      GL(n,
     
     
      C)
     
     
      acting
     
     
      by
     
     
      (77,
     
     
      Z)
     
     
      1
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      (77
     
     
      •
     
     
      7,
     
     
      Z
     
     
      ■
     
     
      7),
     
     
      7
     
     
      €
     
     
      GL(n,
     
     
      C).
     
     
      The
     
     
      corresponding
     
     
      projection
     
     
      7r
     
     
      is
     
     
      holomorphic.
     
     
      We
     
     
      shall
     
     
      also
     
     
      use
     
     
      a
     
     
      bigger
     
     
      coordinate
     
     
      space
     
     
      T
     
     
      :=
     
     
      C"
     
     
      x
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      for
     
     
      T.
     
     
      It
     
     
      is
     
     
      again
     
     
      a
     
     
      principal
     
     
      fiber
     
     
      bundle
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      H
     
     
      acting
     
     
      by
     
     
      (77,77
     
     
      )
     
     
      h
     
     
      ->
     
     
      (
     
     
      rj-p(h
     
     
      ),
     
     
      gh
     
     
      ).
     
     
      All
     
     
      coordinates
     
     
      are
     
     
      then
     
     
      summarized
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      double
     
     
      diagram
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      maps
     
     
      F
     
     
      ~
     
     
      (P,g)
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      ~
     
     
      (P)
     
     
      p.:r)'=(P,Z'(g))
     
     
      T
     
     
      ~
     
     
      (
     
     
      v,g
     
     
      )
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      The
     
     
      forms
     
     
      with
     
     
      values
     
     
      in
     
     
      L
     
     
      fc
     
     
      will
     
     
      be
     
     
      represented
     
     
      by
     
     
      equivariant
     
     
      forms
     
     
      on
     
     
      F,T,
     
     
      resp. 
     
     
      F
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      To-
     
     
      Every
     
     
      element
     
     
      g
     
     
      €
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      is
     
     
      projected
     
     
      to 
     
     
      an
     
     
      element
     
     
      {Z
     
     
      1
     
     
      (g
     
     
      ),
     
     
      ...,
     
     
      Z
     
     
      n
     
     
      (g)}
     
     
      e
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      ;
     
     
      the
     
     
      vectors
     
     
      {Z
     
     
      1
     
     
      (g),...,Z
     
     
      n
     
     
      (g),Z
     
     
      1
     
     
      (g),...,Z
     
     
      n
     
     
      (g)}
     
     
      form
     
     
      a
     
     
      basis
     
     
      of
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      denote
     
     
      the
     
     
      dual
     
     
      basis
     
     
      (with
     
     
      respect
     
     
      to
     
     
      (,))
     
     
      by
     
     
      {y
     
     
      1
     
     
      ,...,y
     
     
      n,y
     
     
      rl
     
     
      ,...,y
     
     
      rT
     
     
      *}.
     
     
      We
     
     
      have
     
     
      n
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      Y,({P,Z
     
     
      i
     
     
      )Y
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      (P,Z
     
     
      i
     
     
      )Yi).
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      note
     
     
      that
     
     
      span
     
     
      {F-
     
     
      3
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      span
     
     
      {
     
     
      Z
     
     
      3
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      W.
     
     
      5.
     
     
      The
     
     
      inverse
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      Let
     
     
      /
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      (
     
     
      Dirac)
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      are
     
     
      going
     
     
      to
     
     
      describe
     
     
      the
     
     
      cohomology
     
     
      class
     
     
      [P]
     
     
      on
     
     
      T
     
     
      such
     
     
      that
     
     
      P([P])
     
     
      =
     
     
      /.
     
     
      Even
     
     
      more,
     
     
      we
     
     
      also
     
     
      shall
     
     
      write
     
     
      a
     
     
      simple
     
     
      explicit
     
     
      formula
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      giving
     
     
      a
     
     
      (special)
     
     
      representative
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      cohomology
     
     
      class.
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      define
     
     
      a
     
     
      constant
     
     
      K(n)
     
     
      by
     
     
      c^(Z)
     
     
      (ZjiMAzwr-'
     
     
      N
     
     
      =
     
     
      theorem
     
     
      3.
     
     
      Let
     
     
      f(P
     
     
      )
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation
     
     
      (1)
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      define
     
     
      a
     
     
      form
     
     
      (3
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      twistor
     
     
      space
     
     
      T
     
     
      by
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      K(n).(^^VV)
     
     
      j
     
     
      =o
     
     
      c£(Z)
     
     
      \Mj{Z
     
     
      )\
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      2^71
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      ;
     
     
      where
     
     
      V-
     
     
      3
     
     
      '/
     
     
      =
     
     
      ^r|o/((l 
     
     
      +
     
     
      t
     
     
      )Q)
     
     
      ,
     
     
      Q
     
     
      =
     
     
      Yn
     
     
      VjY
     
     
      j
     
     
      ,
     
     
      a
     
     
      ^d
     
     
      1
     
     
      (2n
     
     
      —
     
     
      2)!
     
     
      ao
     
     
      =
     
     
      2j^T)\'
     
     
      an
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      L
     
     
      (2n
     
     
      —
     
     
      2)!
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      j-
     
     
      1)!
     
     
      [Vi
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      2\
     
     
      \
     
     
      (n
     
     
      —
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      -
     
     
      ;
     
     
      j
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      2.
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      The
     
     
      form
     
     
      P
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      equivariant
     
     
      form
     
     
      representing
     
     
      a
     
     
      d-closed
     
     
      element
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      £(°>(2))(T,
     
     
      L
     
     
      2-2
     
     
      ")
     
     
      and
     
     
      we
     
     
      have
     
     
      V([P})
     
     
      =
     
     
      f,P€
     
     
      SI.
     
     
      theorem
     
     
      4.
     
     
      Let
     
     
      f(P)
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      (2)
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      define
     
     
      a
     
     
      form
     
     
      P
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      twistor
     
     
      space
     
     
      T
     
     
      by
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      a,
     
     
      M
     
     
      \Mj{g)Vr
     
     
      -1
     
     
      ■
     
     
      where
     
     
      V
     
     
      j
     
     
      /
     
     
      =
     
     
      ^j|o/((l
     
     
      +
     
     
      t
     
     
      )Q)
     
     
      ,<?
     
     
      =
     
     
      £"
     
     
      VjY
     
     
      J
     
     
      ,
     
     
      and
     
     
      a
     
     
      o
     
     
      (2n
     
     
      —
     
     
      2)!
     
     
      ("-!)>
     
     
      (2
     
     
      n
     
     
      -
     
     
      2)!
     
     
      /n
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      (n+j-l)!\
     
     
      j
     
     
      ;j
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      2,
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      _i
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      The
     
     
      form
     
     
      P
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      equivariant
     
     
      form
     
     
      representing
     
     
      a
     
     
      d-closed
     
     
      element
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      £(°
     
     
      ’
     
     
      (2
     
     
      ))(
     
     
      t
     
     
      ,
     
     
      L
     
     
      1_2n
     
     
      )
     
     
      and
     
     
      we
     
     
      have
     
     
      V([p})
     
     
      =
     
     
      /,
     
     
      p
     
     
      e
     
     
      a
     
     
      6.
     
     
      Elementary
     
     
      states.
     
     
      A
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      (resp.
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation)
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      whole
     
     
      space
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      "
     
     
      which
     
     
      is
     
     
      polynomial
     
     
      and
     
     
      homogeneous
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      k
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      coordinates
     
     
      {P
     
     
      1
     
     
      }
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      ,
     
     
      is
     
     
      called
     
     
      an
     
     
      elementary
     
     
      state
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      k.
     
     
      The
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      elementary
     
     
      states
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      orders
     
     
      form
     
     
      a
     
     
      dense
     
     
      set 
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      holomorphic
     
     
      solutions
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      2n
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      want
     
     
      now
     
     
      to
     
     
      describe
     
     
      a
     
     
      basis
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      of
     
     
      elementary
     
     
      states
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      k
     
     
      in
     
     
      lower
     
     
      dimensions
     
     
      (4
     
     
      and
     
     
      6)
     
     
      and
     
     
      to
     
     
      show
     
     
      how
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      works
     
     
      quite
     
     
      explicitely.
     
     
      All
     
     
      maps
     
     
      involved
     
     
      in
     
     
      Theorems
     
     
      3
     
     
      and
     
     
      4
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      written
     
     
      down
     
     
      explicitely.
     
     
      example
     
     
      .
     
     
      (Elementary
     
     
      states
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      .)
     
     
      We
     
     
      use
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      coordinates:
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      a)
     
     
      On
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      .
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      (x\x
     
     
      2
     
     
      ,y\y
     
     
      2
     
     
      ).
     
     
      b)
     
     
      On
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      x
     
     
      IG
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      4
     
     
      -
     
     
      We
     
     
      take
     
     
      nonhomogeneous
     
     
      coordinate
     
     
      £
     
     
      which
     
     
      corresponds
     
     
      to
     
     
      one 
     
     
      of
     
     
      standard
     
     
      coordinate
     
     
      neighborhoods
     
     
      on
     
     
      IG
     
     
      2,4.
     
     
      The
     
     
      basis
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      corresponding
     
     
      isotropic
     
     
      subspace
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      by:
     
     
      Zi
     
     
      =
     
     
      (1,0,0,-0
     
     
      ^2
     
     
      =
     
     
      (0,
     
     
      1,£,
     
     
      0)
     
     
      (
     
     
      8
     
     
      )
     
     
      c)
     
     
      On
     
     
      the
     
     
      twistor
     
     
      space
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      /r(F),
     
     
      we
     
     
      take
     
     
      the
     
     
      coordinates:
     
     
      (»?,0
     
     
      =
     
     
      (v\v
     
     
      2
     
     
      ,0-
     
     
      The
     
     
      projection
     
     
      fj,
     
     
      on
     
     
      T
     
     
      has
     
     
      the
     
     
      form:
     
     
      p(x,y,0
     
     
      =
     
     
      (??,£)
     
     
      with
     
     
      rl
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      —
     
     
      fx
     
     
      2
     
     
      r)
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      fx
     
     
      1
     
     
      (
     
     
      9
     
     
      )
     
     
      The
     
     
      corresponding
     
     
      basis
     
     
      is:
     
     
      Zi
     
     
      =
     
     
      (i,o,
     
     
      0,-0
     
     
      z
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      o,u,o)
     
     
      Zi
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      0
     
     
      ,-
     
     
      4
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      0
     
     
      )
     
     
      z
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      (4,0,0,1)
     
     
      (
     
     
      10
     
     
      )
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      dual
     
     
      basis
     
     
      where
     
     
      *i
     
     
      =
     
     
      ||4ir
     
     
      1
     
     
      (o,-4,i,o)
     
     
      ^
     
     
      =
     
     
      lia
     
     
      _1
     
     
      K,
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      yi
     
     
      =
     
     
      ||£||-
     
     
      1
     
     
      (i,
     
     
      0,0,4)
     
     
      r
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      neir
     
     
      :
     
     
      ‘
     
     
      (o.i,
     
     
      £,o),
     
     
      lien
     
     
      =
     
     
      (i
     
     
      +
     
     
      i
     
     
      ^
     
     
      i
     
     
      2
     
     
      )-
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      For
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      transform
     
     
      we
     
     
      need
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      coordinate
     
     
      form
     
     
      of
     
     
      Q(r
     
     
      /,
     
     
      £)
     
     
      (Q
     
     
      was
     
     
      defined 
     
     
      in
     
     
      Theorem
     
     
      3
     
     
      by
     
     
      Q
     
     
      =
     
     
      VjY*)'-
     
     
      z
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      lier
     
     
      Vô
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      m\-\Wô
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      =
     
     
      iiorv
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      IKirV)
     
     
      Note
     
     
      that
     
     
      the
     
     
      all
     
     
      4
     
     
      functions
     
     
      are
     
     
      holomorphic
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      variable
     
     
      y,
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      consequence
     
     
      the
     
     
      forms
     
     
      written
     
     
      below
     
     
      are
     
     
      manifestly
     
     
      9-closed.
     
     
      A
     
     
      direct
     
     
      computation
     
     
      gives:
     
     
      £|
     
     
      m
     
     
      ,
     
     
      i
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      |I£II
     
     
      2
     
     
      -
     
     
      i
     
     
      The
     
     
      spinor
     
     
      space
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      identified
     
     
      with
     
     
      S+
     
     
      =
     
     
      {(a.l
     
     
      +
     
     
      b.fj
     
     
      2
     
     
      )l
     
     
      ;
     
     
      a,
     
     
      6
     
     
      €
     
     
      C},
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      corresponding
     
     
      contraction
     
     
      Ig/\g\
     
     
      2
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      (up
     
     
      to
     
     
      a
     
     
      multiplicative
     
     
      factor)
     
     
      by
     
     
      7(1
     
     
      +
     
     
      £/
     
     
      i
     
     
      /
     
     
      2
     
     
      )/||£||,
     
     
      where
     
     
      £
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      nonhomogeneous
     
     
      coordinate
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      element
     
     
      in
     
     
      ISt
     
     
      n
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      projection
     
     
      of
     
     
      g.
     
     
      Note
     
     
      that
     
     
      the
     
     
      multiplicative
     
     
      factors
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      formula
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      form
     
     
      f3
     
     
      express
     
     
      the
     
     
      fact
     
     
      that
     
     
      P
     
     
      has
     
     
      values
     
     
      in
     
     
      a
     
     
      suitable
     
     
      line
     
     
      bundle.
     
     
      A.
     
     
      The
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation.
     
     
      From
     
     
      the
     
     
      general
     
     
      theory
     
     
      (esp.
     
     
      Theorem
     
     
      3),
     
     
      we
     
     
      get:
     
     
      theorem
     
     
      5.
     
     
      Let
     
     
      y)
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      homogeneous
     
     
      polynomial
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      k
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      which
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation.
     
     
      Let
     
     
      O
     
     
      i
     
     
      J/YO)
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      function
     
     
      on
     
     
      T
     
     
      obtained
     
     
      by
     
     
      substitution
     
     
      (11).
     
     
      Then
     
     
      the
     
     
      form
     
     
      P<t>
     
     
      =
     
     
      —
     
     
      i
     
     
      27
     
     
      r
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      fc
     
     
      )$
     
     
      (i
     
     
      +
     
     
      m
     
     
      2
     
     
      is
     
     
      manifestly
     
     
      d-closed 
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      T,
     
     
      so
     
     
      it
     
     
      represents
     
     
      an
     
     
      element
     
     
      [/?*]
     
     
      e
     
     
      tf^CT.L-
     
     
      2).
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      Moreover,
     
     
      we
     
     
      have
     
     
      vm\)
     
     
      =
     
     
      The
     
     
      fact
     
     
      that
     
     
      the
     
     
      class
     
     
      [/3<j>]
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      image
     
     
      of
     
     
      $
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      in
     
     
      this
     
     
      simple
     
     
      situation
     
     
      verified
     
     
      directly.
     
     
      By
     
     
      a
     
     
      direct
     
     
      computations
     
     
      we
     
     
      get
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      formulae:
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      l£|
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      fc+2
     
     
      27ri£(-l
     
     
      )
     
     
      j
     
     
      3=0
     
     
      1
     
     
      k
     
     
      +
     
     
      l-l+j
     
     
      ’
     
     
      l
     
     
      —
     
     
      0,...
     
     
      ,k.
     
     
      (
     
     
      12
     
     
      )
     
     
      and
     
     
      \tj\
     
     
      2k
     
     
      dfAdf
     
     
      (l
     
     
      +
     
     
      |£|
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      fe
     
     
      +
     
     
      2
     
     
      2z7r
     
     
      k
     
     
      +
     
     
      r
     
     
      (13)
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      describe
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      cohomology
     
     
      group
     
     
      which
     
     
      corresponds
     
     
      to
     
     
      elementary
     
     
      states
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      and
     
     
      1.
     
     
      Let
     
     
      —
     
     
      i
     
     
      dl
     
     
      ;
     
     
      Mi
     
     
      +
     
     
      KI
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      2
     
     
      ’
     
     
      then
     
     
      we
     
     
      have
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      représentants
     
     
      of
     
     
      cohomology
     
     
      classes
     
     
      and
     
     
      their
     
     
      Penrose
     
     
      trans
     
     
      ɐ
     
     
      forms:
     
     
      Let
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      0.
     
     
      A)
     
     
      =
     
     
      «
     
     
      -
     
     
      Wo])
     
     
      =
     
     
      l,
     
     
      because
     
     
      it
     
     
      immediately
     
     
      follows
     
     
      from
     
     
      (13)
     
     
      that
     
     
      df
     
     
      A
     
     
      d£
     
     
      C
     
     
      (HP
     
     
      p
     
     
      ««
     
     
      =
     
     
      i)/
     
     
      c
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      (14)
     
     
      From
     
     
      the
     
     
      formulas
     
     
      (12),
     
     
      (13),
     
     
      we
     
     
      get
     
     
      also
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      results
     
     
      for
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      01
     
     
      =
     
     
      ifjfjâ*
     
     
      -
     
     
      P
     
     
      ([ftD
     
     
      =
     
     
      Z'
     
     
      &
     
     
      =
     
     
      ^
     
     
      =
     
     
      x2
     
     
      (15)
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      Let
     
     
      us
     
     
      show
     
     
      how
     
     
      the
     
     
      formulas
     
     
      work
     
     
      e.g.
     
     
      for
     
     
      <&(x,y)
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      get
     
     
      /?
     
     
      =
     
     
      2n
     
     
      '(1
     
     
      +
     
     
      m
     
     
      3
     
     
      and
     
     
      x
     
     
      l
     
     
      \Ç\
     
     
      2
     
     
      d£Ad£
     
     
      j
     
     
      —
     
     
      X
     
     
      c
     
     
      U
     
     
      +
     
     
      KI2
     
     
      )
     
     
      3
     
     
      For
     
     
      general
     
     
      k
     
     
      we
     
     
      shall
     
     
      show
     
     
      as
     
     
      an
     
     
      example
     
     
      the
     
     
      procedure
     
     
      for
     
     
      $(x,y)
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      .
     
     
      The
     
     
      corresponding
     
     
      form
     
     
      is
     
     
      (■
     
     
      r)
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      dï
     
     
      Pk
     
     
      27r
     
     
      (1+fc)
     
     
      (l
     
     
      +
     
     
      ICI
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      2+fc
     
     
      and
     
     
      its
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      is
     
     
      *><[«)
     
     
      =
     
     
      g<*+i>/
     
     
      (
     
     
      (y
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      d^Adf,
     
     
      (y
     
     
      1
     
     
      )*-
     
     
      c
     
     
      (i
     
     
      +
     
     
      m
     
     
      3
     
     
      We
     
     
      can
     
     
      now
     
     
      state
     
     
      a
     
     
      general
     
     
      result:
     
     
      Let
     
     
      Hkivi,
     
     
      t
     
     
      ?
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      denote
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      homogeneous
     
     
      polynomials
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      k
     
     
      in
     
     
      (??i,
     
     
      772)
     
     
      and
     
     
      let
     
     
      lZ
     
     
      k
     
     
      denote
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      cohomology
     
     
      classes
     
     
      n
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      mk,p
     
     
      0
     
     
      ,...,p
     
     
      k
     
     
      )\
     
     
      iPj
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      k
     
     
      (vi,V
     
     
      2
     
     
      )}
     
     
      C
     
     
      (T,L-
     
     
      2),
     
     
      where
     
     
      P(k,Po,---,Pk)
     
     
      -i,
     
     
      J2
     
     
      k
     
     
      j=0
     
     
      p
     
     
      :(yi^^
     
     
      j
     
     
      d£
     
     
      2ir
     
     
      [L
     
     
      +
     
     
      k)
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      |£|
     
     
      2
     
     
      )*
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      KI2
     
     
      )
     
     
      2
     
     
      ’
     
     
      then
     
     
      V
     
     
      maps
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      lZ
     
     
      k
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      of
     
     
      elementary
     
     
      states
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      k
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      in
     
     
      one-to-one
     
     
      way.
     
     
      It
     
     
      is
     
     
      easy
     
     
      to
     
     
      see
     
     
      that
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      classes
     
     
      {[/?(&,
     
     
      Po,
     
     
      ■
     
     
      ■
     
     
      ■,
     
     
      P
     
     
      k
     
     
      )}},
     
     
      where
     
     
      {Pj}
     
     
      are
     
     
      homo
     
     
      ɐ
     
     
      geneous
     
     
      monomials
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      k,
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      basis
     
     
      of
     
     
      7l
     
     
      k
     
     
      and
     
     
      that
     
     
      dim'P(7?.fc)
     
     
      =
     
     
      (k
     
     
      +
     
     
      l)
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      B.
     
     
      The
     
     
      Dirac
     
     
      equation.
     
     
      theorem
     
     
      6.
     
     
      Let
     
     
      $(x,y)
     
     
      =
     
     
      ($°(æ,
     
     
      y)
     
     
      +
     
     
      $
     
     
      12
     
     
      (x, 
     
     
      yjfih)!
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      holomorphic
     
     
      spinor-valued
     
     
      function
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      such
     
     
      that
     
     
      <3>°
     
     
      and
     
     
      $
     
     
      12
     
     
      are
     
     
      homogeneous
     
     
      polynomials
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      k
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      and
     
     
      $
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      $(ry,
     
     
      0)
     
     
      =
     
     
      $(x(77,
     
     
      £),
     
     
      7/(77,
     
     
      £))
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      spinor-valued
     
     
      function
     
     
      on
     
     
      T
     
     
      obtained
     
     
      by
     
     
      substitution
     
     
      (11).
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      Then
     
     
      the
     
     
      form
     
     
      is
     
     
      manifestly
     
     
      B-closed
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      T
     
     
      which
     
     
      represents
     
     
      an
     
     
      element
     
     
      [/?$]
     
     
      €
     
     
      L~
     
     
      3
     
     
      )
     
     
      satisfying
     
     
      V([P$])
     
     
      =
     
     
      As
     
     
      an
     
     
      illustration
     
     
      let
     
     
      us
     
     
      describe
     
     
      the
     
     
      correspondence
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      case
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      The
     
     
      basis
     
     
      for 
     
     
      elementary
     
     
      states
     
     
      of
     
     
      homogeneity
     
     
      1
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      corresponding
     
     
      Penrose
     
     
      transforms
     
     
      are
     
     
      given
     
     
      by
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      expressions:
     
     
      ^TTjf
     
     
      r*^rm
     
     
      =
     
     
      (-*
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      v
     
     
      1
     
     
      fih
     
     
      )
     
     
      1
     
     
      (16)
     
     
      p
     
     
      =-
     
     
      nm
     
     
      =
     
     
      ^
     
     
      +
     
     
      v
     
     
      2
     
     
      hh)i
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      ->
     
     
      vm
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      vm
     
     
      =
     
     
      For
     
     
      general
     
     
      k,
     
     
      let
     
     
      us
     
     
      show
     
     
      how
     
     
      the
     
     
      procedure
     
     
      works
     
     
      e.g.
     
     
      for
     
     
      $
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      I
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      have
     
     
      p
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      tt
     
     
      (
     
     
      k
     
     
      +
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      <jp
     
     
      M
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      |e|2)3+fc
     
     
      and
     
     
      nm
     
     
      =
     
     
      S
     
     
      (t
     
     
      +
     
     
      2)
     
     
      /c
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      I4l
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      3+fc
     
     
      O/
     
     
      1
     
     
      )*/-
     
     
      We
     
     
      can
     
     
      state
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      general
     
     
      result:
     
     
      Denote
     
     
      by
     
     
      7ffc(
     
     
      771,172)
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      homogeneous
     
     
      polynomials
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      k
     
     
      in
     
     
      (??i,
     
     
      r^),
     
     
      Dfc
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      all
     
     
      cohomology
     
     
      classes
     
     
      {[/?(fc,p
     
     
      0
     
     
      ,...,n+i)]
     
     
      Pj
     
     
      €
     
     
      Wfc(m,»ï
     
     
      2
     
     
      )}
     
     
      c
     
     
      ^(T.L"
     
     
      3
     
     
      )
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      J.
     
     
      Bures-V.
     
     
      Soucek
     
     
      where
     
     
      p(k,P
     
     
      0
     
     
      ,...,P
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      —
     
     
      (2
     
     
      +
     
     
      k)
     
     
      ZÎtoPjivum)?
     
     
      (i
     
     
      +
     
     
      KI2
     
     
      )
     
     
      fc+1
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      m
     
     
      2
     
     
      then
     
     
      V{V
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      space
     
     
      of 
     
     
      elementary
     
     
      states
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      k
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      4
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      shall
     
     
      see
     
     
      immediately,
     
     
      that
     
     
      the
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      classes
     
     
      {[/?(fc,
     
     
      P
     
     
      q
     
     
      ,
     
     
      ...,
     
     
      Pfc+i)]}
     
     
      where
     
     
      {Pj}
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      h
     
     
      o
     
     
      m
     
     
      o
     
     
      g
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      m
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      o
     
     
      m
     
     
      i
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      s
     
     
      o
     
     
      f
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      k
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      a
     
     
      b
     
     
      a
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      o
     
     
      f
     
     
      V
     
     
      {
     
     
      V
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      d
     
     
      i
     
     
      m
     
     
      P
     
     
      (
     
     
      D
     
     
      f
     
     
      c
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      f
     
     
      c
     
     
      +
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      (
     
     
      /
     
     
      c
     
     
      +
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      e
     
     
      x
     
     
      a
     
     
      m
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      y
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      C
     
     
      6
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      F
     
     
      o
     
     
      l
     
     
      l
     
     
      o
     
     
      w
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      g
     
     
      g
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      t
     
     
      h
     
     
      e
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      y
     
     
      ,
     
     
      w
     
     
      e
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      h
     
     
      e
     
     
      f
     
     
      o
     
     
      l
     
     
      l
     
     
      o
     
     
      w
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      g
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      d
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      a
     
     
      )
     
     
      On
     
     
      C
     
     
      6
     
     
      :
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      (x
     
     
      1
     
     
      ,x
     
     
      2
     
     
      ,x
     
     
      2
     
     
      ,y
     
     
      x
     
     
      ,y
     
     
      2
     
     
      ,y
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      b) 
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      part
     
     
      of
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      6
     
     
      x
     
     
      IG
     
     
      3]6
     
     
      ,
     
     
      we
     
     
      take
     
     
      nonhomogeneous
     
     
      coordinates
     
     
      (£1,62;
     
     
      £3)
     
     
      corre
     
     
      ɐ
     
     
      sponding
     
     
      to
     
     
      one
     
     
      basic
     
     
      coordinate
     
     
      neigborhood
     
     
      on
     
     
      7G
     
     
      3
     
     
      i
     
     
      6-
     
     
      The
     
     
      corresponding
     
     
      isotropic
     
     
      basis
     
     
      is
     
     
      Zi
     
     
      =
     
     
      (i,o,o,o,-6,-6)
     
     
      Z
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      ,0,6,0,-6)
     
     
      (17)
     
     
      z
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      6
     
     
      ,
     
     
      6
     
     
      ,
     
     
      0
     
     
      )
     
     
      c)
     
     
      On
     
     
      the
     
     
      twistor
     
     
      space
     
     
      T
     
     
      we
     
     
      take
     
     
      the
     
     
      coordinates:
     
     
      (v
     
     
      ,0
     
     
      =
     
     
      (a?W,»?
     
     
      3
     
     
      ,
     
     
      6-6-6)-
     
     
      The
     
     
      projection
     
     
      y
     
     
      on
     
     
      Q'
     
     
      has
     
     
      the
     
     
      form:
     
     
      =
     
     
      (v,i)
     
     
      r
     
     
      /
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      -6s
     
     
      2
     
     
      -6*
     
     
      3
     
     
      rj
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      +6X
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      6a:
     
     
      3
     
     
      v
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      3
     
     
      +
     
     
      6a:
     
     
      1
     
     
      +
     
     
      6a:
     
     
      2
     
     
      with
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      The
     
     
      corresponding
     
     
      basis
     
     
      are:
     
     
      Zi
     
     
      =(1,0,0,0
     
     
      ,
     
     
      -Çi,
     
     
      -&)
     
     
      z
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      (0,1,0,6,0
     
     
      ,-
     
     
      6)
     
     
      z
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      0
     
     
      ,1,6.
     
     
      6»o)
     
     
      Zi
     
     
      =
     
     
      (0
     
     
      ,-
     
     
      6
     
     
      ,-
     
     
      6,1.0,0)
     
     
      ^2
     
     
      =
     
     
      (6,o,
     
     
      -6,o,
     
     
      i,o)
     
     
      =
     
     
      (6,6,
     
     
      o,o,
     
     
      o,i)
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      dual
     
     
      basis
     
     
      Yi
     
     
      =
     
     
      ItCII
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      (o,
     
     
      -6,
     
     
      -6,
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      -66,66)
     
     
      ^2
     
     
      =
     
     
      IkirHêi.o,
     
     
      -6,
     
     
      -66,1
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      -66)
     
     
      ^3
     
     
      =
     
     
      II6I
     
     
      -1
     
     
      (6,6,0,66,
     
     
      -66,
     
     
      1
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      lierai
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      -66,66,0,
     
     
      -6,-6)
     
     
      ^2
     
     
      =
     
     
      ll6l
     
     
      _1
     
     
      (-66,
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      -66,6,0,
     
     
      -6)
     
     
      ^3
     
     
      =
     
     
      II6I
     
     
      -1
     
     
      (66>
     
     
      -66,
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      ,6,6
     
     
      ,
     
     
      o
     
     
      )
     
     
      where
     
     
      1161
     
     
      =
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      -
     
     
      For
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      transform
     
     
      we
     
     
      have
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      coordinate
     
     
      form
     
     
      of
     
     
      Q(r},£):
     
     
      ^
     
     
      =
     
     
      ll6rV6+»?
     
     
      3
     
     
      6)
     
     
      z
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      II6|-
     
     
      1
     
     
      ((V6
     
     
      +
     
     
      î
     
     
      ?
     
     
      3
     
     
      6)
     
     
      x
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      H6|-
     
     
      1
     
     
      ((-ri
     
     
      1
     
     
      6-r
     
     
      ?
     
     
      2
     
     
      6)
     
     
      _
     
     
      _
     
     
      f
     
     
      1
     
     
      o
     
     
      )
     
     
      y
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      U6rV(i
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      »?
     
     
      2
     
     
      (-66)
     
     
      + 
     
     
      »?
     
     
      3
     
     
      (66))
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      II6I~
     
     
      1
     
     
      (»7
     
     
      1
     
     
      (-66)
     
     
      +
     
     
      »?
     
     
      2
     
     
      (
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      »?
     
     
      3
     
     
      (-66))
     
     
      y
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      II6I~V(66)
     
     
      +
     
     
      rç
     
     
      2
     
     
      (-66)
     
     
      +
     
     
      rç
     
     
      3
     
     
      (i
     
     
      +
     
     
      I6I
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      Note
     
     
      again
     
     
      that
     
     
      all
     
     
      coordiantes
     
     
      are
     
     
      holomorphic
     
     
      functions
     
     
      of
     
     
      rf.
     
     
      A
     
     
      direct
     
     
      computation
     
     
      gives
     
     
      :
     
     
      £|
     
     
      m
     
     
      ,|
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      |I6I
     
     
      2
     
     
      -
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      20
     
     
      J.
     
     
      Bures-
     
     
      V.
     
     
      Soucek
     
     
      A.
     
     
      The
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation.
     
     
      theorem
     
     
      7.
     
     
      Let
     
     
      <&(x,y)
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      homogeneous
     
     
      polynomial
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      k
     
     
      which
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      Laplace
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      6
     
     
      .
     
     
      Let
     
     
      =
     
     
      $(x(ri,
     
     
      £),
     
     
      y{rj,(,)),
     
     
      ani
     
     
      1
     
     
      c*3
     
     
      =
     
     
      d
     
     
      £
     
     
      1
     
     
      A
     
     
      d
     
     
      £
     
     
      2
     
     
      A
     
     
      d£
     
     
      3
     
     
      .
     
     
      Then
     
     
      ^
     
     
      =
     
     
      îi
     
     
      (6
     
     
      +
     
     
      5fc
     
     
      +
     
     
      fc
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      *M^
     
     
      is
     
     
      d-closed
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      T
     
     
      which
     
     
      represents
     
     
      a
     
     
      class
     
     
      [/3$]
     
     
      in
     
     
      #(°'
     
     
      3
     
     
      )(T,
     
     
      L~
     
     
      5
     
     
      )
     
     
      and
     
     
      n\P*])
     
     
      =
     
     
      *■
     
     
      The
     
     
      theorem
     
     
      can
     
     
      again
     
     
      be
     
     
      proved
     
     
      by
     
     
      direct
     
     
      computation,
     
     
      all
     
     
      what
     
     
      is
     
     
      needed
     
     
      is
     
     
      the 
     
     
      following
     
     
      formula:
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      |£i|
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      fc
     
     
      a
     
     
      3
     
     
      A
     
     
      a
     
     
      3
     
     
      U\\
     
     
      k+i
     
     
      -(2r)
     
     
      3
     
     
      2
     
     
      tt
     
     
      2
     
     
      6
     
     
      +
     
     
      5
     
     
      k
     
     
      +
     
     
      k
     
     
      2
     
     
      (19)
     
     
      To
     
     
      illustrate
     
     
      it,
     
     
      let
     
     
      us
     
     
      write
     
     
      down
     
     
      the
     
     
      case
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      function
     
     
      $(x,y)
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      3
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      explicitely.
     
     
      It 
     
     
      has
     
     
      the
     
     
      inverse
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      r
     
     
      ,
     
     
      r
     
     
      ,
     
     
      ,
     
     
      ,
     
     
      2
     
     
      ^
     
     
      1
     
     
      6
     
     
      6
     
     
      -
     
     
      V
     
     
      2
     
     
      b
     
     
      £
     
     
      l
     
     
      +
     
     
      %
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      +
     
     
      l
     
     
      £
     
     
      l
     
     
      |
     
     
      )
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      f
     
     
      c
     
     
      Q
     
     
      3
     
     
      A
     
     
      «
     
     
      3
     
     
      '
     
     
      5
     
     
      *
     
     
      =
     
     
      iSî
     
     
      <6
     
     
      +
     
     
      5
     
     
      ‘
     
     
      +
     
     
      '
     
     
      :
     
     
      1
     
     
      -----------------------
     
     
      Kj+î
     
     
      -----------------------
     
     
      and
     
     
      it
     
     
      is
     
     
      straightforward
     
     
      to
     
     
      check
     
     
      that
     
     
      it
     
     
      gives
     
     
      back
     
     
      the
     
     
      function
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      3
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      .
     
     
      B.
     
     
      The
     
     
      Dirac
     
     
      equation.
     
     
      Let
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      spinor
     
     
      space
     
     
      of
     
     
      positive
     
     
      spinors.
     
     
      We
     
     
      have
     
     
      the
     
     
      identification
     
     
      of
     
     
      spinor
     
     
      space 
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      subspace
     
     
      of
     
     
      C
     
     
      q
     
     
      as
     
     
      follows:
     
     
      S+
     
     
      =
     
     
      {a
     
     
      +
     
     
      6/1/2
     
     
      +
     
     
      c/1/3
     
     
      +
     
     
      d/2/3)/
     
     
      k
     
     
      b,
     
     
      c,
     
     
      d,
     
     
      <E
     
     
      C}
     
     
      where
     
     
      I
     
     
      =
     
     
      f\fif
     
     
      2
     
     
      fifsh-
     
     
      The
     
     
      image
     
     
      S(g),g
     
     
      e
     
     
      Spin
     
     
      0
     
     
      (2n,
     
     
      C)
     
     
      is
     
     
      defined
     
     
      (up
     
     
      to
     
     
      a
     
     
      multiplicative
     
     
      factor)
     
     
      by
     
     
      (1
     
     
      + 
     
     
      £1/1/2
     
     
      +
     
     
      £2/1/3
     
     
      +
     
     
      £3/2/3)/-
     
     
      Similarly,
     
     
      the
     
     
      element
     
     
      ^
     
     
      is
     
     
      given
     
     
      (up
     
     
      to
     
     
      a
     
     
      factor)
     
     
      by
     
     
      ll£H
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      /(^
     
     
      3
     
     
      /
     
     
      3/2
     
     
      +
     
     
      £2/3/1
     
     
      + 
     
     
      £1/2/1
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      )
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      Let
     
     
      $
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      6
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      S
     
     
      +
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation.
     
     
      Let
     
     
      $(x,y)
     
     
      =
     
     
      (a(x,y)l
     
     
      +
     
     
      b(x,y)fj
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      c(x,y)fif
     
     
      3
     
     
      +
     
     
      d(x,y)f
     
     
      2
     
     
      f
     
     
      3
     
     
      )I
     
     
      (20)
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      coordinate
     
     
      form
     
     
      of
     
     
      <3>.
     
     
      theorem
     
     
      8.
     
     
      Let
     
     
      $(x,
     
     
      y)
     
     
      of
     
     
      a
     
     
      form
     
     
      (20)
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Dirac
     
     
      equation
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      6
     
     
      ,
     
     
      such
     
     
      that
     
     
      a,b,c,d
     
     
      are
     
     
      homogeneous
     
     
      polynoms
     
     
      in
     
     
      (x,y)
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      k.
     
     
      Denote
     
     
      —
     
     
      2/(^0),
     
     
      then
     
     
      0*
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      ^(12
     
     
      +
     
     
      7k
     
     
      +
     
     
      k
     
     
      2
     
     
      )I(f
     
     
      3
     
     
      f
     
     
      3
     
     
      f
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      6/3
     
     
      h
     
     
      +
     
     
      6/2/1
     
     
      +
     
     
      !)#(»?,
     
     
      is
     
     
      d-closed
     
     
      form
     
     
      on
     
     
      T
     
     
      which
     
     
      represents
     
     
      a
     
     
      class
     
     
      [/?$]
     
     
      in
     
     
      T,L
     
     
      -5
     
     
      )
     
     
      and
     
     
      nip*))
     
     
      =
     
     
      *■
     
     
      We
     
     
      can
     
     
      present
     
     
      a
     
     
      simple
     
     
      example
     
     
      here.
     
     
      Take
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      solution
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Dirac 
     
     
      equation
     
     
      <L(x,y)
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      I
     
     
      .
     
     
      The
     
     
      procedure
     
     
      announced
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      theorem
     
     
      above
     
     
      gives
     
     
      us
     
     
      the 
     
     
      form
     
     
      0
     
     
      =
     
     
      K{
     
     
      3)
     
     
      m(i
     
     
      +
     
     
      l£3l
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      fc
     
     
      a
     
     
      3
     
     
      Il6l
     
     
      5+fc
     
     
      and
     
     
      using
     
     
      (19),
     
     
      the
     
     
      corresponding
     
     
      Penrose
     
     
      transform
     
     
      applied
     
     
      on
     
     
      (3
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      computed
     
     
      ex-
     
     
      plicitely,
     
     
      the
     
     
      result
     
     
      is
     
     
      n\
     
     
      0
     
     
      1)
     
     
      =
     
     
      (y
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      IK(3)(k
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      7
     
     
      k
     
     
      +
     
     
      12)
     
     
      J
     
     
      ci
     
     
      (1
     
     
      lJ
     
     
      |^5
     
     
      3
     
     
      -^
     
     
      Q3
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      IK(3)(k
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      7k
     
     
      +
     
     
      12){K(3){k
     
     
      2
     
     
      +7k
     
     
      +
     
     
      12))-
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      k
     
     
      i
     
     
      ■
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      Un
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      finitude
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglées
     
     
      Frédéric
     
     
      Campana
     
     
      Université
     
     
      de
     
     
      Nancy
     
     
      1
     
     
      U.E.R.
     
     
      de
     
     
      Mathématiques
     
     
      Introduction
     
     
      Rappelons
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      (complexe)
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      projective
     
     
      complexe
     
     
      connexe
     
     
      à
     
     
      fibré
     
     
      anticanonique
     
     
      ample,
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n.
     
     
      Elles
     
     
      sont
     
     
      classifiées
     
     
      pour
     
     
      n
     
     
      <
     
     
      3.
     
     
      Dans
     
     
      ce 
     
     
      cas
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      fini
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      de
     
     
      déformations
     
     
      (égal
     
     
      à
     
     
      1,
     
     
      10
     
     
      et
     
     
      104
     
     
      pour
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      1,2,3
     
     
      respectivement).
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      conjecturé
     
     
      que
     
     
      ceci
     
     
      est
     
     
      vrai
     
     
      en
     
     
      dimension
     
     
      quelconque.
     
     
      Il
     
     
      suffit
     
     
      pour
     
     
      cela
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      établir
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      existence
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      borne
     
     
      B(n)
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      ci(X)
     
     
      n
     
     
      <
     
     
      B(n)
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      X
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      ([K-Ma],
     
     
      [Ma],
     
     
      [De],
     
     
      [Ko]).
     
     
      Cette
     
     
      conjecture
     
     
      vient
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      être
     
     
      établie
     
     
      dans
     
     
      [K-M-M]
     
     
      ”
     
     
      .
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      argument
     
     
      central
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      con
     
     
      ɐ
     
     
      struction
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      irréductibles
     
     
      C
     
     
      sur
     
     
      X,
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n,
     
     
      joignant
     
     
      deux
     
     
      points
     
     
      génériques
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      —
     
     
      Kx-C
     
     
      <
     
     
      A(n)
     
     
      où
     
     
      A(n)
     
     
      <
     
     
      ^
     
     
      n^
     
     
      2
     
     
      _1
     
     
      )-
     
     
      n+1
     
     
      .
     
     
      Cette
     
     
      construction
     
     
      repose
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      part
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      connexité
     
     
      rationnelle
     
     
      des
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      ([C], 
     
     
      [K-M-M]
     
     
      ”
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      autre
     
     
      part
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      résultat
     
     
      difficile
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      déformations.
     
     
      Nous
     
     
      proposons
     
     
      ici
     
     
      (voir
     
     
      §
     
     
      3
     
     
      et
     
     
      §
     
     
      4)
     
     
      une
     
     
      amélioration
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      méthode
     
     
      de
     
     
      [N]
     
     
      (voir
     
     
      aussi
     
     
      [C],
     
     
      [K-M-M]
     
     
      et
     
     
      [T])
     
     
      qui
     
     
      permet
     
     
      dans
     
     
      certains
     
     
      cas
     
     
      particuliers
     
     
      de
     
     
      se
     
     
      dispenser
     
     
      très 
     
     
      simplement
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      dernière
     
     
      technique
     
     
      de
     
     
      [K-M-M]
     
     
      ”
     
     
      .
     
     
      Un
     
     
      autre
     
     
      avantage
     
     
      est,
     
     
      par
     
     
      ailleurs,
     
     
      de
     
     
      pouvoir
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      appliquer
     
     
      aux
     
     
      familles
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      genre
     
     
      quelconque.
     
     
      This
     
     
      paper
     
     
      is
     
     
      in
     
     
      final
     
     
      form
     
     
      and
     
     
      no
     
     
      version
     
     
      of 
     
     
      it
     
     
      will
     
     
      be
     
     
      submitted
     
     
      for
     
     
      publication
     
     
      elsewhere.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      24
     
     
      F.
     
     
      Campana
     
     
      Cette
     
     
      méthode
     
     
      fournit,
     
     
      lorsque
     
     
      62
     
     
      (X)
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      une
     
     
      meilleure
     
     
      borne
     
     
      (essentiellement
     
     
      :
     
     
      B'(n)
     
     
      =
     
     
      (n/2)
     
     
      2n
     
     
      ,
     
     
      voir
     
     
      5.6)
     
     
      pour
     
     
      c\(X)
     
     
      n
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      précédentes.
     
     
      Nous
     
     
      en
     
     
      développons
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      autres
     
     
      conséquences,
     
     
      laissées
     
     
      de
     
     
      côté
     
     
      dans
     
     
      [C]
     
     
      et
     
     
      qui
     
     
      résultent
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      extensions
     
     
      immédiates,
     
     
      énoncées
     
     
      au
     
     
      §
     
     
      2
     
     
      ;
     
     
      du
     
     
      §
     
     
      5
     
     
      de
     
     
      [C]
     
     
      :
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      ci(X)
     
     
      n
     
     
      <
     
     
      (n(n+l))"
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      Fano,
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n,
     
     
      et
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglée
     
     
      (c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      :
     
     
      deux
     
     
      points
     
     
      génériques
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      joints
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      connexe
     
     
      dont
     
     
      les
     
     
      composantes
     
     
      irréductibles
     
     
      sont
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      1)
     
     
      et
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      Tx
     
     
      y
     
     
      soit
     
     
      semi-positif.
     
     
      La
     
     
      propriété
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      être
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglée
     
     
      est
     
     
      satisfaite
     
     
      par
     
     
      certaines
     
     
      classes
     
     
      de
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      (voir
     
     
      5.2),
     
     
      et
     
     
      peut-être
     
     
      par
     
     
      toutes.
     
     
      Un
     
     
      résultat
     
     
      un
     
     
      peu
     
     
      plus
     
     
      faible
     
     
      (la
     
     
      connexité
     
     
      rationnelle)
     
     
      est
     
     
      établi
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      dans
     
     
      [C
     
     
      ’
     
     
      J.
     
     
      Le
     
     
      présent
     
     
      travail
     
     
      a
     
     
      été,
     
     
      pour
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      essentiel,
     
     
      effectué
     
     
      à
     
     
      Varsovie
     
     
      lors
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      séjour
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      invitation
     
     
      de
     
     
      M.
     
     
      Szurek.
     
     
      J
     
     
      ’
     
     
      ai
     
     
      bénéficié
     
     
      alors
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      entretiens
     
     
      avec
     
     
      J.
     
     
      Wisniewski.
     
     
      Je
     
     
      voudrais
     
     
      les
     
     
      en
     
     
      remercier.
     
     
      0.
     
     
      Notations.
     
     
      0.1.
     
     
      On
     
     
      désignera
     
     
      par
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      projective
     
     
      complexe
     
     
      compacte
     
     
      connexe
     
     
      lisse
     
     
      de
     
     
      di
     
     
      ɐ
     
     
      mension
     
     
      n.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      Kx
     
     
      et
     
     
      Tx
     
     
      respectivement
     
     
      ses
     
     
      fibrés
     
     
      canonique
     
     
      et
     
     
      tangent.
     
     
      Rappelons
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      si,
     
     
      par
     
     
      définition
     
     
      (
     
     
      —
     
     
      Kx)
     
     
      est
     
     
      ample.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      p(X)
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      Picard
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      0.2.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      L
     
     
      un
     
     
      fibré
     
     
      en
     
     
      droites
     
     
      sur
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      L
     
     
      n
     
     
      G
     
     
      Z
     
     
      son
     
     
      nombre
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intersection.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      :
     
     
      c\(X)
     
     
      n
     
     
      :=
     
     
      (
     
     
      —
     
     
      Kx)
     
     
      n
     
     
      -
     
     
      Si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      effective
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      L.C
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intersection
     
     
      de
     
     
      L
     
     
      et
     
     
      C,
     
     
      le
     
     
      L-degré
     
     
      normalisé
     
     
      de
     
     
      C,
     
     
      noté
     
     
      d/,(C),
     
     
      est
     
     
      (1
     
     
      l
     
     
      (C
     
     
      )
     
     
      :=
     
     
      (
     
     
      L
     
     
      .
     
     
      C
     
     
      )
     
     
      /
     
     
      (
     
     
      L
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      1
     
     
      /
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      f
     
     
      l
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      h
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      g
     
     
      e
     
     
      p
     
     
      a
     
     
      s
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      L
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      c
     
     
      é
     
     
      p
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      m
     
     
      u
     
     
      l
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      .
     
     
      S
     
     
      i
     
     
      X
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      de
     
     
      Fano,
     
     
      on
     
     
      choisira
     
     
      toujours
     
     
      L
     
     
      =
     
     
      —
     
     
      Kx-
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      alors
     
     
      d(C)
     
     
      (resp.
     
     
      deg(C))
     
     
      le
     
     
      degré
     
     
      normalisé
     
     
      (resp.
     
     
      le
     
     
      degré)
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      (relatif
     
     
      à
     
     
      (
     
     
      —
     
     
      Kx))-
     
     
      0.3.
     
     
      Si
     
     
      Z
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      projective,
     
     
      on
     
     
      notera
     
     
      N
     
     
      1
     
     
      (Z)
     
     
      et
     
     
      N\(Z)
     
     
      respectivement
     
     
      les
     
     
      espaces
     
     
      vectoriels
     
     
      réels
     
     
      (duaux)
     
     
      des
     
     
      classes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      équivalence
     
     
      numérique
     
     
      de
     
     
      diviseurs
     
     
      de
     
     
      Cartier
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Cette
     
     
      construction
     
     
      est
     
     
      fonctorielle
     
     
      (voir
     
     
      [K]).
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      aussi,
     
     
      si
     
     
      Z
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      projective
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      N\(Z)x
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      image
     
     
      dans
     
     
      N\(X)
     
     
      de
     
     
      N\(Z)
     
     
      par
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      injection
     
     
      naturelle
     
     
      i
     
     
      :
     
     
      Z
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      X.
     
     
      Si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      effective
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      on
     
     
      notera
     
     
      [C]
     
     
      sa
     
     
      classe
     
     
      dans
     
     
      Ni(Z).
     
     
      0.4.
     
     
      Si
     
     
      F
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      rationnelle
     
     
      dominante,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      générique
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      on
     
     
      notera
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      :=
     
     
      F~
     
     
      1
     
     
      F(x)
     
     
      la
     
     
      fibre
     
     
      de
     
     
      F
     
     
      en
     
     
      x.
     
     
      0.5.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      C(X)
     
     
      la
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Chow
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Si
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      cycle
     
     
      algébrique
     
     
      effectif
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      on
     
     
      notera
     
     
      {C}
     
     
      le
     
     
      point
     
     
      correspondant
     
     
      de
     
     
      C(X).
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      irréductible
     
     
      si
     
     
      son
     
     
      support
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      est,
     
     
      et
     
     
      est
     
     
      affecté
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      multiplicité
     
     
      1.
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      Si
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      algébrique
     
     
      irréductible
     
     
      de
     
     
      C(X),
     
     
      on
     
     
      notera
     
     
      (C
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      igs
     
     
      la 
     
     
      famille
     
     
      algébrique
     
     
      de
     
     
      cycles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      paramétrée
     
     
      par
     
     
      S,
     
     
      dite
     
     
      aussi
     
     
      :
     
     
      famille
     
     
      S.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      :
     
     
      G'
     
     
      s
     
     
      C
     
     
      SxX
     
     
      le
     
     
      graphe
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      incidence
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      famille
     
     
      S
     
     
      ;
     
     
      on
     
     
      notera
     
     
      p'
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      G'
     
     
      s
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      S
     
     
      et
     
     
      <7'
     
     
      :
     
     
      G'
     
     
      s
     
     
      —
     
     
      *
     
     
      X
     
     
      les
     
     
      projections
     
     
      naturelles.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      aussi
     
     
      :
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      G
     
     
      s
     
     
      —
     
     
      *
     
     
      G'
     
     
      s
     
     
      la
     
     
      normalisation
     
     
      de
     
     
      G'
     
     
      s
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      posera
     
     
      :
     
     
      Ps
     
     
      '■=
     
     
      p'
     
     
      s
     
     
      0
     
     
      vs
     
     
      et
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      :=q'
     
     
      s
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      couvrant
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      irréductible
     
     
      pour
     
     
      s
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      S,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      s
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      j
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      v
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      6
     
     
      .
     
     
      S
     
     
      o
     
     
      i
     
     
      t
     
     
      (
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      s
     
     
      6
     
     
      S
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      f
     
     
      a
     
     
      m
     
     
      i
     
     
      l
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      v
     
     
      r
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      b
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      L
     
     
      e
     
     
      P
     
     
      i
     
     
      c
     
     
      (
     
     
      X
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      O
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      o
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      <1
     
     
      l
     
     
      {S)
     
     
      :=
     
     
      di^Cg)
     
     
      pour
     
     
      s
     
     
      dans
     
     
      S.
     
     
      On
     
     
      remarquera
     
     
      que
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      G
     
     
      s
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      lisse
     
     
      au-dessus
     
     
      du
     
     
      point
     
     
      générique
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      Fano,
     
     
      on
     
     
      choisira
     
     
      toujours
     
     
      L
     
     
      =
     
     
      —
     
     
      K
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      d(S)
     
     
      (resp. 
     
     
      deg(5))
     
     
      sera
     
     
      donc
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      :
     
     
      d(S)
     
     
      =
     
     
      d
     
     
      {
     
     
      -
     
     
      Kx)
     
     
      (C
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      (resp.
     
     
      deg(S)
     
     
      =
     
     
      -K
     
     
      X
     
     
      .C
     
     
      S
     
     
      ).
     
     
      On
     
     
      appellera
     
     
      d(S)
     
     
      (resp.
     
     
      deg(5))
     
     
      le
     
     
      degré
     
     
      normalisé
     
     
      (resp.
     
     
      le
     
     
      degré)
     
     
      de
     
     
      5.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      également
     
     
      [5]
     
     
      :=
     
     
      [C
     
     
      s
     
     
      ]
     
     
      €
     
     
      Ni(X)
     
     
      la
     
     
      classe
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      équivalence
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      ,
     
     
      s
     
     
      arbitraire
     
     
      dans
     
     
      S.
     
     
      1.
     
     
      Courbes
     
     
      libres.
     
     
      1.1.
     
     
      définitions
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      (C
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      ïgs
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      couvrante
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      On
     
     
      note
     
     
      S*
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      Zariski
     
     
      de
     
     
      S
     
     
      constitué
     
     
      des
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      S
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      irréductible
     
     
      et
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      ouverte
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      “
     
     
      1
     
     
      (p
     
     
      s
     
     
      (s))
     
     
      C
     
     
      G
     
     
      s
     
     
      ,
     
     
      submersive
     
     
      au
     
     
      point
     
     
      générique
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      ,
     
     
      si
     
     
      G
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      lisse
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      lisse
     
     
      en
     
     
      s.
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      libre
     
     
      si
     
     
      S*
     
     
      ^
     
     
      0,
     
     
      c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      si
     
     
      S*
     
     
      est
     
     
      dense
     
     
      dans
     
     
      S.
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      alors
     
     
      que
     
     
      S*
     
     
      est
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ouvert
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      Une
     
     
      courbe
     
     
      irréductible
     
     
      C
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      dite
     
     
      libre
     
     
      si
     
     
      {C}
     
     
      est
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ouvert
     
     
      libre
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      composante
     
     
      irréductible
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      C(X).
     
     
      1.2.
     
     
      remarque
     
     
      :
     
     
      Cette
     
     
      notion
     
     
      diffère
     
     
      de
     
     
      celle
     
     
      introduite
     
     
      dans
     
     
      [C],
     
     
      3.2.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      encore,
     
     
      cepen
     
     
      ɐ
     
     
      dant
     
     
      :
     
     
      1.3. 
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      (C
     
     
      S
     
     
      ),
     
     
      6S
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      sous-ensemble
     
     
      algébrique
     
     
      A
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      de
     
     
      codimension
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      2
     
     
      dans
     
     
      X,
     
     
      le
     
     
      sous-ensemble
     
     
      algébrique
     
     
      S
     
     
      a
     
     
      de
     
     
      S
     
     
      constitué
     
     
      des
     
     
      s
     
     
      de
     
     
      S
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      rencontre
     
     
      A,
     
     
      est
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intérieur
     
     
      vide
     
     
      dans
     
     
      S.
     
     
      Ce
     
     
      résultat
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      conséquence
     
     
      de
     
     
      [C],
     
     
      3.5.
     
     
      Nous
     
     
      allons
     
     
      donner
     
     
      maintenant
     
     
      quelques
     
     
      exemples
     
     
      :
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      F.
     
     
      Campana
     
     
      1.4.
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      5^/7
     
     
      (C
     
     
      s
     
     
      ).
     
     
      e8
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      couvrante
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Si
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      rationnelle
     
     
      (c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      :
     
     
      admet
     
     
      pour
     
     
      normalisée
     
     
      une
     
     
      réunion
     
     
      disjointe
     
     
      de
     
     
      Pi(C)J 
     
     
      pour
     
     
      s
     
     
      dans
     
     
      S,
     
     
      alors
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      libre.
     
     
      Ce
     
     
      résultat
     
     
      est
     
     
      bien
     
     
      connu
     
     
      et
     
     
      résulte
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      F(Pi),
     
     
      pour
     
     
      F
     
     
      :
     
     
      Pi
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      X
     
     
      algébrique,
     
     
      alors
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      libre
     
     
      si
     
     
      F*(T\)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      fibré
     
     
      vectoriel
     
     
      semi-positif
     
     
      sur
     
     
      C.
     
     
      Une
     
     
      démonstration
     
     
      se
     
     
      trouve,
     
     
      par
     
     
      exemple,
     
     
      dans
     
     
      [N],
     
     
      proposition
     
     
      1.2.
     
     
      1.5.
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n.
     
     
      Alors
     
     
      X
     
     
      admet
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      couvrante
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      (C
     
     
      s
     
     
      ),
     
     
      es
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      d(S)
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      1).
     
     
      Ce
     
     
      résultat
     
     
      est
     
     
      également
     
     
      bien
     
     
      connu
     
     
      (voir
     
     
      [M]
     
     
      et
     
     
      [M-M]).
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      6
     
     
      .
     
     
      définition
     
     
      .
     
     
      ([N]).
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      Fano,
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n,
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      deg(X)
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      entier
     
     
      d
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      couvrante
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      d.
     
     
      On 
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      deg(X)
     
     
      <
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      1),
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      après
     
     
      1.5.
     
     
      1.7.
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano.
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      T\
     
     
      soit
     
     
      numériquement
     
     
      effectif
     
     
      (c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      :
     
     
      Op(l)
     
     
      est
     
     
      numériquement
     
     
      effectif
     
     
      sur
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      P(Y\-),
     
     
      fibré
     
     
      des
     
     
      hyperplans
     
     
      de
     
     
      Tx
     
     
      )■
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      rationnelle
     
     
      irréductible
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Alors
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      libre.
     
     
      La
     
     
      démonstration
     
     
      et
     
     
      facile,
     
     
      et
     
     
      se
     
     
      trouve
     
     
      dans
     
     
      [C-P],
     
     
      auquel
     
     
      on
     
     
      renvoie
     
     
      pour
     
     
      plus
     
     
      de 
     
     
      détails
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      T\
     
     
      soit
     
     
      numériquement
     
     
      effectif.
     
     
      Rappelons
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      est,
     
     
      de
     
     
      plus,
     
     
      Fano,
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      couramment
     
     
      conjecturé
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      rationnelle
     
     
      homogène.
     
     
      (La 
     
     
      réciproque
     
     
      est
     
     
      facile).
     
     
      2.
     
     
      T*
     
     
      -Connexité.
     
     
      2.1.
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (Si,
     
     
      ...
     
     
      ,Sk),
     
     
      k
     
     
      >
     
     
      1
     
     
      entier,
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      libres
     
     
      Si
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      :
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      kS
     
     
      si
     
     
      S
     
     
      =
     
     
      Sj
     
     
      =
     
     
      •
     
     
      •
     
     
      •
     
     
      =
     
     
      S*.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      [T]
     
     
      le
     
     
      sous-espace
     
     
      vectoriel
     
     
      de
     
     
      Ni(X)
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      [Si],
     
     
      ...,
     
     
      [Sfc]
     
     
      (voir
     
     
      0.6).
     
     
      2.2. 
     
     
      DÉFINITION.
     
     
      i)
     
     
      Une
     
     
      T-chaîne
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      effective
     
     
      connexe
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      Ci
     
     
      +
     
     
      C2
     
     
      +
     
     
      •
     
     
      •
     
     
      •
     
     
      +
     
     
      Cfc
     
     
      avec
     
     
      :
     
     
      {C,}
     
     
      £
     
     
      Si
     
     
      pour
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      i
     
     
      <
     
     
      k.
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      T*-chaîne
     
     
      si,
     
     
      de
     
     
      plus,
     
     
      {C,}
     
     
      €
     
     
      S*
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      i
     
     
      £
     
     
      {1,.
     
     
      ..,
     
     
      k}.
     
     
      ii)
     
     
      Pour
     
     
      x
     
     
      dans
     
     
      X,
     
     
      on
     
     
      notera
     
     
      T(x)
     
     
      (resp.
     
     
      T*(X
     
     
      ))
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      des
     
     
      y
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      pour
     
     
      lesquels
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      T-chaîne
     
     
      (resp.
     
     
      une
     
     
      T*-chaîne)
     
     
      contenant
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      y.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      que
     
     
      T(x)
     
     
      (resp.
     
     
      T*(x))
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      fermée
     
     
      (resp.
     
     
      constructible)
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      (En
     
     
      général,
     
     
      T(x)
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      adhérence
     
     
      de
     
     
      T*(x)).
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      27
     
     
      iii) 
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      T-connexe
     
     
      (resp.
     
     
      T*-connexe)
     
     
      si
     
     
      T(x
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      (resp.
     
     
      si
     
     
      T*(x)
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      X
     
     
      )
     
     
      p
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      a
     
     
      u
     
     
      m
     
     
      o
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      x
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      (
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      p
     
     
      .
     
     
      p
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      x
     
     
      g
     
     
      é
     
     
      n
     
     
      é
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      X
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      3
     
     
      .
     
     
      définition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      V
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      (algébrique)
     
     
      fermée
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      T*-
     
     
      s
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      é
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      t
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      T
     
     
      *
     
     
      -
     
     
      c
     
     
      h
     
     
      a
     
     
      î
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      C
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      i
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      V
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      V
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      4
     
     
      .
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      libres
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      dans
     
     
      X.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      fermée,
     
     
      notée
     
     
      Tf
     
     
      c
     
     
      (x),
     
     
      qui
     
     
      contient
     
     
      x,
     
     
      est
     
     
      T*-saturée,
     
     
      et
     
     
      est
     
     
      minimum
     
     
      pour
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      inclusion
     
     
      parmi
     
     
      les
     
     
      sous-variétés
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      possédant
     
     
      ces
     
     
      deux
     
     
      propriétés.
     
     
      De
     
     
      plus
     
     
      :
     
     
      Tf(x)
     
     
      est
     
     
      irréductible.
     
     
      Les
     
     
      démonstrations
     
     
      de
     
     
      [C],
     
     
      5.4
     
     
      et
     
     
      5.5,
     
     
      qui
     
     
      sont
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      appliquent
     
     
      ici.
     
     
      Voir
     
     
      aussi
     
     
      [N],
     
     
      [N
     
     
      ’
     
     
      ]
     
     
      pour
     
     
      ceci
     
     
      et
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      suit.
     
     
      2.5.
     
     
      THÉORÈME.
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (Si,
     
     
      ...,
     
     
      Sfc)
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      libres
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      rationnelle
     
     
      dominante
     
     
      fr
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      X
     
     
      t
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      X,
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      :
     
     
      (fr)
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      Tf0
     
     
      (x).
     
     
      On
     
     
      appellera
     
     
      fr
     
     
      ■
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      X
     
     
      t
     
     
      le
     
     
      quotient
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      par
     
     
      T*,
     
     
      bigskip
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      •
     
     
      Ce
     
     
      résultat
     
     
      est,
     
     
      en
     
     
      fait,
     
     
      établi
     
     
      lorsque
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      dans
     
     
      [C],
     
     
      §
     
     
      5
     
     
      (voir,
     
     
      plus 
     
     
      spécialement,
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      5.11
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      Lemme
     
     
      5.4).
     
     
      La
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      5.11
     
     
      permet
     
     
      cependant
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      effectuer
     
     
      une
     
     
      récurrence
     
     
      sur
     
     
      k
     
     
      >
     
     
      1,
     
     
      grâce
     
     
      aux
     
     
      lemmes
     
     
      5.13
     
     
      et
     
     
      5.14.
     
     
      •
     
     
      On
     
     
      remarquera
     
     
      que
     
     
      fr
     
     
      est
     
     
      constante
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      T*-connexe.
     
     
      2.6.
     
     
      définition
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      T
     
     
      est
     
     
      effective
     
     
      si
     
     
      Tf
     
     
      c
     
     
      (x)
     
     
      —
     
     
      T*(x)
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      X.
     
     
      2.7.
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (Si,
     
     
      ...
     
     
      ,Sk)
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      libres
     
     
      S
     
     
      l
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      fr
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      *
     
     
      X
     
     
      t
     
     
      le
     
     
      quotient
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      par
     
     
      T*.
     
     
      Si
     
     
      dim(XT)
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      :
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      T*-connexe),
     
     
      si
     
     
      D
     
     
      e
     
     
      Pic(Xy)
     
     
      est
     
     
      sans
     
     
      point
     
     
      base,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      E
     
     
      :=
     
     
      /
     
     
      j(D
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      transformé
     
     
      strict
     
     
      par
     
     
      fr
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      membre
     
     
      générique
     
     
      de
     
     
      \D\,
     
     
      alors
     
     
      :
     
     
      E.Si
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      i
     
     
      <
     
     
      k.
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      Ceci
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      nouvelle
     
     
      formulation
     
     
      de
     
     
      [C],
     
     
      5.17.
     
     
      2.8. 
     
     
      corollaire
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      [T]
     
     
      =
     
     
      Ni(X),
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      T*-connexe
     
     
      (voir
     
     
      2.1
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      [T]).
     
     
      2.9. 
     
     
      corollaire
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      p(X)
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      S*-connexe,
     
     
      et
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      entier
     
     
      n
     
     
      >
     
     
      k(S)
     
     
      >
     
     
      1
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      k(S).S
     
     
      est
     
     
      effective.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      28
     
     
      F.
     
     
      Campana
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      seul
     
     
      point
     
     
      qui
     
     
      ne
     
     
      résulte
     
     
      pas
     
     
      immédiatement
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      précédents
     
     
      est 
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      existence
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      majoration
     
     
      de
     
     
      k(S).
     
     
      Elle
     
     
      résulte
     
     
      du
     
     
      lemme
     
     
      2.10
     
     
      suivant,
     
     
      en
     
     
      rappelant
     
     
      que, 
     
     
      avec
     
     
      ses
     
     
      notations,
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      k
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      quelconque
     
     
      :
     
     
      {(k
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      ).5)*(x)
     
     
      =
     
     
      S*((k.S)*(a)),
     
     
      où
     
     
      :
     
     
      (0.5)*(x)
     
     
      =
     
     
      {x}
     
     
      (voir
     
     
      [C],
     
     
      §
     
     
      5
     
     
      pour
     
     
      plus
     
     
      de
     
     
      détails).
     
     
      2.10.
     
     
      lemme
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      S
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Soit
     
     
      A
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      algébrique
     
     
      irréductible
     
     
      de
     
     
      A.
     
     
      On
     
     
      pose
     
     
      :
     
     
      S*
     
     
      A
     
     
      :=S
     
     
      A
     
     
      nS*,etS
     
     
      A
     
     
      :=
     
     
      p
     
     
      s
     
     
      (qf
     
     
      1
     
     
      (A)).
     
     
      Soit
     
     
      S*(A)
     
     
      :=
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      (p~
     
     
      l
     
     
      (S
     
     
      A
     
     
      )).
     
     
      Si
     
     
      S*
     
     
      est
     
     
      dense
     
     
      dans
     
     
      S
     
     
      x
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      A,
     
     
      et
     
     
      S*
     
     
      (A)
     
     
      f
     
     
      A,
     
     
      dim
     
     
      5*
     
     
      (A)
     
     
      >
     
     
      dim
     
     
      A
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      Puisque
     
     
      dim
     
     
      (gJ^A))
     
     
      =
     
     
      dim(A)
     
     
      +
     
     
      dim(g
     
     
      s
     
     
      ),
     
     
      où
     
     
      dim(g
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      dim(G
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      —
     
     
      dim(A),
     
     
      il
     
     
      nous
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      remarquer
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      p;\S'
     
     
      A
     
     
      )f(q;\A)np;
     
     
      l
     
     
      (S*
     
     
      A
     
     
      ))
     
     
      si
     
     
      5*(Â)
     
     
      f
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      (On
     
     
      remarquera
     
     
      que
     
     
      toutes
     
     
      les
     
     
      variétés
     
     
      considérées
     
     
      sont
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      pure).
     
     
      Dans
     
     
      les
     
     
      exemples
     
     
      considérés,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      améliorer
     
     
      la
     
     
      majoration
     
     
      de
     
     
      k(S)
     
     
      :
     
     
      2.11.
     
     
      corollaire
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      deg(X)
     
     
      =
     
     
      d
     
     
      <
     
     
      n
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      (voir
     
     
      1.5).
     
     
      Soit
     
     
      S
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      couvrante
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      deg(S
     
     
      ’
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      d.
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      62(A)
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (c'est-à-dire
     
     
      :
     
     
      p(X)
     
     
      =
     
     
      1).
     
     
      Alors
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      X*-connexe,
     
     
      et
     
     
      ((n
     
     
      —
     
     
      d
     
     
      +
     
     
      2).
     
     
      S)
     
     
      est
     
     
      effective.
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      utilisons
     
     
      l'argument
     
     
      de
     
     
      [W],
     
     
      basé
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      technique
     
     
      de
     
     
      cassage
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      Mori.
     
     
      Si
     
     
      x
     
     
      est
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      X,
     
     
      dim
     
     
      (5*(x))
     
     
      =
     
     
      d
     
     
      —
     
     
      1,
     
     
      car
     
     
      :
     
     
      dimSj
     
     
      =
     
     
      (d
     
     
      —
     
     
      2),
     
     
      et
     
     
      :
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      pf
     
     
      l
     
     
      (S
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      (5*(x))
     
     
      est
     
     
      génériquement
     
     
      finie,
     
     
      car
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      (C
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      est 
     
     
      irréductible
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      s
     
     
      de
     
     
      S
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      sans
     
     
      quoi
     
     
      X
     
     
      admettrait
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      couvrante
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      inférieur
     
     
      à
     
     
      d.
     
     
      En
     
     
      effet
     
     
      :
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      existait
     
     
      y
     
     
      e
     
     
      (5*(x))
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      dim(S
     
     
      x
     
     
      fl
     
     
      Sy
     
     
      )
     
     
      >
     
     
      1,
     
     
      il
     
     
      existerait
     
     
      s
     
     
      G
     
     
      (S
     
     
      x
     
     
      n
     
     
      S
     
     
      y
     
     
      )
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      s
     
     
      soit
     
     
      réductible
     
     
      (voir
     
     
      [W],
     
     
      appendice
     
     
      et
     
     
      [M],
     
     
      Theorem
     
     
      4
     
     
      pour
     
     
      cette
     
     
      assertion,
     
     
      basée
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      fait
     
     
      qu
     
     
      ’une
     
     
      surface
     
     
      réglée
     
     
      contient
     
     
      au
     
     
      plus 
     
     
      une
     
     
      section
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      auto-intersection
     
     
      négative).
     
     
      Appliquant
     
     
      le
     
     
      lemme
     
     
      2.8
     
     
      précédent,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      :
     
     
      dim
     
     
      ((fcS)*(x))
     
     
      >
     
     
      (d
     
     
      —
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      k)
     
     
      si
     
     
      (
     
     
      kS)*(x
     
     
      )
     
     
      f
     
     
      ((
     
     
      k
     
     
      —
     
     
      1)5)
     
     
      *(x).
     
     
      Ceci
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      possible
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      (d
     
     
      -
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      k)
     
     
      <
     
     
      n,
     
     
      c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      :
     
     
      k
     
     
      <
     
     
      (n
     
     
      -
     
     
      d
     
     
      +
     
     
      2).
     
     
      D
     
     
      ’
     
     
      où
     
     
      le
     
     
      résultat.
     
     
      2.12.
     
     
      corollaire
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (S
     
     
      1
     
     
      ,...,
     
     
      5fc)
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      libres
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      soit
     
     
      T*-connexe.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      alors
     
     
      des
     
     
      entiers
     
     
      positifs
     
     
      (Ai,
     
     
      ...,
     
     
      Xk)
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      :
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      i)
     
     
      Ai
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      H
     
     
      -----
     
     
      +
     
     
      Afc
     
     
      <
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      dim(X),
     
     
      ii)
     
     
      AT
     
     
      :=
     
     
      (X\S
     
     
      ,
     
     
      ...,
     
     
      A
     
     
      fcSfc)
     
     
      est
     
     
      effective.
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      29
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      x
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      X.
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      AT
     
     
      ne
     
     
      soit
     
     
      pas
     
     
      effective.
     
     
      Donc 
     
     
      dim
     
     
      ((AT)*(x))
     
     
      <
     
     
      n.
     
     
      Soit
     
     
      A
     
     
      :=
     
     
      ((A
     
     
      T)*(x)).
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      donc
     
     
      i,
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      i
     
     
      <
     
     
      k
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      S*(A)
     
     
      ^
     
     
      A,
     
     
      avec
     
     
      les
     
     
      notations
     
     
      de
     
     
      2.10.
     
     
      Si
     
     
      A'
     
     
      =
     
     
      (Ai,
     
     
      ,
     
     
      A,_i,
     
     
      (A,)
     
     
      +
     
     
      1,
     
     
      A(
     
     
      i+1
     
     
      ),
     
     
      ...,
     
     
      Afc),
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      donc
     
     
      :
     
     
      dim(A'T)*(:r)
     
     
      >
     
     
      dim
     
     
      ((AT)*(a;)).
     
     
      Donc
     
     
      :
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      k
     
     
      <
     
     
      n,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      A
     
     
      =
     
     
      (Ai,
     
     
      ...,
     
     
      Afc)
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      (Ai
     
     
      H
     
     
      ------
     
     
      (-Afc)
     
     
      =
     
     
      k,
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      :
     
     
      dim
     
     
      ((A
     
     
      T)*(x))
     
     
      >
     
     
      k.
     
     
      D
     
     
      ’
     
     
      où
     
     
      le
     
     
      résultat.
     
     
      2.13.
     
     
      corollaire
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n.
     
     
      Supposons
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (Si
     
     
      ,...,
     
     
      ,S
     
     
      ’
     
     
      fc
     
     
      )
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      couvrantes
     
     
      (donc
     
     
      libres)
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      soit
     
     
      T*-connexe
     
     
      et
     
     
      deg
     
     
      (Si)
     
     
      <
     
     
      n
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      i
     
     
      €
     
     
      {1,...,
     
     
      k}.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      alors
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      T'
     
     
      =
     
     
      (S(
     
     
      ,...,
     
     
      S'
     
     
      e
     
     
      )
     
     
      de 
     
     
      familles
     
     
      couvrantes
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      effective,
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      soit
     
     
      V*-connexe,
     
     
      avec
     
     
      :
     
     
      deg(T')
     
     
      <
     
     
      n(n
     
     
      +
     
     
      1).
     
     
      2.14.
     
     
      corollaire
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      dont
     
     
      le
     
     
      fibré
     
     
      tangent
     
     
      est
     
     
      numériquement
     
     
      effectif.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (S
     
     
      i,
     
     
      ...,
     
     
      Sfc),
     
     
      k
     
     
      <
     
     
      n,
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      couvrantes
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      1),
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      effective
     
     
      et
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      soit
     
     
      T*-connexe.
     
     
      (De
     
     
      manière
     
     
      explicite
     
     
      :
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      génériques
     
     
      dans
     
     
      X,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      T*-chaîne
     
     
      C
     
     
      joignant
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      y.
     
     
      De
     
     
      plus
     
     
      :
     
     
      —
     
     
      K\.C
     
     
      <
     
     
      n(n
     
     
      +
     
     
      1)).
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      Ni(X)
     
     
      est
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      classes
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles.
     
     
      Or,
     
     
      toute
     
     
      courbe
     
     
      rationnelle
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      libre.
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      assertion
     
     
      résulte
     
     
      donc
     
     
      de
     
     
      2.13.
     
     
      3.
     
     
      Filtration
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      multiplicité.
     
     
      Nous
     
     
      reprenons
     
     
      ici
     
     
      la
     
     
      présentation
     
     
      de
     
     
      [N],
     
     
      3.1.
     
     
      Soit
     
     
      D
     
     
      un
     
     
      diviseur
     
     
      effectif
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      lieu
     
     
      des
     
     
      zéros
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      section
     
     
      s
     
     
      de
     
     
      [T]
     
     
      €
     
     
      Pic(X).
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      i
     
     
      €
     
     
      Z,
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      D,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      des
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      en
     
     
      lesquels
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ordre
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      annulation
     
     
      de 
     
     
      s,
     
     
      noté
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (D
     
     
      ),
     
     
      est
     
     
      supérieur
     
     
      ou
     
     
      égal
     
     
      à
     
     
      i.
     
     
      Donc
     
     
      :
     
     
      T,
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      si
     
     
      i
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      ;
     
     
      D\
     
     
      =
     
     
      D
     
     
      ;
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      (Di)
     
     
      iez
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      décroissante
     
     
      de
     
     
      sous-variétés
     
     
      algébriques
     
     
      fermées
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      3.2.
     
     
      Soit
     
     
      F
     
     
      :
     
     
      Xi
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      algébrique,
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      un
     
     
      diviseur
     
     
      effectif
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      A
     
     
      l
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      (
     
     
      F
     
     
      *
     
     
      D
     
     
      )
     
     
      i
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      F
     
     
      ~
     
     
      1
     
     
      (
     
     
      D
     
     
      i
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      S
     
     
      i
     
     
      x
     
     
      \
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      \
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      p
     
     
      o
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      (
     
     
      l
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      )
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      \
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      l
     
     
      F
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      submersive,
     
     
      alors
     
     
      :
     
     
      (F*D)i
     
     
      =
     
     
      F~
     
     
      l
     
     
      (Df)
     
     
      au
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      X\.
     
     
      3.3.
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      D
     
     
      un
     
     
      diviseur
     
     
      effectif
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Soit
     
     
      :
     
     
      d
     
     
      :=
     
     
      D.C.
     
     
      Alors
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      contenue
     
     
      dans
     
     
      Di
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      rencontre
     
     
      D
     
     
      i+
     
     
      d.
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      suppose
     
     
      i
     
     
      >
     
     
      1,
     
     
      sans
     
     
      quoi
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      assertion
     
     
      est
     
     
      évidente.
     
     
      Soit
     
     
      (C
     
     
      s
     
     
      )
     
     
      aeS
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      libre
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      contenant
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      Co,0
     
     
      €
     
     
      S.
     
     
      Alors
     
     
      :
     
     
      G
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      lisse
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C*
     
     
      :=
     
     
      t
     
     
      /
     
     
      7
     
     
      1
     
     
      ({0}
     
     
      x
     
     
      C),
     
     
      et
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      G
     
     
      s
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      submersive
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      Par
     
     
      hypothèse,
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      30
     
     
      F.
     
     
      Campana
     
     
      C
     
     
      rencontre
     
     
      (
     
     
      q*
     
     
      s
     
     
      D)
     
     
      i+<
     
     
      i
     
     
      ,
     
     
      puisque
     
     
      (
     
     
      q*sD)i
     
     
      +
     
     
      d
     
     
      contient
     
     
      q\(D
     
     
      i+r
     
     
      i).
     
     
      Puisque
     
     
      q
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      submersive
     
     
      au
     
     
      point
     
     
      générique
     
     
      de
     
     
      C,
     
     
      il
     
     
      nous
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      avec
     
     
      i
     
     
      >
     
     
      1.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      se
     
     
      ramener
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      X
     
     
      =
     
     
      G
     
     
      s
     
     
      est
     
     
      muni
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      morphisme
     
     
      p
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      S
     
     
      lisse
     
     
      au
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      Soit
     
     
      alors
     
     
      x
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      générique
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      en
     
     
      lequel
     
     
      io
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (D)
     
     
      est
     
     
      minimum.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      irréductible
     
     
      F
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      passant
     
     
      par
     
     
      x,
     
     
      lisse
     
     
      en
     
     
      x,
     
     
      et
     
     
      transverse
     
     
      en
     
     
      te
     
     
      à
     
     
      C,
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (h*D)
     
     
      —
     
     
      i
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      h
     
     
      :
     
     
      F
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      injection
     
     
      naturelle.
     
     
      Soit
     
     
      F
     
     
      —
     
     
      p
     
     
      s
     
     
      (F).
     
     
      Remplaçant
     
     
      X
     
     
      par
     
     
      pj
     
     
      x
     
     
      (F),
     
     
      on
     
     
      est
     
     
      ramené
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      courbe,
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      supposer
     
     
      lisse, 
     
     
      puisque
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      est
     
     
      local
     
     
      en
     
     
      0
     
     
      €
     
     
      S.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      alors
     
     
      décomposer
     
     
      D
     
     
      =
     
     
      D
     
     
      0
     
     
      +
     
     
      H,
     
     
      où
     
     
      p
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      D
     
     
      0
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      finie,
     
     
      tandis
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      H
     
     
      =
     
     
      p*
     
     
      s
     
     
      (
     
     
      A),
     
     
      pour
     
     
      un
     
     
      diviseur
     
     
      effectif
     
     
      A
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      alors,
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      :
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (D)
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (D
     
     
      0
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      mx
     
     
      (H)
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (D
     
     
      0
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      m
     
     
      s
     
     
      (
     
     
      A)
     
     
      si
     
     
      s
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      s
     
     
      (x).
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      alors
     
     
      :
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (D)
     
     
      >
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      d
     
     
      par
     
     
      hypothèse
     
     
      et
     
     
      ui
     
     
      x
     
     
      (D
     
     
      q
     
     
      )
     
     
      <
     
     
      (
     
     
      D
     
     
      q
     
     
      .C
     
     
      )
     
     
      —
     
     
      d
     
     
      pour
     
     
      un
     
     
      x'
     
     
      €
     
     
      C.
     
     
      Donc
     
     
      :
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      '(H)
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      0
     
     
      (
     
     
      A)
     
     
      >
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      '(D)
     
     
      -
     
     
      d>i.
     
     
      3.4.
     
     
      remarque
     
     
      :
     
     
      La
     
     
      proposition
     
     
      précédente
     
     
      généralise
     
     
      [N],
     
     
      theorem
     
     
      2.4
     
     
      :
     
     
      3.5.
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      e
     
     
      Pic(X),
     
     
      ample.
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      effective
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      x
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      e
     
     
      >
     
     
      0.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      entier
     
     
      positif
     
     
      N,
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      e
     
     
      |ATL|
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (D)
     
     
      >
     
     
      (
     
     
      d
     
     
      L
     
     
      (
     
     
      C
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      e
     
     
      y
     
     
      \
     
     
      (
     
     
      D
     
     
      .
     
     
      C
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      C
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      a
     
     
      u
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      f
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      m
     
     
      u
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      [
     
     
      C
     
     
      ]
     
     
      ,
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      m
     
     
      e
     
     
      4
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      [
     
     
      N
     
     
      ]
     
     
      ,
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      m
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      4.
     
     
      Majoration
     
     
      du
     
     
      nombre
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intersection.
     
     
      4.1.
     
     
      théorème
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      projective
     
     
      complexe
     
     
      lisse
     
     
      et
     
     
      connexe
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      ;
     
     
      soit
     
     
      L
     
     
      €
     
     
      Pic(X),
     
     
      L
     
     
      ample.
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (Si,
     
     
      ...,
     
     
      S*,)
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      libres
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      On
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      T*-connexe,
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      T
     
     
      est
     
     
      effective.
     
     
      Alors
     
     
      :
     
     
      d^T)
     
     
      >
     
     
      1.
     
     
      4.2.
     
     
      remarque
     
     
      :
     
     
      De
     
     
      manière
     
     
      explicite
     
     
      :
     
     
      on
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      deux
     
     
      points
     
     
      génériques
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      joints
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      T*-chaîne
     
     
      C.
     
     
      La
     
     
      conclusion
     
     
      est
     
     
      :
     
     
      (
     
     
      L
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      <
     
     
      (d\
     
     
      H
     
     
      ------
     
     
      \~dk)
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      si
     
     
      di
     
     
      :=
     
     
      L.Si
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      degré
     
     
      relatif
     
     
      à
     
     
      L
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      famille
     
     
      S,.
     
     
      Remarquons
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      égalité
     
     
      d/,(T)
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      est
     
     
      réalisée
     
     
      pour
     
     
      (
     
     
      X,L,T
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      (P
     
     
      n
     
     
      (C),0(l),
     
     
      famille
     
     
      des
     
     
      droites).
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      4.1.
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      di{T)
     
     
      <
     
     
      1.
     
     
      Soit
     
     
      x
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      générique
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      i
     
     
      v
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      f
     
     
      f
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      f
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      m
     
     
      u
     
     
      l
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      L
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      l
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      (
     
     
      D
     
     
      )
     
     
      >
     
     
      D
     
     
      .
     
     
      T
     
     
      :
     
     
      =
     
     
      D
     
     
      \
     
     
      S
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      ■
     
     
      ■
     
     
      ■
     
     
      +
     
     
      D
     
     
      .
     
     
      S
     
     
      k
     
     
      (appliquer
     
     
      3.5).
     
     
      Soit
     
     
      y
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      non
     
     
      dans
     
     
      D,
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      C\
     
     
      H
     
     
      ------
     
     
      bC*,
     
     
      une
     
     
      T*-chaîne
     
     
      joignant
     
     
      x
     
     
      à
     
     
      y,
     
     
      les
     
     
      Ci
     
     
      étant
     
     
      irréductibles.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      donc
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      (xo
     
     
      =
     
     
      x,Xi,X
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ...
     
     
      ,Xk
     
     
      =
     
     
      y)
     
     
      de
     
     
      points
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      x,
     
     
      e
     
     
      (Ci
     
     
      H
     
     
      Cj
     
     
      +
     
     
      i
     
     
      pour
     
     
      i
     
     
      =
     
     
      1,...,
     
     
      k
     
     
      —
     
     
      1.
     
     
      On
     
     
      va
     
     
      montrer
     
     
      par
     
     
      récurrence
     
     
      sur
     
     
      j
     
     
      =
     
     
      0,...,
     
     
      k,
     
     
      que
     
     
      x
     
     
      l
     
     
      g
     
     
      D
     
     
      m(j)
     
     
      +1
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      m(i)
     
     
      =
     
     
      d
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      +
     
     
      ■
     
     
      ■
     
     
      ■
     
     
      +
     
     
      d
     
     
      k
     
     
      -
     
     
      C
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      c
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      i
     
     
      r
     
     
      p
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      p
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      u
     
     
      c
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      S
     
     
      i
     
     
      c
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      i
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      é
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      é
     
     
      e
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      pour
     
     
      i,
     
     
      elle
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pour
     
     
      (i
     
     
      +
     
     
      1)
     
     
      <
     
     
      k
     
     
      par
     
     
      3.3.
     
     
      Pour
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      k,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      :
     
     
      y
     
     
      €
     
     
      D\
     
     
      =
     
     
      D.
     
     
      Contradiction..
     
     
      La
     
     
      conjonction
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      énoncés
     
     
      au
     
     
      §
     
     
      2
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      [C]
     
     
      permet
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      obtenir
     
     
      le
     
     
      :
     
     
      4.3.
     
     
      théorème
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      projective
     
     
      lisse
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      L
     
     
      g
     
     
      Pic(JsT)
     
     
      est
     
     
      ample,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      rationnelle
     
     
      dominante
     
     
      'P
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      Y
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      Zariski
     
     
      X*
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      sur
     
     
      lequel
     
     
      'L
     
     
      est
     
     
      régulière,
     
     
      et
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      'P
     
     
      est
     
     
      constante
     
     
      sur
     
     
      toute
     
     
      courbe
     
     
      libre
     
     
      C
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      (Ln
     
     
      Ÿ
     
     
      /n
     
     
      '
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      (
     
     
      L.C
     
     
      )
     
     
      <
     
     
      ----------
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      4.4.
     
     
      remarque
     
     
      :
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      4.1
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      du
     
     
      lemme
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      selon
     
     
      lequel
     
     
      di(T)
     
     
      >
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      deux
     
     
      points
     
     
      génériques
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      joints
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      irréductible
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      famille
     
     
      S\
     
     
      =
     
     
      T.
     
     
      5.
     
     
      Finitude
     
     
      des
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglées.
     
     
      Dans
     
     
      cette
     
     
      section,
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n.
     
     
      5.1.
     
     
      définition
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglée
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      finie
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (Si,...,5fc)
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      couvrantes
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      T*-
     
     
      connexe,
     
     
      et
     
     
      deg(Si)
     
     
      <
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      1)
     
     
      pour
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      i
     
     
      <
     
     
      k.
     
     
      5.2.
     
     
      proposition
     
     
      .
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglée
     
     
      si
     
     
      elle
     
     
      satisfait
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      des
     
     
      conditions
     
     
      suiv
     
     
      ɐ
     
     
      antes
     
     
      :
     
     
      i)
     
     
      b
     
     
      2
     
     
      (X)
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      ii)
     
     
      Tx
     
     
      est
     
     
      numériquement
     
     
      effectif.
     
     
      5.3. 
     
     
      remarque
     
     
      :
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      vraisemblable
     
     
      que
     
     
      toute
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      est
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglée.
     
     
      Une
     
     
      version
     
     
      faible
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      assertion
     
     
      (toute
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      est
     
     
      rationnellement
     
     
      connexe,
     
     
      c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      :
     
     
      deux
     
     
      points
     
     
      quelconques
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      joints
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      connexe
     
     
      à
     
     
      com
     
     
      ɐ
     
     
      posantes
     
     
      irréductibles
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      (n 
     
     
      4-1))
     
     
      est
     
     
      établie
     
     
      dans
     
     
      [C]
     
     
      et
     
     
      [K-M-
     
     
      M]
     
     
      ”
     
     
      .
     
     
      Plus
     
     
      précisément,
     
     
      on
     
     
      montre
     
     
      dans
     
     
      [C
     
     
      ’
     
     
      ]
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      F
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      quasi-fibration
     
     
      (i.e.
     
     
      :
     
     
      rationnelle
     
     
      dominante,
     
     
      propre
     
     
      et
     
     
      régulière
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      Zariski
     
     
      dense
     
     
      X*
     
     
      de
     
     
      X),
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      y
     
     
      est
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      Y,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      courbe
     
     
      rationnelle
     
     
      irréductible
     
     
      C
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      (n+
     
     
      1)
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      rencontrant
     
     
      X
     
     
      y
     
     
      F~
     
     
      l
     
     
      (y),
     
     
      mais
     
     
      non
     
     
      contenue
     
     
      dans
     
     
      X
     
     
      y
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglée,
     
     
      il
     
     
      suffirait
     
     
      de
     
     
      pouvoir
     
     
      remplacer
     
     
      :
     
     
      “
     
     
      rencontrant
     
     
      X
     
     
      y
     
     
      ”
     
     
      par
     
     
      :
     
     
      “
     
     
      passant
     
     
      par
     
     
      x,
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      générique
     
     
      dans
     
     
      X
     
     
      y
     
     
      ".
     
     
      5.4.
     
     
      théorème
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglée
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n.
     
     
      Alors
     
     
      :
     
     
      ci(Xr
     
     
      <
     
     
      (n(n
     
     
      +
     
     
      1))
     
     
      ”
     
     
      .
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      F.
     
     
      Campana
     
     
      démonstration
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      résulte
     
     
      de
     
     
      2.13
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      (Si,...,Sk)
     
     
      de
     
     
      familles
     
     
      couvrantes
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      rationnelles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      T*-conncxe,
     
     
      T
     
     
      est
     
     
      effective,
     
     
      et
     
     
      dcg(T)
     
     
      <
     
     
      n(n
     
     
      +
     
     
      1).
     
     
      La
     
     
      conclusion
     
     
      résulte
     
     
      alors
     
     
      de
     
     
      4.1.
     
     
      5.5. 
     
     
      remarque
     
     
      :
     
     
      Il
     
     
      résulte
     
     
      de
     
     
      [K-Ma]
     
     
      et
     
     
      [Ma]
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      famille
     
     
      des
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      qui
     
     
      sont
     
     
      suffisamment
     
     
      uniréglées
     
     
      est
     
     
      bornée.
     
     
      D
     
     
      ’
     
     
      autre
     
     
      part,
     
     
      la
     
     
      conclusion
     
     
      de
     
     
      5.4
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      applique
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      aux
     
     
      variétés
     
     
      qui
     
     
      satisfont
     
     
      l'une
     
     
      des
     
     
      conditions
     
     
      5.2.i).ii).
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      5.2.i),
     
     
      la
     
     
      borne
     
     
      B
     
     
      l
     
     
      (n)
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      améliorée
     
     
      (divisée
     
     
      par
     
     
      4"
     
     
      approximativement)
     
     
      en
     
     
      appliquant
     
     
      2.11
     
     
      :
     
     
      5.6.
     
     
      corollaire
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      b
     
     
      e
     
     
      (X)
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      Soit
     
     
      d
     
     
      =
     
     
      d(X)
     
     
      <
     
     
      n
     
     
      -F
     
     
      1.
     
     
      n
     
     
      /
     
     
      Tl
     
     
      \
     
     
      Alors
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      \(
     
     
      X)
     
     
      n
     
     
      <
     
     
      ((n
     
     
      +
     
     
      2
     
     
      —
     
     
      d).d
     
     
      )
     
     
      <
     
     
      B'(n),
     
     
      où
     
     
      B'(n)
     
     
      =
     
     
      +
     
     
      lj
     
     
      si
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      pair,
     
     
      et
     
     
      sinon.
     
     
      5.7.
     
     
      remarque
     
     
      :
     
     
      La
     
     
      borne
     
     
      obtenue
     
     
      semble
     
     
      très
     
     
      loin
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      être
     
     
      optimale.
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      possible
     
     
      que 
     
     
      c
     
     
      l
     
     
      (X)
     
     
      n
     
     
      <
     
     
      (n
     
     
      +
     
     
      1)"
     
     
      =
     
     
      ci(P„(C))
     
     
      n
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      Fano
     
     
      avec
     
     
      b^iX)
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      et
     
     
      dim(X)
     
     
      =
     
     
      n.
     
     
      En
     
     
      raffinant
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      2.11,
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      peut-être
     
     
      possible
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      y
     
     
      remplacer
     
     
      (n
     
     
      —
     
     
      d
     
     
      +
     
     
      2)
     
     
      par
     
     
      k(d)
     
     
      =
     
     
      [(
     
     
      n/d\
     
     
      )],
     
     
      qui
     
     
      fournirait
     
     
      une
     
     
      borne
     
     
      approximativement
     
     
      égale
     
     
      à
     
     
      :
     
     
      B"{n)
     
     
      =
     
     
      <
     
     
      2".rf
     
     
      Dans
     
     
      [B]
     
     
      un
     
     
      exemple
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      b
     
     
      -2
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      et
     
     
      c”
     
     
      est
     
     
      asymptotiquement
     
     
      2
     
     
      n
     
     
      .n
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      Bibliographie
     
     
      lB
     
     
      ]
     
     
      V.
     
     
      BATYREV,
     
     
      Boundedness
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      degree
     
     
      of
     
     
      multi-dimensional
     
     
      toric
     
     
      Fano
     
     
      varieties,
     
     
      Moscow
     
     
      Univ.
     
     
      Math.
     
     
      Bull.
     
     
      37
     
     
      (1982),
     
     
      28-33.
     
     
      |C]
     
     
      F.
     
     
      CAMPANA,
     
     
      Une
     
     
      version
     
     
      géométrique
     
     
      généralisée
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      du
     
     
      produit
     
     
      de
     
     
      Nadel,
     
     
      Bull.
     
     
      SM
     
     
      F
     
     
      119
     
     
      (1991),
     
     
      479-493.
     
     
      [C|
     
     
      F.
     
     
      CAMPANA,
     
     
      Connexité
     
     
      rationnelle
     
     
      des
     
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano,
     
     
      Ann.
     
     
      Sc.
     
     
      ENS.
     
     
      25
     
     
      (1992),
     
     
      539-545.
     
     
      [De]
     
     
      J.P.
     
     
      DEMAILLY,
     
     
      Numerical
     
     
      criteria
     
     
      for
     
     
      very
     
     
      amplcness
     
     
      of
     
     
      line
     
     
      bundles,
     
     
      J.
     
     
      Diff.
     
     
      Geom.
     
     
      37
     
     
      (1993),
     
     
      323-375.
     
     
      [Ko]
     
     
      J.
     
     
      KOLLAR,
     
     
      Effective
     
     
      very
     
     
      ampleness,
     
     
      Preprint.
     
     
      [K-Ma]
     
     
      J.
     
     
      KOLLÀR-T.
     
     
      MATUSAKA,
     
     
      Riemann-Roch
     
     
      type
     
     
      inequalities^lme/;
     
     
      J.
     
     
      Math.
     
     
      105
     
     
      (1983),
     
     
      229-52.
     
     
      [K-M-M]
     
     
      J.
     
     
      KOLLÀR-Y.
     
     
      MIAYOKA,
     
     
      S.
     
     
      MORI,
     
     
      Rational
     
     
      curves
     
     
      on
     
     
      Fano
     
     
      varieties,
     
     
      Preprint.
     
     
      [K-M-M]
     
     
      ’
     
     
      J.
     
     
      KOLLÀR-Y.
     
     
      MIAYOKA,
     
     
      S.
     
     
      MORI,
     
     
      Rationally
     
     
      connected
     
     
      varieties.
     
     
      Preprint.
     
     
      [K-M-M]
     
     
      ”
     
     
      J.
     
     
      KOLLÀR-Y.
     
     
      MIAYOKA,
     
     
      S.
     
     
      MORI,
     
     
      Rational
     
     
      connectedness
     
     
      and
     
     
      boundedness
     
     
      of
     
     
      Fano
     
     
      manifolds,
     
     
      J.
     
     
      Diff.
     
     
      Geom.
     
     
      36
     
     
      (1992),
     
     
      765-779.
     
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      variétés
     
     
      de
     
     
      Fano
     
     
      33
     
     
      [Ma]
     
     
      T.
     
     
      MATUSAKA,
     
     
      Polarized
     
     
      varieties
     
     
      with
     
     
      given
     
     
      Hilbert
     
     
      polynomial,
     
     
      Amer.
     
     
      J.
     
     
      Math.
     
     
      94
     
     
      (1972),
     
     
      1027-77.
     
     
      [M-M]
     
     
      Y.
     
     
      MIYAOKA-S.
     
     
      MORI.
     
     
      A
     
     
      numerical
     
     
      criterion
     
     
      for
     
     
      uniruledness,
     
     
      Ann.
     
     
      Math.
     
     
      124
     
     
      (1986),
     
     
      65-69.
     
     
      [M]
     
     
      S.
     
     
      MORI,
     
     
      Projective
     
     
      manifolds
     
     
      with
     
     
      ample
     
     
      tangent
     
     
      bundles,
     
     
      Ann.
     
     
      Math.
     
     
      110
     
     
      (1979),
     
     
      593-606.
     
     
      [N]
     
     
      A.
     
     
      NADEL,
     
     
      The
     
     
      boundedness
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      of
     
     
      Fano
     
     
      varieties
     
     
      with
     
     
      Picard
     
     
      number
     
     
      one,
     
     
      Preprint.
     
     
      [N
     
     
      ’
     
     
      ]
     
     
      A.
     
     
      NADEL,
     
     
      A
     
     
      finiteness
     
     
      theorem
     
     
      for
     
     
      Fano
     
     
      4-folds,
     
     
      (Preliminary
     
     
      version).
     
     
      [T]
     
     
      H.
     
     
      TSUJI,
     
     
      Boundedness
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      degree
     
     
      of
     
     
      Fano
     
     
      manifolds
     
     
      with
     
     
      62
     
     
      =
     
     
      1»
     
     
      Preprint.
     
     
      [W]
     
     
      J.
     
     
      WISNIEWSKI,
     
     
      Length
     
     
      of
     
     
      extremal
     
     
      rays
     
     
      and
     
     
      generalized
     
     
      adjunction,
     
     
      Math.
     
     
      Z.
     
     
      200
     
     
      (1989),
     
     
      409-27.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Résidus
     
     
      de
     
     
      formes
     
     
      méromorphes
     
     
      et
     
     
      cohomologie
     
     
      modérée
     
     
      Alicia
     
     
      Dickenstein-Carmen
     
     
      Sessa
     
     
      Universidad
     
     
      de
     
     
      Buenos
     
     
      Aires
     
     
      et
     
     
      CONICET
     
     
      Argentina
     
     
      English
     
     
      abstract
     
     
      Let
     
     
      Y
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      closed
     
     
      analytic
     
     
      subset
     
     
      of
     
     
      arbitrary
     
     
      codimension
     
     
      in
     
     
      a
     
     
      complex
     
     
      manifold
     
     
      X.
     
     
      We
     
     
      give
     
     
      an
     
     
      explicit
     
     
      description
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      moderate
     
     
      cohomology
     
     
      sheaves
     
     
      Hjyj(fT)
     
     
      with
     
     
      support
     
     
      in
     
     
      Y
     
     
      and
     
     
      coefficients
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      sheaves
     
     
      of
     
     
      holomorphic
     
     
      forms,
     
     
      by
     
     
      means
     
     
      of
     
     
      residual
     
     
      currents.
     
     
      As
     
     
      a
     
     
      consequence,
     
     
      we
     
     
      show
     
     
      that
     
     
      for 
     
     
      each
     
     
      B-closed
     
     
      global
     
     
      current
     
     
      with
     
     
      bidegree
     
     
      (
     
     
      •
     
     
      ,
     
     
      codimy)
     
     
      and
     
     
      support
     
     
      in
     
     
      Y
     
     
      ,
     
     
      there
     
     
      exists
     
     
      a
     
     
      unique
     
     
      locally
     
     
      residual
     
     
      current
     
     
      defining
     
     
      the
     
     
      same
     
     
      class
     
     
      in
     
     
      r(X,
     
     
      Two
     
     
      independent
     
     
      proofs
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Transformation
     
     
      Law
     
     
      for
     
     
      residual
     
     
      currents
     
     
      associated
     
     
      to
     
     
      complete
     
     
      intersections
     
     
      of
     
     
      any
     
     
      codimension
     
     
      are
     
     
      presented.
     
     
      Introduction
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      analytique
     
     
      complexe
     
     
      paracompacte
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      analytique
     
     
      fermé
     
     
      de
     
     
      À'
     
     
      de
     
     
      codimension
     
     
      p.
     
     
      Ce
     
     
      travail
     
     
      est
     
     
      centré
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      des
     
     
      faisceaux
     
     
      Wj
     
     
      ’
     
     
      y
     
     
      j(fi
     
     
      r
     
     
      )
     
     
      de
     
     
      cohomologie
     
     
      modérée
     
     
      à
     
     
      coefficients
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      faisceaux
     
     
      de
     
     
      r-formes
     
     
      holomorphes
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      dans
     
     
      Y.
     
     
      Ces
     
     
      faisceaux
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      calculés
     
     
      comme
     
     
      les
     
     
      faisceaux
     
     
      de
     
     
      cohomologie
     
     
      du
     
     
      complexe
     
     
      ('Vy'
     
     
      ,d)
     
     
      des
     
     
      courants
     
     
      de
     
     
      bidegré
     
     
      (r,
     
     
      •)
     
     
      et
     
     
      support
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      Y
     
     
      (cf.
     
     
      [R]).
     
     
      Si
     
     
      w
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      r-forme
     
     
      méromorphe
     
     
      ayant
     
     
      des
     
     
      pôles
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      réunion
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      de
     
     
      p-hypersurfaces
     
     
      y,
     
     
      Coleff
     
     
      et
     
     
      Herrera
     
     
      ont
     
     
      défini
     
     
      le
     
     
      courant
     
     
      résiduel
     
     
      Ry[w]
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      w
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      ([C-H]),
     
     
      qui
     
     
      permet
     
     
      de
     
     
      définir
     
     
      un
     
     
      morphisme
     
     
      de
     
     
      faisceaux
     
     
      fi
     
     
      r
     
     
      (*
     
     
      U
     
     
      3>)
     
     
      This
     
     
      paper
     
     
      is
     
     
      in
     
     
      final
     
     
      form
     
     
      and
     
     
      no
     
     
      version
     
     
      of
     
     
      it
     
     
      will
     
     
      be
     
     
      submitted
     
     
      for
     
     
      publication
     
     
      elsewhere.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      36
     
     
      A.
     
     
      Dickenstein,
     
     
      C.
     
     
      Sessa
     
     
      Plus
     
     
      récemment,
     
     
      Passare
     
     
      a
     
     
      proposé
     
     
      une
     
     
      définition
     
     
      du
     
     
      courant
     
     
      résiduel
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      une 
     
     
      famille
     
     
      de
     
     
      p
     
     
      fonctions
     
     
      holomorphes
     
     
      fi
     
     
      ,...,
     
     
      f
     
     
      p
     
     
      (à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      aide
     
     
      de
     
     
      certaines
     
     
      moyennes),
     
     
      qui
     
     
      coïncide
     
     
      1
     
     
      avec
     
     
      R
     
     
      {(/i=0),...,(/
     
     
      p
     
     
      =0)}
     
     
      pj
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      ou
     
     
      codim
     
     
      P|(/i
     
     
      =
     
     
      0)
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      ([P]).
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      i=l
     
     
      trouver
     
     
      une
     
     
      autre
     
     
      définition
     
     
      des
     
     
      mêmes
     
     
      objets
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      aide
     
     
      de
     
     
      prolongements
     
     
      méromorphes
     
     
      dans
     
     
      [Y].
     
     
      Au
     
     
      paragraphe
     
     
      1
     
     
      nous
     
     
      prouvons
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      “bonne
     
     
      présentation
     
     
      ”
     
     
      du
     
     
      sous- 
     
     
      ensemble
     
     
      analytique
     
     
      Y.
     
     
      Au
     
     
      paragraphe
     
     
      2
     
     
      nous
     
     
      rappelons
     
     
      les
     
     
      propriétés
     
     
      des
     
     
      courants
     
     
      résiduels
     
     
      établies
     
     
      par
     
     
      Coleff
     
     
      et
     
     
      Herrera
     
     
      ([C-H])
     
     
      et
     
     
      nous
     
     
      présentons
     
     
      les
     
     
      formules
     
     
      de
     
     
      décomposition
     
     
      qui
     
     
      sont
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      outil 
     
     
      essentiel
     
     
      pour
     
     
      le
     
     
      Théorème
     
     
      3.1(2).
     
     
      Nous
     
     
      donnons
     
     
      aussi
     
     
      une
     
     
      première
     
     
      preuve
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      “
     
     
      Loi
     
     
      de
     
     
      Transformation
     
     
      ”
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      résidus
     
     
      associés
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      intersections
     
     
      complètes
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      arbitraire,
     
     
      où
     
     
      on
     
     
      se
     
     
      réduit
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      0
     
     
      ([G-H])
     
     
      en
     
     
      fibrant
     
     
      le
     
     
      courant
     
     
      résiduel
     
     
      (cf.
     
     
      Proposition
     
     
      2.2).
     
     
      Au
     
     
      paragraphe
     
     
      3
     
     
      les
     
     
      faisceaux
     
     
      de
     
     
      cohomologie
     
     
      modérée
     
     
      sont
     
     
      caractérisés.
     
     
      Si
     
     
      m
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      {Yi,...,Y
     
     
      m
     
     
      }
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      famille
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      hypersurfaces
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      Q
     
     
      Yj
     
     
      =
     
     
      Y,
     
     
      nous
     
     
      prou-
     
     
      i
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      vons
     
     
      que
     
     
      TL
     
     
      |
     
     
      >
     
     
      v
     
     
      ,](fi
     
     
      r
     
     
      )
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      présenté
     
     
      comme
     
     
      la
     
     
      cohomologie
     
     
      de
     
     
      Cech
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      complexe
     
     
      de
     
     
      r-formes
     
     
      méromorphes
     
     
      ayant
     
     
      des
     
     
      pôles
     
     
      sur
     
     
      U™
     
     
      j
     
     
      Y),
     
     
      ou
     
     
      bien
     
     
      comme
     
     
      la
     
     
      cohomologie
     
     
      de
     
     
      Cech
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      complexe
     
     
      de
     
     
      1
     
     
      -cohomologies
     
     
      modérées
     
     
      avec
     
     
      support
     
     
      dans
     
     
      des
     
     
      réunions
     
     
      convenables
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      hypersurfaces
     
     
      de
     
     
      y.
     
     
      Si
     
     
      la
     
     
      famille
     
     
      3*
     
     
      a
     
     
      de
     
     
      bonnes
     
     
      propriétés
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intersection,
     
     
      on
     
     
      explicite
     
     
      des
     
     
      isomorphismes
     
     
      naturels
     
     
      entre
     
     
      les
     
     
      différentes
     
     
      présentations
     
     
      de
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      aide
     
     
      des
     
     
      courants
     
     
      résiduels,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      montre
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      agit
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      isomorphismes
     
     
      de
     
     
      D-modules
     
     
      à
     
     
      gauche,
     
     
      où
     
     
      V
     
     
      désigne
     
     
      le
     
     
      faisceau
     
     
      des
     
     
      opérateurs
     
     
      différentiels
     
     
      holomorphes
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      (cf.
     
     
      Théorème
     
     
      3.1
     
     
      et 
     
     
      Proposition
     
     
      3.2).
     
     
      Au
     
     
      paragraphe
     
     
      4
     
     
      nous
     
     
      montrons
     
     
      qu'il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      unique
     
     
      courant
     
     
      résiduel
     
     
      dans
     
     
      chaque
     
     
      classe
     
     
      du
     
     
      faisceau
     
     
      de
     
     
      cohomologie
     
     
      modérée
     
     
      TL
     
     
      v
     
     
      ^{ü
     
     
      r
     
     
      )
     
     
      (cf.
     
     
      Corollaire
     
     
      4.2).
     
     
      Comme
     
     
      appli
     
     
      ɐ
     
     
      cation
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      unicité,
     
     
      nous
     
     
      donnons
     
     
      une
     
     
      deuxième
     
     
      preuve
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      “
     
     
      Loi
     
     
      de
     
     
      Transformation
     
     
      ”
     
     
      qui
     
     
      ne
     
     
      suppose
     
     
      pas
     
     
      connu
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      0.
     
     
      Au
     
     
      paragraphe
     
     
      5,
     
     
      nous
     
     
      présentons
     
     
      des
     
     
      théorèmes
     
     
      de
     
     
      décomposition
     
     
      globale
     
     
      des
     
     
      cou
     
     
      ɐ
     
     
      rants
     
     
      d-
     
     
      fermés
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      Y
     
     
      et
     
     
      bidegré
     
     
      (r,p).
     
     
      On
     
     
      en
     
     
      déduit
     
     
      que
     
     
      chaque
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      9-cohomologie
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      quotient
     
     
      H^(T(X,
     
     
      'Vy'))
     
     
      de
     
     
      courants
     
     
      globaux
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      dans
     
     
      Y
     
     
      ,
     
     
      admet
     
     
      un
     
     
      répresentant
     
     
      avec
     
     
      support
     
     
      analytique
     
     
      égal
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      réunion
     
     
      de
     
     
      quelques
     
     
      composantes
     
     
      irréductibles
     
     
      de
     
     
      Y.
     
     
      Tous
     
     
      ces
     
     
      résultats
     
     
      étaient
     
     
      déjà
     
     
      connus
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      sous-ensembles
     
     
      analytiques
     
     
      qui
     
     
      sont 
     
     
      des
     
     
      intersections
     
     
      complètes
     
     
      locales
     
     
      (cf.
     
     
      [D-S
     
     
      1
     
     
      ]).
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variétés de Fano 25

Si S est un sous-ensemble algébrique irréductible de C'(X), on notera (Cy) . la
famille algébrique de cycles de X paramétrée par S, dite aussi : famille S.

On notera : G C SxX le graphe d’incidence de la famille S ; on notera p),
G, — Setq, : G — X les projections naturelles. On notera aussi : vy, : G, — G} la
normalisation de G, et on posera :

/ /
Ps :=pPgOVUs €l qs 1= Q40U

On dira que S est couvrant si C'y est irréductible pour s générique dans S, et si g,
est surjective.

0.6. Soit (Cy).. une famille couvrante de courbes de X, et L € Pic(X). On notera :
dp(S) :=dr(Cs) pour s dans S. On remarquera que ¢, : Gs — S est lisse au-dessus du
point générique de S. Si X est de Fano, on choisira toujours L = — K, et d(S) (resp.
deg(S)) sera donc défini par :

d(S) = d(—x)(Cs) (resp. deg(S) = —Kx.Cy).

On appellera d(S) (resp. deg(S)) le degré normalisé (resp. le degré) de S. On
notera également [S] := [C] € Ny(X) la classe d’équivalence de Cy, s arbitraire dans .

1. Courbes libres.

1.1. DEFINITIONS. Soit (Cy) . une famille couvrante de courbes de X. On note S* I'ouvert
de Zariski de S constitué des s € S tels que : C; est irréductible et g, est ouverte en tout
point de Cy = p; ! (p,(s)) C G, submersive au point générique de C, si Gy est lisse en
tout point de 6‘,. etsi S est lisse en 5. On dira que S est libre si S* # 0, ¢’est-a-dire si S*
est dense dans S. On dira alors que S* est 'ouvert libre de S. Une courbe irréductible
C de X est dite libre si {C} est dans I'ouvert libre d’une composante irréductible libre
de C(X).

1.2. REMARQUE : Cette notion differe de celle introduite dans [C], 3.2. On a encore, cepen-
dant :

1.3. PROPOSITION. Soit (C,), . une famille libre de courbes de X. Pour tout sous-ensemble
algébrique A de X, de codimension au moins 2 dans X, le sous-ensemble algébrique S,
de S constitué des s de S tels que Cy rencontre A, est d'intérieur vide dans S.

Ce résultat est une conséquence de [C], 3.5. Nous allons donner maintenant quelques
exemples :
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Penrose transform 21

Let & : C° — S™ be a solution of the Dirac equation. Let

O(z,y) = (alz,9)1 +b(z,9) fif2 + c(x,y) i fs + d(x,y) fofa)] (20)

be the coordinate form of ®.

THEOREM 8. Let ®(z,y) of a form (20) be a solution of the Dirac equation on C,
such that a,b,c¢,d are homogeneous polynoms in (z,y) of degree k. Denote ¥(1,€) =
D((1,€), y(n,€)), then

Bo = (12+7’~+k2)1(53f3f2 +&fsfi+ & fafi + 1)¥M.) o

167 Tl

is O-closed form on T which represents a class [By] in H®® (T,L™°) and

P((a]) =

We can present a simple example here. Take the following solution of the Dirac
equation ®(x,y) = (y')*I. The procedure announced in the theorem above gives us the
form

m(L+ |&)*)*as
O Jee

and using (19), the corresponding Penrose transform applied on 3 can be computed ex-
plicitely, the result is

B=K

2\k 5
PB) = (0 FIK3)(K> + Tk + 12)/01 Bl o '5”'4”1:23 ail

= (Y IK (3)(k* + Tk + 12)(K (3)(k* + Tk + 12)) !
=(y")* L.
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Penrose transform 11

The forms with values in L* will be represented by equivariant forms on F, T, resp.
Fo, To. Every element g € Sping(2n, C) is projected to an element {Z(g), ..., 2"(g)} €
ISt,; the vectors
{2"(9),---,2"(9), 2"(9),--, 2" (9)}
form a basis of C?". Let us denote the dual basis (with respect to (,.,)) by

TS i S )
We have
n
P =3 ((P,Z)Y + (P, 27)¥).

3=1

Let us note that span {Y7} = span {Z7} = W.

5. The inverse Penrose transform

Let f be a solution of the complex Laplace ( Dirac) equation on C*". We are going to
describe the cohomology class (3] on T such that P([3]) =
Even more, we also shall write a simple explicit formula for the inverse Penrose
transform giving a (special) representative of the cohomology class. Let us define a constant
K(n) by
. @ (2) o
M) N= i

(2, IMy(2) )t ‘ ;
THEOREM 3. Let f(P) be a holomorphic solution of the complex Laplace equation (1) in
C*", Let us define a form 3 on the twistor space T by

n-1

B =K(n) (Za,V £ (2)

(X, IMy(Z2)2)n-1"

where VI f = Z5lof((1+7)Q) ,Q = £} ;Y7 and

1(2n - 2)! N
ap = 2(n_1),,ﬂn1 1.

= 1 Ky P
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Penrose transform 15

Moreover, we have

P([Ba]) = @

The fact that the class [3s) is the inverse image of ® can be in this simple situation verified
directly. By a direct computations we get the following formulae:

Y 1
('1+|§|“+2~2 Z l)J(J)m,l=0,..,,k. (12)

and _
T lE*dEndE _ 2im
2 A+EPR2 T R+ T
Let us describe the space in the cohomology group which corresponds to elementary
states of order k = 0 and 1. Let

(13)

- .
T (TR

then we have the following representants of cohomology classes and their Penrose trans-
forms:

Letk =0.
Bo=r—P([B]) =1, (14)

because it immediately follows from (13) that

i EN
PUlBol) = l/ (1alft|¢(|i§)"1

From the formulas (12), (13), we get also the following results for k = 1.

€

B = T~ PUBD = 2!
_ -2, € - n
b= e~ PUA) = (15)
2
B = e~ P =o'

2
b= e PUBD =
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4 J. Bures-V. Soucek

the fundamental facts used are Bott-Borel-Weil theorem and Bernstein-Gelfand-Gelfand
resolution. Another point of view was used in [7],(8], where the Penrose transform was
presented from analysist’s point of view. The Penrose transform is given in terms of
differential forms and Dolbeault cohomology, main tools for the description of the inverse
Penrose transform are coming from Clifford analysis ([9]). The advantage of the second
approach is that it leads to a quite explicit inversion formula. For a given solution of the
considered equation, a suitable J-closed form representing the Dolbeault cohomology class
which is mapped to the solution by the Penrose transform is given by a simple explicit
formula.

The aim of this paper is to discuss the inversion formula in the cases of lower
dimensions 4 and 6 with necessary details. We shall consider so called elementary states
on C*" (i.e. polynomial solutions of the equations). In Sections 2 - 5 we summarize basic
facts on the Penrose transform, more details and proofs can be found in [7],(8]. In the last
Section, we introduce local nonhomogeneous coordinates and we give explicit formulas for
the inverse transform in dimensions 4 and 6.

2. Dirac and complex Laplace equation on c*".

Let {P,..., Py} be coordinates in C*", let ~ be an antilinear involution
P — [PI‘PII] e C2n — P — [PH,PI]; PV,PH € Cn

and let
n

Q(P,Q) = > (PiQnti + PasiQi)

i=1

be a nondegenerate symmetric bilinear form on C*".
Let us denote by

{fisvsnds Frvcssilk
the standard (coordinate) basis of C*" and
Wo = span {fi,.... fa},Wo = span {f1,..., fn}

subspaces of C*".
Then

C™" =Wo e Wo
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Un théoréme de finitude

pour les variétés de Fano

suffisamment uniréglées

Frédéric Campana

Université de Nancy |
U.E.R. de Mathématiques

Introduction

Rappelons qu’une variété de Fano (complexe) est une variété projective complexe connexe
a fibré anticanonique ample, de dimension n. Elles sont classifiées pour n < 3. Dans ce
cas on a un nombre fini de familles de déformations (égal a 1, 10 et 104 pour n = 1,2,3
respectivement).

11 a été conjecturé que ceci est vrai en dimension quelconque. Il suffit pour cela
d’établir I'existence d’une borne B(n) telle que : ¢1(X)™ < B(n) pour toute variété de
Fano X de dimension n ([K-Ma], [Ma], [De], [Ko]).

Cette conjecture vient d’étre établie dans [K-M-M]”. L’argument central est la con-
struction de courbes rationnelles irréductibles C' sur X, Fano de dimension n, joignant deux

1) (gn
points génériques de X telles que : —Kx.C < A(n) ot A(n) < Mn“ =R,
N

Cette construction repose d’une part sur la connexité rationnelle des variétés de Fano ([C],
[K-M-M]") et d’autre part sur un résultat difficile de la théorie des déformations.

Nous proposons ici (voir § 3 et § 4) une amélioration de la méthode de [N] (voir
aussi [C], [K-M-M] et [T]) qui permet dans certains cas particuliers de se dispenser trés
simplement de cette derniére technique de [K-M-M]”. Un autre avantage est, par ailleurs,
de pouvoir s’appliquer aux familles de courbes de genre quelconque.

This paper is in final form and no version of it will be submitted for publication elsewhere.
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18 J. Bures-V. Soucek

where

i o Lm0 P m)&  dE
B(k, Po, ..., Pc) = 2—;(2 +’C)WW

then P(Dy) is the space of elementary states of degree k on C*.

We shall see immediately, that the set of classes {[3(k, Py, ..., Pry1)|} where {P;}
are homogeneous monomials of order k is a basis of P(Dx) and dimP(Dy) = (k+1)(k+2).

EXAMPLE. (Elementary states on CG).

Following general theory, we use the following coordinates:
a) On C%:
P=(z',2%2% ', "\y°)
b) On a part of F = C® x IGj3 6, we take nonhomogeneous coordinates (£;,&2,£3) corre-

sponding to one basic coordinate neigborhood on IG3 6. The corresponding isotropic basis

1S

Zy = (1,0,0,0, &1, —&2)
Z3 =(0,1,0,£1,0,-&3) (17)
Z3=(0,0,1,£2,&3,0)

¢) On the twistor space T we take the coordinates:

(m,€) = (", 0% 0%, &1, 62, 63).

The projection x on ' has the form:

u(z,v,8) = (n,6)

with
7t =y —&z? - &pa?
7’ =y +&iz' - &2®
7 =9 + &' + &2’
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The inverse Penrose transform

for the Dirac and complex

Laplace equations

Jarolim Bures-Vladimir Soucek

Mathematical Institute
Charles University, Prague

Résumé

Dans un article précédent [8], nous avons décrit la transformation de Penrose en dimension
paire pour les champs de masse nulle généralisés. Les outils essentiels sont d'une part,
I'isomorphisme de Dolbeault pour la d""-cohomologie, les formules intégrales de I'analyse
de Clifford et d’autre part, la théorie des résidus de Leray ; en outre, il contient une formule
simple et explicite de la transformation de Penrose inverse. Le but du présent article est de
présenter de nombreux exemples de cette transformation et de son inverse en dimensions 4
et 6. Dans ce cadre, on donne des formules explicites de formes sur l'espace des twisteurs
et les solutions correspondantes pour les états élémentaires dans I’espace de Minkowski.

1. Introduction.

In this paper we study the Penrose transform in even dimensions for complex Laplace and
Dirac equations. This is a generalization of the Penrose transform for massless fields in
dimension 4 (see [10],[11],[13],[16],[17]) and it fits into the general scheme of generalized
Radon transform introduced by Helgason (see [12]). Such a generalization was studied
first by R. Baston and M. Eastwood (see [1],[2]), compare also [14]). Their approach
is based on an extended use of sheaf cohomology, resolutions, spectral sequences and

This paper is in final form and no version of it will be submitted for publication elsewhere.
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8 J. Bures-V. Soucek

called the Penrose transform for complex Laplace equation in Q.

THEOREM 1.
a) Let Q2 be a domain in C*™. If a -closed form (3 represents a cohomology class

(8] € HOG)(Q", L22"), then the function

1P =P@a)P) = [ | wBnan

v=1(P)

depends only on the class [f].

b) The Pentose transform f(P) = P([B])(P) is a holomorphic function on the
domain Q and it satisfies the complex Laplace equation (1) there.

¢) If Q satisfies suitable topological conditions (see [2],[5],(7],[9]), the map P is
one-to-one map onto HW(R).

3.2 The Penrose transform for Dirac equation.
Let us denote the set of all holomorphic solutions of the Dirac equation on £ by HS(f).
We want to construct a map

P HG)(Q" L) - HS(Q)

called the Penrose transform for the Dirac equation in Q.
The double fibration (5) will be lifted for our purposes to the diagram given by the
double fibration ~
¥ =
I ©
q
where

@ = #1() € C* x Spiny(2n, C)

is a principal fibre bundle with the group H over Q' and the domain
Q" = #1(Q") C C" x Spiny(2n, C)

is a principal fibre bundle with the same group over .
The Penrose transform is defined for cohomology classes in the cohomology group

HOG)(Q”, L'2"). To compute with them, we need to lift them to the domain €. The
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Penrose transform

The corresponding basis are:

=(1,0,0,0,—61,—62)
Zz—(O 1,0,6,0,-63)
Za =(0,0,1,£,63,0)
= (0,61, -£2,1,0,0)
&
=&

3,0 1,0)

3,0,0,0,1)

and the dual basis
Yy = ||€)171(0, —&1, —&2, 1 + [€al?, —€a6a, Ea€1)
Ya = (€171 (61,0, —&s, —€263, 1 + |&2)*, —&261)
Y3 = [1€)71 (€2, €5,0, 6165, —61€2,1 + &1 |*)

= e~ (1 + 5[, —&afs, €163,0, &1, €2) |

Yo = 67} (~€aa, 1 + |6, —6162, 61,0, ~3)
Y = [|€]17" (€a€1, €21, 1 + €112, 2,63, 0)

where

l€ll = 1+ &0l + (€21 + 1éal*.

For the inverse transform we have the following coordinate form of Q(7, £):

= [l€]I (%6 + n°&a)
= |lEI~ ((-n"& + 1°Ea)
23 = |17 (' — n*&s)
y' = (€17 ' (1 + 1&s]?) + n*(—62ds) + 1 (6163))
= [l€l~ (" (—&a&2) + n*(1 + |&2l*) + 7°(~6:2))
v® = (€17 (' (&) + n°(—&6) + (L + &)

19

(18)

Note again that all coordiantes are holomorphic functions of n*. A direct computation gives :

> IMy ) = |lgl.
I
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6 J. Bures-V. Soucek

The space IG is a nondegenerate quadric in P?**1(C), so M = C™ can be
embedded into it as an open dense subset. This subset is usually considered as a complex-
ification of the 2n-dimensional Minkowski space by physicists. To describe solutions of
complex Laplace and Dirac equation on a domain 2 C M, we restrict the diagram given
by the maps (3) to

Q@ 5 Q0
lu (4)

Q"

where Q' = v~1(Q) C IGn41 and Q" = p(Q') C IGp41.
The isotropic Grassmanian IG,, = IGy 2, can be defined as a homogeneous space
by the following ways:

IG, = S0(2n,C)/H = Spiny(2n,C) /H = SO(2n,R)/U(n,C).

The groups SO(2n, C), SO(2n,R) and U(n, C) are defined with respect to our choice of
quadratic form Q in Sect.2, the group Sping(2n, C) is the connected identity component of
the group Spin(2n, C) ; the subgroups H and H are the isotropic subgroups of the point
Wy € IG,,.
Let ISt,, be the isotropic Stiefel manifold of isotropic n-frames in C*". Then we
have the diagram: =
Sping(2n,C) L IG,
T
so(2n,c) L IG,

ISt, % 16,

We shall use the spaces Sping(2n,C) and ISt, as spaces of “homogeneous coor-
dinates” on IG,,. Let us denote for any s € S* — {0}:

(s)={ZeC™ Zs=0}.

The space
Spure = {s € ST;dim ¢(s) = n}

is called the space of (positive) pure spinors. For any s € S* — {0} the vector space ¢(s)
is always isotropic. The map
7 P(Spure) = 1Ga



































































































































































































































OEBPS/images/1930x2790-7p9ct3cktbweu-s622.jpg
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L'étude des feuilletages analytiques complexes dans €™ conduit A. Hénaut A une
étude de linéarisation des tissus de codimension un et a des résultats nouveaux pour n = 2.

L'article de S. G. Krantz apporte une réflexion sur les groupes d'automorphismes
analytiques complexes d’un domaine borné G de €™ en présence de frontires irrégulieres
pour n > 2.

P. Lelong montre que certaines familles de fonctions plurisousharmoniques dans un
espace de Banach complexe E ont pour ensembles de contrdle tout ensemble qui n’est
pas F-pluripolaire. C’est le cas pour F = L,(C™) des fonctions de type de croissance
logarithmique o > 0. C’est le cas aussi des fonctions négatives dans un domaine G borné
de E. La méthode permet I'étude du nombre de Lelong v(f,z) en un point z de G et
montre que v(f,z) est borné, a distance positive de G pour certains types de domaines.
Un théoréme de Siu faible est donné montrant que v(f, ) est constant a I’exception d’un
ensemble pluripolaire quand z parcourt un ensemble analytique connexe de codimension
finie.

P.J. Thomas étend des résultats de Circa et Smirnov en montrant que dans €2 I'union
d'un ouvert a frontiere réguliére et d’un sous-espace n’est en général pas polynomialement
convexe localement.

Cette partie se termine par une riche étude faite par A. Yger : a partir d’une formule
intégrale valable pour les intersections complétes, qu’il appelle résidu de Grothendieck, il
obtient, grice a des prolongements de distributions et de courants, des formules explicites
pour des courants de Green et des problemes d’intersection en relation étroite avec des
problemes fondamentaux de géométrie analytique ou arithmétique.
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Penrose transform 9

d-closed form on Q' with values in powers of L will be represented by an ordinary d-closed

form on €' satisfying suitable homogeneity conditions.
To define the Penrose transform, we shall need the map S(g) introduced in Sect.2.
Let S* denote the trivial bundle with fiber S* on €.

THEOREM 2.
a) Let Q be a domain in C*". If a 8-closed form 8 represents a cohomology class

18] € HG)(Q", L1=2"), then the form
SE*B A an
represents a well defined element in E"™~1(Q',S*) and the Penrose transform

P(B]) defined by

1@y =rape) = [

=

Si* B A an.
P)

is a spinor field on Q@ which depends only on cohomology class ().

b) The Penrose transform f(P) = P([B])(P) is a holomorphic spinor field on the
domain Q and it satisfies the Dirac equation (2) there.

¢) If Q satisfies suitable topological conditions (see e.g. [2],/8],[9]), then the map
P is one-to-one map onto HS(S).

4. The Penrose transforms on ¢,

In the rest of the article we want study the special but interesting case € = C*" in more
details. The corresponding double diagram is given by the maps

crxire, 2 o
I )
#(C™ x IG,)

For simplicity, the scalar product given by Q is denoted by (.,.).

(i) Local coordinates for F := v~!(C**) ~ C*" x IG,.
We shall need often “homogeneous coordinates” on IG, given by the isotropic Stiefel
manifold 7St, defined as the space

{2=12,...,2")|Z' € C*, rank Z = n, (2", 2) = 0; i,j = 1,...,n}.
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30 F. Campana

C rencontre (q2D)i+a, puisque (g} sD);+a contient g} (Diyq). Puisque g5 est submersive
au point générique de C, il nous suffit de montrer que C est contenu dans (g D);, avec
i > 1. On peut se ramener au cas ou X = G est muni d’un morphisme p : X — S lisse
au voisinage de C.

Soit alors z un point générique de Cen lequel ig = m(D) est minimum. II existe
une courbe irréductible F de X, passant par z, lisse en z, et transverse en T a C, telle que :
mg(h*D) = ig, o h : F = X est Pinjection naturelle. Soit F = p,(ﬁ). Remplagant
X par p;'(F), on est ramené au cas ol S est une courbe, que I’on peut supposer lisse,
puisque le probléme est local en 0 € S. On peut alors décomposer D = Dy + H, ou
ps : Do — S est finie, tandis que : H = p}(A), pour un diviseur effectif A de S. On a
alors, si ¢ € X : my(D) = mg(Dg) + mz(H) = my(Dg) + ms(A) si s = py(x). On a
alors : mz(D) > i+ d par hypothese et m.(Dg) < (DD.C‘) =d pour un z’ € C. Donc :
mg (H) = mo(A) > my (D) —d > 1.

3.4. REMARQUE : La proposition précédente généralise [N], theorem 2.4 :

3.5. PROPOSITION. Soit C' € Pic(X), ample. Soit C une courbe effective de X, = un
point de X, et € > 0. Il existe un entier positif N, et D € |[NL| tels que : m,(D) >
(du(C)+£) 7" .(D.C).

Ceci est une autre formulation de [C], lemme 4.2 et [N], lemma 2.2.

4. Majoration du nombre d’intersection.

4.1. THEOREME. Soit X une variété projective complexe lisse et connexe de dimension n ; soit
L € Pic(X), L ample. Soit T' = (S,...,Sk) une suite finie de familles libres de courbes
de X. On suppose que X est T*-connexe, et que T est effective. Alors : d,(T) > 1.

4.2. REMARQUE : De maniére explicite : on suppose que deux points génériques de X peuvent
étre joints par une 7*-chaine C. La conclusionest : (L") < (dy+---+dg)", sid; := L.S;
est le degré relatif a L d'une courbe de la famille S;. Remarquons que I'égalité d,(T) = 1
est réalisée pour (X, L, T) = (P,(C), O(1), famille des droites).

DEMONSTRATION DE 4.1. Supposons que dy (7)) < 1. Soit z un point générique de X, et D
un diviseur effectif de X, multiple de L tel que m. (D) > D.T' := DS, +---+ D.Sk
(appliquer 3.5).

Soit y un point de X non dans D, et soit C' = C} +- - -+ C}, une T"*-chaine joignant

z ay, les C; étant irréductibles. Il existe donc une suite (zg = ,zy,2,...,Tx = y) de
points de X tels que : z; € (C;NCiyy pouri=1,...,k— 1.
On va montrer par récurrence sur j = 0,...,k, que T3 € Dpiy41, OU m(i) =

dit1 + -+ + dg. Ceci est clair pour 7 = 0, par construction. Si cette condition est réalisée
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12 J. Bures-V. Soucek

The form ( is an equivariant form representing a 9-closed element of the space
@G (T, L2-") and we have

P(B) = f, PeQ.

THEOREM 4. Let f(P) be a holomorphic solution of the Dirac equation (2) in C™. Let
us define a form [3 on the twistor space T by

b= KIS 09if) B
PR SRR
where 93 = £510f((1+7)Q) ,Q = S nyY, and

_(@n-2! (2n-2)! (n-1\ . 5 =
ao—(n_l)!,aj—(n+j_l)! j ii=1.,n-2,ap1=1

The form f3 is an equivariant form representing a 9-closed element of the space
O (T, L") and we have

P(A)=f Peq.

6. Elementary states.

A solution of the Dirac equation (resp. complex Laplace equation) on the whole space C*"
which is polynomial and homogeneous of order k in the coordinates {P*} on C?", is called
an elementary state of order k. The set of elementary states of all orders form a dense set
in the space of all holomorphic solutions on C*". We want now to describe a basis of the
space of elementary states of order k in lower dimensions (4 and 6) and to show how the
inverse Penrose transform works quite explicitely. All maps involved in Theorems 3 and
4 can be written down explicitely.

ExAMPLE. (Elementary states on C*.)

We use the following coordinates:
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Cette méthode fournit, lorsque ba(X) = 1, une meilleure borne (essentiellement :
B'(n) = (n/2)**, voir 5.6) pour c;(X)" que les précédentes. Nous en développons
d'autres conséquences, laissées de coté dans [C] et qui résultent d’extensions immédiates,
énoncéesau §2;du§Sde[Cl:onac (X)" < (n('n+1))'l si X est de Fano, de dimension
n, et suffisamment uniréglée (c'est-a-dire : deux points génériques de X peuvent étre joints
par une courbe connexe dont les composantes irréductibles sont rationnelles de degré au
plus (n + 1) et telles que T'x y soit semi-positif.

La propriété d'étre suffisamment uniréglée est satisfaite par certaines classes de
variétés de Fano (voir 5.2), et peut-étre par toutes. Un résultat un peu plus faible (la
connexité rationnelle) est établi pour les variétés de Fano dans [C’].

Le présent travail a été, pour I'essentiel, effectué a Varsovie lors d’un séjour sur
I'invitation de M. Szurek. J'ai bénéficié alors d’entretiens avec J. Wisniewski. Je voudrais
les en remercier.

0. Notations.

0.1. On désignera par X une variété projective complexe compacte connexe lisse de di-
mension n. On notera Ky et T’ respectivement ses fibrés canonique et tangent. Rappelons
que X est de Fano si, par définition (—Kx) est ample. On notera p(X) le nombre de
Picard de X.

0.2. On notera L un fibré en droites sur X, et L™ € Z son nombre d'intersection. On
notera : ¢;(X)" := (—Kx)". Si C est une courbe effective de X, et si L.C est le
nombre d’intersection de L et C, le L-degré normalisé de C, noté dr,(C), est di,(C) =
(LAC)/(L")”". Il ne change pas si L est remplacé par I'un de ses multiples. Si X est
de Fano, on choisira toujours L = —Kx. On notera alors d(C) (resp. deg(C)) le degré
normalisé (resp. le degré) de C' (relatif a (—Kx)).

0.3. Si Z est une variété projective, on notera N'(Z) et N1(Z) respectivement les espaces
vectoriels réels (duaux) des classes d’équivalence numérique de diviseurs de Cartier et de
courbes de X. Cette construction est fonctorielle (voir [K]). On notera aussi, si Z est
une sous-variété projective de X, Ni(Z)x I'image dans Ny(X) de Ny(Z) par I'injection
naturelle 7 : Z — X. Si C est une courbe effective de X, on notera [C] sa classe dans
N\(Z).

04. Si F : X — Y est une application rationnelle dominante, et si = est un point
générique de X, on notera F;, := F~!F(z) la fibre de F en x.

0.5. On notera C'(X) la variété de Chow de X. Si C est un cycle algébrique effectif de
X, on notera {C'} le point correspondant de C'(X). On dira que C est irréductible si son
support I'est, et est affecté de la multiplicité 1.
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Let us show how the formulas work e.g. for ®(z,y) = z'. We get

_ iy mdf
o (L+ €

and

iy [ ZPdENdE _
P = 52 o v e =

For general k we shall show as an example the procedure for ®(z,y) = (y')*. The
corresponding form is

Bo= i1+ (n*)kd€

2 (1+ [¢f?)2+*
and its Penrose transform is
k
P = e+ 1) [ GLELLE 1y

We can now state a general result:
Let Hy(m1,72) denote the set of all homogeneous polynomials of order k in (7, 72)
and let Ry denote the set of all cohomology classes

Ric = {[B(k, Po,. .., P)] ; P; € Hi(m,m2)} € HOD(T,L7?),

where
Z,ﬂo (mm)&  d
T+ A+

then P maps the space Ry on the space of elementary states of degree k on C* in one-to-one
way.

Bk, Poy. ., P) = o (14 R)

It is easy to see that the set of classes {[3(k, Fo,..., Px)]}, where { P;} are homo-
geneous monomials of order k, is a basis of Ry and that dimP(Ry) = (k + 1)%

B. The Dirac equation.

THEOREM 6. Let ®(z,y) = (®°(z,y) + ®'2(z,y) f1f2)I be a holomorphic spinor-valued
function on C* such that ®° and ®'2 are homogeneous polynomials of degree k on C*
and ® is a solution of the Dirac equation on C*. Let 5(7),4}) = ®(z(n,€),y(n,€)) be
the spinor-valued function on T obtained by substitution (11).
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pour i, elle I'est pour (i + 1) < k par 3.3. Pour i = k, on obtient : y € Dy = D.
Contradiction..
La conjonction des résultats énoncés au § 2 et de [C] permet d’obtenir le :

4.3. THEOREME. Si X est projective lisse de dimension n, et si L € Pic(X) est ample, il
existe une application rationnelle dominante ¥ : X —'Y, et un ouvert de Zariski X* de
X sur lequel W est régulicre, et telle que WV est constante sur toute courbe libre C de X

<L"73”" }

telle que : (L.C) < [

4.4. REMARQUE : Le théoréme 4.1 est une extension du lemme de Fano selon lequel d,(7") > 1
si k =1 et si deux points génériques de X peuvent étre joints par une courbe irréductible
de la famille S| =T

5. Finitude des variétés de Fano suffisamment uniréglées.
Dans cette section, X est une variété de Fano de dimension n.

5.1. DEFINITION. On dira que X est suffisamment uniréglée s’il existe une suite finie 7' =
(S1,...,8k) de familles couvrantes de courbes rationnelles de X telle que X est 7*-
connexe, et deg(S;) < (n+1) pour 1 <i < k.

5.2. PROPOSITION. X est suffisamment uniréglée si elle satisfait ['une des conditions suiv-
antes :

i) bo(X) =1,

ii) T'x est numériquement effectif.

5.3. REMARQUE : Il est vraisemblable que toute variété de Fano est suffisamment uniréglée.
Une version faible de cette assertion (toute variété de Fano est rationnellement connexe,
c’est-a-dire : deux points quelconques peuvent étre joints par une courbe connexe a com-
posantes irréductibles rationnelles de degré au plus (n + 1)) est établie dans [C] et [K-M-
M]”. Plus précisément, on montre dans [C’] que si X est de Fano de dimension n, et si
F : X — Y est une quasi-fibration (i.e. : rationnelle dominante, propre et réguliere sur
I'ouvert de Zariski dense X* de X), et si y est générique dans Y, il existe une courbe
rationnelle irréductible C' de degré au plus (n+ 1) de X rencontrant X,, := F~!(y), mais
non contenue dans X,,.

Pour montrer que X est suffisamment uniréglée, il suffirait de pouvoir remplacer :
“rencontrant X, par : “passant par z, pour z générique dans X,”.

5.4. THEOREME. Soit X une variété de Fano suffisamment uniréglée de dimension n. Alors :
ca(X)" < (n(n+1)"
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iii) On dira que X est T-connexe (resp. 1"*-connexe) si T'(z) = X (resp. si T (x)
est dense dans X) pour au moins un  de X (resp. pour x générique dans X).

2.3. DEFINITION. Soit V' une sous-variété (algébrique) fermée de X. On dit que V est T*-
saturée si toute 7*- chaine C' de X qui rencontre V' est contenue dans V.

2.4. PROPOSITION. Soit T' une suite finie de familles libres de courbes de X, et x dans X. Il
existe une sous-variété fermée, notée T, (x), qui contient x, est T*-saturée, et est minimum
pour l'inclusion parmi les sous-variétés de X possédant ces deux propriétés. De plus :
T3 (z) est irréductible.

Les démonstrations de [C], 5.4 et 5.5, qui sont le cas particulier k = 1, s"appliquent
ici. Voir aussi [N], [N"] pour ceci et ce qui suit.

2.5. THEOREME. Soit T' = (S, ..., Sk) une suite finie de familles libres de courbes de X. Il
existe une application rationnelle dominante fr : X — Xy telle que pour x générique
dans X, on ait : (fr), = T (x). On appellera fr : X — Xp le quotient de X par
T*. bigskip

DEMONSTRATION. e Ce résultat est, en fait, établi lorsque k = 1 dans [C], § 5 (voir, plus
spécialement, la proposition 5.11 et le Lemme 5.4). La démonstration de la proposition
5.11 permet cependant d’effectuer une récurrence sur k& > 1, grice aux lemmes 5.13 et
5.14. e

On remarquera que fr est constante si et seulement si X est 7"*-connexe.

2.6. DEFINITION. On dira que 7" est effective si T3 (z) = T (x) pour 2 générique dans X.

2.7. PROPOSITION. Soit 7" = (S}, ..., Sk) une suite finie de familles libres S; de courbes de
X, etsoit fp : X — Xq le quotient de X par T*. Si dim(X7) > 0 (c’est-a-dire : si
X n'est pas 1" -connexe), si D € Pic(X) est sans point base, et si E := f7.(D) est le
transformé strict par fr d’un membre générique de |D|, alors :

E.S; =0 pourtout 1<i<k.

DEMONSTRATION. Ceci n'est qu'une nouvelle formulation de [C], 5.17.
2.8. COROLLAIRE. Si [T'] = Ny (X), X est T*-connexe (voir 2.1 pour la définition de [T).

29. COROLLARE. Si p(X) = 1, et si S est une famille libre de courbes de X, X est
S*-connexe, et il existe un entier n > k(S) > 1 tel que : k(S).S est effective.
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For the inverse transform we need the following coordinate form of Q(7,£) (Q was defined
in Theorem 3 by Q = 3.7 ,Y7):

)

2 _ —1f_ 1A

z° = €17 (-n°E) (1)
v =gl

v’ = €17 (%)

Note that the all 4 functions are holomorphic in the variable 7, as a consequence the forms
written below are manifestly d-closed.
A direct computation gives:

S = gl

I

The spinor space S* can be identified with
S* = {(a.1+b.fif2)I;a,b€ C},

and the corresponding contraction I3/|g|? is given (up to a multiplicative factor) by
I(1+€f1f2)/|€|l, where £ is a nonhomogeneous coordinate of the element in ISt,, given
by the projection of g. Note that the multiplicative factors in the formula for the form 3
express the fact that 4 has values in a suitable line bundle.

A. The complex Laplace equation.

From the general theory (esp. Theorem 3), we get:

THEOREM 5. Let ®(z,y) be a homogencous polynomial of degree k on C* which is a
solution of the complex Laplace equation. Let a(n,dt) = ®(z(n,£),y(n,£)) be the
function on T obtained by substitution (11).

Then the form

= e i
S (R

is manifestly 8-closed form on T, so it represents an element

[Bs] € HOV(T,L72).
























































































































































OEBPS/images/1930x2790-07m101xsgpd44n-s622.jpg
36 A. Dickenstein, C. Sessa

Plus récemment, Passare a proposé une définition du courant résiduel associé a une
famille de p fonctions holomorphes fy, ..., f, (a1'aide de certaines moyennes), qui coincide

P

avec Ry(f,=0),....(f,=0)} [ﬁ] dans le cas du codim f\([I =0) = p ([P]). On peut
i=1

trouver une autre définition des mémes objets a I’aide de prolongements méromorphes dans

[Y].

Au paragraphe 1 nous prouvons des résultats de “bonne présentation” du sous-
ensemble analytique Y.

Au paragraphe 2 nous rappelons les propriétés des courants résiduels établies par
Coleff et Herrera ([C-H]) et nous présentons les formules de décomposition qui sont I'outil
essentiel pour le Théoréme 3.1(2). Nous donnons aussi une premitre preuve de la “Loi
de Transformation™ pour les résidus associés a des intersections complétes de dimension
arbitraire, ol on se réduit au cas de dimension 0 ([G-H]) en fibrant le courant résiduel (cf.
Proposition 2.2).

Au paragraphe 3 les faisceaux de cohomologie modérée sont caracterisés. Si

m
Y = {Y1,....Y} est une famille d’hypersurfaces telle que nY, =Y, nous prou-
i=1
vons que Hf’”(Q") peut étre présenté comme la cohomologie de Cech d’un complexe de
r-formes méromorphes ayant des poles sur U™, Y;, ou bien comme la cohomologie de Cech
d’un complexe de 1-cohomologies modérées avec support dans des réunions convenables
d’hypersurfaces de ). Si la famille ) a de bonnes propriétés d’intersection, on explicite
des isomorphismes naturels entre les différentes présentations de ’Hf’YI (Q) a 'aide des
courants résiduels, et on montre qu'il s’agit d’isomorphismes de D-modules 2 gauche, ou
D désigne le faisceau des opérateurs différenticls holomorphes de X (cf. Théoreéme 3.1 et
Proposition 3.2).

Au paragraphe 4 nous montrons qu'il y a un unique courant résiduel dans chaque
classe du faisceau de cohomologie modérée Hf’,,](Q") (cf. Corollaire 4.2). Comme appli-
cation de cette unicité, nous donnons une deuxiéme preuve de la “Loi de Transformation™
qui ne suppose pas connu le cas de dimension 0.

Au paragraphe 5, nous présentons des théorémes de décomposition globale des cou-
rants O-fermés 2 support contenu dans Y et bidegré (r, p). On en déduit que chaque classe
de d-cohomologie dans le quotient Hg(F(X, 'DY)) de courants globaux a support dans Y,
admet un répresentant avec support analytique égal a la réunion de quelques composantes
irréductibles de Y.

Tous ces résultats étaient déja connus pour les sous-ensembles analytiques qui sont
des intersections complétes locales (cf. [D-S1]).
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DEMONSTRATION. Il résulte de 2.13 qu'il existe une suite 7' = (Sy,...,Sx) de familles
couvrantes de courbes rationnelles de X telle que : X est T*-connexe, T est effective, et
deg(7') < n(n+ 1). La conclusion résulte alors de 4.1.

5.5. REMARQUE : Il résulte de [K-Ma] et [Ma] que la famille des variétés de Fano de dimension
n qui sont suffisamment uniréglées est bornée.

D’autre part, la conclusion de 5.4 s’applique en particulier aux variétés qui satisfont
I'une des conditions 5.2.i).i1). Dans le cas 5.2.1), la borne B‘(n) peut ére améliorée (divisée
par 4™ approximativement) en appliquant 2.11 :

5.6. COROLLAIRE. Soit X une variété de Fano telle que b.(X) = 1. Soit d = d(X) < n+ 1.

2n
Alors : ¢i(X)" < ((n+ 2~ d).d)" < B'(n), oa B'(n) = (;-l . 1) " sinest pair, et

i

5.7. REMARQUE : La borne obtenue semble trés loin d’étre optimale. Il est possible que
(X)" < (n+1)" = e1(Pa(C))" si X est Fano avee by(X) = 1, et dim(X) = n.
En raffinant la démonstration de 2.11, il est peut-étre possible d’y remplacer (n — d + 2)
par k(d) = [(n/d,)], qui fournirait une borne approximativement égale a : B"(n) =

1 . Dans [B] un exemple est donné pour lequel by = 2 et ¢f est

asymptotiquement 2™.n".
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DEMONSTRATION. Le seul point qui ne résulte pas immédiatement des résultats précédents est
I'existence et la majoration de k(S). Elle résulte du lemme 2.10 suivant, en rappelant que,
avec ses notations, pour x générique dans X et k > 0 quelconque :

((k+1).8)"(z) = S*((k-5)"(s)), 0t : (0.8)"(x) = {x}

(voir [C], § 5 pour plus de détails).

2.10. LEMME. Soit S une famille libre de courbes de X. Soit A un sous-ensemble algébrique
irréductible de A. On pose :

S =84NS", et Sy = p,(q_,"(A)).

Soit S*(A) = qs(p;'(S3)). Si S: est dense dans S, pour x générique dans A,
et S*(A) # A, dim 5*(A) > dim A.
DEMONSTRATION. Puisque dim (g;!(A)) = dim(A) + dim(gs), o dim(g,) = dim(G,) —
dim(A), il nous suffit de remarquer que :

p (SR # (7 (A) N (SR) si ST(A) # A

(On remarquera que toutes les variétés considérées sont de dimension pure).
Dans les exemples considérés, on peut améliorer la majoration de k(S) :

2.11. COROLLAIRE. Soit X une variété de Fano de dimension n, de degré deg(X) = d < n+1
(voir 1.5). Soit S une famille couvrante de courbes rationnelles de X, deg(S) = d.
Supposons que by(X) = 1 (c'est-a-dire : p(X) = 1). Alors : X est X*-connexe, et
((n —d +2).S) est effective.

DEMONSTRATION. Nous utilisons I'argument de [W], basé sur la technique de cassage de S.
Mori. Si x est générique dans X, dim (S*(z)) = d — 1, car : dimS, = (d —2), et :
gs @ p;(Sz) — (5‘—(1)) est génériquement finie, car on peut supposer que (Cy) est
irréductible pour tout s de S, sans quoi X' admettrait une famille couvrante de courbes
rationnelles de degré inférieur a d. En effet : s'il existait y € (S'_(I)) tel que : dim(S; N
Sy) > 1, il existerait s € (S, NS,) tel que C; soit réductible (voir [W], appendice et [M],
Theorem 4 pour cette assertion, basée sur le fait qu'une surface réglée contient au plus
une section d’auto-intersection négative). Appliquant le lemme 2.8 précédent, on obtient :
dim ((kS)*(z)) > (d — 2+ k) si (kS)*(z) # ((k —1)S)" (). Ceci n'est possible que si
(d -2+ k) <n,cest-a-dire : k < (n—d+2). D’ou le résultat.

2.12. COROLLAIRE. Soit T' = (S,.. .., Sk) une suite finie de familles libres de courbes de X
telle que X soit T*-connexe. Il existe alors des entiers positifs (Ay.. .., Ak) tels que :
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1.4. PROPOSITION.Soit (C's)
(c’est-a-dire : admet pour normalisée une réunion disjointe de Py(C)) pour s dans S, alors
S est libre.

une famille couvrante de courbes de X. Si Cy est rationnelle

neS

Ce résultat est bien connu et résulte que si C' = F(Py), pour F' : Py — X algébrique,
alors C' est libre si F**(T'x) est un fibré vectoriel semi-positif sur C. Une démonstration
se trouve, par exemple, dans [N], proposition 1.2.

1.5. PROPOSITION. Soit X une variété de Fano de dimension n. Alors X admet une famille
couvrante par des courbes rationnelles (Cy) ... de degré d(S) au plus (n + 1).
Ce résultat est également bien connu (voir [M] et [M-M]).

1.6. DEFINITION. ({N)). Si X est Fano, de dimension n, on note deg(X) le plus petit entier d
pour lequel il existe une famille couvrante de courbes rationnelles de X de degré d. On
a: deg(X) < (n+1), dapres 1.5.

1.7. PROPOSITION. Soit X une variété de Fano. Supposons que T'x soit numériquement effectif
(c'est-a-dire : Op(1) est numériquement effectif sur P = P(Tx ), fibré des hyperplans de
Tx ). Soit C une courbe rationnelle irréductible de X. Alors : C est libre.

La démonstration et facile, et se trouve dans [C-P], auquel on renvoie pour plus de
dérails sur les variétés de X telles que Ty soit numériquement effectif. Rappelons que si
X est, de plus, Fano, il est couramment conjecturé que X est rationnelle homogene. (La
réciproque est facile).

2. T*-Connexité.

2.1. Soit T' = (Sy,...,Sk), k > 1 entier, une suite finic de familles libres S; de courbes
de X.

On notera : 7' = kS si § = S) = --- = Sj. On notera [T le sous-espace vectoriel
de Ny(X) engendré par [Sy],...,[Sk] (voir 0.6).

2.2. DEFINITION.

i) Une T-chaine est une courbe effective connexe C = Cy +Cy + - - -+ Cj. avec :
{Ci} € S; pour 1 <4 < k. On dira que C' est une T*-chaine si, de plus, {C;} € S} pour
toutie {1,...,k}.

ii) Pour = dans X, on notera T'(x) (resp. T*(X)) I'’ensemble des y de X pour
lesquels il existe une 7'-chaine (resp. une 7™*-chaine) contenant z et y. On notera que
T(x) (resp. T (x)) est une sous-variété fermée (resp. constructible) de X. (En général,
T'(x) n’est pas I'adhérence de T*(z)).
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Résidus de formes méromorphes

et cohomologie modérée
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English abstract

Let Y be a closed analytic subset of arbitrary codimension in a complex manifold X. We
give an explicit description of the moderate cohomology sheaves 'Hiy](Q') with support in
Y and coefficients in the sheaves of holomorphic forms, by means of residual currents. As
a consequence, we show that for each d-closed global current with bidegree ( - ,codimY’)
and support in Y, there exists a unique locally residual current defining the same class in
(X, Hf’,.l (Q)). Two independent proofs of the Transformation Law for residual currents

associated to complete intersections of any codimension are presented.

Introduction

Soit X une variété analytique complexe paracompacte et Y un sous-ensemble analytique
fermé de X de codimension p.

Ce travail est centré sur la description des faisceaux Hf’Yl(Q') de cohomologie
modérée a coefficients dans les faisceaux de r-formes holomorphes de X et a support dans
Y. Ces faisceaux peuvent étre calculés comme les faisceaux de cohomologie du complexe
("D, ) des courants de bidegré (r,-) et support contenu dans Y (cf. [R]).

Si w est une r-forme méromorphe ayant des poles sur le réunion d’une famille de
p-hypersurfaces ), Coleff et Herrera ont défini le courant résiduel Ry [w)] associé a w et Y
([C-H]), qui permet de définir un morphisme de faisceaux

Q(xuY) — DI .

This paper is in final form and no version of it will be submitted for publication elsewhere.
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Then the form
—i _ = dé
=—(2+k)I(1 b
Ba = (2+ (1 +Ef2h1) TEATERE
is manifestly O-closed form on T which represents an element [Bg) € HON(T,L~?)
satisfying P([Ba]) = .
As an illustration let us describe the correspondence in the case k = 1. The basis for
elementary states of homogeneity 1 and the corresponding Penrose transforms are given by
the following expressions:

= 11'5;2“ ~P() ="

g l’ff:'znw(ﬂ) =y

= s P = o o A (16)
g %5;12“ —P((A]) = (' + 2 Fuf)]

B=1 +"2€|2~ —P(8) = @' fifa)

b= s~ PUB) = hi

For general k, let us show how the procedure works e.g. for ® = (y')¥I. We have

¢ _ i (n')*d€
P = b A ey

and

D+ EhFIAENDE _ ey

—i TR
P([Bk]) = 2;(k+2) /C W ¢ (NGRS

We can state the following general result:

Denote by Hy(11,72) the set of all homogeneous polynomials of order k in (71, 72),
Dy the set of all cohomology classes

{1B(k, Po, ..., Pi1)] Py € Hi(m,m2)} € HOD(T,L77)













OEBPS/images/1930x2790-01rt1ywyxczyyb-s622.jpg
variétés de Fano 29

i) A+ A2+ -+ A < n=dim(X),
il) AT := (A1S, ..., Ak Sk) est effective.

DEMONSTRATION. Soit = générique dans X. Supposons que AT ne soit pas effective. Donc
dim ((AT)*(z)) < n. Soit A := ((AT)*(z)). Il existe donc i, 1 < i < k tel que :
S;(A) # A, avec les notations de 2.10. Si X' = (A1,..., Xic1, () + 1, Aig1)s- s Ak)s
on a donc : dim(X'T)*(z) > dim ((AT)*(x)). Donc : pour tout k < n, il existe une suite
A= (A1, Ag) telle que (A +- -+ Ag) = k, et : dim ((AT)*(z)) > k. D’ol le résultat.

2.13. COROLLAIRE. Soit X une variété de Fano de dimension n. Supposons qu'il existe une
suite T = (Sy,...,Sk) de familles couvrantes (donc libres) de courbes rationnelles de
X telle que : X soit T*-connexe et deg(S;) < n+1sii€ {1,...,k}. Il existe alors
une suite T' = (S1,...,S.) de familles couvrantes de courbes rationnelles de X qui est
effective, telle que X soit T"*-connexe, avec : deg(T") < n(n+1).

2.14. COROLLAIRE. Soit X une variété de Fano de dimension n dont le fibré tangent est
numériquement effectif. Il existe une suite I' = (S, ..., S), k < n, de familles couvrantes
de courbes rationnelles de X de degré au plus (n + 1), qui est effective et telle que X
soit T*-connexe. (De maniére explicite : pour x et y génériques dans X, il existe une
T*-chaine C joignant x et y. De plus : —Kx.C < n(n+1)).

DEMONSTRATION. NV (X') est engendré par des classes de courbes rationnelles. Or, toute
courbe rationnelle de X est libre. L'assertion résulte donc de 2.13.

3. Filtration par la multiplicité.

Nous reprenons ici la présentation de [N].

3.1. Soit D un diviseur effectif de X, licu des zéros d'une section s de (D] € Pic(X).
Pour tout ¢ € Z, on note D; I'ensemble des z de X en lesquels I'ordre d’annulation de
s, noté m,(D), est supérieur ou égal a 1. Donc : D; = X si1 < 0; Dy = D ; la suite
(D;),., est une suite décroissante de sous-variétés algébriques fermées de X.

3.2. Soit F : X; — X unc application algébrique, et D un diviseur effectif de X.
Alors : (F*D); contient F~(D;). Si z; € X; est un point (lisse) de X, en lequel F est
submersive, alors : (F*D), = F~1(D,) au voisinage de z,.

3.3. PROPOSITION. Soit C' une courbe libre de X, et soit D un diviseur effectif de X. Soit :
d :=D.C. Alors : C est contenue dans D, si C rencontre D, .

DEMONSTRATION. On suppose i > 1, sans quoi I'assertion est évidente. Soit (C), , une
famille libre de courbes de X contenant C' = C,0 € S. Alors : G est lisse en tout point
de C = v ({0} x C), et g : Gy — X est submersive en tout point de C. Par hypothese,
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PREMIERE PARTIE

MATHEMATIQUES

Présentation de P. Lelong

Les articles qu’on trouvera dans ce livre développent des exposés faits lors du Colloque de
Géométrie Complexe tenu a Paris a I'Université Paris 7 a I’occasion du premier Congres de
I’Union Mathématique Européenne en Juillet 1992. On trouvera dans le Sommaire la liste
complete des auteurs et le titre de leurs communications, ainsi que la liste et le titre des
conférences qui n’ont pas été rédigées pour ce volume. Plusieurs des exposés concernent
des problémes qui intéressent les physiciens en méme temps que les mathématiciens et la
plupart portent sur des problemes de Géométrie Complexe.

Larticle de J. Bures et V. Soucek étudie la transformation de Penrose en dimensions
paires et ses applications aux équations de Laplace et de Dirac complexes.

L'article de £ Campana donne des propriétés des variétés projectives complexes
connexes dites de Fano en liaison avec des problémes de connexité rationnelle.

Dans leur étude des résidus de formes méromorphes, A. Dickenstein et C. Sessa
développent la notion de cohomologie modérée et précisent les propriétés des courants
résiduels.

R. Gérard développe des résultats obtenus en collaboration avec T. Tahara et
donne des conditions générales qui assurent que le probléme de Cauchy pour un systeme
d’équations aux dérivées partielles a une solution analytique lorsqu’existe une solution
formelle.
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The manifold 7St is a principal fiber bundle 7 : ISt, — IG, with a group GL(n,C)
acting from the right.

The projection 7 maps a matrix Z into an isotropic subspace generated by columns
of Z. The identification ISt,/GL(n,C) ~ IG, is fixed by a choice of a point in IG,
and a choice of its isotropic basis. Our choice is the first half wy, ..., w, of the canonical
basis in C*" and the isotropic space Wy C C*" generated by it.

The space IG,, is also a homogenous space of the group SO(2n, C). The homoge-
neous coordinates on G, given by the Stiefel manifold or by SO(2n, C) are sufficient for
complex Laplace but not for the Dirac operator. We shall need a bigger set of homogeneous
coordinates given by the group Sping(2n, C) acting on IGy,. The identifications

Sping(2n,C) /H ~ SO(2n,C)/H ~ IG,

is given by the choice of W, for a preferred element in IG,,.

The projection p : Sping(2n, C) +— ISt,, and its restriction p : H ~— GL(n, C) will
be denoted by the same symbol. Components Z} = Z; (g) of the map p are holomorphic
functions on the group Spiny(2n, C) , they will be often used below.

Homogeneous coordinates on the space F = C?™ x IG,, are given by (P,Z) €
F° := C™ x ISt,, resp. by (P,g) € F := C™ x Sping(2n, C) , with the action
(P,2)~ (P,Z7);y € GL(n,C), resp. (P,g) — (P,g - p(h)); h € H.

(ii) Local coordinates for T = u(F).

Homogeneous coordinates on the twistor space are given by (7, Z), where Z =
(ZY,...,2"),Z" € C*™ are Stiefel coordinates for the vector space associated with the
affine space W € T and € C" is given by * = (P,Z%),i = 1,...,n, P € W. The
mapping p is given in these coordinates by u(P, 2) = (n,2), n* = (P, Z"). The space
To := C" x ISt, is a principal fibre bundle over the twistor space T with the group
GL(n,C) acting by (1, Z) — (n-7,Z -7v),7 € GL(n,C). The corresponding projection
7 is holomorphic. We shall also use a bigger coordinate space T:=C"x Spiny(2n, C)
for T. It is again a principal fiber bundle with the group H acting by (1,9) — (n-p(h), gh).

All coordinates are then summarized in the double diagram given by the maps

F~ (Pg) = C™~(P)
lfun‘=(P.Z‘(y))

T ~ (n,9)
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A. The complex Laplace equation.

THEOREM 7. Let ®(z,y) be a homogeneous polynomial of degree k which is a solution

of the complez Laplace equation on C°. Let ¥(n,€) = ®(z(n,€),y(n,£)), and az =
d€y A d€a A dEs.

Then ,

-

= 75z (6 +5k+ )

az
B Y
& e[+

is d-closed form on T which represents a class (3] in HO3)(T,L™°) and

P([Be]) = 2.

The theorem can again be proved by direct computation, all what is needed is the
following formula:

T+ larasnag 2

e llgNk+4

2m

— _(9:\3
=~ e

(19)
To illustrate it, let us write down the case of the function ®(z,y) = (y°)* explicitely. It

has the inverse Penrose transform

(m&s&r — m&abs + ma(1 + |&1))2)*as A ag
llelli+x

and it is straightforward to check that it gives back the function (y°)k.

= —i s .2
Bo = 16"2(6+5k+k )

B. The Dirac equation.

Let S* be the spinor space of positive spinors. We have the identification of spinor space
with the subspace of C§' as follows:

St ={a+bfifr+cfifs +df2fs)I |a,b,c,d, € C}

where I = fi fi fofafs fs.
The image S(g), g € Sping(2n,C) is defined (up to a multiplicative factor) by

(L+&fifa+ Efifs + Esfafa)l.

Similarly, the element éf; is given (up to a factor) by

€7 1Es fafa + Eafsfi + & fafi +1)
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Penrose transform 5

and the involution ~ on C*" maps W onto Wy. Let us embed the Euclidean space R*"
into C?" as the set of fixed points of the complex conjugation *. Let us denote by CS, the
complex Clifford algebra of (C*", Q). We suppose that C*" ¢ €S, and Spin(2n) C C,.

Let S be the irreducible CS, - module and let S = S* &S~ be the decomposition of
S into irreducible Spin(2n)-modules (called the basic Spin-modules). The CS;, - module S
can be embedded into Clifford algebra Cg, as a maximal left ideal (see [9]) in the following
way:

S =C§.I=A(Wp).I,

where I = fy fi...fn fn is an idempotent, and A*(Wp) =~ C(Wp, 0)(as algebras) is the Clif-
ford algebra of Wy corresponding to the trivial (zero) bilinear form. If & is a holomorphic
function on C?", then the complex Laplace equation is given by

(1)

t—a

If @ is a holomorphic spinor field on C?" with values in S, the Dirac equation is given by

) . (2)

3. The twistor diagram

The Penrose transform is a special case of generalized Radon transforms on homogeneous
spaces. Let Q be a nondegenerate symmetric bilinear form on C***2. The isotropic
Grassmannian /Gy = IGj2n42 Is the subspace of the Grassmannian Gy consisting of all
isotropic subspaces L of dimension k in C*+2 (ie. Q| = 0). Similarly, the isotropic flag
manifold G 4 is a subspace of the ordinary flag manifold of couples of 1-dimensional
and (n + 1)-dimensional isotropic subspaces. The usual double diagram (with natural
projections) is then given by two projections

VR ()
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Penrose transform 13

a) On C*.
P=(z' 2%y 2.
b)On F = C* x I G,,4. We take nonhomogeneous coordinate £ which corresponds to one
of standard coordinate neighborhoods on G 4. The basis of the corresponding isotropic
subspace is given by:
Zy = (1,0,0,-¢€)

Zy = (0,1,€,0) ®)

¢) On the twistor space T = p(F), we take the coordinates:

(n,€) = (", 7%, 8)

The projection g on T has the form:

w(z,y,€) = (1,6)
with
1 1 2
=y —&z
2 2 1 (9)
=y +&z

The corresponding basis is:

=(1,0,0,-¢)
Zy = (0, 0
> =(0,1,€,0) (10)
= (0,-£,1,0)
=(

£,0,0,1)

and the dual basis
= [lél~*(0,~€,1,0)
Y2 = (1€ (€,0,0,1)
i = [iglI'(1,0,0,8)
Y2 = [I€171(0,1,6,0),

where

liglh = (1 + 1€?).
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Penrose transform T

given by ¢ is a biholomorphic map.
Let us define a map S : Spiny(2n, C) — S* by

S(g) =gl. (5)

With respect to the decomposition C** = Wy @ Wy, the group H € SO(2n, C)
has the following form

1 B

H=< ) @y

)’AB' +BA'=0, A€ GL(n,C)}

and the map
det: H — C — {0}; det(h) = det A,
where det A denotes the determinant of A, is a holomorphic representation of H on C.

We can find a holomorphic representation v/det of H on C such that (v/det)? = det. The
principal role in the considerations is played by the line bundle L on IG,, defined as a
homogeneous bundle given by representation (v/det)~! of the group H.

Denote by «,, an SO(2n, R)-invariant volume form on IG,, this is ((3), (3))-form

on IG,. Then there exists a form oy, € £(3)0(IG,, L?"=2) which is a holomorphic
SO(2n, R)-invariant form on IG,, such that
On
o, KD
" My )t

Kn

where M| are the Pliicker coordinates on IG,, I C {1,...,2n}, #I =n.

F2n-2

The form &, is an element of S(o'(;))(lG,., L ), and the expression

(I
I

is an element of £(°9)(IG,,, (L ® L)?~2"). We shall use below the realization of elements
of the cohomology group H(o'(;))(Q,L") by the Dolbeault cohomology.

3.1 The Penrose transform for complex Laplace equation.

Let us denote by HW(R2) the space of all holomorphic solutions of the complex Laplace
equation on 2.
We want to construct the map

P HOGD(@Q" L2 — HW(Q)

























