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Avant-propos


			Mathématiques financières est un ouvrage pédagogique destiné à ceux qui souhaiteraient travailler dans le monde de la finance (finance d’entreprise et finance de marché) à l’avenir et aux étudiants de 2e cycle souhaitant tester et approfondir leurs connaissances en mathématiques financières.


			Cet ouvrage est particulièrement adapté pour les étudiants en Universités Licence et Master, ou Écoles de commerce et souhaitant se préparer pour leurs examens en mathématiques financières. En effet, comme le nom du livre l’indique, il y est résumé sous forme de fiche de travaux dirigés tous les concepts que vous devez maîtriser pour réussir au mieux vos examens. Ce manuel vous permettra un gain de temps dans vos révisions.


			Vous pourrez notamment y retrouver des exercices, des corrigés et un commentaire indiquant l’état d’esprit dans lequel le lecteur doit se placer afin de pouvoir répondre aux questions.


			La compréhension de cet ouvrage n’exige que peu connaissance en mathématiques. Vous avez simplement besoin de maîtriser des concepts simples tels que : logarithme, puissance, pourcentages, suite arithmétique et suite géométrique.


			Cet ouvrage a été pensé pour être rédigé de manière progressive en traitant dans un premier temps les bases à connaître pour le lecteur, puis dans un second temps, l’introduction progressive de nouvelles notions et enfin la présentation de nouveaux concepts encore peu présents dans les marchés financiers mais prochainement destinés à une plus grande utilisation.


			L’objectif de l’ouvrage n’est pas simplement de vous expliquer les concepts financiers, mais également de vous présenter les mathématiques financières afin de vous montrer l’éventail des possibilités qui s’offrent à vous dans le monde de la finance quantitative.


			François Radacal


		




		

			
Partie 1
Méthodes quantitatives d’aide à la décision
Bases mathématiques


			

























Mathématiques financières est un ouvrage qui a été pensé et rédigé de manière progressive pour qu’il soit accessible à l’ensemble des lecteurs. Ainsi, avant de nous attaquer au cœur du sujet, nous souhaitons vous introduire cet ouvrage avec notre première partie que de mathématiques élémentaires que vous devez maîtriser afin de pouvoir parcourir l’ensemble de l’ouvrage.


		




		

			Chapitre 1


			
Rappels d’outils mathématiques


			1.	Notation scientifique d’un nombre


			
Définition


			La notation scientifique d’un nombre N est l’écriture de ce nombre sous la forme d’un produit d’un nombre décimal compris entre 1 et 10 (non compris) par une puissance de 10.


			N = a × 10n ou N = a × 10–n





			Exercice Déterminer la notation scientifique des nombres suivants.


			a. 3 045


			b. 0,0625


			Corrigé


			a. 3 045 = 3,045 × 103


			b. 0,0625 = 6,25 × 10–2


			2.	Identités remarquables


			Propriétés


			Les identités remarquables servent à développer les expressions mathématiques plus rapidement. Voici les trois identités remarquables principales que vous devez connaître :


			1. [image: ]


			2. [image: ]


			3. [image: ]


			Exercice Développer et réduire au maximum les expressions suivantes.


			a. [image: ]


			b. [image: ]


			c. [image: ]


			Corrigé


			a. [image: ]


			b. [image: ]


			c. [image: ]


			3.	Puissances


			
Définition


			La puissance d’un nombre correspond à la multiplication d’un nombre par lui-même. Ainsi, si nous prenons un entier naturel non nul a et que l’on le met à la puissance 5, cela signifie que l’on multiplie a cinq fois par lui-même.





			Propriétés


			■ [image: ]


			■ [image: ]


			■ [image: ]


			■ [image: ]


			■ [image: ]


			
Exercice 1 Exprimer 84 en puissance de 2.


			Corrigé


			84 = 8 × 8 × 8 × 8


			Or, 23 = 8, on a donc 23 × 23 × 23 × 23 = 212


			
Exercice 2 Appliquez directement les propriétés aux expressions suivantes.


			a. 53


			b. 5 × 3–1


			c. (23)4


			d. 6 + 95


			e. (6 + 9)5


			f. [image: ]


			Corrigé


			a. 53 = 125


			b. 5 × 3–1 = 5 × [image: ] = [image: ] = 1,7


			c. (23)4 = 212 = 4 096


			d. 6 + 95 = 59 055


			e. (6 + 9)5 = 759 375


			f. [image: ] = [image: ] = 21,3


			
Exercice 3 Que vaut 10 + 20 + e0 ?


			Corrigé


			Peu importe le nombre, lorsque l’on met une valeur à la puissance 0, nous obtenons 1. Ainsi, 10 + 20 + e0 = 3.


			
Exercice 4 La légende de l’échiquier


			Un roi fait une annonce et dit la chose suivante : « Quiconque me battra aux échecs se verra accordé un vœu ». Le roi, confiant, gagna toutes ses parties contre l’ensemble de ces adversaires. Un jour, un enfant issu d’une famille modeste est venu défier le roi. Le roi, toujours aussi confiant, accepta le défi mais fini par perdre, il dit alors à l’enfant : « Chose promise, chose due, je vais t’exaucer un vœu, que souhaites-tu mon enfant ? ». L’enfant répondit : « Je veux que vous déposiez un grain de riz sur la première case, deux grains de riz sur la seconde case, quatre grains de riz sur la troisième case et ainsi de suite de sorte à remplir l’échiquier en doublant les grains de riz à chaque case et que vous me donniez la quantité totale de grain de riz qu’il y aura sur l’échiquier. »


			Quelle est la quantité de grain de riz que donna le roi à l’enfant ?


			Corrigé


			Sachant que l’on a déposé 1 grain de riz à la première case, qu’un échiquier dispose de 64 cases et qu’à chaque case nous doublons la quantité de grain de riz par rapport à la case précédente, nous pouvons ramener le problème à une puissance. Ainsi, à la première case nous déposons 1 grain de riz qui correspond à 20 = 1 ; à la deuxième case, nous déposons 2 grains de riz qui correspond à 21 ; à la troisième case nous déposons 4 grains de riz qui correspond à 22 ; et ainsi de suite. Nous obtenons finalement 263 grains de riz ce qui représente 9 223 372 036 854 775 808 grains, soit plus de 9 milliards de grains !


			4.	Pourcentages


			Histoire de la notation des pourcentages


			Nous retrouvons la notation actuelle des pourcentages pour la première fois dans un manuscrit italien anonyme datant de 1425 sous la forme [image: ] suivante p. Avec le temps, le p a disparu et la barre horizontale entre les deux zéros est devenue oblique.


			
Définition


			Les pourcentages consistent à rapporter une proportion sur cent unités.





			
Exercice 1 Exprimer [image: ] en pourcentage.


			Corrigé


			Il suffit de multiplier le dénominateur par un nombre afin d’obtenir 100, et de multiplier le numérateur par le même nombre. Dans notre cas, nous pouvons résoudre l’équation suivante pour trouver le multiple : 5x = 100 ⇔ x = [image: ] = 20


			Donc, [image: ] ou 80 %.


			
Exercice 2 Bon sens


			Lorsque l’on augmente le prix d’un produit de 100 %, par combien avons-nous multiplié le prix du produit ? et pour 200 % ? 400 % ?


			Corrigé


			Supposons que nous avons un produit coûtant initialement 2 €, augmenter son prix de 100 % revient à faire le calcul suivant : 2 × (1 + 100 %) = 4 €, le prix du produit a donc doublé. Par conséquent, augmenter le prix d’un produit de 100 % revient à multiplier par 2 le prix d’un produit.


			Prenons le même raisonnement pour 200 % : 2 × (1 + 200 %) = 6 €, augmenter le prix de 200 % revient donc à multiplier le prix du produit par 3.


			Par le même raisonnement, vous vous apercevez qu’augmenter le prix d’un produit de 400 % revient à multiplier le prix du produit par 5.


			
Exercice 3 Piège courant


			Un produit coûtant initialement 100 € voit son prix augmenté de 20 %, puis diminué de 20 %. Quel est le prix final du produit et de combien le prix va-t-il augmenter/baisser à la fin ?


			Corrigé


			Si le prix du produit a augmenté de 20 %, nous pouvons faire le calcul suivant : 100 × (1 + 20 %) = 120 €.


			Puis le prix de ce produit a rebaissé de 20 %, nous devons appliquer un rabais de 20 % sur 120 €. Nous avons donc 120 × (1 – 20 %) = 96.


			Le prix final du produit est donc 96 € et le produit a connu une baisse finale de 4 %.


			5.	Taux


			Il est parfois nécessaire de comparer un phénomène quantitatif à deux dates différentes ou de mesurer son évolution qu’il s’agisse d’un chiffre d’affaires ou d’une quantité de marchandises par exemple. Cette comparaison et cette évolution peuvent s’effectuer à l’aide d’un taux de croissance ou d’un taux d’évolution.


			
5.1.	Taux de croissance entre deux dates


			
Définitions


			[image: ]


			On peut donc écrire : [image: ]


			Et [image: ]


			Remarque : On appelle coefficient multiplicateur le nombre défini par


			[image: ]





			
Exercice 1 


			Une entreprise a réalisé un chiffre d’affaires de 160 millions d’euros en 2017. En l’an 2018 il est passé à 184 millions d’euros. Quel a été le taux de croissance du chiffre d’affaires entre 2017 et 2018 ?


			Corrigé


			Taux de croissance = [image: ] = 0,15 = 15 %


			[image: ]


			Histogramme représentant l’évolution du chiffre d’affaires de l’entreprise entre 2017 et 2018


			
Exercice 2 Répondre aux questions suivantes à partir du tableau ci-dessous.


			

				

					

					

				

				

					

							

							Année


						

							

							Prix


						

					


					

							

							2018


						

							

							5


						

					


					

							

							2019


						

							

							7,5


						

					


				

			


			a. Calculer le taux d’évolution du prix de l’année 2018 à 2019.


			b. Supposons que le taux d’évolution est de 60 % avec un prix en 2019 de 8 €, déterminer le prix initial en 2018.


			Corrigé


			a. Taux d’évolution = [image: ] 50 %


			[image: ]


			Histogramme représentant l’évolution du prix entre 2018 et 2019


			b. Valeur de départ = [image: ] = 5 €


			Interprétation


			Une hausse de 100 % d’un taux de croissance correspond à une multiplication par 2 (1 + 100 % = 2), une hausse de 200 % correspond à une multiplication par 3 et ainsi de suite. Une baisse de 50 % correspond à une division par 2.


			
5.2.	Prix


			
Définition


			Soit PTTC le prix toute taxe comprise d’un produit, soit PHT le prix d’un produit hors taxe. Nous avons la relation suivante :


			PTTC = PHT + PHT × TTVA


			   = PHT × (1 + TTVA)





			Exercice Un produit vaut 15,5 € HT ; si son taux de TVA est de 20 %, quel est son prix TTC ?


			Corrigé


			Son prix TTC vaut : 15,5 × 1,20 = 18,6 €


			6.	Intervalle et voisinage


			
Définition


			Un intervalle de R est une partie de R qui contient tout nombre réel compris entre deux de ses éléments.





			
Exemple


			Dans l’intervalle ]2 ; 10], le chiffre 2 n’est pas compris alors que le nombre 10 est compris dans l’intervalle.





			Exercice Les nombres suivants sont-ils compris dans l’intervalle I = [4 ; 76[ ?


			a. 2


			b. 76,01


			c. 75,99 


			d. 4


			e. 76


			Corrigé


			a. Non


			b. Non


			c. Oui


			d. Non


			e. Non


		




		

			Chapitre 2


			
Étude d’une fonction réelle


			1.	Fonctions standards


			
Définition


			On appelle fonction réelle ou numérique toute application définie par


			f : Df → R


			x ⟼ f(x)


			Où Df représente le domaine de définition de la fonction f. Df est l’ensemble des valeurs pour lesquelles la fonction existe.





			
Exemples


			Les fonctions suivantes sont des fonctions réelles et on note Df leur ensemble de définition.


			■ f(x) = ln(x) 	avec Df = R+*


			■ g(x) = ex avec Dg = R





			
Exercice 1 Déterminer si ces fonctions sont réelles et si c’est le cas, déterminer leur domaine de définition.


			a. f(x) = x2 + 3


			b. g(x) = 3x + 109


			Corrigé


			a. La fonction f est une fonction réelle et Df = R.


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction f


			b. La fonction g est une fonction réelle et Dg = R.


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction g


			
Définition


			Soit E une partie de Df, on appelle image de E le sous-ensemble de R, noté f(E), défini par


			f(E) = {f(x)/x ∈ E}.


			On appelle graphe de f le sous-ensemble G de R2 défini par : G = {(x, y) ∈ Df × R/y = f(x)}





			
Exemple


			Soit f(x) = 2x2 + 3x + 10 définie sur Df = R, le graphe de la fonction f est le suivant :


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction f





			
Exercice 2 Déterminer le domaine de définition des deux fonctions réelles suivantes et tracer leur graphe sur leur domaine de définition.


			a. f(x) = x3+ 2x2 + 3x + 2 


			b. g(x) = x + 16


			Corrigé


			a. Df = R


			b. Dg = R


			[image: ]


			Courbes représentatives des fonctions f et g


			
Définition


			On appelle f –1 la fonction réciproque de la fonction f.


			Exemple : Si f(x) = ln(x) ⇒ f –1(x) = ex (ln1 = 0 et e0 = 1)





			
1.1.	Fonction racine carrée


			
Définition


			On appelle fonction racine carrée toute application définie par


			f : Df → R+


			x ⟼ √x





			Voici la courbe représentative de la fonction racine carrée :


			[image: ]


			
1.2.	Fonction logarithme népérien


			Histoire du logarithme


			Le « logarithme népérien », ou plus communément appelé « logarithme », a été inventé par un mathématicien écossais du nom de John Napier (ou Neper en latin) en 1614. À l’origine, le logarithme a été inventé afin de faciliter les calculs astronomiques et trigonométriques. Son usage le plus connu est le calcul de l’aire sous l’hyperbole.


			
Définition


			On appelle fonction logarithme népérien toute application définie par


			f : Df → R+*


			x ⟼ ln(x)





			Voici la courbe représentative de la fonction logarithme népérien :


			[image: ]


			Propriétés


			Les propriétés principales du logarithme à retenir sont les suivantes :


			■ ln(x) existe si et seulement si x > 0 ;


			■ ln(1) = 0 et ln(e) = 1


			■ ln(x) est strictement croissante pour tout x qui appartient à l’intervalle ]0 ; +∞[.


			■ La fonction ln est dérivable sur ]0 ; +∞[ et sa dérivée est [image: ].


			Pour a et b strictement positifs et pour tout rationnel n, on a :


			■ ln(ab) = lna + lnb avec a > 0 et b > 0


			■ ln [image: ] = lna − lnb


			■ ln(an) = nlna


			
Exercice 1 Application des propriétés


			Exprimer cette expression sous la forme d’un seul logarithme : ln(6) + ln(4) – ln(2)


			Corrigé


			ln(6) + ln(4) – ln(2) = ln(6 × 4) – ln(2) = ln[image: ] = ln(12)


			
Exercice 2 Simplification


			Simplifier l’expression suivante : ln[image: ] + ln[image: ] + ln[image: ] + ln[image: ]


			Corrigé


			ln[image: ] + ln[image: ] + ln[image: ] + ln[image: ] = ln[image: ] = ln[image: ] = ln[image: ]


			
Exercice 3 Résolution d’équation


			Résoudre l’équation suivante : 4 = ln(2x – 5)2


			Corrigé


			   4 = ln(2x – 5)2


			⇔ 4 = 2ln(2x – 5)


			⇔ 2 = ln(2x – 5)


			⇔ e2 = 2x – 5


			⇔ x = [image: ]


			⇔ x ≈ 6,19


			
1.3.	Fonction exponentielle


			Histoire de l’exponentielle


			La fonction exponentielle a été inventée vers la fin du xviie siècle par un mathématicien suisse qui se nomme Leonhard Euler (raison pour laquelle nous appelons parfois « e » le « nombre d’Euler »). L’idée de l’invention de la fonction exponentielle était de pouvoir combler les trous entre plusieurs puissances d’un même nombre.


			
Définition


			On appelle fonction exponentielle de base e (ou exponentielle népérienne) la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien. Elle est notée f(x) = ex.





			Voici la courbe représentative de la fonction exponentielle :


			[image: ]


			Propriétés


			Les propriétés principales du logarithme à retenir sont les suivantes :


			■ La fonction ex est définie sur R = ]–∞ ; +∞[


			■ La fonction exponentielle est strictement positive : ex > 0 ∀ x ∈ R


			■ e0 = 1


			■ La dérivée de la fonction exponentielle est égale à elle-même


			■ La fonction exponentielle est la réciproque de la fonction logarithme népérien :


			
• Pour x > 0, y = ln(x) ⇔ ey = x



			
• Si a > 0, alors eln(a) = a et ∀b ∈ R ln(eb) = b



			Pour a et b appartenant à l’intervalle ]–∞ ; +∞[ on a :


			■ e–a = [image: ]


			■ e(a+b) = eaeb


			■ exp [image: ] = ea × e–b = ea–b


			■ (ea)n = ena


			
Exercice 1 Simplification


			Simplifier l’expression suivante : [image: ]


			Corrigé


			[image: ] = e1 = e


			
Exercice 2 Résolution d’équation


			Résoudre l’équation suivante : e4x+5 = e1


			Corrigé


			  e4x+5 = e1


			⇔ 4x + 5 = 1


			⇔ 4x = –4


			⇔ x = –1


			
Exercice 3 Résolution d’équation


			Résoudre l’équation suivante : ln(ex–5) = 0


			Corrigé


			  ln(ex–5) = 0


			⇔ ex–5 = 1


			⇔ ex = 6


			⇔ x = ln(6)


			
1.4.	Fonction puissance


			
Définition


			On appelle fonction puissance toute fonction définie par f (x) = axb





			La forme de la courbe représentative de la fonction puissance est déterminée par les valeurs que prend le réel b :


			[image: ]


			Sur cette courbe la valeur du réel a est toujours la même, à savoir 3, et la valeur du réel b varie :


			■ Courbe orange : b = –1


			■ Courbe verte : b = 1


			■ Courbe bleue : b = 2


			■ Courbe marron : b = 5


			Ainsi, nous pouvons en arriver aux conclusions suivantes :


			■ Si b < 1, alors la fonction décroît significativement et f (0) n’existe pas, x ne peut pas prendre la valeur 0.


			■ Si b = 1, alors la fonction est linéaire.


			■ Si b > 1, alors la fonction croît de manière exponentielle.


			
1.5.	Fonction du second degré (ou fonction polynomiale)


			
Définition


			On appelle fonction polynomiale (ou fonction de degré 2 ou fonction du second degré) toute application définie par


			f : Df → R


			x ⟼ ax2 + bx + c


			Où a, b et c sont des réels ≠ 0.


			Lorsque a > 0, on dit que la fonction est convexe.





			[image: ]


			Source : Bibmath


			Lorsque a < 0, on dit que la fonction est concave.


			[image: ]


			Source : Maxicours


			
Exercice 1 Ces fonctions sont-elles polynomiales du second degré ? Si oui, sont-elles concaves ou convexes ?


			a. y = 2x2


			b. y = –5x2 – 8x


			c. y = 4x4 + 6x2


			d. 0,5x2


			Corrigé


			a. La fonction est une fonction polynomiale du second degré convexe (a = 2).


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction


			b. La fonction est une fonction polynomiale du second degré concave (a = –5).


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction


			c. La fonction n’est pas une fonction polynomiale du second degré mais est convexe.


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction


			d. La fonction est une fonction polynomiale du second degré convexe (a = 0,5).


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction


			
Définition


			Les racines d’une fonction polynomiales sont les valeurs de x lorsque y = 0. Une fonction polynomiale peut avoir 0, 1 ou 2 racines dans l’ensemble des réels (R).





			
Méthodologie : trouver les racines d’une fonction du second degré


			Il existe deux méthodes afin de trouver les racines de d’une fonction du second degré : la factorisation et l’équation quadratique.


			Tout d’abord, afin de trouver les racines d’une fonction polynomiale, nous pouvons factoriser l’expression de la fonction de telle sorte qu’on souhaite trouver x1 et x2 tels que


			ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2)


			Dans ce cas, les racines de la fonction sont x1 et x2.


			Cependant, cette méthode ne marche pas à tous les coups. En effet, on ne peut pas toujours trouver une factorisation parfaite pour toutes les fonctions. Ainsi, la méthode qui marche systématiquement est celle de l’équation quadratique, qui se fait en plusieurs étapes.





			Étape 1 : Calcul du D (delta) selon la formule suivante : D = b2 – 4ac


			Étape 2 : Détermination des racines


			Afin de déterminer les racines de la fonction il faut distinguer 3 cas


			■ D > 0 : Dans ce cas, la fonction admet deux racines réelles x1 et x2


			x1 [image: ] et x2 [image: ]


			■ D = 0 : Dans ce cas, la fonction admet une unique racine que l’on appelle « racine double »


			x0 [image: ]


			■ D < 0 : Dans ce cas, la fonction n’admet aucune racine réelle


			
Exercice 2 Déterminer les racines des fonctions polynomiales suivantes dans ℝ.



			a. f(x) = 2x2


			b. g(x) = 2x2 – 6x + 4


			Corrigé


			a. f(x) = 2x2


			D = 02 – 4 × 2 × 0 = 0 => La fonction admet une unique racine x0 qui est :


			x0 [image: ] = 0


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction f


			b. g(x) = 2x2 – 6x + 4


			D = (–6)2 – 4 × 2 × 4 = 36 – 32 = 4 ⇒ La fonction admet deux racines réelles x1 et x2



			x1 [image: ] et x2 [image: ]


			x1 [image: ] et x2 [image: ]


			x1 [image: ] et x2 [image: ]


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction g


			2.	Fonctions et relations d’ordre sur R


			Soit E une partie non vide de R et f une fonction définie sur E


			
2.1.	Fonctions bornées


			Définitions :


			■ f est majorée sur E s’il existe un réel A tel que pour tout x de E on a f(x) ≤ A


			■ f est minorée sur E s’il existe un réel B tel que pour tout x de E, on a f(x) ≥ B


			■ f est bornée sur E si elle est à la fois minorée et majorée


			S’il existe a ∈ E tel que f (a) est un majorant de f, on dit alors que f admet un maximum sur E en a


			
2.2.	Fonctions monotones


			Définition :


			f est croissante sur E si ∀(x1,x2) ∈ E2, x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2)


			f est décroissante sur E si ∀(x1,x2) ∈ E2, x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2)


			Exercice Soit la fonction f(x) = 3x + 2 sur I = [–4 ; 2]. Montrer que la fonction f est croissante sur I.


			Corrigé


			f(–4) = 3 × (–4) + 2 = –12 + 2 = –10


			f(2) = 3 × (2) + 2 = 6 + 2 = 8 


			On remarque que –4 < 2 ⇒ f(–4) ≤ f(2)


			On en déduit donc que la fonction f est croissante sur I.


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction f


			3.	Limites


			
Définition


			Soit f une fonction définie sur E et a ∈ E, on appelle limite de f lorsque x tend vers a le réel L tel que


			lim f(x) = L


			x→a


			On dit alors que la droite d’équation y = L est asymptote à la courbe représentative de la fonction f en a.





			
3.1.	Limite d’une somme
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3.2.	Limite d’un produit


			

				

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							lim f(x) =


							x→∞ 


						

							

							L


						

							

							L > 0


						

							

							L < 0


						

							

							L > 0


						

							

							L < 0


						

							

							+∞


						

							

							–∞


						

							

							+∞


						

							

							0


						

					


					

							

							lim g(x) =


							x→∞ 


						

							

							L′


						

							

							+∞


						

							

							+∞


						

							

							–∞


						

							

							–∞


						

							

							+∞


						

							

							–∞


						

							

							–∞


						

							

							+ ∞ ou –∞


						

					


					

							

							lim (f(x) g(x) )=


							x→∞ 


						

							

							LL′


						

							

							+∞


						

							

							–∞


						

							

							–∞


						

							

							+∞


						

							

							+∞


						

							

							+∞


						

							

							–∞


						

							

							FI


						

					


				

			


			
3.3.	Limite d’un quotient
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			Exercice Déterminer les limites des fonctions suivantes en +∞.


			a. f(x) = (2x – 5)


			b. g(x) = (2x – 5)(4x – 2)


			c. h(x) = [image: ]


			Corrigé


			a. On sait que [image: ] alors on a [image: ]


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction f


			b. On sait que [image: ] et que [image: ]


			alors on a [image: ]



			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction g


			c. On sait que [image: ]  et que [image: ]. C’est une forme indéterminée.


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction h


			4.	Continuité


			
Définition


			Soit f une fonction définie sur Df qui contient un voisinage de a (c’est-à-dire un intervalle du type ]a − α, a + α[ avec α > 0. La fonction f est continue en a si la limite en a existe et vaut f(a) i.e. si


			lim f(x) = f(a)


			x→a





			
Remarque


			f(x) = x + 1 si x ≥1 et –x si x < 1


			On peut observer que f n’est pas continue en 1 (il y a un saut).





			Exercice 


			Soit la fonction [image: ]


			La fonction g est-elle continue en 0 ? En 1 ?


			Corrigé


			■ On étudie tout d’abord la continuité de g en 0. On a :


			[image: ]


			On remarque que la limite de g en 0 vaut 0. Donc g est continue en 0.


			■ On étudie maintenant la continuité de g en 1. On a :


			[image: ]


			On remarque que la limite de g en 1 vaut +∞. Donc g n’est pas continue en 1.


			5.	Dérivation


			Histoire de la dérivée


			La fonction dérivée a été inventée au xviie siècle par deux mathématiciens : Isaac Newton et Gottfried Wilhelm Leibniz. Newton et Leibniz nommaient cette fonction dérivée « fluxion » et la définissaient comme étant « le quotient ultime de deux accroissements évanescents ». Plus concrètement, la dérivée d’une fonction permet d’obtenir l’équation d’une tangente et d’étudier les variations d’une fonction (connaître les intervalles où la fonction est croissante et décroissante).


			
Définition


			La dérivée de f, notée f ′, en un point a (si elle existe) est définie par :


			lim f(x) = [image: ] = f(a)


			            x→a





			Propriétés


			Il existe énormément de formules de dérivée à connaître, toutefois, dans notre ouvrage sur les mathématiques financières, toutes ces dérivées ne sont pas utiles, raison pour laquelle nous vous avons fait une sélection des dérivés à maîtriser :
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Exercice 1 Pour tout x qui appartient à ℝ, dériver 3 fois la fonction suivante : f(x) = 3x3.


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction f


			Corrigé


			f(x) = 3x3


			f ′(x) = 9x2


			f ″(x) = 18x


			f ′″(x) = 18


			
Exercice 2 Pour tout x qui appartient à ℝ, dériver 3 fois la fonction suivante : f(x) = ln(x).


			[image: ]


			Courbe représentative de la fonction f


			Corrigé


			f(x) = ln(x)


			f ′(x) = [image: ]


			f ″(x) = [image: ]


			f ″′(x) = [image: ]


			
Exercice 3 Étude de fonction


			Soit une fonction f définie sur ℝ tel que f(x) = 2x2 + 4x – 5


			a. Déterminer la dérivée de la fonction f


			b. Établir le tableau de variation de la fonction f


			c. Calculer la valeur du minimum de f sur ℝ


			Corrigé


			a. La fonction f est dérivable sur ℝ, et pour tout x qui appartient à ℝ, f ′(x) = 4x + 4


			b. 
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			c. D’après le tableau de variation, le minimum de f est atteint en –1 tel que f (–1) = –7.
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			Courbe représentative de la fonction f


			6.	Intégrales


			
Définition


			Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I et a et b deux nombres de cet intervalle. La fonction f admet alors une primitive sur l’intervalle I. On appelle intégrale de f entre a et b :


			[image: ]


			La fonction F est appelée une primitive de f.





			
Exercice 1 Déterminer les primitives des fonctions suivantes.


			a. f(x) = 3


			b. g(x) = [image: ]


			c. h(x) = e4x–2


			Corrigé


			a. Pour f(x) = 3, on a F(x) = 3x


			b. Pour g(x) = [image: ], on a F(x) = [image: ]


			c. Pour h(x) = e4x–2, on a F(x) = [image: ]


			
Exercice 2 Calculer les intégrales de la fonction f(x) = 5x2 – 4x + 5 sur I = [0 ; 1].


			Corrigé


			Pour f(x) = 5x2 – 4x + 5, on a F(x) = [image: ]


			Donc on a :


			[image: ]


		




		

			Chapitre 3


			
Résolution d’équations


			1. Équations du premier degré à une inconnue
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