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      L.
     
     
      Hôrmander
     
     
      et
     
     
      N.
     
     
      Nilsson
     
     
      au
     
     
      début
     
     
      des
     
     
      années
     
     
      1960.
     
     
      P.
     
     
      Jeanquartier,
     
     
      qui
     
     
      fut
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      des
     
     
      pionniers
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      théorie,
     
     
      a
     
     
      présenté
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      article
     
     
      abordable
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      non-spécialistes
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’intégration
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      fibres
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      analytique.
     
     
      Ce
     
     
      problème
     
     
      est
     
     
      fondamental
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      “
     
     
      classique
     
     
      ”
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intégrales
     
     
      singulières,
     
     
      comme
     
     
      les
     
     
      intégrales
     
     
      oscillantes,
     
     
      par
     
     
      exemple.
     
     
      H.M.
     
     
      Maire,
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      deuxième
     
     
      article,
     
     
      explique
     
     
      comment
     
     
      les
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      N.
     
     
      Nilsson,
     
     
      qui
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      décisifs 
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      géométrique
     
     
      des
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques,
     
     
      permettaient
     
     
      de
     
     
      com
     
     
      ɐ
     
     
      prendre
     
     
      le
     
     
      développement
     
     
      asymptotique
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      spectrales
     
     
      de
     
     
      certains
     
     
      opérateurs
     
     
      différentiels.
     
     
      Les
     
     
      études
     
     
      de
     
     
      L.
     
     
      Narvaez-Macarro,
     
     
      P.
     
     
      Maisonobe
     
     
      et
     
     
      Y.
     
     
      Laurent
     
     
      montrent
     
     
      comment,
     
     
      en
     
     
      dimension
     
     
      un,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      comprendre
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      algébrique
     
     
      des
     
     
      systèmes
     
     
      différentiels
     
     
      analytiques.
     
     
      Le
     
     
      lecteur
     
     
      est
     
     
      ainsi
     
     
      préparé
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      lecture
     
     
      du
     
     
      second
     
     
      recueil
     
     
      dû
     
     
      à
     
     
      Z.
     
     
      Mebkhout.
     
     
      Lê
     
     
      Dung
     
     
      Trâng
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Sans
     
     
      utiliser
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      résolution
     
     
      des
     
     
      singularités,
     
     
      on
     
     
      présente
     
     
      ici
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      vue
     
     
      donnant
     
     
      la
     
     
      vedette
     
     
      au
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      décomposition
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      C°°
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      variables
     
     
      relativement
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      monodromie.
     
     
      Intégration
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      fibres
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      analytique
     
     
      Pierre
     
     
      Jeanquartier
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      INTRODUCTION
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      analytique
     
     
      réelle,
     
     
      connexe,
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      dé
     
     
      ɐ
     
     
      nombrable,
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      donne
     
     
      sur
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      volume
     
     
      dx
     
     
      ,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      impaire
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      ,
     
     
      partout
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (voir
     
     
      CRh]
     
     
      ou
     
     
      CS
     
     
      J
     
     
      ).
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      K
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      prendra
     
     
      toujours
     
     
      dx
     
     
      =
     
     
      dx
     
     
      1
     
     
      a
     
     
      ...A
     
     
      dx^
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      dési
     
     
      ɐ
     
     
      gne
     
     
      par
     
     
      C^°(X)
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      C°°
     
     
      sur
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      à
     
     
      supports 
     
     
      compacts,
     
     
      muni
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      Schwartz
     
     
      habituelle
     
     
      CSl
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      donne
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      analytique
     
     
      réelle 
     
     
      F
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      B
     
     
      non
     
     
      constante,
     
     
      n'admettant
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      valeur
     
     
      critique
     
     
      non
     
     
      nulle;
     
     
      autrement
     
     
      dit,
     
     
      F(x)
     
     
      4-
     
     
      0
     
     
      entraîne
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      différen
     
     
      ɐ
     
     
      tielle
     
     
      d^F
     
     
      est
     
     
      non
     
     
      nulle.
     
     
      F(X)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      intervalle
     
     
      de
     
     
      K
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      ensembles
     
     
      X(t)
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      -1
     
     
      (t)
     
     
      ,
     
     
      t
     
     
      6
     
     
      F(X)
     
     
      ,
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      fibres
     
     
      de
     
     
      F
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      t
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      X(t)
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      analytique
     
     
      de
     
     
      codimen
     
     
      ɐ
     
     
      sion
     
     
      1
     
     
      dans
     
     
      X.
     
     
      Les
     
     
      questions
     
     
      abordées
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      travail
     
     
      ne 
     
     
      présen
     
     
      ɐ
     
     
      tent
     
     
      d'intérêt
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      F
     
     
      a
     
     
      au
     
     
      moinB
     
     
      un 
     
     
      point
     
     
      singulier
     
     
      x
     
     
      q
     
     
      £
     
     
      X(0)
     
     
      ;
     
     
      on
     
     
      dit
     
     
      alors
     
     
      que
     
     
      X(0)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      fibre
     
     
      exceptionnelle.
     
     
      Problème
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      l'ouvert
     
     
      X
     
     
      +
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      où
     
     
      F(x)
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      soit
     
     
      non
     
     
      vide.
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      ^
     
     
      6
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      (X)
     
     
      c
     
     
      G
     
     
      q
     
     
      (z)
     
     
      =
     
     
      /
     
     
      x
     
     
      F(x)
     
     
      Z
     
     
      <p
     
     
      (x)
     
     
      dx
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction holomorphe
     
     
      de
     
     
      z
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      demi-plan
     
     
      Re
     
     
      z
     
     
      >0.
     
     
      Cette
     
     
      fonction
     
     
      admet-elle
     
     
      un
     
     
      prolongement
     
     
      méromorphe
     
     
      dans
     
     
      tout
     
     
      le
     
     
      plan
     
     
      complexe
     
     
      ?
     
     
      Ce
     
     
      problème
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      posé
     
     
      par
     
     
      I.
     
     
      M.
     
     
      Gel'fand
     
     
      EG]
     
     
      au
     
     
      congrès 
     
     
      d'Amsterdam
     
     
      en 
     
     
      1954.
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      résolu
     
     
      affirmativement
     
     
      par 
     
     
      I.
     
     
      N.
     
     
      Bernshtein,
     
     
      S.
     
     
      I.
     
     
      Gel'fand
     
     
      CBG]
     
     
      et
     
     
      par
     
     
      M.
     
     
      F.
     
     
      Atiyah
     
     
      f
     
     
      A]
     
     
      à
     
     
      l'aide
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      résolution
     
     
      des
     
     
      singularités
     
     
      de
     
     
      Hironaka.
     
     
      Problème
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      Cp
     
     
      é
     
     
      C®(X)
     
     
      ,
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      1
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      H
     
     
      q>
     
     
      (a)
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      e
     
     
      isF(x)
     
     
      Cf>(x)
     
     
      dx
     
     
      J
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      sur
     
     
      E
     
     
      .
     
     
      Quel
     
     
      est
     
     
      son
     
     
      comportement
     
     
      asymptotique
     
     
      lorsque
     
     
      |
     
     
      s
     
     
      |
     
     
      —
     
     
      ».
     
     
      oo
     
     
      ?
     
     
      Lorsque
     
     
      F
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      singularité
     
     
      non
     
     
      dégénérée,
     
     
      on
     
     
      résout
     
     
      clas
     
     
      ɐ
     
     
      siquement
     
     
      ce
     
     
      problème
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      méthode
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      phase
     
     
      stationnaire 
     
     
      (cf.
     
     
      fHj
     
     
      paragraphe
     
     
      7.7).
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      résolution
     
     
      des
     
     
      singu
     
     
      ɐ
     
     
      larités
     
     
      donne
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      du
     
     
      problème
     
     
      en
     
     
      toute
     
     
      généralité
     
     
      (voir
     
     
      [
     
     
      Ml]
     
     
      ).
     
     
      Problème
     
     
      5
     
     
      .
     
     
      A
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      F
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      associer
     
     
      une
     
     
      applica
     
     
      ɐ
     
     
      tion
     
     
      linéaire
     
     
      continue
     
     
      F*
     
     
      :
     
     
      C°(
     
     
      K)
     
     
      ---
     
     
      *■
     
     
      C°(X)
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      F*g(x)
     
     
      =
     
     
      g(F(x))
     
     
      pour
     
     
      g
     
     
      £
     
     
      C°(
     
     
      E)
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      C
     
     
      désigne
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      continues
     
     
      muni
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      to
     
     
      ɐ
     
     
      pologie
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      convergence
     
     
      uniforme
     
     
      sur
     
     
      tout
     
     
      compact.
     
     
      Par
     
     
      dualité
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      linéaire
     
     
      F*
     
     
      :
     
     
      M(X)
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      M(
     
     
      E)
     
     
      M
     
     
      désignant
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      mesures
     
     
      à
     
     
      supports
     
     
      compacts
     
     
      d
     
     
      ual
     
     
      de
     
     
      C°:
     
     
      <»
     
     
      8
     
     
      >
     
     
      =
     
     
      <
     
     
      m
     
     
      .
     
     
      M*g
     
     
      >
     
     
      si
     
     
      m
     
     
      6
     
     
      M(X
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      g
     
     
      e
     
     
      C°(
     
     
      E)
     
     
      .
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      si
     
     
      (p
     
     
      É
     
     
      C°°(X),
     
     
      tp
     
     
      dx
     
     
      Ç
     
     
      M(X)
     
     
      .
     
     
      Que
     
     
      peut-on
     
     
      dire
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      mesure
     
     
      F
     
     
      #
     
     
      (
     
     
      <-f
     
     
      dx)
     
     
      sur 
     
     
      »
     
     
      ?
     
     
      INTEGRATION
     
     
      SUR
     
     
      LES
     
     
      FIBRES
     
     
      .
     
     
      L'intégration
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      fibreB
     
     
      de
     
     
      F
     
     
      permet
     
     
      de
     
     
      répondre
     
     
      à
     
     
      cette
     
     
      dernière
     
     
      question
     
     
      et
     
     
      fait
     
     
      apparaî
     
     
      ɐ
     
     
      tre
     
     
      un 
     
     
      lien
     
     
      étroit
     
     
      entre
     
     
      les
     
     
      trois
     
     
      problèmes
     
     
      posés.
     
     
      Dans
     
     
      SI
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      \
     
     
      X(0)
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      de
     
     
      Leray
     
     
      pour
     
     
      F,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      une 
     
     
      forme
     
     
      différentielle
     
     
      impaire
     
     
      oj
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      n-1
     
     
      ,
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      ,
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      di
     
     
      «
     
     
      dî
     
     
      A
     
     
      GJ
     
     
      (cf.C&Sj).
     
     
      Pour
     
     
      construire
     
     
      une
     
     
      telle
     
     
      forme
     
     
      CO
     
     
      ,
     
     
      qui
     
     
      bien
     
     
      entendu
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      unique,
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      une
     
     
      par
     
     
      ɐ
     
     
      tition
     
     
      de
     
     
      l'unité
     
     
      (
     
     
      Vj/
     
     
      )
     
     
      subordonnée
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      recouvrement
     
     
      locale
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      fini 
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      cales
     
     
      y
     
     
      1
     
     
      ,.
     
     
      <v
     
     
      V
     
     
      3
     
     
      n
     
     
      J
     
     
      de
     
     
      iA
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      ouverts
     
     
      connexes
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      peut 
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      domaine
     
     
      d'un
     
     
      système
     
     
      de
     
     
      coordonnées
     
     
      lo-
     
     
      sur
     
     
      X
     
     
      avec
     
     
      y^
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      .
     
     
      Dans
     
     
      V
     
     
      3
     
     
      2
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      dx
     
     
      =
     
     
      pj
     
     
      dy
     
     
      1
     
     
      A
     
     
      ...
     
     
      A
     
     
      dy
     
     
      n
     
     
      où
     
     
      £
     
     
      C°°(Vj)
     
     
      ;
     
     
      soit
     
     
      6Jj
     
     
      = 
     
     
      dy
     
     
      2
     
     
      A
     
     
      -
     
     
      -
     
     
      -
     
     
      A
     
     
      d
     
     
      y
     
     
      n
     
     
      considéré
     
     
      comme
     
     
      une
     
     
      (n-1
     
     
      )-forme
     
     
      impaire
     
     
      dans
     
     
      V
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      CO
     
     
      =
     
     
      £
     
     
      \p.
     
     
      CO
     
     
      .
     
     
      est
     
     
      3
     
     
      j
     
     
      ~\
     
     
      J
     
     
      J
     
     
      alors
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      de
     
     
      Leray
     
     
      pour
     
     
      F
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      coordonnées
     
     
      locales
     
     
      choisies
     
     
      permettent
     
     
      aussi
     
     
      d'orienter
     
     
      l'inclusion
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fibre
     
     
      X(t)
     
     
      ,
     
     
      t
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      dans
     
     
      fl
     
     
      ;
     
     
      (pour
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      d'application
     
     
      orientée
     
     
      voir
     
     
      [Rh]
     
     
      ou
     
     
      £
     
     
      S
     
     
      J
     
     
      ).
     
     
      Si
     
     
      V
     
     
      ±
     
     
      O
     
     
      X(t
     
     
      )
     
     
      i
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      »•••»
     
     
      y
     
     
      Q
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      coordonnées
     
     
      locales
     
     
      sur
     
     
      X(t)
     
     
      définies
     
     
      dans 
     
     
      n
     
     
      X(t).
     
     
      On
     
     
      oriente
     
     
      en
     
     
      associant
     
     
      l'orientation
     
     
      don
     
     
      ɐ
     
     
      née
     
     
      localement
     
     
      but
     
     
      X(t)
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      coordonnées
     
     
      yj 
     
     
      y
     
     
      à
     
     
      l'o
     
     
      rientation
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      y
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      yg
     
     
      ,...,
     
     
      y
     
     
      dans
     
     
      V
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      0
     
     
      /
     
     
      t
     
     
      t
     
     
      €
     
     
      F(X)
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      Cp
     
     
      é
     
     
      C^°(X),
     
     
      on
     
     
      désigne
     
     
      par
     
     
      Jx(t)
     
     
      ^
     
     
      (x)cJ(x)
     
     
      l'intégrale
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      (n-1
     
     
      )-forme
     
     
      impaire
     
     
      J*(tpa->)
     
     
      sur
     
     
      X(t)
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      pose
     
     
      (
     
     
      f
     
     
      ,
     
     
      .
     
     
      ip(x)£ü(x)
     
     
      si
     
     
      O^t
     
     
      é
     
     
      F(X)
     
     
      HP(t)
     
     
      =
     
     
      ■)
     
     
      J
     
     
      X(t;
     
     
      V
     
     
      0
     
     
      si
     
     
      t
     
     
      É-
     
     
      B
     
     
      \
     
     
      F(X)
     
     
      .
     
     
      Itp(t)
     
     
      est
     
     
      appelée
     
     
      Intégrale
     
     
      de
     
     
      Lf
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      fibre
     
     
      X(t)
     
     
      (relati
     
     
      ɐ
     
     
      vement
     
     
      à
     
     
      F).
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      clair
     
     
      que
     
     
      lep
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      en
     
     
      dehors
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      origine,
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      borné.
     
     
      Si
     
     
      g
     
     
      £
     
     
      C°( 
     
     
      E)
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      <F.(
     
     
      dx)
     
     
      ,
     
     
      g
     
     
      >
     
     
      =
     
     
      J
     
     
      n
     
     
      F*g 
     
     
      if
     
     
      dF
     
     
      A
     
     
      CO
     
     
      puisque
     
     
      la
     
     
      fibre
     
     
      exceptionnelle
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      mesure
     
     
      nulle
     
     
      (cf.
     
     
      [
     
     
      L
     
     
      1
     
     
      ).
     
     
      Pour
     
     
      a
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      soit
     
     
      Ç2
     
     
      (a)
     
     
      =
     
     
      [x
     
     
      6
     
     
      X
     
     
      ;
     
     
      j
     
     
      F(x)| 
     
     
      >
     
     
      a]
     
     
      ;
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      ^F*(
     
     
      V
     
     
      dx)
     
     
      ,
     
     
      g)
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      f 
     
     
      F*g<fdFA
     
     
      (O.
     
     
      a
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      o
     
     
      il(a)
     
     
      En
     
     
      intégrant
     
     
      d'abord
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      fibres
     
     
      X(t)
     
     
      ,
     
     
      grâce
     
     
      au
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Fubini
     
     
      appliqué
     
     
      localement,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      jft
     
     
      (a)
     
     
      F
     
     
      *«
     
     
      f
     
     
      dFA
     
     
      00
     
     
      =
     
     
      JT-t
     
     
      \
     
     
      >
     
     
      a
     
     
      g(t)
     
     
      dt
     
     
      •
     
     
      3
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      En
     
     
      faisant
     
     
      tendre
     
     
      a
     
     
      vers
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      en
     
     
      déduit
     
     
      que
     
     
      I 
     
     
      (p
     
     
      est
     
     
      inté
     
     
      ɐ
     
     
      grable
     
     
      sur
     
     
      E 
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      ^F
     
     
      #
     
     
      (Cfdx)
     
     
      ,
     
     
      g)
     
     
      =
     
     
      I
     
     
      (
     
     
      t
     
     
      )
     
     
      g(t)
     
     
      dt.
     
     
      C'est
     
     
      dire
     
     
      que
     
     
      F,
     
     
      (fdx)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      mesure
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      I
     
     
      f
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      la mesure
     
     
      de
     
     
      Lebesgue
     
     
      dt
     
     
      sur
     
     
      E 
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      comportement
     
     
      de
     
     
      I
     
     
      (p
     
     
      au 
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      par
     
     
      le
     
     
      résultat
     
     
      suivant,
     
     
      où
     
     
      C^°
     
     
      désigne
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      sur
     
     
      X
     
     
      à
     
     
      supports
     
     
      contenus
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      compact
     
     
      K
     
     
      ,
     
     
      c£°
     
     
      est
     
     
      muni
     
     
      A.
     
     
      de
     
     
      sa
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      Fréchet
     
     
      usuelle.
     
     
      y
     
     
      x
     
     
      THEOREME
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      K
     
     
      un
     
     
      compact
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      entier 
     
     
      m
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      if
     
     
      £
     
     
      ,
     
     
      I
     
     
      cp
     
     
      (
     
     
      t
     
     
      )
     
     
      admette
     
     
      un
     
     
      développement
     
     
      asymptotique
     
     
      indéfiniment
     
     
      dérivable
     
     
      terme
     
     
      à
     
     
      terme
     
     
      I
     
     
      Ÿ(t)
     
     
      ^
     
     
      S
     
     
      £
     
     
      ,
     
     
      <f}
     
     
      |t|
     
     
      "
     
     
      1
     
     
      log'
     
     
      k=1
     
     
      J
     
     
      1
     
     
      lorsque
     
     
      t
     
     
      -
     
     
      —
     
     
      ±
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      k-1
     
     
      Les
     
     
      j
     
     
      ,
     
     
      dont
     
     
      beaucoup
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      nuis,
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      distri
     
     
      ɐ
     
     
      butions
     
     
      portées
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      fibre
     
     
      exceptionnelle
     
     
      X(0)
     
     
      .Si
     
     
      k
     
     
      >
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      ou
     
     
      si
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      et
     
     
      j/m
     
     
      f.
     
     
      E 
     
     
      ,
     
     
      le
     
     
      support
     
     
      de
     
     
      A^
     
     
      ^
     
     
      est
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
     
     
      points
     
     
      singuliers
     
     
      de
     
     
      F
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      démontrer
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      1,
     
     
      on
     
     
      se
     
     
      ramène
     
     
      d'abord
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      P*
     
     
      P
     
     
      ■al
     
     
      \
     
     
      P 
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      F(x)
     
     
      =
     
     
      x^
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      ...
     
     
      xn
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      monôme
     
     
      dans
     
     
      E
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      en 
     
     
      utilisant
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      résolution
     
     
      des
     
     
      singularités.
     
     
      Lorsque
     
     
      F
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      monôme,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      procéder
     
     
      par 
     
     
      calculs
     
     
      directs
     
     
      comme
     
     
      dans
     
     
      [
     
     
      J1J
     
     
      ou
     
     
      [B1]
     
     
      ,
     
     
      ou
     
     
      employer
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      de
     
     
      Mellin
     
     
      (cf.
     
     
      [Mr]
     
     
      et
     
     
      [J2J
     
     
      ).
     
     
      Dans
     
     
      ces
     
     
      notes,
     
     
      nous
     
     
      présentons
     
     
      un 
     
     
      autre
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      vue
     
     
      qui
     
     
      fait
     
     
      Jouer
     
     
      un
     
     
      rôle
     
     
      imɐ
     
     
      portant
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      décomposition
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      variables,relativement
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      monôme
     
     
      (proposition
     
     
      2.3).
     
     
      Si
     
     
      cette
     
     
      méthode
     
     
      ne
     
     
      simplifie
     
     
      pas
     
     
      notablement
     
     
      les
     
     
      calculs,
     
     
      elle
     
     
      a
     
     
      l'avantage
     
     
      d'être
     
     
      plus
     
     
      conceptuelle
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      conduire
     
     
      au
     
     
      théorème 
     
     
      2
     
     
      plus
     
     
      précis
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      THEOREME
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      compact
     
     
      K
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      des
     
     
      enɐ
     
     
      sembles
     
     
      finis
     
     
      R(1
     
     
      ),...
     
     
      ,R(n)
     
     
      formés
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      entiers
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      4
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      applications
     
     
      linéaires
     
     
      continues 
     
     
      :
     
     
      C^°
     
     
      —
     
     
      ►
     
     
      C^°
     
     
      (
     
     
      R)
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      <T
     
     
      k
     
     
      n,
     
     
      r
     
     
      6:
     
     
      R(k)
     
     
      ,
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      fonction
     
     
      Cp
     
     
      appar
     
     
      ɐ
     
     
      tenant
     
     
      à
     
     
      C^°
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      i^(t)=
     
     
      ê
     
     
      io
     
     
      g
     
     
      k_1
     
     
      iti
     
     
      2
     
     
      Lr
     
     
      <f(
     
     
      It
     
     
      |
     
     
      1
     
     
      /r
     
     
      )
     
     
      |tl
     
     
      1/r
     
     
      “
     
     
      1
     
     
      k=1
     
     
      r£R(k)
     
     
      K
     
     
      '
     
     
      r
     
     
      pour
     
     
      ±
     
     
      t
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      ensembles
     
     
      R(k)
     
     
      ont
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      suivante:
     
     
      Si
     
     
      k
     
     
      <
     
     
      k'
     
     
      tout
     
     
      r'
     
     
      £
     
     
      R(k')
     
     
      est
     
     
      diviseur
     
     
      d'un
     
     
      r
     
     
      £
     
     
      R(k)
     
     
      au
     
     
      moins,
     
     
      et
     
     
      tout
     
     
      r
     
     
      é:
     
     
      R(k)
     
     
      est
     
     
      multiple
     
     
      d'un
     
     
      r'
     
     
      é.
     
     
      R(k')
     
     
      au
     
     
      moins.
     
     
      Il
     
     
      découle
     
     
      des
     
     
      considérations
     
     
      qui
     
     
      suivent
     
     
      que
     
     
      R
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      formé
     
     
      des
     
     
      exposants
     
     
      qui
     
     
      figurent
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      monômes
     
     
      intervenant
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      différentes
     
     
      résolutions
     
     
      des
     
     
      singularités
     
     
      employées.
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      clair
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      développements
     
     
      de
     
     
      Taylor
     
     
      à
     
     
      l'origine
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      L,*
     
     
      -
     
     
      _
     
     
      iP
     
     
      fournissent
     
     
      immédiatement
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      A
     
     
      des
     
     
      facteurs
     
     
      constants
     
     
      près,
     
     
      les
     
     
      ,
     
     
      if
     
     
      ^
     
     
      apparaissent
     
     
      comme
     
     
      des
     
     
      dérivées
     
     
      en
     
     
      zéro
     
     
      des
     
     
      UD
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      m
     
     
      comme
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      k
     
     
      f
     
     
      r
     
     
      petit
     
     
      commun
     
     
      multiple
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      R(1).
     
     
      Montrons
     
     
      encore
     
     
      comment
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      2
     
     
      permet
     
     
      de
     
     
      résoudre
     
     
      les
     
     
      problèmes
     
     
      1
     
     
      et
     
     
      2.
     
     
      En
     
     
      intégrant
     
     
      d'abord
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      fibres
     
     
      de
     
     
      F,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      ,
     
     
      00
     
     
      &f(z)
     
     
      =
     
     
      j
     
     
      t
     
     
      Z
     
     
      I<f>(t)
     
     
      dt
     
     
      ,
     
     
      Re
     
     
      z
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      et
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      transformée
     
     
      de
     
     
      Mellin
     
     
      de
     
     
      I
     
     
      •
     
     
      En 
     
     
      remplaçant
     
     
      Ipar
     
     
      son
     
     
      développement
     
     
      donné
     
     
      au
     
     
      théorème
     
     
      2,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      pour
     
     
      G
     
     
      une
     
     
      somme
     
     
      finie
     
     
      d'intégrales
     
     
      du
     
     
      type
     
     
      f
     
     
      °°t
     
     
      z
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      /r
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      f(t1/r
     
     
      )
     
     
      log
     
     
      k_1
     
     
      t
     
     
      dt
     
     
      J
     
     
      O
     
     
      où
     
     
      f
     
     
      £
     
     
      cf
     
     
      (
     
     
      K)
     
     
      ,
     
     
      qui
     
     
      admettent
     
     
      visiblement
     
     
      des
     
     
      prolongements
     
     
      méromorphes
     
     
      dans
     
     
      tout
     
     
      le
     
     
      plan
     
     
      complexe,
     
     
      avec
     
     
      pôles
     
     
      d'ordre
     
     
      $
     
     
      k
     
     
      aux
     
     
      points
     
     
      z
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      j/r
     
     
      ,
     
     
      j
     
     
      ^
     
     
      1
     
     
      (cf.
     
     
      C
     
     
      J2]
     
     
      ).
     
     
      De
     
     
      même,
     
     
      H
     
     
      <p(
     
     
      B
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      +
     
     
      °°
     
     
      e
     
     
      i8t
     
     
      I
     
     
      V(t)
     
     
      dt
     
     
      J
     
     
      -
     
     
      oo
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      transformée
     
     
      de
     
     
      Fourier
     
     
      de
     
     
      I
     
     
      (f
     
     
      .
     
     
      H
     
     
      Cp
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      somme
     
     
      fi
     
     
      ɐ
     
     
      5
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      nie
     
     
      d'intégrales
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      f
     
     
      °°
     
     
      ± ist
     
     
      ,
     
     
      1/r,
     
     
      ,1/r
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      k-1
     
     
      /
     
     
      e
     
     
      f(t
     
     
      ;
     
     
      t
     
     
      log
     
     
      t
     
     
      dt
     
     
      ,
     
     
      o
     
     
      où
     
     
      f
     
     
      £
     
     
      C^°
     
     
      (
     
     
      E)
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      en
     
     
      déduit
     
     
      pour
     
     
      Hip(s)
     
     
      des
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      dans
     
     
      l'échelle
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      Isl
     
     
      -
     
     
      *^
     
     
      1
     
     
      "
     
     
      log
     
     
      k
     
     
      ~
     
     
      1
     
     
      \s|
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      ^
     
     
      k
     
     
      ^
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      r
     
     
      £
     
     
      R(k)
     
     
      ,
     
     
      j
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      lorsque
     
     
      s 
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      t
     
     
      oo
     
     
      .
     
     
      REDUCTION
     
     
      AU
     
     
      CAS
     
     
      D'UN
     
     
      MONOME
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      P
     
     
      :
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      E
     
     
      une
     
     
      fonction 
     
     
      analytique
     
     
      comme
     
     
      précédemment.
     
     
      A 
     
     
      l'aide
     
     
      d'une
     
     
      partition
     
     
      de
     
     
      l'imi
     
     
      ɐ
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      Pi
     
     
      Itl
     
     
      1/p
     
     
      r
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      (Jt
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      I
     
     
      £
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      £
     
     
      gr
     
     
      E
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      cela
     
     
      entraîne
     
     
      que
     
     
      I
     
     
      Cp
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      démons
     
     
      ɐ
     
     
      tration
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      suivante
     
     
      est
     
     
      faite
     
     
      en
     
     
      2.5.
     
     
      PROPOSITION
     
     
      2.1
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      J%
     
     
      le
     
     
      sous-espace
     
     
      de
     
     
      C^°(
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      formé 
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      moyenne
     
     
      nulle
     
     
      .
     
     
      muni
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      induite
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      D
     
     
      l'opérateur
     
     
      différentiel
     
     
      3
     
     
      3
     
     
      (2
     
     
      ’
     
     
      5)
     
     
      D
     
     
      =
     
     
      *2
     
     
      X
     
     
      1
     
     
      3^7 
     
     
      "
     
     
      «I
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      ÏT
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      q
     
     
      2
     
     
      "
     
     
      q
     
     
      1
     
     
      *
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      St
     
     
      =
     
     
      D
     
     
      c
     
     
      “
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      2)
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      linéaire
     
     
      oontlnue
     
     
      K
     
     
      :
     
     
      Si
     
     
      ---
     
     
      >
     
     
      C
     
     
      “
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      t-f
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      D
     
     
      K
     
     
      if
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      fonction
     
     
      (^>
     
     
      £
     
     
      Si
     
     
      •
     
     
      2.2.
     
     
      DECOMPOSITION 
     
     
      DES
     
     
      FONCTIONS
     
     
      C°°
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      illustrer
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      qui
     
     
      suit,
     
     
      remarquons
     
     
      que
     
     
      l'opé
     
     
      ɐ
     
     
      rateur
     
     
      D
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      (2.5)
     
     
      vérifie
     
     
      D(xj*
     
     
      Xj)
     
     
      = 
     
     
      [(j+1)q
     
     
      2
     
     
      -
     
     
      (k+1
     
     
      )q
     
     
      1 
     
     
      "]
     
     
      x**
     
     
      x*
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      les
     
     
      entiers
     
     
      J
     
     
      et
     
     
      k
     
     
      ^
     
     
      0.
     
     
      Vu
     
     
      que
     
     
      q
     
     
      1
     
     
      et
     
     
      q
     
     
      2
     
     
      sont
     
     
      premiers
     
     
      entre
     
     
      eux,
     
     
      il
     
     
      en
     
     
      résulte
     
     
      que,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      polynôme
     
     
      Cp
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      unique
     
     
      polynôme
     
     
      d'une
     
     
      variable
     
     
      f
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      polynôme
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      variables
     
     
      g
     
     
      (non 
     
     
      unique)
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      cp
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      x^
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      2
     
     
      f(x
     
     
      q
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      Dg(x)
     
     
      .
     
     
      Ce
     
     
      résultat
     
     
      vaut
     
     
      aussi
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      germes
     
     
      en
     
     
      0
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      analy
     
     
      ɐ
     
     
      tiques
     
     
      réelles.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      décom
     
     
      ɐ
     
     
      position 
     
     
      analogue,
     
     
      sans
     
     
      unicité:
     
     
      12
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      PROPOSITION
     
     
      2.2
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      des
     
     
      applications
     
     
      linéaires
     
     
      conɐ
     
     
      tinues
     
     
      B
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      (
     
     
      K
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      »
     
     
      C^°
     
     
      (
     
     
      E)
     
     
      ,
     
     
      T
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      —
     
     
      >
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      ,
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      '-P
     
     
      €
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      <-f(x)
     
     
      =
     
     
      x*
     
     
      1
     
     
      x*
     
     
      2
     
     
      Btp(x
     
     
      q
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      D(Tl/>)(x)
     
     
      -
     
     
      x
     
     
      6
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      démonstration
     
     
      sera
     
     
      donnée
     
     
      en
     
     
      2.6.
     
     
      2.3.
     
     
      DECOMPOSITION 
     
     
      DES
     
     
      PONCTIONS
     
     
      C°°
     
     
      À
     
     
      SUPPORT
     
     
      COMPACT
     
     
      Pour
     
     
      obtenir
     
     
      une
     
     
      décomposition
     
     
      où
     
     
      n'interviennent
     
     
      que
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact,
     
     
      il
     
     
      faut
     
     
      introduire
     
     
      des
     
     
      notations
     
     
      supplémentaires
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      p(.
     
     
      ^
     
     
      C®
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      paire
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      1
     
     
      pour
     
     
      111
     
     
      $
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      .
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      |t|
     
     
      ^
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      00
     
     
      Soit
     
     
      en
     
     
      outre
     
     
      <T
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      C
     
     
      sur
     
     
      E 
     
     
      ,
     
     
      positive
     
     
      ou
     
     
      nulle,
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      dans
     
     
      [
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      2~]
     
     
      et
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      -
     
     
      i
     
     
      .
     
     
      Posons
     
     
      r
     
     
      «
     
     
      0
     
     
      (l)
     
     
      =
     
     
      X(
     
     
      x
     
     
      i)X<
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      x
     
     
      i
     
     
      q1
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      (2.6)^
     
     
      g
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      g
     
     
      (x
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      =(J
     
     
      (£
     
     
      1
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      Ix^
     
     
      «2,£
     
     
      t
     
     
      (x
     
     
      2>
     
     
      avec
     
     
      C
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      £
     
     
      2
     
     
      6
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      J
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      démontrera la
     
     
      proposition
     
     
      suivante
     
     
      en
     
     
      2.7.
     
     
      l
     
     
      1
     
     
      4
     
     
      2
     
     
      ^2 
     
     
      9
     
     
      X
     
     
      é
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ~
     
     
      1
     
     
      9
     
     
      X
     
     
      1
     
     
      É
     
     
      E 
     
     
      ,
     
     
      q
     
     
      2
     
     
      /
     
     
      (
     
     
      ii
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      »
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      é
     
     
      E
     
     
      ,
     
     
      PROPOSITION
     
     
      2.3
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      des
     
     
      applications
     
     
      linéaires
     
     
      conti
     
     
      ɐ
     
     
      nues
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      A
     
     
      1
     
     
      £
     
     
      •
     
     
      c
     
     
      1
     
     
      »
     
     
      C
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      C°°(
     
     
      E")
     
     
      C°°(
     
     
      E)
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      S
     
     
      :
     
     
      C"(
     
     
      E
     
     
      c
     
     
      )
     
     
      C
     
     
      C®
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      ,
     
     
      13
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      telles
     
     
      que
     
     
      .
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      Uj
     
     
      6
     
     
      C^°
     
     
      (
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      ),
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      q?(x)
     
     
      =
     
     
      g
     
     
      o
     
     
      (x)
     
     
      ACP(x
     
     
      q
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      £
     
     
      g
     
     
      1
     
     
      >
     
     
      £
     
     
      /|
     
     
      (x
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      A^
     
     
      ^(Ix^
     
     
      1
     
     
      ^
     
     
      2
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      Ç
     
     
      g
     
     
      2,£^
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      t
     
     
      ^(*
     
     
      1
     
     
      l*
     
     
      2
     
     
      l<l2/qi
     
     
      )
     
     
      +
     
     
      D(Stf)(x)
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      €
     
     
      R
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      6
     
     
      {-1
     
     
      »+1
     
     
      }
     
     
      ,
     
     
      avec
     
     
      (2.5)
     
     
      et
     
     
      (2.6)
     
     
      .
     
     
      2.4.
     
     
      RESULTATS
     
     
      PRELIMINAIRES
     
     
      FORMULE
     
     
      DE
     
     
      TAYLOR
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      6
     
     
      C°°(
     
     
      B)
     
     
      nous
     
     
      utiliserons
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      de
     
     
      Taylor
     
     
      sous
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      f(t)
     
     
      =
     
     
      S
     
     
      1
     
     
      f(J
     
     
      jj°^
     
     
      ^
     
     
      +
     
     
      t
     
     
      “ 
     
     
      f
     
     
      ffi
     
     
      (t)
     
     
      ,
     
     
      t
     
     
      €
     
     
      K 
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      m
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      entier
     
     
      >
     
     
      O
     
     
      et
     
     
      f
     
     
      .
     
     
      (t>
     
     
      *
     
     
      /J
     
     
      ^TÜiTT
     
     
      f<
     
     
      ”
     
     
      ,(t
     
     
      “
     
     
      )
     
     
      d
     
     
      "
     
     
      oo
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      C
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      compact,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      f
     
     
      (t)
     
     
      «=
     
     
      O(-ri-r)
     
     
      lorsque
     
     
      |tl
     
     
      —
     
     
      *■
     
     
      oo
     
     
      .
     
     
      m
     
     
      1
     
     
      11
     
     
      Si
     
     
      f
     
     
      £
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      (
     
     
      B
     
     
      2
     
     
      ),
     
     
      posons
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      é
     
     
      B
     
     
      2
     
     
      X
     
     
      ëiTT
     
     
      «•
     
     
      .
     
     
      -
     
     
      /
     
     
      /
     
     
      ’
     
     
      '(.-lï&'îjr'
     
     
      r("'
     
     
      “
     
     
      >
     
     
      (
     
     
      ,
     
     
      i
     
     
      ‘
     
     
      .
     
     
      I2t)
     
     
      '
     
     
      ie
     
     
      dt
     
     
      -
     
     
      Comme
     
     
      (f
     
     
      )^
     
     
      0
     
     
      ’
     
     
      ^
     
     
      _
     
     
      (f(o,k)j
     
     
      f
     
     
      on
     
     
      p
     
     
      eu
     
     
      t
     
     
      poser
     
     
      sans
     
     
      ambiguïté
     
     
      m
     
     
      t
     
     
      o
     
     
      ni
     
     
      y
     
     
      o
     
     
      ,(o,k)
     
     
      m,o
     
     
      Définition
     
     
      analogue
     
     
      pour
     
     
      f
     
     
      (3,o)
     
     
      o,n
     
     
      *
     
     
      (o,k)
     
     
      PARTIE
     
     
      FINIE
     
     
      D'UNE
     
     
      INTEGRALE.
     
     
      Soit
     
     
      g
     
     
      é
     
     
      C
     
     
      (
     
     
      B)
     
     
      et
     
     
      r 
     
     
      ------
     
     
      -----
     
     
      -----
     
     
      ---------
     
     
      u 
     
     
      c
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      réel.
     
     
      On
     
     
      considère
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      oo
     
     
      d(t)
     
     
      f
     
     
      00
     
     
      r-1
     
     
      = 
     
     
      g(u)
     
     
      u
     
     
      du
     
     
      définie
     
     
      pour
     
     
      t
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      clair
     
     
      que
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      C
     
     
      00
     
     
      surJO.oot
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      support
     
     
      borné.
     
     
      Cherchons
     
     
      le
     
     
      comportement
     
     
      de
     
     
      G(t)
     
     
      lorsque
     
     
      14
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      t
     
     
      —
     
     
      ï
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      entier
     
     
      m
     
     
      >
     
     
      max(0
     
     
      ,
     
     
      -r),
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      G(
     
     
      t)
     
     
      -
     
     
      /
     
     
      u
     
     
      1
     
     
      "'
     
     
      a»
     
     
      »
     
     
      £
     
     
      /
     
     
      '
     
     
      J"-'
     
     
      1
     
     
      j=0
     
     
      J
     
     
      t
     
     
      +
     
     
      J
     
     
      t
     
     
      <Wl
     
     
      (u)
     
     
      um+r
     
     
      du
     
     
      ’
     
     
      du
     
     
      c
     
     
      *
     
     
      est-à-dire
     
     
      G(t)
     
     
      =
     
     
      I(t)
     
     
      +
     
     
      c
     
     
      +
     
     
      F(t)
     
     
      ,
     
     
      avec
     
     
      Kt)
     
     
      =
     
     
      - 
     
     
      2
     
     
      1^1
     
     
      +
     
     
      c(r)
     
     
      log
     
     
      t
     
     
      t
     
     
      :(r)
     
     
      0
     
     
      <j<-r
     
     
      ^
     
     
      r
     
     
      |
     
     
      O
     
     
      si
     
     
      -r 
     
     
      ^
     
     
      E
     
     
      ,
     
     
      l
     
     
      -
     
     
      g
     
     
      (k)
     
     
      (0)/k!
     
     
      si
     
     
      -r
     
     
      =
     
     
      k
     
     
      £
     
     
      K
     
     
      f
     
     
      00
     
     
      r
     
     
      1
     
     
      r
     
     
      1
     
     
      c
     
     
      =
     
     
      J
     
     
      g
     
     
      (
     
     
      u
     
     
      )
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      “
     
     
      d
     
     
      u
     
     
      +
     
     
      J
     
     
      g
     
     
      m
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      (
     
     
      u
     
     
      )
     
     
      u
     
     
      1
     
     
      +
     
     
      r
     
     
      -L-
     
     
      o«j«»
     
     
      J
     
     
      +r
     
     
      3^
     
     
      -r
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      constante
     
     
      ne
     
     
      dépendant
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      m
     
     
      .
     
     
      F(t)
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      T>
     
     
      g
     
     
      -~v'
     
     
      9
     
     
      ^
     
     
      1
     
     
      T
     
     
      7
     
     
      +
     
     
      F
     
     
      m
     
     
      (
     
     
      t)
     
     
      »
     
     
      -r<j*«
     
     
      i
     
     
      +
     
     
      T
     
     
      m
     
     
      m
     
     
      +
     
     
      r
     
     
      d
     
     
      u
     
     
      F
     
     
      m
     
     
      (
     
     
      t
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      ~
     
     
      /
     
     
      «m
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      (u)
     
     
      u
     
     
      “
     
     
      +r
     
     
      du
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      fonction
     
     
      Cn
     
     
      sur
     
     
      £
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comme une (n-1)-forme impaire dans Vi@ = % Vy Wy est
alors une forme de Leray pour F dans .

Les coordonnées locales choisies permettent aussi d'orienter
l'inclusion j, de la fibre X(t) , t # 0, dans Q; (pour la
notion d'application orientée voir [Rh] ou [S] ). Si

v, N oX(t) £9,

Yo veees Yy sont des coordonnées locales sur X(t) définies
dans \I1 N X(t). On oriente Jt en associant 1l'orientation don-
née localement sur X(t) par les coordonnées Yo seeer Yy a l'o-
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0 si t € R\ PF(X).
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vement & F). Il est clair que IY est une fonction c® en dehors
de l'origine, & support borné.

S1 g € c°( R) , 0ona
(r(pax) , &)= [y PevarAw
puisque la fibre exceptionnelle est de mesure nulle (cf. [L1 ).
Pour a > 0 , soit
Q) = {x € x5 [F@)| > a};

on a

F,(pax) , = lim F* dFA @ .
(R (Pax) , &) R P 8¢

En intégrant d'abord sur les fibres X(t) , grlce au théordme de
Fubini appliqué localement, on obtient

S0 (a) e arr =fm>_ IQ(t) g(t) at .
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PROPOSITION 2.2. Il existe des applications linéaires con-
tinues
B:c® (8% —o®(B),
7 c®(RY) — c®(R?) ,
telles gue, pour tout Y € C®( 122) , on ait
q,-1 g -1 :
@ =x' 1,2 BOGH + DY), x € K.

La démonstration sera donnée en 2.6.

Pour obtenir une décomposition ol n'interviennent que des
fonctions & support compact, il faut introduire des notations

supplémentaires.

Soit X € C:’(Bz) une fonction paire > 0 , telle que
{ 1 pour [t £ 1,

0 pour |t| > 2.
Soit en outre O une fonction C®° sur R , positive ou nulle,
A support dans [1 , 2] et telle que

Jow g - .

Posons
q,=1 q,=1
8, (x) = X (x)X(x,) x, 1 x5 2, xe B,
9/q, -1
(2.6) 8,5, (x) =0 (gx)) x| » %L, € R,
a/qy -1
85,, (%2) =0 (g 35) [x] » XL, €ER,

avec €, , 526 {_-1 o #L e
On démontrera la proposition suivante en 2.7.

PROPOSITION 2.3. Il existe des applications linéaires conti-

nues

Lodg by,  OU(E) —0R(R),

et s : ¢®(8%) —> P (B,
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‘Ya's(uv---.um) = j Q. ) Py) dyp qeeedyp o

intégrale sur R"™" , avec yy= €y, 1S js om. Ve, o 5%
’
une fonction €% & support compact. Soit enfin, avec
p, By 1/py

v=(u2...um) g

Sa,g‘“‘) =

N(a,€) 1/py=1
5 (¢l '

81 0t >0 et S, ((t) =06t Tt <O0.0na
;
% fn g(t) s, P(r) at

et la contribution de qﬁ dans IY(t) est la somme sur €
des Sa E’\o(t). Le théordme 2 est donc une conséquence du théo-

duz. . .dum

"“m) w

’
'
ré¢me 3 qui s'applique aux Sa'ekf.

n

CAS D'UN MONOME. Premons X = R" (n 2 2) et

P P,
F(x) = xP = x11... xnn W

ou Py s+-+» P, sont des entiers > 0 . Zéro est la seule va-

leur critique de F . L'image de F est R , sauf dans le cas
ol tous les Py sont pairs, auquel cas F(X) = [0, ool .

Pour O #t € F(X), les fibres X(t) =P-1(t) de F ne
sont pas connexes. Afin de distinguer les différentes composan-
tes, introduisons

E=E(m)= {-1,+x3".
Lorsque £ = (€|,..., En) € E , on désignera aussi par £ la
transformation linéaire de R" définie par

£ X EXx = (E,x,,....Enxn) v
Soit Q = Q(n) le premier quadrant de E® donné par x, >0
ceey X > 0 . Les composantes connexes de Q= 1’_1( R*) sont
les Q¢ = £€Q, &€ € E . Les composantes connexes de X(t)

sont les
L(t) =X()0Q, €€ EN F'(sen t) .
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EQ(x) = L@ (x) + W ¢ (x)
a,/q a,/q, =1
+0qu>(x,lx2|2 1)“2‘2 ‘

1 q 9
+ 55, R ¢ (x) log |x,°|.

Pour x, # 0, 6‘ =sgnx , ona
LY(x) = L@ (x) - W @(x)
9/q 9, /9, = 1
+ Pm'e'(.p(lx“ 12 x,) | x| 12
q
+ 11112 Rm\P(xq) log |x1‘| 3
Hm\P " Pm,c'(\o i Qm,ezq) et R‘q) sont. des polyndmes:
J Lk
@ (3.) (o Xy x,
WO = 7 S e, TeeT)g, *

somme étendue aux (j,k) tels que 0 < j < mg, , 0 k< ma, ,

(3+1)ay # (k+1)q, .

mq2-1
K
e P () = E}o (otk'€1 , @y,

=-(k+1)q,/q
1 Zd“

o
(&g, P = q;_k! L fo @O (g, u,0) u

mq, -1
Qm'EL(P(t) = J£=:o </31'€11 (P> tj ’

=(3+1)a,/q,

oo
By, P> =gt Pt fo 90,69 v hy 1

m
YW - (oY A
w(m,-‘ »hgy=1)
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<U; 9 =-q' a, nq,-1)t (hg,-1)! *

mq,~1 mq, =1
K € ¢ 2 (8), L,y €c ' (B
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Désignons par IE(P(t) 1'intégrale de (.P sur la composante
X
£(t) j
Yx)w(x) , s1 Pt >0,
@) =§ Xe(t)

0. st ft<o,
ol () est une forme de Leray pour F . IY(t) est donc la
somme des IY¢(t) , € € E.

On vérifie que
%1
IA) =;—Fdx21\ .../\dxn

est une forme de Leray pour F dans .Q . Posons, pour t > O,

1/p
1/p -1 1 du,...du
1 1 t 2
JYP(t) = —1 -/t;)(n-l) ({7(—' '“2""'“n) e B

P, Py 1/py

avec w = (u ceauy ) , et soit

Yex) =Pex), €€ E.
On a Iéq?(t) = J(PE((tl) ei £Pt > 0. On est donc conduit
4 étudier JY(t) pour t > O . Dans ce but, introduisons
quelques notations.
Soit a = {51,...,%} une partie de {1,2,....11} for-
mée de k éléments. On pose |a| =k ,ets8i 1 < |a) < n,

r(a) = pgcd(ps‘....,p&k) p

Soit R(k) = {r(a) ;lal=kx3Y, 1< k< n. Par exemple,
R(n) est réduit au seul élément
r = pged(py,...ypp)

R(1) est formé des Py distincts. Le théordme suivant sera dé-
montré au paragraphe 3.

&__2 Pour toute fonction () € C°°( r"), J¢g est une
fonction ¢%° sur JO, o[ , & support borné

11 existe des applications linéaires continues

Jk.r:c?(n“)—yc:’(n) , 1< k<n, r€R(k,

telles gque pour tout () € Cgo( B

9
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Préface

Le Troisi¢éme cycle romand de I'Université de Gengve a organisé, au printemps de 1984, aux
Plans-sur-Bex, une série de conférences organisées par C. Weber, de Genéve, et L& Dung
Tréng, avec I'assistance de M. Kervaire. Ces travaux annongaient les conférences plus
avancées de Berne sur la théorie des D-modules, organisées par A. Borel, qui ont été éditées
avec les interventions de Grisvel sur les catégories dérivées, instrument algébrique important
pour I’étude des D-modules en dimension plus grande que un. Cette théorie algébrique des
systémes analytiques différentiels, introduite et développée par M. Sato et son école de Kyoto,
a connu un grand succes lorsque J.L. Brylinsky et M. Kashiwara ont utilisé ses résultats pour
démontrer la théorie des groupes (conjecture de Kazdhan et Lusztig), les singularités (systémes
de Gauss-Manin, théorie de Hodge), la géométrie algébrique (formalisme des faisceaux pervers
l-adiques), et en particulier la «correspondance de Riemann Hilbert» de Z. Mebkhout et M.
Kashiwara - T. Kawai. Pendant presque une décennie elle fut pourtant quasiment ignorée du
grand public mathématique parce que la relation avec les points de vue “classiques” restait
mystérieuse pour les non-spécialistes.

Les travaux de Plans-sur-Bex sont publiés dans deux recueils édités par Lé Dung Tréing,
intitulés Introduction a la théorie algébrique des systémes différentiels et Le formalisme des
six opérations de Grothendieck pour les D-modules, publié par Z. Mebkhout.

Le présent recueil présente les articles sur le point de vue “classique” déja considéré par L.
Hoérmander et N. Nilsson au début des années 1960. P. Jeanquartier, qui fut I'un des pionniers
de cette théorie, a présenté dans un article abordable pour les non-spécialistes le probléme de
I'intégration dans les fibres d’une fonction analytique. Ce probléme est fondamental dans
I'étude “classique” d’intégrales singuliéres, comme les intégrales oscillantes, par exemple.
H.M. Maire, dans le deuxie¢me article, explique comment les résultats de N. Nilsson, qui ont été
décisifs dans I’étude géométrique des développements asymptotiques, permettaient de com-
prendre le développement asymptotique des fonctions spectrales de certains opérateurs
différentiels.

Les études de L. Narvaez-Macarro, P. Maisonobe et Y. Laurent montrent comment, en
dimension un, on peut comprendre la théorie algébrique des systemes différentiels analytiques.
Le lecteur est ainsi préparé 2 la lecture du second recueil dii 2 Z. Mebkhout.

Lé Dung Tring
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a,/q /e, -1
AQ(x) = KG(x) - Gg (x,[xp) ° Dzl 2

Pour tout m > 0

m ¢, hq,-1 hq,-1
AP = KO () + T B ow | mt s
13 hqy-1 &, mg,-1
avec B, = €, bhq1-1 g Am‘-f) € ¢ (R%) .

Posons maintenant
£(t) = AQ(1,t) , t#£0.

~ ~
T € Cm( B*) , supp f est borné et pour tout m > 0 , avec
t#0, & =sgnt,

~ m hq,~1
£e) = A9 (1,8) + 35 BE $ 2

Avec v € C®(R) , & support dans [0 , 1], vérifiant (cf.
[mMrl, loc. cit.)

1 O si r &€ B*\ K* g, ,
j v(s) 87T ds = \ =
o sl r € N* [P

posons

d
)5S . t#0.

1 ~
Y(t) = f v(s) £(
o

@ |t

V € C®(R*) et supp V est borné. Pour m > 0 , t ¢ 0 ,
€ =8gnt ,
m € hq2-1
V(t)=Vm(t)+hZ=13ht .

avec 1
V() = fo v(e) A,Q(1,5) 22,

-1
92 (R) et

v - {

3 cJ = (L.\P)("'J)U,O) indépendant de m .

done V € ¢

jre, sl 341 € F*gq, ,

J
(o] sinon ,

I1 existe donc des fonctions A supports bornés
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applications linéaires continues Lg - Cg’ — C:o( R) , 1€
_— ,
k £ n, r & R(k) , telles que, pour toute fonction (P appar-

tenant & C? on ait

19 = 3 108 0 S 1 gyl
k=1 r € R(k) ¥

pour *t > 0 .

Les ensembles R(k) ont la propriété suivante: Si k < k'
tout r' € R(k') est diviseur d'un r € R(k) au moins, et
tout r & R(k) est multiple d'un r' & R(k') au moins. I1
découle des considérations qui suivent que R(1) est formé des
exposants qui figurent dans les monfmes intervenant dans les
différentes résolutions des singularités employées.

Il est clair que les développements de Taylor & 1l'origine
des fonctions I‘k ¢ fournissent immédiatement le théordme 1.
A des facteurs conatants pres, les <Ak i (€] > apparaissent
comme des dérivées en zéro des Ll::,r ¢ , et m comme le plus
petit commun multiple des éléments de R(1).

Montrons encore comment le théordme 2 permet de résoudre les
problémes 1 et 2. En intégrant d'abord sur les fibres de F, on a

G‘Y(z)=jmt‘1t0(t)dt, Rez > 0,

]
et G est la transformée de Mellin de I ¥ . En remplagant
IY par son développement donné au théordme 2, on obtient pour
G f une somme finie d'intégrales du type

@
J 42 * 1/r =1 1,(1:1/1') logk-It at
o

ou f € czo( R) , qui admettent visiblement des prolongements
méromorphes dans tout le plan complexe, avec pdles d'ordre < k
aux points z = - j/r , j > 1 (ef. CJ2]).

De méme,

+
Bge) = [ 7 o 1e(e) at

- 00

est la transformée de Fourier de I ¢ . H(p est donc somme fi-
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2.DECOMPOSITION D'UNE FONCTION DE DEUX VARIABLES

2.1. FONCTIONS DE MOYENNE NULLE

P Py P 2 o
Soit PF(x) = x* = Xy x," , x € B°, ou p et p, sont
des entiers > 0 . On a
Py =Taq , Pp,=raq,, avec r = pged(p;,p,)
et 9y 9 entiers > O premiers entre eux.

F est invariante par 1'action linéaire )\ de R dans Bz
donnée par

-q

q,8 s
Als,x) = /\a(x) = (a2 E : x,)

s € R, x € Rz . Les orbites de /\ dans

0 = {x € Bz;x.lxz#O}
sont les composantes connexes x((t) des fibres non singulidres
de F .

On considire le champ de vecteurs Z associé A l'action )\ :
-4 E 2 2
2(x) = g5 /\B(x) =0 = 32%1 o5 - % by ¢
Comme le montre la proposition 2.1 qui suit, 1l'opérateur diffé-
rentiel d'ordre 1 '
Dim % ¥ 95, =9y
joue un réle important.

Ainsi qu'on 1'a vu au paragraphe 1, 1l'intégrale de ¢ €
cg"( E°) eur la fibre X(t) de F est donnée par
(2.1) 1Y) = 25 I, @), t#0,
E€E
avec E= {-1,+1}2 et

{N’E(\t\) sl &P ¥ 00

(2.2) I,@(t) =
e st gPt<o,

ol (@(x): (12/1x|.£2x2) et
/

) i 1/p, -p,/p -p,/p
(2.3)ch7(t)=°—p—j P w P, t>0.
1 [
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-(3+1)a,/
o s | j(P(J'o)(Oxv) o LRarhigle

0,mq

dv .

Pour LY on procdde de manidre symétrique.

LEMME 2.3. Soit -ﬁo le sous-espace de C:’( Hz) défini par
les conditions

(hqy=1,hq,=1)
0) =0 5 h=1; 2, wes

muni de la topologie induite.
1) Il existe une application linéaire continue

$°—+ c®( r?)
telle que DNQ = ¢ , pour tout ¢ € D
2) D =pc®(®) n cP(8).
Démonstration. Soit ) € 2)0 ; pour tout m > 0 , on a
qu' =0 et (lemme 2.2)
EQ(x) = K, @(x) + ¥ (P(x)

9,/ qz/‘it =
) 1%,

* e, P xy %o

mg,-t
pour x, #0 et €, = sgnx, , avec Km‘Pé c (8% ,

’

Hn\p et Qn'szq) polyndmes,
mq, -1

€ A
Q@0 = 3 v e, vy = (B P

J=0
Soit £(t) =KY(1,t) , t#0; £ € C®(R*) et suppt
est borné. Pour tout m > 1 , 8f t #0 et £ =segnt , ona

/ /qy =1
£(t) = £.(¢) + Qm'z(]?(lthz q')hl‘12 H ,

mq2—1

o £ € C (R) .

Par le lemme (1.3) de Maire [ Mr] , il existe une fonction u
de classe C®° sur R , telle que supp u C [o, 1] , et
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HQ () = f o18F(x) Lf(x) ax
X

est C%® sur R + Quel est son comportement asymptotique lorsque
|8 — 00 ?

Lorsque F a une singularité non dégénérée, on résout clas-
siquement ce probldme par la méthode de la phase stationnaire
(cf. [H) paragraphe 7.7). Le théordme de résolution des singu-
larités donne la solution du probleme en toute généralité (voir
[M]).

Probleme 3. A la fonction F , on peut associer une applica-
tion linéaire continue

P* : C°(R) — C°(X)
définie par F*g(x) = g(F(x)) pour g € C°(R) et x € X ,
ou ¢° désigne 1'espace des fonctions continues muni de la to-

pologie de la convergence uniforme sur tout compact. Par dualité
on obtient une application linéaire

F, : M(X) — M( R)

M désignant 1'espace des mesures & supports compacts dual de c%:
{(Fm , g> = (m , F*g)>

51 m € M(X) et g € C°(R) . En particulier, 81 @ € 0X°(X),

@ dx € M(X) . Que peut-on dire de la mesure F,(<f dx) sur
R ?

INTEGRATION SUR LES FIBRES. L'intégration sur les fibres de
F permet de répondre A cette dernidre question et fait apparai-
tre un lien étroit entre les trois problimes posés. Dans Q .
X \ X(0) , 11 existe une forme de Leray pour F, c'est-i-dire une
forme différentielle impaire <o de degré n-1 , de classe C°°,
telle que dx = dF A W (cf. (GS] ). Pour construire une telle
forme © , qui bien entendu n'est pas unique, on utilise une par-
tition de 1'unité ( \VJ) subordonnée A un recouvrement locale-
ment fini (VJ) de S par dee ouverts connexes VJ . On peut
supposer que vj est le domaine d'un systdme de coordonnées lo-
cales Yy seees ¥, BUT X avec ¥, = F . Dans Vj )

(%)
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py=t o py-t
@1 gl (%l 2 M@ = KQ(x) + LP(x) ,

ol

(ay-a,)
(2.8) £9 = [ @A, e 2 g
=00
® (g,-q4)s
(2.9) 10 = [ TeA @ e 2
o

sont des fonctions C®dans ) .

si xe Q , s+ \p()\s(x)) est une fonction € 2
support compact. Comme

(a,-q,)s 9,79 )8

(
DY(A, (x) e =p[QA e ]

SL 9 @ e 20

on en déduit
(2.10) k(DY) = D(KY) = ¢ ,
(2.11) L(DY) = D(LY) =-¢ ,
pour toute fonction ( € C:’ (12) 3

LEMME 2.1. Soit (P € C:o( lz) avec supp P C [-a,+a] 2.
KEQ(x) est C® pour x, £0, LYP(x) est C*® pour x, £0.
On a

supp K¢ C {xc B ; |2P| ¢ a2 vz < al
Pytp

supp LY C {xe R2;|1p|$s 2.|x1lsa}.

Démonstration. Supposons que |x2\ > d > 0. Alors

) (a,-q, )8
xcp(x)=/ (P(/\s(x))e 2 ds , c=%log§.
o 1

Par suite, K est o pour \xz[ > d quel que soit d > 0 .
Pytp
D'autre part, K¢ (x) =0 si \x,| > & ousi lxpi > a Ll N
On a des résultats symétriques pour L
LEMME 2.2, Soit @ € CP(B?) et m un entier > 0 . Pour

xz#o, szsgnxz,onl
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t—> 0 . Pour tout entier m > max(o , -r), on peut écrire

® (1)
G(t) = f1 g(u) ! au s &—(—l f w* = g
J“O

+ /t &g (W) W™ dqu

c'est-a-dire
G(t) = I(t)

i

c + F(t) ,
avec

(6] +
- 2 EJ—(g)-tjr+t:(x')logt.,

0€j<-r 3¢ +r
{ 0 si -ré XN,
-e™ )kt et r=ke ¥.

c = jm g(u) “r-1 du + f ! gmﬂ(u) il du
1 o

. o5 %0
o<jem I T
J# -r

est u.ne. constante ne dépendant pas de m .
(3) J#r
Ft) == & K—JS—l‘ + F (%),
-r< j<m *

t
Fo(t) = -'[o & q (w) W qu

fonction C* eur [0, o[ 81 n< m+r+1, F;k)(0)=0

<

I(t)

c(r)

pour 0€ k< m+7r.

I(t) , somme de termes non bornés lorsque t—>0 , est la
partie infinie de G(t) .

F(t) est somme de termes qui tendent vers O lorsque t — O.

La constante ¢ est la partie finie de G(t) lorsque t
tend vers 0. On écrit

o]
= Pf] g(u) ur_1 du .
o
APPLICATIONS K ET L. La moyenne de P € CP(R?) par

rapport & PF(x) = xP est définie par (2.4). Pour x € £, on
peut écrire

15
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Sans utiliser le théoreme de résolution des singularités, on présente ici un point de vue donnant la
vedette au théoreme de décomposition pour les fonctions Ces de deux variables relativement a une
monodromie.

Intégration sur les fibres d'une fonction analytique

Pierre Jeanquartier
1.INTRODUCTION

Soit X wune variété analytique réelle, connexe, de type dé-
nombrable, de dimension n . On donne sur X une forme volume
dx , c'est-A-dire une forme impaire de degré n , de classe c® ’
partout > O (voir [Rh] ou [S] ). Par exemple, si X est un
ouvert de R", on prendra toujours dx = dx;A ...Adx . On dési-
gne par c‘:’ (X) 1'espace des fonctions C® sur X , & supports
compacts, muni de la topologie de Schwartz habituelle [SI1 .

On donne une fois pour toute une fonction analytique réelle
F : X— R non constante, n'admettant pas de valeur critique
non nulle; autrement dit, F(x) # O entraine que la différen-
tielle dxl“ est non nulle. F(X) est un intervalle de R . Les
ensembles X(t) = F"(t) , t € F(X) , sont les fibres de F .
Pour t # 0, X(t) est une sous-variété analytique de codimen-
sion 1 dans X. Les questions abordées dans ce travail ne présen-
tent d'intér&t que si F a au moins un point singulier x, €
X(0) ; on dit alors que X(0) est la fibre exceptionnelle.

Probléme 1. Supposons que 1'ouvert X+ de X ou F(x)> O

soit non vide. Pour tout ¥ € C (X)

6 (z) = j’% F(x)? ¢ (x) ax
est une fonction holomorphe de 2z dans le demi-plan Re z > O.
Cette fonction admet-elle un prolongement méromorphe dans tout
le plan complexe ?

Ce probldme a été posé par I. M. Gel'fand [G] au congrds
d'Ameterdam en 1954. Il a été résolu affirmativement par I. N.
Bernshtein, S. I. Gel'fand [BG] et par M. F. Atiyah [ A] &
1'aide du théordme de résolution des singularités de Hironaka.

Probldme 2. Pour tout P € C:D (X) , la fonction
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X (4) =
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telles que, pour tout ¢ € C:‘( r?), on ait
q 9,/q
Y(x) = g (x) A9 (x) + :4; €1,6(x) &y ¢ Wx 1" P xy)

a,/q
+ é 82'51(12) Az'h({)(x1 lle 2 1) + D(sY)(x) ,

x € R? ’ 51 ’ 52 € {-1.*1} , avec (2.5) et (2.6).

2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

FORMULE DE TAYLOR. Pour une fonction f € C®( R) nous
utiliserons la formule de Taylor sous la forme
m=1 .(J)
tt) =5 L2043 me gy, t € R,
j=0 b 4 m
ou m est un entier > 0 et

1 m-1
o, 1-8 (m)
T\t = fo Gathr <o) @
est une fonction C®. Si f est a support compact, on a

fm(t) = 0(‘—1T) lorsque |t|—»o00.

si f € Cm( 82), posons pour X & 32

1 m-1
fn’o(x) = fo -(-(—)-)——1;5’ 7 r(m"’)(x1s,x2) ds ,
11 m-1 n-1
fm'n(x) = /c:/o %ﬁ;:— t(m’n)(x‘s.xzt)de dat.

Comme (f )(o,k) = (f(o'k)) , on peut poser sans ambiguité
m,0 m,0

(0,k) (0,k)
fnc,,a = (fn,o) %

Définition analogue pour fgj;f).
’

PARTIE FINIE D'UNE INTEGRALE. Soit g € c:°( R) et r
un nombre réel. On considdre la fonction
% r-1
a(t) = j g(u) u du
t

définie pour t > 0 . Il est clair que G est ¢® gur J0,00[
et & support borné. Cherchons le comportement de G(t) lorsque
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1 2 0 8i r € N* ,
j u(s) s T ds = {
o 1 8i r € NWN* qz/q1 \N' d

Posons

1
U(t)=f ue) 22 82 s 40,
o

U € C®(Rr*) , supp U est borné. Pour tout m > 0 , avec
t#0, & =8gnt, ona

3 (3+1)a,/qq =1
o b, |¢l 2/

u(t) = U () + 36 Fg 3

ou J(m) = {J&H;J< mq, etj+1¢l'q‘]i,
1 ) g8
U, (t) = . u(s) £(3) =5

mq2-1
fonction dans C ( R). De plus,

1
ué")(o) = rh)(o) fo u(s) s M as =0

pour h < mg, . I1 existe donc des fonctions

e € ¢®([0, wl), & =%1, telles que

supp GE borné et
a,/q a,/qy =1
U(t) = 6 (11 2 g 2

pour t #0, € =s8gn t . En fait

q,/a, - 1 q,/a
1792 vte sV 02y

GE(E)=B 8> 0.,

Quels que soient m > O et 8 > 0

q,/q, = 1 9,/ £
Gé(e)=a' 2 Un(531q2)+ Z b, 83

j€d(m)
et par comséquent
' g *
G(j)(o) - { 38 bJ si j+1 ¢ N q
&
0 sinon.

Désignons encore par Gg¢ une fonction dans C:o( R) prolongeant
Gy au sens de Seeley [ S1]1 . Pour () € 'Zo ) X, £0, Ez =
sgn x, , soit

20
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nie d'intégrales de la forme
f‘”ex 1t gy 1/ry (/e = ket gy

o
oh f € Cgo( R) . On en déduit pour HY(s) des développements
asymptotiques dans 1'échelle des fonctions |el-',/r 1ogk-‘\sl ’
1€ k< n,r € Rk), j>O0, lorsque 8— ¥ 0.

REDUCTION AU CAS D'UN MONOME Soit F : X —> R une fonction
analytique comme précédemment. A 1'aide d'une partition de 1'uni-
té, et en utilisant la version analytique réelle du théordme de
résolution dees singularités (voir [AJ ), on peut se placer dans

la situation suivante: X est un ouvert connexe de R™ s 11

existe une variété analytique réelle connexe X et une applica-
tion analytique JT : i—»x propre et surjective, telle que,
avec F=Fodx > B

1) induit un isomorphisme JU ~ de QL =X\ ¥'0) sur
N o=x\ro,

ii) pour tout a € ’i , i1 existe des coordonnées analytiques
Yy seeer ¥y dans un voisinage ouvert V. de a sur ;, dans
lequel une des possibilités suivantes se présente:

1) F est partout non nul dans Va , donc sans singularité.

2) Pour un entier m compris entre 1 et n
~ Py Pp
F=28 Yy ooV

dans V‘ , ou Py seees By sont des entiers > 0 et yj(l) =
pour 1 € jJ < m; 8 =1 sauf si les p.1 sont tous pairs,

auquel cas 8 =X 1

Dans le cas 2), on peut supposer que lorsque le point y de
coordonnées y, ,..., y, décrit Vg » le point (y1,...,yn)
parcourt le cube défini par |yJ] <1,1< j< n.

Ona dx = fdx, A ... Adx avec O<féC°°(X),et
(= JU*(ax) est une n-forme pnire définie sur X . En orien-
tant 1'isomorphisme .TC canoniquement, on obtient une forme vo-
lume M, = J‘['(dx) dnns ﬂ « Désignons par P 1le déterminant
Jacobian de Jt. relativement aux coordonnées y’g; dans V'. On
a ’A.=f?dy‘/\.../\dy dans V.,avec f = f£oJU , Dans
Vo NS, M= TIpl ayy A ..o Ay,
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Etant domné () € C‘:’(l) et g € C°(X) ,ona
Jg &t 19(0) at = [ a(FGx)Y () ax
=jﬁ- s(f(y))‘f(y)/lo(y) y P =PI

En utilisant une partition de 1l'unité subordonnée & un recouvre-
ment de X formé de Vg » on peut remplacer la dernidre inté-
grale par une somme finie d'intégrales du type

Y= Juas sFOEOM .
o (P, € CX(V,) .
Dans le cas 1), Va c L1 eton peut supposer que @ > 0

~

et F =y, dans Va . Par conséquent

1, = fgat) 5,9 at,
avec

.90 = [y o $,0) F0) plv) aryh e Ay,

La contribution de \Pa a4 I est donc Sa‘{? € C?(B) <

Dans le cas 2), Van ) n'est pas connexe, et le signe de
9 peut changer d'une composante connexe & 1l'autre. Désignons
par V. ., £ € {-1,+1} ™ 1es différentes composantes de

’
VonS ,ou V, , est aéfini par €y > 0 pour 1 3¢
v

m , et soit ’[(A,E) le signe de ’) dans va,g . T, est som-
me des intégrales

T, = (0 fva , SFOF @) T p ) ayn - nay,.
En faisant le changement de variables y‘1 = £J u.1 » 1 & &M,
en désignant par Q(m) le quadrant

Q(m) = (u € B*; Uypeeeuy > 0} ¢

et en posant
w P P P Py Pn
g =8, -.-EIII yoW = ugaeu,
on obtient

Ta.a = "( (a,€) jQ(m) g(o up)\}’"c (u) d“l"'d“m n
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JQ(t) = % 108t L 5 Q(R) 7 e
¢ oy 8 r € R(k) ke

On vérifie qu'étant donné des fonctions £ » € c®(R),
’
3 00 n = <
i1 existe Y € C, (RB") telle que Jk,rkp fk.r , 1< k< n,
r € R(k) .

Comme I (P est somme des I, P , £ € E , on a un théore-
me analogue au théordme 3 pour I (/ . Mais certaines simplifica-
tions peuvent se produire. Par exemple, soit

r = pged(py,eeeypy) 3
si certains des entiers p./r sont pairs, I((t) ne contient
pas de terme en 1ogn_1(tl . Cette question sera examinée au nu-

méro 3.3 pour n = 2.

REMARQUES .

1) Il est clair qu'on peut généraliser les résultats du pa-
ragraphe 2 au cas de n variables. Les énoncés étant un peu longs,
nous n'avons pas jugé utile de les présenter ici.

2) Dans [ B1] et [ B2], D. Barlet étudie les développements
asymptotiques d'intégrales sur les fibres d'une fonction analyti-
que complexe F . Il établit des liens avec la géométrie de F,
comme le fait aussi B. Malgrange dans [M1] . Nous n'abordons
pas ces questions dans cet article.
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On appellera moyenne de (P € C':( R®) relativement & F
la fonction MY € ¢ () , invariante par l'action A , don-
née par

(a,-q,)8

1-p 1-p
1 2 ds .

+00 A

(%, PA(x)) e
-00

Cette moyenne est 1liée aux intégrales sur les composantes conne-

xes des fibres par 1'égalité
MP(x) = I P(t) s x € Xe(t) 5

C{' est donc de moyenne nulle si et seulement si I . ¢4 =0
pour tout € €& E , et cela entraine que I = 0 . La démons-
tration de la proposition suivante est faite en 2.5.

(2.4) MY =1 (x|

PROPOSITION 2.1. Soit /b le sous-espace de C3°( B%) formé
des fonctions de moyenne nulle, muni de la topologie induite.
Soit D 1'opérateur différentiel

2
(2.5) D=q211a—q—q1ng2+q2-q‘.

ona M =pc®(E) .

2) Il existe une application linéaire continue
K: M —> oP(8d)
telle gue (=D KY pour toute fonction () € M.

2.2. DECOMPOSITION DES FONCTIONS C*°.

Pour illustrer la proposition qui suit, remarquons que 1'opé-
rateur D défini par (2.5) vérifie

k k

D(x? xz) = [(JM )q2 - (k+1 )q1] xf x,
quels que soient les entiers j et k > 0. Vu que 9 et q,
sont premiers entre eux, il en résulte que, pour tout polyndme

P en Xy 0 Xy il existe un unique polyndme d'une variable
£ , et un polyndme de deux variables g (non unique) tels que
qy=1 g, -1 q
@ (x) = x, x, £(x*) + Dg(x) .
Ce résultat vaut aussi pour les germes en O de fonctions analy-
tiques réelles. Dans le cas des fonctions C® , on & une décom-
position analogue, sans unicité:
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En faisant tendre a vers O , on en déduit que I (p est inté-
grable sur R et que
(7,(Yax) , g) = jn 1@ (t) g(t) at.

C'est dire que F,(\de) est la mesure de densité I Y par
rapport & la mesure de Lebesgue dt sur R .

Le comportement de I({ au voisinage de O est donné par
le résultat suivant, ol Cg’ désigne 1'espace des fonctions C®
sur X A& supports contenus dans le compact K . C;o est muni
de sa topologie de Fréchet usuelle.

THEOREME 1. Soit K un compact de X . Il existe un entier

m > 0 tel gue, pour tout ¢ € Cg’ , I@(t) admette un
développement asymptotique indéfiniment dérivable terme & terme

n
AP I 28 (g @ 1™ =1 108 1]

lorsque t —= tO0 .

Les A; i dont beaucoup peuvent &tre nuls, sont des distri-
’
butions portées par la fibre exceptionnelle X(0) . Si k > 1,
ousi k=1 et j/m é N , le support de A'tj est contenu
’

dans l'ensemble des points singuliers de F .

Pour démontrer le théordme 1, on se ram®ne d'abord au cas ol

P P
1... x ?
1 n

F(x) =xP = x
est un mondme dans R" , en utilisant le théordme de résolution
des singularités. Lorsque F est un mondme, on peut procéder par
calculs directs comme dans [J1] ou [B1] , ou employer la
transformation de Mellin (cf. [Mr] et [J2] ). Dans ces notes,
nous présentons un autre point de vue qui fait jouer un réle im-
portant & un théordme de décomposition pour les fonctions c®
de deux variables,relativement & un mon8me (proposition 2.3).

Si cette méthode ne simplifie pas notablement les calculs, elle
a l'avantage d'&tre plus conceptuelle et de conduire au théordme

2 plus précis que le théordme 1.

THEOREME 2. Pour tout compact K de X , il existe des en-
sembles finis R(1),...,R(n) formés d'entiers > 0 , et des
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Démonstration. En faisant le changement de variable 9,9,8 =
log u dans (2.8), on a

1 1/q -1/q 1/q,-1/a
1 1 2 1 2 du
KP(x) = x,u x,u u =
-5 | P, x5 ) 5
mgy =1 J
= 2 —1.-\(/3(){2)
J= : 1
e e
mg 1 1/q -1/a, "9 T7q
1 1 1 2 1 2 du
T Jo LP““*V"(X‘“ et e W
avec

-/a,  (3#1)/ay = 14, g

1
949, V(%) = fn (P(J'°)(0.xzu ) u .

(3+1)ay/aq=1 [ o -(3+1)a,/q
= gy, A jlx l(p(iv")(o,fzv) v 2 gy
2

En utilisant la notion de partie finie d'une intégrale, on ob-
tient

\Vj(’z) =

(3+1)ay/qy -1 00 -(3+1)a,/q
1 23 (3,0) 2/
4, lle Pf fo (P 0 (0,?.2\') v dv
/
e T By
osk<mq
ng
€ °
9

(EX|
(3+1)ay/qy -1 (3,0) mg,-(J+1)a,/aq,
|!2| j ('pojm: (o, av)v dv ,

’
ol dans Z le terme éventuel d'indice k tel que
(k+1)qy = (J+1)q,

est & remplacer par ( )

Ik

-1 i’_u K Joglx,|
9

On obtient le résultat concernant KY avec

1/ -1/a,

mq, 1
x 1 9, g

18
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