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      Avant-propos
     
     
      Ce
     
     
      livre
     
     
      est
     
     
      basé
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      notes
     
     
      de
     
     
      cours
     
     
      que
     
     
      j
     
     
      ’
     
     
      utilise
     
     
      depuis
     
     
      1988
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cours
     
     
      intitulé
     
     
      Processus
     
     
      stochastiques
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      École
     
     
      Polytechnique
     
     
      de
     
     
      Montréal.
     
     
      Ce
     
     
      cours
     
     
      est
     
     
      surtout
     
     
      pris
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      étudiants
     
     
      en
     
     
      génie
     
     
      électrique
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      mathématiques
     
     
      appliquées, 
     
     
      notamment
     
     
      en
     
     
      recherche opérationnelle,
     
     
      et
     
     
      est
     
     
      généralement
     
     
      suivi
     
     
      en
     
     
      maîtrise.
     
     
      On
     
     
      tient
     
     
      donc
     
     
      pour
     
     
      acquis
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      lecteur
     
     
      possède
     
     
      les
     
     
      notions
     
     
      élémentaires
     
     
      de
     
     
      probabilités.
     
     
      Cependant,
     
     
      afin
     
     
      de
     
     
      rédiger
     
     
      un
     
     
      ouvrage
     
     
      complet,
     
     
      le
     
     
      premier
     
     
      chapitre
     
     
      du
     
     
      manuel
     
     
      pré
     
     
      ɐ
     
     
      sente
     
     
      les
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      base
     
     
      en
     
     
      probabilités.
     
     
      Le
     
     
      but
     
     
      premier
     
     
      visé
     
     
      en
     
     
      écrivant
     
     
      ce
     
     
      livre
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      fournir 
     
     
      aux
     
     
      étudiants
     
     
      une
     
     
      référence 
     
     
      en
     
     
      français
     
     
      qui
     
     
      couvre
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      sujets
     
     
      du
     
     
      cours
     
     
      et
     
     
      qui
     
     
      soit
     
     
      accessible
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      étudiants
     
     
      qui
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      ont
     
     
      pas
     
     
      nécessairement
     
     
      une
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      théorique
     
     
      en
     
     
      mathématiques.
     
     
      En
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      on
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      peu
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      le
     
     
      volume
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      les
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      des
     
     
      résultats
     
     
      théoriques,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      passe
     
     
      beaucoup
     
     
      plus
     
     
      de
     
     
      temps
     
     
      sur
     
     
      les
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      de
     
     
      ces
     
     
      résultats.
     
     
      En
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      Ce
     
     
      livre
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      le
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      aux
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      aléatoires
     
     
      se
     
     
      déroulant
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      temps,
     
     
      appelés
     
     
      couramment
     
     
      processus
     
     
      stochastiques.
     
     
      Ces
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      servent
     
     
      à
     
     
      modéliɐ
     
     
      ser
     
     
      un
     
     
      grand
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      phénomènes
     
     
      naturels
     
     
      ou
     
     
      de
     
     
      processus
     
     
      industriels
     
     
      dans
     
     
      lesɐ
     
     
      quels
     
     
      intervient
     
     
      une
     
     
      part
     
     
      de
     
     
      hasard
     
     
      ou
     
     
      dont
     
     
      le
     
     
      comportement
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      que
     
     
      partiellement 
     
     
      prévisible.
     
     
      En
     
     
      outre,
     
     
      ils
     
     
      servent
     
     
      de
     
     
      base
     
     
      théorique
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      algorithmes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      optimisation 
     
     
      stochastique
     
     
      (c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      des
     
     
      algorithmes
     
     
      qui
     
     
      utilisent
     
     
      le
     
     
      hasard
     
     
      pour
     
     
      chercher
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      optimales
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      très
     
     
      complexes).
     
     
      La
     
     
      théorie
     
     
      stochastique
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      fondée
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      des
     
     
      probabilités
     
     
      et
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      statisɐ
     
     
      tiques.
     
     
      Ses
     
     
      domaines
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      application
     
     
      sont
     
     
      très
     
     
      nombreux
     
     
      :
     
     
      de
     
     
      certaines
     
     
      questions
     
     
      en
     
     
      télé
     
     
      ɐ
     
     
      communications,
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      modélisation
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      gestion
     
     
      du
     
     
      trafic
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      réseaux
     
     
      à
     
     
      accès
     
     
      multiples,
     
     
      la
     
     
      commande
     
     
      adaptative,
     
     
      le
     
     
      traitement
     
     
      du
     
     
      signal
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      filtrage,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      de
     
     
      fiabilité
     
     
      ou
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      ingénierie
     
     
      financière.
     
     
      La
     
     
      variété
     
     
      des
     
     
      applications
     
     
      explique 
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intérêt
     
     
      croisɐ
     
     
      sant
     
     
      pour
     
     
      ces
     
     
      méthodes
     
     
      dont
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      utilisation
     
     
      est
     
     
      encore
     
     
      récente.
     
     
      Les
     
     
      applications
     
     
      pratiques
     
     
      nécessitent
     
     
      la
     
     
      compréhension
     
     
      des
     
     
      propriétés
     
     
      mathé
     
     
      ɐ
     
     
      matiques
     
     
      essentielles
     
     
      afin
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      éviter
     
     
      les
     
     
      problèmes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      inconsistance.
     
     
      Ainsi,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      objectif
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      livre
     
     
      est,
     
     
      tout
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fois,
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      introduire
     
     
      les
     
     
      méthodes
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      base
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      de
     
     
      tels
     
     
      sysɐ
     
     
      tèmes
     
     
      en
     
     
      présentant
     
     
      les
     
     
      principes
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      processus
     
     
      stochastiques,
     
     
      de
     
     
      créer 
     
     
      une
     
     
      certaine
     
     
      intuition
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      notions
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      études
     
     
      techniquement
     
     
      simples
     
     
      et
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      aborɐ
     
     
      der,
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      non
     
     
      exhaustive,
     
     
      certains
     
     
      des
     
     
      nombreux
     
     
      domaines
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      application.
     
     
      Ce
     
     
      livre
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      adresse
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      étudiants
     
     
      ayant
     
     
      suivi
     
     
      un
     
     
      cours
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intégration
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      premier 
     
     
      cours
     
     
      de
     
     
      probabilités.
     
     
      Cependant
     
     
      le
     
     
      premier
     
     
      chapitre
     
     
      introduit
     
     
      les
     
     
      principales
     
     
      notions
     
     
      de
     
     
      probabilités.
     
     
      11
     
     
      est
     
     
      relativement
     
     
      autonome
     
     
      et
     
     
      peut
     
     
      éventuellement
     
     
      être
     
     
      abordé
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      étudiant
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      ayant
     
     
      jamais
     
     
      suivi
     
     
      de
     
     
      cours
     
     
      de
     
     
      probabilités.
     
     
      Le
     
     
      deuxième
     
     
      chapitre
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      initiation
     
     
      aux
     
     
      processus
     
     
      stochastiques.
     
     
      Les
     
     
      autres
     
     
      chapitres
     
     
      sont
     
     
      consacrés
     
     
      aux
     
     
      sujets
     
     
      essentiels
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      livre,
     
     
      les
     
     
      chaînes
     
     
      de
     
     
      Markov
     
     
      à
     
     
      temps
     
     
      continu
     
     
      et
     
     
      discret 
     
     
      et
     
     
      processus
     
     
      de
     
     
      branchement
     
     
      (chapitre
     
     
      3).
     
     
      Seront
     
     
      présentés
     
     
      et
     
     
      étudiés
     
     
      aussi
     
     
      des
     
     
      exemples
     
     
      de
     
     
      processus 
     
     
      dits
     
     
      processus
     
     
      de
     
     
      diffusion,
     
     
      comme
     
     
      le
     
     
      mouvement brownien,
     
     
      le
     
     
      processus
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      Omstein- 
     
     
      Uhlenbeck
     
     
      (chapitre
     
     
      4),
     
     
      le
     
     
      processus
     
     
      de
     
     
      Poisson,
     
     
      le
     
     
      processus
     
     
      de
     
     
      Poisson
     
     
      composé
     
     
      (chapitre
     
     
      5)
     
     
      et
     
     
      finalement
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      élémentaire
     
     
      des
     
     
      files
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      attente
     
     
      (chapitre
     
     
      6).
     
     
      Les
     
     
      exercices
     
     
      proposés
     
     
      se
     
     
      divisent
     
     
      en
     
     
      deux
     
     
      catégories.
     
     
      La
     
     
      première
     
     
      comporte
     
     
      des
     
     
      applications
     
     
      directes
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      du
     
     
      cours,
     
     
      la
     
     
      deuxième
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      attache
     
     
      à
     
     
      développer
     
     
      certains
     
     
      résultats
     
     
      du
     
     
      cours.
     
     
      Le
     
     
      contenu
     
     
      du
     
     
      livre
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      usage
     
     
      courant
     
     
      en
     
     
      troisième
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      quatrième
     
     
      années
     
     
      de
     
     
      L.M.D.
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      autres
     
     
      disciplines:
     
     
      mécanique,
     
     
      gestion,
     
     
      télétraitement,
     
     
      performances
     
     
      des
     
     
      systèmes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      exploitation
     
     
      et
     
     
      finance.
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      sv
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      Figure
     
     
      1.1:
     
     
      Pierre
     
     
      Simon
     
     
      (marquis
     
     
      de)
     
     
      Laplace,
     
     
      1749-1827,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      France.
     
     
      Mathématicien
     
     
      et
     
     
      astronome,
     
     
      il
     
     
      fut
     
     
      aussi
     
     
      ministre
     
     
      et
     
     
      sénateur.
     
     
      Il
     
     
      fut
     
     
      fait
     
     
      comte
     
     
      par
     
     
      Napoléon
     
     
      et
     
     
      marquis
     
     
      par
     
     
      Louis
     
     
      XVIII.
     
     
      Il
     
     
      participa
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      organisation
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      Ecole
     
     
      Polytechnique
     
     
      de
     
     
      Paris.
     
     
      Ses
     
     
      principaux
     
     
      travaux
     
     
      portèrent
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      astronomie
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      des
     
     
      probabilités:
     
     
      le
     
     
      Traité
     
     
      de
     
     
      mécanique
     
     
      céleste,
     
     
      publié
     
     
      en
     
     
      cinq
     
     
      volumes,
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      1799,
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      Théorie
     
     
      analytique
     
     
      des
     
     
      probabilités,
     
     
      dont
     
     
      la
     
     
      première
     
     
      édition 
     
     
      parut
     
     
      en
     
     
      1812.
     
     
      Plusieurs
     
     
      formules
     
     
      mathématiques
     
     
      portent
     
     
      son
     
     
      nom.
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      P
     
     
      robabilités
     
     
      élémentaires
     
     
      Définition
     
     
      1.1.1
     
     
      Une
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      expérience
     
     
      qui
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      répétée
     
     
      sous
     
     
      les
     
     
      mêmes
     
     
      conditions
     
     
      et
     
     
      dont
     
     
      le
     
     
      résultat
     
     
      ne
     
     
      peut
     
     
      pas
     
     
      être
     
     
      prédit
     
     
      avec
     
     
      certitude.
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.1
     
     
      On
     
     
      considère
     
     
      les
     
     
      trois
     
     
      expériences
     
     
      classiques
     
     
      suivantes:
     
     
      E\:
     
     
      on
     
     
      lance
     
     
      une
     
     
      pièce
     
     
      de
     
     
      monnaie
     
     
      trois
     
     
      fois
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      “
     
     
      piles
     
     
      ”
     
     
      obtenues;
     
     
      E
     
     
      2
     
     
      '.
     
     
      on
     
     
      lance
     
     
      un
     
     
      dé
     
     
      jusqu
     
     
      ’
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      “
     
     
      6
     
     
      ”
     
     
      soit
     
     
      obtenu
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      compte
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      lancers
     
     
      effectués;
     
     
      £3:
     
     
      on
     
     
      prend
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      (0,1).
     
     
      Définition
     
     
      1.1.2
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      est
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      de
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      résultats
     
     
      possibles
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      expérience.
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.2
     
     
      Correspondant
     
     
      aux
     
     
      expériences
     
     
      aléatoires
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      précédent,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      les
     
     
      espaces
     
     
      échantillons
     
     
      suivants:
     
     
      Si
     
     
      =
     
     
      {0,1,2,3};
     
     
      ^2
     
     
      =
     
     
      {1,2,...};
     
     
      S
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      (0,1).
     
     
      Définition
     
     
      1.1.3
     
     
      Un
     
     
      événement
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échan
     
     
      ɐ
     
     
      tillon
     
     
      S.
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      chaque
     
     
      résultat
     
     
      possible
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      est
     
     
      appelé
     
     
      événement
     
     
      élémentaire.
     
     
      Le
     
     
      nombre
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      fini
     
     
      (Si),
     
     
      infini
     
     
      dénombrable
     
     
      (S2),
     
     
      ou
     
     
      infini
     
     
      non
     
     
      dénombrable
     
     
      (S3).
     
     
      On
     
     
      utilise
     
     
      souvent
     
     
      des
     
     
      diagrammes
     
     
      de
     
     
      Venn
     
     
      1
     
     
      en
     
     
      probabilités
     
     
      élémentai
     
     
      ɐ
     
     
      res:
     
     
      on
     
     
      représente
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      rectangle
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      A,
     
     
      B,
     
     
      C,
     
     
      etc.,
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      cercles
     
     
      qui
     
     
      se
     
     
      croisent
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intérieur
     
     
      du
     
     
      rectangle
     
     
      (fig.
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      ).
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.3
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      définir,
     
     
      en
     
     
      particulier,
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      suivants
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      aux
     
     
      espaces
     
     
      échantillons
     
     
      associés
     
     
      aux
     
     
      expériences
     
     
      aléatoires
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.1.1:
     
     
      1
     
     
      John
     
     
      Venn,
     
     
      1834-1923,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      Angleterre.
     
     
      Mathématicien
     
     
      et
     
     
      prêtre
     
     
      qui
     
     
      fut
     
     
      professeur
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      Université
     
     
      de
     
     
      Cambridge.
     
     
      Il
     
     
      travailla
     
     
      en
     
     
      logique
     
     
      mathématique
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      proba
     
     
      ɐ
     
     
      bilités.
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      S
     
     
      Figure
     
     
      1.2:
     
     
      Diagramme
     
     
      de
     
     
      Venn.
     
     
      Ai:
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      seule
     
     
      fois,
     
     
      c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      que
     
     
      A\
     
     
      =
     
     
      {1};
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      six
     
     
      ou
     
     
      sept
     
     
      lancers
     
     
      sont
     
     
      effectués
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      un
     
     
      premier
     
     
      “
     
     
      6
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      c
     
     
      ’
     
     
      est-à-
     
     
      dire
     
     
      que
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      {6,
     
     
      7};
     
     
      A3:
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      pris
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      est
     
     
      inférieur
     
     
      à
     
     
      c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      que
     
     
      A3
     
     
      =
     
     
      Notations
     
     
      Union:
     
     
      A
     
     
      U
     
     
      R
     
     
      (correspond
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      on
     
     
      cherche
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      événe
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      ou
     
     
      un
     
     
      autre
     
     
      se
     
     
      soit
     
     
      produit,
     
     
      ou
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      événements
     
     
      se
     
     
      soient
     
     
      produits).
     
     
      Intersection:
     
     
      A
     
     
      fl
     
     
      R
     
     
      ou
     
     
      AB
     
     
      (lorsqu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      cherche
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      événe
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      autre
     
     
      se
     
     
      soient
     
     
      produits)
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      deux
     
     
      événements
     
     
      sont
     
     
      incompatibles,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      écrit:
     
     
      A
     
     
      fl
     
     
      B
     
     
      —
     
     
      0
     
     
      (l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      vide).
     
     
      Complément:
     
     
      A
     
     
      c
     
     
      (l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      des
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      qui
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      appartien
     
     
      ɐ
     
     
      nent
     
     
      pas
     
     
      à
     
     
      A).
     
     
      Inclusion:
     
     
      A
     
     
      C
     
     
      B
     
     
      (lorsque
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      qui
     
     
      appartien
     
     
      ɐ
     
     
      nent
     
     
      à
     
     
      A
     
     
      appartiennent
     
     
      aussi
     
     
      à
     
     
      R).
     
     
      Définition
     
     
      1.1.4
     
     
      Une
     
     
      mesure
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      P
     
     
      des
     
     
      sous-ensembles
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S,
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      E,
     
     
      qui
     
     
      possède
     
     
      les
     
     
      propriétés
     
     
      suivantes:
     
     
      Axiome
     
     
      I:
     
     
      R
     
     
      [A]
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      VA
     
     
      C
     
     
      S;
     
     
      Axiome
     
     
      II:
     
     
      R[R]
     
     
      =
     
     
      1;
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      Axiome
     
     
      III:
     
     
      Si
     
     
      Ai,
     
     
      A
     
     
      ?,
     
     
      ...
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      infinie
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      événements
     
     
      qui
     
     
      sont
     
     
      tous
     
     
      incompatibles
     
     
      lorsque
     
     
      pris
     
     
      deux
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fois,
     
     
      alors
     
     
      P
     
     
      OO
     
     
      IM
     
     
      k=
     
     
      1
     
     
      J
     
     
      oo
     
     
      =
     
     
      £
     
     
      PIM
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      P[AnB}
     
     
      =
     
     
      P[A]
     
     
      +
     
     
      P[B]
     
     
      si
     
     
      An
     
     
      B
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      (1.2)
     
     
      Si
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      est
     
     
      fini
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      ceux-ci
     
     
      sont
     
     
      équiprobables,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      P[A\
     
     
      —
     
     
      n(A)/n
     
     
      (1.3)
     
     
      où
     
     
      n(A)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      dans
     
     
      A.
     
     
      Cependant,
     
     
      en
     
     
      général,
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      pas
     
     
      équiprobables.
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      les
     
     
      quatre
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      Si
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.1.2
     
     
      ont
     
     
      les
     
     
      probabilités
     
     
      suivantes:
     
     
      P[{0}]
     
     
      =
     
     
      P[{3}]
     
     
      =
     
     
      1/8
     
     
      et
     
     
      P[{1}]
     
     
      =
     
     
      P[{2}]
     
     
      =
     
     
      3/8
     
     
      (si
     
     
      on
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      pièce
     
     
      est
     
     
      bien
     
     
      équilibrée),
     
     
      et
     
     
      non
     
     
      pas
     
     
      P[{fc}]
     
     
      =
     
     
      1/4,
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      —
     
     
      0,
     
     
      1,2,3.
     
     
      Remarque.
     
     
      On
     
     
      raconte
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      mathématicien
     
     
      français
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      Alembert
     
     
      2
     
     
      croyait
     
     
      que
     
     
      lorsqu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      lance
     
     
      une
     
     
      pièce
     
     
      de
     
     
      monnaie
     
     
      bien
     
     
      équilibrée
     
     
      deux
     
     
      fois,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      de
     
     
      1/3
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      obtenir
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      et
     
     
      “
     
     
      face
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois.
     
     
      Son
     
     
      raisonnement
     
     
      était
     
     
      basé
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      fait
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      trois
     
     
      résultats
     
     
      possibles
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire:
     
     
      obtenir
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      deux
     
     
      fois
     
     
      consécutives,
     
     
      “
     
     
      face
     
     
      ”
     
     
      deux
     
     
      fois 
     
     
      consécutives,
     
     
      ou
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      et
     
     
      “
     
     
      face
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois.
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      facile
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      en
     
     
      fait
     
     
      la 
     
     
      probabilité
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      obtenir
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      et
     
     
      “
     
     
      face
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      1/2,
     
     
      car
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      quatre
     
     
      événements
     
     
      élémentaires équiprobables 
     
     
      ici:
     
     
      F
     
     
      1
     
     
      F
     
     
      2
     
     
      (c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      “
     
     
      face
     
     
      ”
     
     
      au
     
     
      premier
     
     
      et
     
     
      au
     
     
      second
     
     
      lancer),
     
     
      F
     
     
      1
     
     
      P
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      P
     
     
      1
     
     
      F
     
     
      2
     
     
      et
     
     
      P
     
     
      1
     
     
      P
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      Finalement,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A:
     
     
      obtenir
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      et
     
     
      “
     
     
      face
     
     
      ”
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      correspond
     
     
      aux
     
     
      deux
     
     
      événements
     
     
      élémentaires
     
     
      F
     
     
      1
     
     
      P
     
     
      2
     
     
      et
     
     
      P
     
     
      i
     
     
      F
     
     
      q
     
     
      -
     
     
      Proposition
     
     
      1.1.1
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      P[A
     
     
      C
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      P[A]
     
     
      VA
     
     
      c
     
     
      S.
     
     
      2
     
     
      Jean
     
     
      Le
     
     
      Rond
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      Alembert,
     
     
      1717-1783,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      France.
     
     
      Mathématicien
     
     
      et
     
     
      écrivain.
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      publié
     
     
      des
     
     
      livres,
     
     
      en
     
     
      particulier,
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      dynamique
     
     
      et
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équilibre
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      mouvement
     
     
      des
     
     
      fluides.
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      2) 
     
     
      Pour
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B,
     
     
      P
     
     
      [A
     
     
      U
     
     
      B]
     
     
      =
     
     
      P[A]
     
     
      +
     
     
      P[B\
     
     
      -
     
     
      P[AB]
     
     
      (1.4)
     
     
      3) 
     
     
      Pour
     
     
      trois
     
     
      événements
     
     
      quelconques
     
     
      A,
     
     
      B
     
     
      et
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      P[4U5UC]
     
     
      =
     
     
      P[A]
     
     
      +
     
     
      P[B\
     
     
      +
     
     
      P[C
     
     
      ]
     
     
      -
     
     
      P[AB]
     
     
      -
     
     
      P[AC
     
     
      }
     
     
      -
     
     
      P[BC
     
     
      ]
     
     
      +
     
     
      P[ABC
     
     
      }
     
     
      (1.5)
     
     
      Formules
     
     
      de
     
     
      dénombrement
     
     
      Proposition
     
     
      1.1.2
     
     
      Si
     
     
      on
     
     
      prend
     
     
      k
     
     
      objets
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      parmi
     
     
      n
     
     
      objets
     
     
      distincts
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      se
     
     
      préoccupe
     
     
      de
     
     
      /
     
     
      ’
     
     
      ordre
     
     
      dans
     
     
      lequel
     
     
      les
     
     
      objets
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      tirés,
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      permutations
     
     
      différentes
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      obtenir
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      par
     
     
      nxnx...xn
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      k
     
     
      (1.6)
     
     
      si
     
     
      les
     
     
      objets
     
     
      sont
     
     
      pris
     
     
      avec
     
     
      remise,
     
     
      et
     
     
      Tl\
     
     
      n
     
     
      x
     
     
      (n
     
     
      —
     
     
      1)
     
     
      x
     
     
      ...
     
     
      x
     
     
      [n
     
     
      —
     
     
      (k
     
     
      —
     
     
      1)1
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      ------
     
     
      —
     
     
      (n
     
     
      —
     
     
      k)
     
     
      lorsque
     
     
      les
     
     
      objets
     
     
      sont
     
     
      pris
     
     
      sans
     
     
      remise.
     
     
      ■■=Pk
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      0,1,...
     
     
      n
     
     
      (1.7)
     
     
      Remarque.
     
     
      Si,
     
     
      parmi
     
     
      les
     
     
      n
     
     
      objets,
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      en
     
     
      a
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      i,
     
     
      où
     
     
      i
     
     
      =
     
     
      1,2,...,
     
     
      j,
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      permutations
     
     
      différentes
     
     
      des
     
     
      n
     
     
      objets
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fois
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      par
     
     
      (les
     
     
      coefficients
     
     
      multinomiaux)
     
     
      ni!ri2!
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.4
     
     
      La
     
     
      combinaison
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      certain
     
     
      cadenas
     
     
      est
     
     
      constituée
     
     
      de 
     
     
      trois
     
     
      chiffres.
     
     
      Donc,
     
     
      a
     
     
      priori
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      10
     
     
      3
     
     
      =
     
     
      1000
     
     
      combinaisons
     
     
      possibles.
     
     
      Cepen
     
     
      ɐ
     
     
      dant,
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      impose
     
     
      la
     
     
      contrainte
     
     
      suivante:
     
     
      la
     
     
      combinaison
     
     
      ne
     
     
      peut
     
     
      pas
     
     
      être
     
     
      constituée
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      chiffres
     
     
      consécutifs
     
     
      identiques,
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      com
     
     
      ɐ
     
     
      binaisons
     
     
      possibles
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      par
     
     
      10
     
     
      x
     
     
      9
     
     
      x
     
     
      9
     
     
      =
     
     
      810.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      aussi
     
     
      obtenir
     
     
      ce
     
     
      résultat
     
     
      en
     
     
      soustrayant
     
     
      de
     
     
      1000
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      combinaisons
     
     
      comptant
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      deux
     
     
      chiffres
     
     
      consécutifs
     
     
      identiques,
     
     
      soit:
     
     
      10
     
     
      (avec
     
     
      trois
     
     
      chiffres
     
     
      iden
     
     
      ɐ
     
     
      tiques)
     
     
      +
     
     
      10x1x9
     
     
      +
     
     
      10x9x1
     
     
      (avec
     
     
      exactement
     
     
      deux
     
     
      chiffres
     
     
      identiques,
     
     
      soit
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      premiers
     
     
      ou
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      derniers).
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Proposition
     
     
      1.1.3
     
     
      Si
     
     
      on
     
     
      prend
     
     
      k
     
     
      objets,
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      et
     
     
      sans
     
     
      remise,
     
     
      parmi
     
     
      n
     
     
      objets
     
     
      distincts
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      se
     
     
      préoccupe
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ordre
     
     
      dans
     
     
      lequel
     
     
      les
     
     
      objets
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      tirés,
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      combinaisons
     
     
      différentes
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on 
     
     
      peut
     
     
      obtenir
     
     
      est
     
     
      donné,
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      ,...
     
     
      n,
     
     
      par
     
     
      n
     
     
      x
     
     
      (n
     
     
      —
     
     
      1)
     
     
      x
     
     
      ...
     
     
      x
     
     
      [n
     
     
      —
     
     
      (k
     
     
      —
     
     
      1)]
     
     
      _
     
     
      n!
     
     
      (n\
     
     
      _
     
     
      k\
     
     
      =
     
     
      k\{n-k)\
     
     
      :=
     
     
      \
     
     
      =
     
     
      k
     
     
      Remarque.
     
     
      Si
     
     
      les
     
     
      objets
     
     
      sont
     
     
      pris
     
     
      avec
     
     
      remise,
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      com
     
     
      ɐ
     
     
      binaisons
     
     
      différentes
     
     
      est
     
     
      C£
     
     
      +fe-1
     
     
      .
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      cas,
     
     
      k
     
     
      peut
     
     
      prendre
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      importe
     
     
      quelle
     
     
      valeur
     
     
      dans
     
     
      1N°
     
     
      :=
     
     
      {0,1,...}.
     
     
      Remarque.
     
     
      Dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      précédent,
     
     
      selon
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      usage
     
     
      courant,
     
     
      le
     
     
      mot
     
     
      “
     
     
      com
     
     
      ɐ
     
     
      binaisons
     
     
      ”
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      utilisé
     
     
      pour
     
     
      un
     
     
      cadenas;
     
     
      cependant,
     
     
      il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      agissait
     
     
      bien
     
     
      de
     
     
      “
     
     
      permutations
     
     
      ”
     
     
      .
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.5
     
     
      Dans
     
     
      une
     
     
      certaine
     
     
      loterie,
     
     
      six
     
     
      boules
     
     
      sont
     
     
      tirées
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      et
     
     
      sans
     
     
      remise
     
     
      parmi
     
     
      49
     
     
      boules
     
     
      numérotées
     
     
      de
     
     
      1
     
     
      à
     
     
      49.
     
     
      On
     
     
      gagne
     
     
      un
     
     
      prix
     
     
      si
     
     
      la
     
     
      combinaison
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      choisie
     
     
      comporte
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      trois
     
     
      bons
     
     
      numéros.
     
     
      Soit
     
     
      F:
     
     
      on
     
     
      gagne
     
     
      un
     
     
      prix
     
     
      et
     
     
      F
     
     
      Jt:
     
     
      la
     
     
      combinaison
     
     
      choisie
     
     
      comporte
     
     
      exactement
     
     
      k
     
     
      bons
     
     
      numéros,
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      0,1,...,
     
     
      6.
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      P[F]
     
     
      1
     
     
      2
     
     
      2
     
     
      E
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      F
     
     
      d
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -L
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      (1
     
     
      •
     
     
      6.096.454)
     
     
      +
     
     
      (6
     
     
      ■
     
     
      962.598)
     
     
      +
     
     
      (15
     
     
      ■
     
     
      123.410) 
     
     
      13.983.816
     
     
      13.723.192
     
     
      13.983.816
     
     
      ~
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      0,9814
     
     
      =
     
     
      0,0186
     
     
      Notation.
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      expression
     
     
      P[A\B]
     
     
      désigne
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      (ou
     
     
      sachant
     
     
      que,
     
     
      ou
     
     
      simplement
     
     
      si)
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      B
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      produit.
     
     
      Définition
     
     
      1.1.5
     
     
      On
     
     
      pose:
     
     
      P[A\B]
     
     
      =
     
     
      sï
     
     
      P[B\
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.10)
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      Proposition
     
     
      1.1.4
     
     
      (Règle
     
     
      de
     
     
      multiplication)
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      P[A
     
     
      n
     
     
      B}
     
     
      =
     
     
      P[A\B\
     
     
      X
     
     
      P[B]
     
     
      =
     
     
      P[B\A
     
     
      }
     
     
      x
     
     
      P\A\
     
     
      si
     
     
      P[A]P[B]
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.11)
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.6
     
     
      Dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      précédent,
     
     
      soit
     
     
      F
     
     
      k
     
     
      :
     
     
      le
     
     
      numéro
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      k
     
     
      e
     
     
      boule
     
     
      tirée
     
     
      fait
     
     
      partie
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      combinaison
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      choisie.
     
     
      En
     
     
      généralisant
     
     
      la
     
     
      règle
     
     
      de
     
     
      multiplication,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      P
     
     
      [F!
     
     
      n
     
     
      F
     
     
      2
     
     
      n
     
     
      F
     
     
      3
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      P[F
     
     
      3
     
     
      |FinF
     
     
      2
     
     
      ]F[F
     
     
      2
     
     
      |Fi]P[Fi]
     
     
      4
     
     
      5
     
     
      6
     
     
      120
     
     
      .
     
     
      0,0011
     
     
      5
     
     
      6
     
     
      47
     
     
      X
     
     
      48
     
     
      X
     
     
      49
     
     
      110.544
     
     
      Définition
     
     
      1.1.6
     
     
      Les
     
     
      événements
     
     
      B\,
     
     
      P
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ...,
     
     
      B
     
     
      n
     
     
      forment
     
     
      une
     
     
      partition
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S
     
     
      si
     
     
      i)
     
     
      Bi
     
     
      n
     
     
      Bj
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      Vi
     
     
      ^
     
     
      j;
     
     
      ü)
     
     
      Ufc=i
     
     
      B
     
     
      k
     
     
      —
     
     
      S;
     
     
      iii)
     
     
      P[B
     
     
      k
     
     
      ]
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1,2,...,
     
     
      n.
     
     
      Si
     
     
      Pi,P
     
     
      2
     
     
      ,...,P
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      partition
     
     
      de
     
     
      S,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire,
     
     
      pour
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      importe
     
     
      quel
     
     
      événement
     
     
      A
     
     
      ,
     
     
      que
     
     
      A
     
     
      =
     
     
      (A
     
     
      n
     
     
      Pi)
     
     
      u
     
     
      (A
     
     
      n
     
     
      b
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      u
     
     
      ...
     
     
      u
     
     
      {A
     
     
      n
     
     
      B
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      (1.12)
     
     
      où
     
     
      (A
     
     
      fl
     
     
      Bi)
     
     
      fl
     
     
      (A
     
     
      fl
     
     
      Bj)
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      Vi
     
     
      ^
     
     
      j.
     
     
      En
     
     
      utilisant
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      axiome
     
     
      III
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      P,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      le
     
     
      résultat
     
     
      suivant.
     
     
      Proposition
     
     
      1.1.5
     
     
      (Règle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      totale)
     
     
      Si
     
     
      A
     
     
      C
     
     
      S
     
     
      et
     
     
      B\,
     
     
      P
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ..
     
     
      .,
     
     
      B
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      partition
     
     
      de
     
     
      S,
     
     
      alors
     
     
      P
     
     
      [A]
     
     
      =
     
     
      £
     
     
      P[A
     
     
      n
     
     
      B
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      J2
     
     
      P[A|Pfc]P[Pfe] 
     
     
      (1
     
     
      13)
     
     
      fc=l
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      On
     
     
      déduit
     
     
      finalement
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      règle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      totale
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      pim
     
     
      =
     
     
      si
     
     
      mm
     
     
      >
     
     
      o
     
     
      (u)
     
     
      le
     
     
      résultat
     
     
      connu
     
     
      sous
     
     
      le
     
     
      nom
     
     
      de
     
     
      règle
     
     
      (ou
     
     
      formule,
     
     
      ou
     
     
      encore
     
     
      théorème)
     
     
      de
     
     
      Baye£.
     
     
      3
     
     
      Le
     
     
      révérend
     
     
      Thomas
     
     
      Bayes,
     
     
      1702-1761,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      Angleterre.
     
     
      Ses
     
     
      travaux
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      probabilités
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      publiés
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      article
     
     
      scientifique
     
     
      posthume,
     
     
      en
     
     
      1764.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Proposition
     
     
      1.1.6
     
     
      (Règle
     
     
      de
     
     
      Bayes)
     
     
      Si
     
     
      P[A]
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      alors
     
     
      P[A\Bj]P[Bj\
     
     
      P[Bj\A\
     
     
      ELi
     
     
      P[A\B
     
     
      k
     
     
      ]P[B
     
     
      k
     
     
      ]
     
     
      où
     
     
      B
     
     
      i,
     
     
      B
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ..
     
     
      .,
     
     
      B
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      partition
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.7
     
     
      Dans
     
     
      une
     
     
      certaine
     
     
      institution,
     
     
      80
     
     
      %
     
     
      du
     
     
      personnel
     
     
      ensei
     
     
      ɐ
     
     
      gnant
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      hommes.
     
     
      De
     
     
      plus,
     
     
      80
     
     
      %
     
     
      des
     
     
      hommes
     
     
      qui
     
     
      y
     
     
      enseignent
     
     
      ont
     
     
      un
     
     
      doctorat
     
     
      et
     
     
      90
     
     
      %
     
     
      des
     
     
      femmes
     
     
      ont
     
     
      un
     
     
      doctorat.
     
     
      On
     
     
      prend
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      une
     
     
      personne
     
     
      qui
     
     
      enseigne
     
     
      dans
     
     
      cette
     
     
      institution.
     
     
      Soit
     
     
      F:
     
     
      cette
     
     
      personne
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      femme
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      :
     
     
      cette
     
     
      personne
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      doctorat.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      écrire,
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      règle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      totale,
     
     
      que
     
     
      P[D
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      P[D\F]P[F]
     
     
      +
     
     
      P[D\F
     
     
      C
     
     
      ]P[F
     
     
      C
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      0,9
     
     
      x
     
     
      0,2
     
     
      +
     
     
      0,8
     
     
      x
     
     
      0,8
     
     
      -
     
     
      0,82 
     
     
      De
     
     
      plus,
     
     
      on
     
     
      a:
     
     
      P[D\F]P[F]
     
     
      _
     
     
      0,9
     
     
      x
     
     
      0,2
     
     
      0,2195
     
     
      P[F\D]
     
     
      =
     
     
      Définition
     
     
      1.1.7
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      deux
     
     
      événements,
     
     
      A
     
     
      et 
     
     
      B,
     
     
      sont
     
     
      indépendants
     
     
      si
     
     
      P[A
     
     
      DB}
     
     
      =
     
     
      P[A]P[B\
     
     
      (1.16)
     
     
      Remarque.
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      un
     
     
      événement
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      P[C]
     
     
      >
     
     
      0.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      sont
     
     
      conditionnellement
     
     
      indépendants
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      C
     
     
      si
     
     
      P[A
     
     
      0 
     
     
      B\C\
     
     
      =
     
     
      P[A\C]P[B\C
     
     
      }
     
     
      (1.17)
     
     
      Si,
     
     
      en
     
     
      particulier,
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      ou
     
     
      bien
     
     
      B
     
     
      et
     
     
      C,
     
     
      sont
     
     
      incompatibles,
     
     
      alors
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      sont
     
     
      conditionnellement
     
     
      indépendants
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      C,
     
     
      et
     
     
      ce,
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      ils
     
     
      soient
     
     
      indépendants
     
     
      ou
     
     
      non.
     
     
      De
     
     
      plus,
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      indépendants,
     
     
      mais
     
     
      non
     
     
      conditionnellement
     
     
      indépendants
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      C.
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      cela
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      si
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      et
     
     
      C
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      pas
     
     
      incompatibles,
     
     
      mais
     
     
      AnBflC
     
     
      =
     
     
      0.
     
     
      Pour
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      B
     
     
      [A]
     
     
      x
     
     
      P[B]
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      la
     
     
      prochaine
     
     
      proposition
     
     
      pourrait
     
     
      servir
     
     
      de
     
     
      définition
     
     
      plus
     
     
      intuitive
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      indépendance.
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      Proposition
     
     
      1.1.7
     
     
      Deux
     
     
      événements,
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B,
     
     
      ayant
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      positive
     
     
      sont
     
     
      indépendants
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      P[A\B]
     
     
      =
     
     
      P[A]
     
     
      ou
     
     
      P[B\A]
     
     
      =
     
     
      P[B]
     
     
      (1.18)
     
     
      Proposition
     
     
      1.1.8
     
     
      Si
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      sont
     
     
      indépendants,
     
     
      alors
     
     
      A
     
     
      c
     
     
      et
     
     
      B,
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      c
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      A
     
     
      c
     
     
      et
     
     
      B
     
     
      c
     
     
      le
     
     
      sont
     
     
      aussi.
     
     
      Remarque.
     
     
      La
     
     
      proposition
     
     
      précédente
     
     
      est
     
     
      évidemment
     
     
      fausse
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      remplace
     
     
      le
     
     
      mot
     
     
      “
     
     
      indépendants
     
     
      ”
     
     
      par
     
     
      “
     
     
      incompatibles
     
     
      ”
     
     
      (et
     
     
      si
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      R
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      pas
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S).
     
     
      Il
     
     
      ne
     
     
      reste
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      à
     
     
      généraliser
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      indépendance
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      quel
     
     
      ɐ
     
     
      conque
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      événements.
     
     
      Définition
     
     
      1.1.8
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      A\,
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ...,
     
     
      A
     
     
      n
     
     
      sont
     
     
      indépen
     
     
      ɐ
     
     
      dants
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      k
     
     
      P[A
     
     
      ix
     
     
      n4n...n
     
     
      A
     
     
      ik
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      J]P[4.]
     
     
      (1.19)
     
     
      3
     
     
      =1
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      2,3,...,
     
     
      n,
     
     
      où
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      A
     
     
      Xj
     
     
      €
     
     
      {Ai,
     
     
      ...,
     
     
      An
     
     
      }
     
     
      Mj
     
     
      sont
     
     
      tous
     
     
      différents.
     
     
      Remarque.
     
     
      Si
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      précédente
     
     
      est
     
     
      vérifiée
     
     
      (au
     
     
      moins)
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      2,
     
     
      on
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      événements
     
     
      Ai,
     
     
      A2
     
     
      ,
     
     
      ...,
     
     
      A
     
     
      n
     
     
      sont
     
     
      indépendants
     
     
      par
     
     
      paires.
     
     
      Exemple
     
     
      1.1.8
     
     
      Un
     
     
      certain
     
     
      système
     
     
      est
     
     
      constitué
     
     
      de
     
     
      n
     
     
      composants
     
     
      placés
     
     
      en
     
     
      série
     
     
      et
     
     
      qui
     
     
      fonctionnent
     
     
      indépendamment
     
     
      les
     
     
      uns
     
     
      des
     
     
      autres
     
     
      (fig.
     
     
      1.3
     
     
      (a)).
     
     
      Soit
     
     
      F:
     
     
      le
     
     
      système
     
     
      fonctionne
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      instant
     
     
      to
     
     
      et
     
     
      F
     
     
      k
     
     
      \
     
     
      le
     
     
      composant
     
     
      n°
     
     
      k
     
     
      fonctionne
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      instant
     
     
      to,
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      ,...
     
     
      ,n.
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      P[F]
     
     
      =
     
     
      P[F
     
     
      1
     
     
      nF
     
     
      2
     
     
      n...nF
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      in
     
     
      =
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      f\
     
     
      P[Fk
     
     
      }
     
     
      k=
     
     
      1
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      les
     
     
      composants
     
     
      sont
     
     
      placés
     
     
      en
     
     
      parallèle,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      F[F]
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      P[f*]
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      P[Ff
     
     
      n
     
     
      ...
     
     
      n
     
     
      *3
     
     
      '=
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      n
     
     
      (1
     
     
      -
     
     
      mi)
     
     
      k=
     
     
      1
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      (a)
     
     
      (b)
     
     
      Figure
     
     
      1.3:
     
     
      Exemples
     
     
      (a)
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      système
     
     
      en
     
     
      série
     
     
      et
     
     
      (b)
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      système
     
     
      en
     
     
      pa
     
     
      ɐ
     
     
      rallèle.
     
     
      1.2
     
     
      V
     
     
      ariables
     
     
      aléatoires
     
     
      Définition
     
     
      1.2.1
     
     
      Une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      (v.
     
     
      a.)
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      X
     
     
      qui
     
     
      associe
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      réel
     
     
      X(s)
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      à
     
     
      chaque
     
     
      élément
     
     
      s
     
     
      de
     
     
      S,
     
     
      où
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      E.
     
     
      On
     
     
      désigne
     
     
      par
     
     
      Sx
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      des
     
     
      valeurs
     
     
      possibles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      (fig.
     
     
      l.f).
     
     
      X(s)
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      Figure
     
     
      1.4:
     
     
      Représentation
     
     
      graphique
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire.
     
     
      Remarque.
     
     
      La
     
     
      raison
     
     
      pour
     
     
      laquelle
     
     
      on
     
     
      introduit
     
     
      le
     
     
      concept
     
     
      de
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      est
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      éléments
     
     
      s
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      im
     
     
      ɐ
     
     
      porte
     
     
      quoi,
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      une
     
     
      couleur
     
     
      ou
     
     
      encore
     
     
      une
     
     
      marque
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      objet.
     
     
      Comme
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      11
     
     
      on
     
     
      préfère 
     
     
      travailler
     
     
      avec
     
     
      des
     
     
      nombres 
     
     
      réels,
     
     
      on
     
     
      transforme
     
     
      (au 
     
     
      besoin)
     
     
      chaque
     
     
      s
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      réel
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      X(s).
     
     
      Exemple
     
     
      1.2.1
     
     
      Considérons
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      E
     
     
      3
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.1.1, 
     
     
      qui
     
     
      consiste
     
     
      à
     
     
      prendre
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      (0,1).
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      cas,
     
     
      les
     
     
      s
     
     
      sont
     
     
      déjà
     
     
      des
     
     
      nombres
     
     
      réels,
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      définir
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      simplement
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      obtenu.
     
     
      Il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      agit
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      identité
     
     
      qui
     
     
      à
     
     
      s
     
     
      associe
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      réel
     
     
      s.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      définir
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      autres
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      même
     
     
      espace
     
     
      échan
     
     
      ɐ
     
     
      tillon
     
     
      5,
     
     
      par
     
     
      exemple:
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      obtenu
     
     
      est
     
     
      inférieur
     
     
      à
     
     
      1/2
     
     
      0
     
     
      sinon
     
     
      (soit
     
     
      la
     
     
      variable
     
     
      indicatrice
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A:
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      obtenu
     
     
      est
     
     
      inférieur
     
     
      à
     
     
      1/2)
     
     
      et
     
     
      Z
     
     
      (s)
     
     
      =
     
     
      1ns;
     
     
      c
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      que
     
     
      Z
     
     
      (s)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      logarithme
     
     
      naturel
     
     
      du
     
     
      nombre
     
     
      pris
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      (0,1).
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      Sx
     
     
      —
     
     
      s
     
     
      =
     
     
      (0,1),
     
     
      sy
     
     
      =
     
     
      {0,1}
     
     
      et
     
     
      Sy
     
     
      =
     
     
      (-oc,0)
     
     
      Définition
     
     
      1.2.2
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      Fx{:
     
     
      r)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      <
     
     
      x]
     
     
      Vx
     
     
      e
     
     
      IR
     
     
      (1-20)
     
     
      Propriétés,
     
     
      i)
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      Fx(x)
     
     
      <
     
     
      1.
     
     
      ii)
     
     
      lim
     
     
      I
     
     
      __
     
     
      00
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      lim^^
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      {x)
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      iii) 
     
     
      Si
     
     
      x\
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      alors
     
     
      Fx{x
     
     
      1)
     
     
      <
     
     
      Fxixfi).
     
     
      iv)
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      Fx
     
     
      est
     
     
      (au
     
     
      moins)
     
     
      continue
     
     
      à
     
     
      droite:
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      {x
     
     
      +
     
     
      )
     
     
      :=\imF
     
     
      x
     
     
      (x
     
     
      +
     
     
      e)
     
     
      (1.21)
     
     
      e|0
     
     
      Proposition
     
     
      1.2.1
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      i)
     
     
      P[a<X<b}
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (b)
     
     
      -
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (a);
     
     
      ii)
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      x}
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      {x)
     
     
      -
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      {x~),
     
     
      où
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x~)
     
     
      :=
     
     
      lim
     
     
      ei0
     
     
      -Éx(x
     
     
      -
     
     
      e).
     
     
      Remarque.
     
     
      La
     
     
      partie
     
     
      ii)
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      proposition 
     
     
      précédente
     
     
      implique
     
     
      que
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      x]
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      où
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      Fx(x
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      continue.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Définition
     
     
      1.2.3
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      P[A\
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      {x\A)
     
     
      P[{x
     
     
      <x}n
     
     
      A]
     
     
      P[A]
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      22
     
     
      )
     
     
      Remarque.
     
     
      Une
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      marginale
     
     
      Fx(x)
     
     
      est
     
     
      simplement
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      précédente
     
     
      où
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S.
     
     
      Exemple
     
     
      1.2.2
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      de 
     
     
      la 
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.2.1
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      <
     
     
      x]
     
     
      0
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      1
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      facile
     
     
      de
     
     
      vérifier
     
     
      que
     
     
      cette
     
     
      fonction
     
     
      possède
     
     
      toutes
     
     
      les
     
     
      propriétés
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      répartition.
     
     
      En
     
     
      fait,
     
     
      elle
     
     
      est
     
     
      continue
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      réel,
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      affirmer
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      qui
     
     
      sera
     
     
      pris
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      (0,1)
     
     
      avait,
     
     
      a
     
     
      priori,
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      nulle
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      être
     
     
      choisi,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      peut
     
     
      sembler
     
     
      contradictoire.
     
     
      Cependant,
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      tellement
     
     
      de
     
     
      nombres
     
     
      réels
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      (0,1)
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      assignait
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      positive
     
     
      à
     
     
      chacun
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      eux,
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      somme
     
     
      de
     
     
      toutes
     
     
      ces
     
     
      probabilités
     
     
      divergerait.
     
     
      Ensuite,
     
     
      considérons
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A:
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      obtenu
     
     
      est
     
     
      inférieur
     
     
      à
     
     
      1/2.
     
     
      Puisque
     
     
      P[A\
     
     
      —
     
     
      1/2
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      on
     
     
      calcule
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x\A)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      <
     
     
      x\X
     
     
      <
     
     
      1/2]
     
     
      =
     
     
      2P[X
     
     
      <
     
     
      x]
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      1/2
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x\A)
     
     
      =
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      2x
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      1/2
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      1/2
     
     
      Définition
     
     
      1.2.4
     
     
      Si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      Sx
     
     
      des
     
     
      valeurs
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      peut
     
     
      prendre
     
     
      est
     
     
      fini
     
     
      ou
     
     
      infini
     
     
      dénombrable,
     
     
      on
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      discrète
     
     
      ou
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      discret.
     
     
      Définition
     
     
      1.2.5
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      discrè
     
     
      ɐ
     
     
      te
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      Px(xk)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      k
     
     
      ]
     
     
      Vx
     
     
      fc
     
     
      6
     
     
      S
     
     
      x
     
     
      (1.23)
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      13
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      Propriétés:
     
     
      a)
     
     
      px(xk)
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      Væ
     
     
      fc
     
     
      ;
     
     
      b)
     
     
      E
     
     
      Xk
     
     
      eS
     
     
      x
     
     
      Px{xk)
     
     
      =
     
     
      1-
     
     
      ii)
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      Fx(x)=
     
     
      Px{xk)u{x
     
     
      -
     
     
      x
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      (1.24)
     
     
      où
     
     
      u(x)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      Heaviside
     
     
      4
     
     
      ,
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      u(x)
     
     
      0
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.25)
     
     
      iii) 
     
     
      Généralisation:
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      un
     
     
      événement
     
     
      A
     
     
      ayant
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      positive,
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      Px{x\A)
     
     
      P[{X
     
     
      =
     
     
      x}DA]
     
     
      P
     
     
      [
     
     
      A
     
     
      ]
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      6
     
     
      )
     
     
      E
     
     
      x
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      3
     
     
      U
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      c
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      q
     
     
      b
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      b
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      c
     
     
      h
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      o
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      b
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      r
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      ɐ
     
     
      ges.
     
     
      On
     
     
      tire
     
     
      une
     
     
      boule
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fois,
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      et
     
     
      sans
     
     
      remise,
     
     
      jusqu
     
     
      ’
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      obtienne
     
     
      une
     
     
      boule
     
     
      blanche.
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      tirages
     
     
      nécessaires
     
     
      pour
     
     
      terminer
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire.
     
     
      On
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      12
     
     
      3
     
     
      4
     
     
      S
     
     
      Px(x)
     
     
      j
     
     
      (l)(i)
     
     
      (i)
     
     
      (?)(»)
     
     
      (i)
     
     
      (?)
     
     
      (A)
     
     
      1
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      2
     
     
      3
     
     
      4
     
     
      Fx(x)
     
     
      f
     
     
      (§)
     
     
      +
     
     
      (§)(!)
     
     
      (
     
     
      l)
     
     
      +
     
     
      (i)(?)
     
     
      +
     
     
      (I)(?)(ïs)
     
     
      i
     
     
      Enfin,
     
     
      soit
     
     
      A:
     
     
      la
     
     
      première
     
     
      boule
     
     
      blanche
     
     
      est
     
     
      obtenue
     
     
      au
     
     
      bout
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      deux
     
     
      tirages.
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      P[A]
     
     
      —
     
     
      Fx(2)
     
     
      =
     
     
      |
     
     
      +
     
     
      |
     
     
      x
     
     
      |
     
     
      =
     
     
      ||
     
     
      et
     
     
      X
     
     
      1
     
     
      2
     
     
      E
     
     
      Px(x\A)
     
     
      7
     
     
      a
     
     
      _lû
     
     
      _
     
     
      _
     
     
      1Q_
     
     
      1
     
     
      4
     
     
      01iver
     
     
      Heaviside,
     
     
      1850-1925,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      Angleterre.
     
     
      Physicien
     
     
      qui
     
     
      travailla
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      domaine
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      électromagnétisme.
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      inventé
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      opérationnel
     
     
      pour
     
     
      résoudre
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      ordinaires.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Variables
     
     
      aléatoires
     
     
      discrètes
     
     
      importantes
     
     
      i)
     
     
      Loi
     
     
      de
     
     
      Bernoulli
     
     
      5
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      suit
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      de
     
     
      Bernoulli
     
     
      de
     
     
      paramètre
     
     
      p,
     
     
      où
     
     
      p
     
     
      est
     
     
      appelé
     
     
      probabilité
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      succès,
     
     
      si
     
     
      Px(x)
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      x
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      p)
     
     
      1_x
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      1
     
     
      (1-27)
     
     
      ii)
     
     
      Loi
     
     
      binomiale
     
     
      de
     
     
      paramètres
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      p:
     
     
      Sx
     
     
      =
     
     
      {0,1,...,
     
     
      n}
     
     
      et
     
     
      p
     
     
      x
     
     
      (x)=
     
     
      rW-p)"-*
     
     
      (1.28)
     
     
      On écrit:
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      B(n,p).
     
     
      Des
     
     
      valeurs
     
     
      de
     
     
      sa
     
     
      fonction
     
     
      de 
     
     
      répartition
     
     
      sont
     
     
      données
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      tableau
     
     
      A.l.
     
     
      iii) 
     
     
      Loi
     
     
      géométrique
     
     
      de
     
     
      paramètre
     
     
      p:
     
     
      S
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      {1,2,...}
     
     
      et
     
     
      p
     
     
      x
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      (1
     
     
      -p)
     
     
      k~
     
     
      l
     
     
      p
     
     
      (1.29)
     
     
      On
     
     
      écrit:
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      Géom(p).
     
     
      iv)
     
     
      Loi
     
     
      de
     
     
      Poisson
     
     
      6
     
     
      de
     
     
      paramètre
     
     
      A
     
     
      >
     
     
      0:
     
     
      S
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      {0,1,...}
     
     
      et
     
     
      Px(x)
     
     
      =
     
     
      e_A
     
     
      ~[
     
     
      (
     
     
      L3
     
     
      °)
     
     
      On
     
     
      écrit:
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      Poi(A).
     
     
      Sa
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      est
     
     
      donnée,
     
     
      pour
     
     
      quelques
     
     
      valeurs
     
     
      de
     
     
      A,
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      tableau
     
     
      A.
     
     
      2.
     
     
      Approximation
     
     
      de
     
     
      Poisson.
     
     
      Si
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      suffisamment
     
     
      grand
     
     
      (>
     
     
      20)
     
     
      et
     
     
      p
     
     
      assez
     
     
      petit
     
     
      (<
     
     
      0,05),
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      P[B(n,p)
     
     
      =
     
     
      k]
     
     
      c±
     
     
      P[Poi(\
     
     
      =
     
     
      np)
     
     
      =
     
     
      k]
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      0,1,...
     
     
      ,n
     
     
      (1.31)
     
     
      Si
     
     
      le
     
     
      paramètre
     
     
      p
     
     
      est
     
     
      supérieur
     
     
      à
     
     
      1/2,
     
     
      on
     
     
      procède
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      P[B(n,p)
     
     
      =
     
     
      k]
     
     
      =
     
     
      P[B(n,
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      p)
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      -
     
     
      fc]
     
     
      ~
     
     
      P[Poi(A
     
     
      =
     
     
      n(l
     
     
      —
     
     
      p))
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      k]
     
     
      (L32)
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      p
     
     
      >
     
     
      1/2,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      aussi:
     
     
      P[B(n,p)<k]
     
     
      =
     
     
      P[B(n,
     
     
      1
     
     
      —
     
     
      p)
     
     
      >
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      k]
     
     
      ~
     
     
      P[Poi(A
     
     
      =
     
     
      n(l
     
     
      —
     
     
      p))
     
     
      >
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      k]
     
     
      (1.33)
     
     
      5
     
     
      Jacques
     
     
      Bernoulli,
     
     
      1654-1705,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      Suisse.
     
     
      Son
     
     
      important
     
     
      livre
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      probabilités
     
     
      fut
     
     
      publié
     
     
      huit
     
     
      ans
     
     
      après
     
     
      sa
     
     
      mort.
     
     
      6
     
     
      Voir
     
     
      la
     
     
      p.
     
     
      263.
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      Exemple
     
     
      1.2.4
     
     
      Supposons
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      refait
     
     
      20
     
     
      fois
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ex
     
     
      ɐ
     
     
      emple
     
     
      1.2.3
     
     
      et
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      compte
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      fois,
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      dénote
     
     
      par
     
     
      X,
     
     
      où
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      obtenu
     
     
      une
     
     
      première
     
     
      boule
     
     
      blanche
     
     
      lors
     
     
      du
     
     
      quatrième
     
     
      tirage.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      B(n
     
     
      =
     
     
      20,
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      1/56).
     
     
      On
     
     
      calcule
     
     
      ^-(S)
     
     
      +»tè)
     
     
      ~
     
     
      0,9510
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      de
     
     
      Poisson
     
     
      donne
     
     
      P[X
     
     
      <
     
     
      1]
     
     
      ~
     
     
      P[Y
     
     
      <
     
     
      1],
     
     
      où
     
     
      V
     
     
      ~
     
     
      Poi(20/56)
     
     
      =
     
     
      e-
     
     
      5
     
     
      /
     
     
      14
     
     
      +
     
     
      e-
     
     
      5
     
     
      /
     
     
      14
     
     
      ^
     
     
      ~
     
     
      0,9496
     
     
      Définition
     
     
      1.2.6
     
     
      Une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      continue
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      qui
     
     
      peut
     
     
      prendre
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      infini
     
     
      non
     
     
      dénombrable
     
     
      de
     
     
      valeurs
     
     
      et
     
     
      dont
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      Fx
     
     
      est
     
     
      continue.
     
     
      Définition
     
     
      1.2.7
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      (de
     
     
      probabilité)
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      conɐ
     
     
      tinue
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      (en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      où
     
     
      la
     
     
      dérivée
     
     
      existe)
     
     
      par
     
     
      fx(x)
     
     
      =
     
     
      (1.34)
     
     
      Remarque.
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      fx(x)
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      x\
     
     
      pour
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continue,
     
     
      puisque
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      x]
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      V:r
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cas.
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      interprétation
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      donner
     
     
      à
     
     
      fx(x)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      suivante:
     
     
      fx(x)
     
     
      -
     
     
      P
     
     
      [x
     
     
      —
     
     
      ^
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      +
     
     
      e
     
     
      (1.35)
     
     
      où
     
     
      e
     
     
      >
     
     
      0.
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      égalité
     
     
      est
     
     
      obtenue
     
     
      en
     
     
      prenant
     
     
      la
     
     
      limite
     
     
      lorsque
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      0.
     
     
      Propriétés,
     
     
      i)
     
     
      fx(x)
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (par
     
     
      la 
     
     
      formule
     
     
      (1.35),
     
     
      ou
     
     
      encore
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (1.34),
     
     
      car
     
     
      Fx
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      non
     
     
      décroissante).
     
     
      ii)
     
     
      On
     
     
      déduit
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (1.34)
     
     
      que
     
     
      Fx
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      [
     
     
      fx(t)dt
     
     
      J
     
     
      —
     
     
      OC
     
     
      (1.36)
     
     
      fx(x)dx
     
     
      1
     
     
      Il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      ensuit
     
     
      que
     
     
      (1.37)
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      aussi:
     
     
      b]
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (b)-F
     
     
      x
     
     
      (a)=
     
     
      f
     
     
      b
     
     
      f
     
     
      x
     
     
      (x)
     
     
      J
     
     
      a
     
     
      P[a<X
     
     
      <
     
     
      Donc,
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      prenne
     
     
      une
     
     
      valeur
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      (a,
     
     
      6]
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      aire
     
     
      sous
     
     
      la
     
     
      courbe
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      fx(x)
     
     
      de
     
     
      a
     
     
      à
     
     
      b.
     
     
      Définition
     
     
      1.2.8
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      con
     
     
      ɐ
     
     
      tinue
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      P[A]
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      fx(x\A)
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x\A
     
     
      )
     
     
      (1.39)
     
     
      Remarque.
     
     
      On
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      fx(x\A)
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      exprimée
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      fx(x\A)
     
     
      (1.40)
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      Sx
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      A
     
     
      se
     
     
      produit.
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      si 
     
     
      S
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      [0,1]
     
     
      et
     
     
      A
     
     
      =
     
     
      {X
     
     
      <
     
     
      1/2},
     
     
      alors
     
     
      S
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      [0,1/2),
     
     
      où
     
     
      Y
     
     
      :=
     
     
      X\A.
     
     
      Remarque.
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      qui
     
     
      peut
     
     
      prendre
     
     
      une
     
     
      nombre
     
     
      infini
     
     
      non
     
     
      dénom
     
     
      ɐ
     
     
      brable
     
     
      de
     
     
      valeurs,
     
     
      mais
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      Fx
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      continue,
     
     
      alors
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      mixte.
     
     
      Un
     
     
      exemple
     
     
      de
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      mixte
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      quantité
     
     
      X
     
     
      (en
     
     
      mm)
     
     
      de
     
     
      pluie
     
     
      ou
     
     
      de
     
     
      neige
     
     
      qui
     
     
      tombera
     
     
      pendant
     
     
      une
     
     
      journée
     
     
      quelconque
     
     
      dans
     
     
      une
     
     
      région
     
     
      donnée.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      certainement:
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      0]
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continue
     
     
      (puisque
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      0]
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      v.
     
     
      a. 
     
     
      continue).
     
     
      Elle
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      discret
     
     
      non
     
     
      plus,
     
     
      car
     
     
      elle
     
     
      peut
     
     
      (théoriquement)
     
     
      prendre
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      importe
     
     
      quelle
     
     
      valeur
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      [0,
     
     
      oo).
     
     
      Exemple
     
     
      1.2.5
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      1/4
     
     
      si
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      fx(x)
     
     
      =
     
     
      <
     
     
      l/(2x)
     
     
      si
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      e
     
     
      0
     
     
      ailleurs
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      vérifier
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      fx
     
     
      est
     
     
      non
     
     
      négative
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      son
     
     
      intégrale
     
     
      sur
     
     
      IR
     
     
      est
     
     
      bien
     
     
      égale
     
     
      à
     
     
      1.
     
     
      Notons
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      est
     
     
      discontinue
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (et
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      e),
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      permis.
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      On
     
     
      calcule
     
     
      Fx(x)
     
     
      0
     
     
      (x
     
     
      +
     
     
      l)/4
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      \nx)/2
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      — 
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      e
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      e
     
     
      Notons
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      Fx
     
     
      est
     
     
      bien
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      continue.
     
     
      Finalement,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      calculer
     
     
      Fx{x\X
     
     
      <
     
     
      0)
     
     
      et
     
     
      dériver
     
     
      cette
     
     
      fonction
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      fx(x\X
     
     
      <
     
     
      0).
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      toutefois
     
     
      plus
     
     
      efficace
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      simplement
     
     
      P[X
     
     
      <
     
     
      0]
     
     
      =
     
     
      1/4
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      poser
     
     
      que
     
     
      fx(x\X
     
     
      <
     
     
      0)
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      0
     
     
      ailleurs
     
     
      Notons
     
     
      finalement
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      fx{x\X
     
     
      <
     
     
      0)
     
     
      satisfait
     
     
      aussi
     
     
      aux
     
     
      deux
     
     
      propriétés
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      de
     
     
      probabilité:
     
     
      elle
     
     
      est
     
     
      non
     
     
      négative
     
     
      et
     
     
      son
     
     
      intégrale
     
     
      sur
     
     
      IR
     
     
      est
     
     
      égale
     
     
      à
     
     
      1.
     
     
      Variables
     
     
      aléatoires
     
     
      continues
     
     
      importantes
     
     
      i)
     
     
      Loi
     
     
      uniforme
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      [a,
     
     
      b}:
     
     
      fx(x)
     
     
      —
     
     
      {b
     
     
      —
     
     
      a)
     
     
      -1
     
     
      pour
     
     
      a
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      b
     
     
      (1.41)
     
     
      Notation:
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      U[a,
     
     
      &].
     
     
      ii)
     
     
      Loi
     
     
      exponentielle
     
     
      de
     
     
      paramètre
     
     
      A
     
     
      >
     
     
      0:
     
     
      fx{x)
     
     
      =
     
     
      \e~
     
     
      Xx
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.42)
     
     
      Notation:
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      Exp(A).
     
     
      iii) 
     
     
      Loi
     
     
      gamma
     
     
      de
     
     
      paramètres
     
     
      a
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      A
     
     
      >
     
     
      0:
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      Ae_Ax
     
     
      (Ax)
     
     
      a_1
     
     
      fx{x)
     
     
      =
     
     
      ------
     
     
      =T7
     
     
      —
     
     
      ------
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.43)
     
     
      r(a)
     
     
      où
     
     
      T(a)
     
     
      =
     
     
      (a
     
     
      -
     
     
      1)!
     
     
      si
     
     
      a
     
     
      e
     
     
      IN.
     
     
      Notation:
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      G(o,
     
     
      A).
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      -1
     
     
      x
     
     
      Figure
     
     
      1.5:
     
     
      Loi
     
     
      gaussienne
     
     
      centrée
     
     
      réduite.
     
     
      iv)
     
     
      Loi
     
     
      gaussienne
     
     
      7
     
     
      de
     
     
      paramètres
     
     
      /x
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      a
     
     
      >
     
     
      0:
     
     
      fx(x)
     
     
      =
     
     
      yjzixo
     
     
      (x
     
     
      ~
     
     
      P)
     
     
      2
     
     
      ‘
     
     
      la
     
     
      2
     
     
      pour
     
     
      x
     
     
      E
     
     
      IR
     
     
      (1-44)
     
     
      Notation:
     
     
      X
     
     
      N
     
     
      (g,
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      ).
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      où
     
     
      /x
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (fig.
     
     
      1.5),
     
     
      X
     
     
      porte
     
     
      le
     
     
      nom
     
     
      de
     
     
      loi
     
     
      gaussienne
     
     
      centrée
     
     
      réduite
     
     
      (
     
     
      standard
     
     
      ,
     
     
      en
     
     
      anglais).
     
     
      Sa
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      est
     
     
      dénotée
     
     
      par
     
     
      T:
     
     
      (1.45)
     
     
      Les
     
     
      valeurs
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      fonction
     
     
      sont
     
     
      présentées
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      tableau
     
     
      A.
     
     
      3,
     
     
      pour
     
     
      z
     
     
      >
     
     
      0.
     
     
      Par
     
     
      symétrie,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      $(
     
     
      —
     
     
      z)
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      —
     
     
      $(2).
     
     
      ii)
     
     
      Si
     
     
      on
     
     
      définit
     
     
      Y
     
     
      —
     
     
      aX
     
     
      +
     
     
      b,
     
     
      où
     
     
      X
     
     
      suit
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      N(/x,
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      ),
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      Y
     
     
      ~
     
     
      N(a/x
     
     
      +
     
     
      b,a
     
     
      2
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      ).
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      Z
     
     
      (X
     
     
      —
     
     
      n)/a
     
     
      ~
     
     
      N(0,
     
     
      1).
     
     
      Transformations.
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.,
     
     
      alors
     
     
      toute
     
     
      transformation
     
     
      g(X),
     
     
      o
     
     
      ù
     
     
      g
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      f
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      c
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      à
     
     
      v
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      s
     
     
      r
     
     
      é
     
     
      e
     
     
      l
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      d
     
     
      é
     
     
      f
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      I
     
     
      R
     
     
      ,
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      a
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      v
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      a
     
     
      b
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      é
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      o
     
     
      i
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      7
     
     
      C
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      l
     
     
      F
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      c
     
     
      h
     
     
      G
     
     
      a
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      s
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      7
     
     
      7
     
     
      7
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      8
     
     
      5
     
     
      5
     
     
      ,
     
     
      n
     
     
      é
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      m
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      A
     
     
      l
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      a
     
     
      g
     
     
      n
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      I
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      é
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      é
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      o
     
     
      m
     
     
      b
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      u
     
     
      x
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      a
     
     
      v
     
     
      a
     
     
      u
     
     
      x
     
     
      s
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      a
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      o
     
     
      m
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      p
     
     
      h
     
     
      y
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      ,
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      d
     
     
      é
     
     
      c
     
     
      o
     
     
      u
     
     
      v
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      m
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      h
     
     
      é
     
     
      m
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      m
     
     
      p
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      ɐ
     
     
      tantes.
     
     
      Il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      intéressé,
     
     
      en
     
     
      particulier,
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      algèbre 
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      géométrie.
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      introduit
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      des
     
     
      erreurs,
     
     
      qui
     
     
      porte
     
     
      maintenant
     
     
      son
     
     
      nom,
     
     
      comme
     
     
      modèle
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      erreurs
     
     
      des
     
     
      observations
     
     
      en
     
     
      astronomie.
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      Proposition
     
     
      1.2.2
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      y
     
     
      —
     
     
      g(x)
     
     
      est
     
     
      bijective.
     
     
      Alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      de
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      fy(y)
     
     
      =
     
     
      fx
     
     
      (
     
     
      g
     
     
      \y))
     
     
      9
     
     
      \y)
     
     
      dy
     
     
      (1.46)
     
     
      pour
     
     
      y
     
     
      G
     
     
      [5(a),
     
     
      5(b)]
     
     
      (respectivement
     
     
      [g(b),
     
     
      fif(a)])
     
     
      si
     
     
      g
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      stricte
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      croissante
     
     
      (resp.
     
     
      décroissante
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      Sx
     
     
      =
     
     
      [a,
     
     
      b].
     
     
      Exemple
     
     
      1.2.6
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      U(0,
     
     
      1)
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      définit
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      que
     
     
      I
     
     
      y
     
     
      (y)
     
     
      =
     
     
      fx
     
     
      (lu
     
     
      y)
     
     
      1
     
     
      y
     
     
      pour
     
     
      y
     
     
      G
     
     
      (l,e).
     
     
      Définition
     
     
      1.2.9
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      mathématique
     
     
      (ou
     
     
      la
     
     
      moyenne
     
     
      j
     
     
      E[X]
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      O
     
     
      O
     
     
      E[X
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      x
     
     
      kPx{xk)
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (cas
     
     
      discret)
     
     
      (1.47)
     
     
      roc
     
     
      E[X]=
     
     
      /
     
     
      x
     
     
      fx(x)
     
     
      dx
     
     
      J
     
     
      —
     
     
      0
     
     
      0
     
     
      (cas
     
     
      continu)
     
     
      (1.48)
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      Généralisation:
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      (mathématique)
     
     
      con
     
     
      ɐ
     
     
      ditionnelle
     
     
      E[A|A]
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      un
     
     
      événement
     
     
      A,
     
     
      en
     
     
      remplaçant
     
     
      px(x)
     
     
      par
     
     
      px{x\A)
     
     
      ou
     
     
      fx(x)
     
     
      par
     
     
      fx(x\A)
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      définition.
     
     
      ii)
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      opérateur
     
     
      mathématique
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      linéaire.
     
     
      Proposition
     
     
      1.2.3
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      mathématique
     
     
      de
     
     
      g(X)
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      ou
     
     
      OO
     
     
      E[g(X)]
     
     
      =
     
     
      g(xk)px{xk
     
     
      )
     
     
      (cas
     
     
      discret)
     
     
      fc=
     
     
      1
     
     
      /
     
     
      OO
     
     
      g(x)
     
     
      fx(x)dx
     
     
      -00
     
     
      (1.49)
     
     
      (cas
     
     
      continu)
     
     
      (1.50)
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      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Remarque.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      calculer
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      mathématique
     
     
      de
     
     
      g(X)
     
     
      en
     
     
      condi
     
     
      ɐ
     
     
      tionnant
     
     
      ,
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      E[g{X)]
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      /
     
     
      mX)\B
     
     
      i
     
     
      ]P[B
     
     
      i
     
     
      ]
     
     
      (1.51)
     
     
      i=
     
     
      1
     
     
      o
     
     
      ù
     
     
      Bi,B
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      partition
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S.
     
     
      Les
     
     
      deux
     
     
      prochaines
     
     
      définitions
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      cas
     
     
      particuliers
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      moyenne
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      transformation
     
     
      g(X)
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X.
     
     
      Définition
     
     
      1.2.10
     
     
      Le
     
     
      k
     
     
      e
     
     
      moment
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      origine
     
     
      est
     
     
      donné
     
     
      par
     
     
      E[X
     
     
      k
     
     
      ],
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      —
     
     
      0,1,2,...
     
     
      Définition
     
     
      1.2.11
     
     
      La
     
     
      variance
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      quantité
     
     
      non
     
     
      négative
     
     
      V[X\
     
     
      =
     
     
      E[(X
     
     
      -
     
     
      E[X))
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      (1.52)
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      L'écart-type
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      ET[X]
     
     
      =
     
     
      {V[X))
     
     
      x
     
     
      ^
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      unités
     
     
      de
     
     
      ET[X]
     
     
      et
     
     
      celles
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      mêmes.
     
     
      ii)
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      aussi
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      variance
     
     
      en
     
     
      conditionnant
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      partition
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S,
     
     
      en
     
     
      utilisant
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (1.52):
     
     
      V[X]
     
     
      =
     
     
      jrE[(X
     
     
      -
     
     
      E[X])
     
     
      2
     
     
      \Bi]P[Bi)
     
     
      i
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      iii) 
     
     
      Généralisation:
     
     
      la
     
     
      variance
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      un
     
     
      événe
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      A,
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      V[X\A]
     
     
      =
     
     
      E[(X
     
     
      -
     
     
      E[X\A\)
     
     
      2
     
     
      \A]
     
     
      (1.53)
     
     
      Proposition
     
     
      1.2.4
     
     
      i)
     
     
      V[aX
     
     
      +
     
     
      b]
     
     
      =
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      V[X
     
     
      ]
     
     
      Va,
     
     
      b
     
     
      €
     
     
      IR.
     
     
      ii)
     
     
      V[X]
     
     
      =
     
     
      E[X
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      -
     
     
      (E[X})
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      Exemple
     
     
      1.2.7
     
     
      La
     
     
      moyenne
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Y
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.2.6
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      E[Y]
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      y-dy
     
     
      =
     
     
      e-l
     
     
      Ji
     
     
      y
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      Il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      ensuit
     
     
      que
     
     
      V[Y]
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      (e
     
     
      -
     
     
      l)
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      Soit
     
     
      maintenant
     
     
      Z
     
     
      :=
     
     
      lnV;
     
     
      on
     
     
      a:
     
     
      —
     
     
      e
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      4e
     
     
      —
     
     
      3
     
     
      2
     
     
      ~
     
     
      0,2420
     
     
      ln
     
     
      y-dy
     
     
      y
     
     
      Qny)
     
     
      2
     
     
      2
     
     
      e
     
     
      1
     
     
      î
     
     
      2
     
     
      Notons
     
     
      que
     
     
      Z
     
     
      est
     
     
      identique
     
     
      à
     
     
      la 
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.2.6,
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      moyenne
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      U(0,
     
     
      1)
     
     
      est
     
     
      bien
     
     
      égale
     
     
      à
     
     
      1/2.
     
     
      Un
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      très
     
     
      important
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      mathématique
     
     
      E[g(X
     
     
      )]
     
     
      est
     
     
      celui
     
     
      où
     
     
      g(X)
     
     
      =
     
     
      e^
     
     
      uX
     
     
      .
     
     
      Définition
     
     
      1.2.12
     
     
      On
     
     
      appelle
     
     
      fonction
     
     
      caractéristique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      C
     
     
      x
     
     
      (ui)
     
     
      =
     
     
      E[ei
     
     
      “
     
     
      x
     
     
      ]
     
     
      (1.54)
     
     
      OÙ
     
     
      j
     
     
      —
     
     
      y/
     
     
      —
     
     
      ï.
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continue,
     
     
      alors
     
     
      C'x{x>)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      transformée
     
     
      de
     
     
      Fourier
     
     
      8
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      fx{x):
     
     
      /
     
     
      OO
     
     
      e
     
     
      JÜJX
     
     
      f
     
     
      x
     
     
      (x)dx
     
     
      (1.55)
     
     
      -oo
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      inverser
     
     
      cette
     
     
      transformée
     
     
      de
     
     
      Fourier
     
     
      et
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      fx(x)
     
     
      =
     
     
      i-
     
     
      r
     
     
      e-j
     
     
      “
     
     
      x
     
     
      C
     
     
      x
     
     
      (u)düü
     
     
      (1.56)
     
     
      J
     
     
      —
     
     
      oo
     
     
      Puisque
     
     
      la
     
     
      transformée
     
     
      de
     
     
      Fourier
     
     
      est
     
     
      unique,
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      Cx(u>)
     
     
      caractérise
     
     
      entièrement
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X.
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      il
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      gaussienne
     
     
      centrée
     
     
      réduite
     
     
      qui
     
     
      possède
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      caractéristique
     
     
      C
     
     
      ’
     
     
      x
     
     
      (
     
     
      uj
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      e~
     
     
      u
     
     
      /
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      aussi
     
     
      se
     
     
      servir
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      Cx(x>)
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      les
     
     
      moments
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      ordre
     
     
      n
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X,
     
     
      et
     
     
      ce,
     
     
      généralement
     
     
      plus
     
     
      facilement
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      E[X
     
     
      n
     
     
      ]
     
     
      (pour
     
     
      ne
     
     
      {2,3,...}).
     
     
      8
     
     
      Joseph
     
     
      Fourier
     
     
      (baron),
     
     
      1768-1830,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      France.
     
     
      Il
     
     
      enseigna
     
     
      au
     
     
      Collège
     
     
      de 
     
     
      France
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      École
     
     
      Polytechnique.
     
     
      Dans
     
     
      son
     
     
      œuvre
     
     
      principale,
     
     
      la
     
     
      Théorie
     
     
      analytique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      chaleur,
     
     
      publiée
     
     
      en
     
     
      1822,
     
     
      il
     
     
      utilisa
     
     
      largement
     
     
      les
     
     
      séries
     
     
      qui
     
     
      portent
     
     
      maintenant
     
     
      son
     
     
      nom,
     
     
      mais
     
     
      dont
     
     
      il
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      inventeur.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Proposition
     
     
      1.2.5
     
     
      Si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      mathématique
     
     
      E[X
     
     
      n
     
     
      ]
     
     
      existe
     
     
      et
     
     
      est
     
     
      finie
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      ne
     
     
      {1,2,...},
     
     
      alors
     
     
      f
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      57
     
     
      '
     
     
      Remarque.
     
     
      Le
     
     
      tableau
     
     
      1.1
     
     
      donne
     
     
      la
     
     
      moyenne,
     
     
      la
     
     
      variance
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      caractéristique
     
     
      des
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      discrètes
     
     
      et
     
     
      continues
     
     
      mentionnées
     
     
      précédemment.
     
     
      Tableau
     
     
      1.1:
     
     
      Moyennes,
     
     
      variances
     
     
      et
     
     
      fonctions
     
     
      caractéristiques
     
     
      des
     
     
      princi
     
     
      ɐ
     
     
      pales
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      Loi
     
     
      Moyenne
     
     
      Variance
     
     
      Fonction
     
     
      caractéristique
     
     
      Bernoulli
     
     
      P
     
     
      pq
     
     
      pe?
     
     
      u
     
     
      +
     
     
      q
     
     
      B
     
     
      (n,p)
     
     
      np
     
     
      npq
     
     
      (pe>
     
     
      w
     
     
      +
     
     
      q)
     
     
      n
     
     
      Géom(p)
     
     
      l/p
     
     
      q/p
     
     
      2
     
     
      pe
     
     
      ]UJ
     
     
      1
     
     
      —
     
     
      qei
     
     
      u
     
     
      Poi(A)
     
     
      A
     
     
      A
     
     
      exp{A(e
     
     
      Ja;
     
     
      —
     
     
      1)}
     
     
      U[a,
     
     
      6]
     
     
      a
     
     
      +
     
     
      b
     
     
      (b
     
     
      -
     
     
      a)
     
     
      2
     
     
      g
     
     
      jub
     
     
      _
     
     
      g
     
     
      ju;a
     
     
      2
     
     
      12
     
     
      ju(b
     
     
      -
     
     
      a)
     
     
      Exp(A)
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      X
     
     
      Â
     
     
      Â2
     
     
      X-ju
     
     
      G(
     
     
      q
     
     
      ,A)
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      (
     
     
      X
     
     
      y
     
     
      X
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      V
     
     
      a
     
     
      -
     
     
      joj)
     
     
      N(/i,cr
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      P
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      exp
     
     
      {jaip
     
     
      —
     
     
      ^u;
     
     
      2
     
     
      cr
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      Plusieurs
     
     
      auteurs
     
     
      préfèrent 
     
     
      travailler
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      suivante 
     
     
      qui,
     
     
      comme
     
     
      son
     
     
      nom
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      indique,
     
     
      permet
     
     
      aussi
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      les
     
     
      moments
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire.
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      Définition
     
     
      1.2.13
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      génératrice
     
     
      des
     
     
      moments
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      définie,
     
     
      si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      mathématique
     
     
      existe,
     
     
      par
     
     
      Mx(t
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      E[e
     
     
      tX
     
     
      }.
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continue
     
     
      et
     
     
      non
     
     
      négative,
     
     
      M\(t)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      transformée
     
     
      de
     
     
      Laplace
     
     
      9
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      fx{x).
     
     
      ii)
     
     
      Correspondant
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (1.57),
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      E
     
     
      [V
     
     
      n
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      ^
     
     
      M
     
     
      x
     
     
      (t)
     
     
      |
     
     
      t=0
     
     
      pour
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      1,2,...
     
     
      (1.58)
     
     
      Exemple
     
     
      1.2.8
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      Poi(A),
     
     
      on
     
     
      calcule
     
     
      M
     
     
      x
     
     
      (t)
     
     
      =
     
     
      E
     
     
      fc
     
     
      =0
     
     
      etk
     
     
      e~
     
     
      x
     
     
      A*
     
     
      Jï
     
     
      OO
     
     
      =-
     
     
      A
     
     
      E
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      (e*A)
     
     
      fc
     
     
      k\
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      A
     
     
      exp(e
     
     
      t
     
     
      A)
     
     
      On
     
     
      déduit
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      formule
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équation
     
     
      (1.58)
     
     
      que
     
     
      E[X]
     
     
      =
     
     
      M'
     
     
      x
     
     
      (
     
     
      0)
     
     
      =
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      E[X
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      V[X\
     
     
      =
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      —
     
     
      (A)
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      A.
     
     
      Notons
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      E[X
     
     
      2
     
     
      ],
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      procéder
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      E[X
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      fc
     
     
      =0
     
     
      E
     
     
      ~kï
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      X
     
     
      k
     
     
      W^ïÿ.
     
     
      -----
     
     
      =
     
     
      6
     
     
      ->
     
     
      a
     
     
      y
     
     
      —
     
     
      ...
     
     
      xk
     
     
      ...
     
     
      (k-
     
     
      1)!
     
     
      jfedA(fc-l)!
     
     
      -
     
     
      A
     
     
      AE(Ae
     
     
      A
     
     
      )-A
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      clair
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      plus
     
     
      facile
     
     
      de
     
     
      dériver
     
     
      deux
     
     
      fois
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      e
     
     
      A
     
     
      exp(e
     
     
      4
     
     
      A)
     
     
      que
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      évaluer
     
     
      la
     
     
      somme
     
     
      infinie
     
     
      ci-dessus.
     
     
      Lorsqu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      connaît
     
     
      pas
     
     
      la
     
     
      distribution
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      utiliser
     
     
      les
     
     
      inégalités
     
     
      suivantes
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      des
     
     
      bornes
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      de
     
     
      certains
     
     
      événements.
     
     
      Remarque.
     
     
      Le
     
     
      terme
     
     
      distribution
     
     
      (de
     
     
      probabilité)
     
     
      est
     
     
      utilisé
     
     
      pour
     
     
      désigner
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      ou
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire.
     
     
      9
     
     
      9
     
     
      Voir
     
     
      la
     
     
      p.
     
     
      1.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Proposition
     
     
      1.2.6
     
     
      a)
     
     
      (Inégalité
     
     
      de
     
     
      Markov
     
     
      10
     
     
      )
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      qui
     
     
      ne
     
     
      prend
     
     
      que
     
     
      des
     
     
      valeurs
     
     
      non
     
     
      négatives,
     
     
      alors
     
     
      P[X
     
     
      >
     
     
      c]
     
     
      <
     
     
      Vc
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.59)
     
     
      b)
     
     
      (Inégalité
     
     
      de
     
     
      Tchebychev
     
     
      11
     
     
      )
     
     
      Si
     
     
      E\Y]
     
     
      et
     
     
      V[Y]
     
     
      existent,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      a:
     
     
      P[\Y-E[Y}\
     
     
      >c]
     
     
      <
     
     
      Vc
     
     
      >
     
     
      0 
     
     
      (1.60)
     
     
      C
     
     
      1.3
     
     
      V
     
     
      ecteurs
     
     
      aléatoires
     
     
      Définition
     
     
      1.3.1
     
     
      Un
     
     
      vecteur
     
     
      aléatoire
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      X
     
     
      =
     
     
      (Xi,
     
     
      ...,
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      qui
     
     
      associe
     
     
      un
     
     
      vecteur
     
     
      (X
     
     
      x
     
     
      (s),
     
     
      ...
     
     
      ,X
     
     
      n
     
     
      (s))
     
     
      de
     
     
      nombres
     
     
      réels
     
     
      à
     
     
      chaque
     
     
      élément
     
     
      s
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      échantillon
     
     
      S
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      expérience
     
     
      aléatoire
     
     
      E.
     
     
      Chacune
     
     
      des
     
     
      composantes
     
     
      X^
     
     
      du
     
     
      vecteur
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléa
     
     
      ɐ
     
     
      toire.
     
     
      On
     
     
      désigne
     
     
      par
     
     
      Sx
     
     
      (C
     
     
      ïït
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      des
     
     
      valeurs
     
     
      possibles
     
     
      de
     
     
      X.
     
     
      Remarque.
     
     
      Comme
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      variables
     
     
      aléatoires,
     
     
      nous
     
     
      utiliserons
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      abrévia
     
     
      ɐ
     
     
      tion
     
     
      v.
     
     
      a.,
     
     
      pour
     
     
      vecteur
     
     
      aléatoire,
     
     
      puisqu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      risque
     
     
      de
     
     
      confusion
     
     
      entre
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      vecteur
     
     
      aléatoires.
     
     
      Vecteurs
     
     
      aléatoires
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      2
     
     
      Définition
     
     
      1.3.2
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      conjointe
     
     
      du
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      (A, 
     
     
      Y)
     
     
      est
     
     
      définie,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      couple
     
     
      (x,y)
     
     
      G
     
     
      IR
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      par
     
     
      F
     
     
      XtY
     
     
      (x,y)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      <x,Y
     
     
      <y\
     
     
      (1.61)
     
     
      Propriétés,
     
     
      i)
     
     
      F
     
     
      XtY
     
     
      (
     
     
      —
     
     
      oo,y)
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      y(x,
     
     
      —
     
     
      oo)
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      y
     
     
      (
     
     
      oo
     
     
      ,
     
     
      oo
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      ii)
     
     
      F
     
     
      XtY
     
     
      (xi,yi)
     
     
      <
     
     
      F
     
     
      X:Y
     
     
      (x
     
     
      2
     
     
      ,y
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      si
     
     
      xi
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      iii) 
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      lim
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      y(x
     
     
      +
     
     
      e,y)
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      y{x,y
     
     
      +
     
     
      e)
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      y(x,y)
     
     
      (1.62)
     
     
      e|0
     
     
      ej.0
     
     
      10
     
     
      Voir
     
     
      la
     
     
      p.
     
     
      87.
     
     
      11
     
     
      Pafnouti
     
     
      Lvovitch
     
     
      Tchebychev,
     
     
      1821-1894,
     
     
      né
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      Russie.
     
     
      En
     
     
      utilisant
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      inégalité
     
     
      qui
     
     
      porte
     
     
      son
     
     
      nom,
     
     
      il
     
     
      donna
     
     
      une
     
     
      preuve
     
     
      simple
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      des
     
     
      grands
     
     
      nombres.
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      aussi
     
     
      travaillé
     
     
      intensément
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      central
     
     
      limite.
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      Remarque.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      P[a
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      <
     
     
      b,c
     
     
      <Y
     
     
      <
     
     
      d\
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      y(b,d
     
     
      )
     
     
      -
     
     
      Ex,y
     
     
      (5,
     
     
      c)
     
     
      -
     
     
      Ex,y(a,d)
     
     
      +
     
     
      Ex,y(a,c)
     
     
      (1.63)
     
     
      où
     
     
      a, 
     
     
      6,
     
     
      c
     
     
      et
     
     
      d
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      constantes.
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      facile
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      obtenir
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      marginale
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      lorsqu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      connaît
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      y.
     
     
      En
     
     
      effet,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      <x,Y
     
     
      <
     
     
      oo]
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      y(x,
     
     
      oo) 
     
     
      (1.64)
     
     
      Définition
     
     
      1.3.3
     
     
      Un
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      2,
     
     
      Z
     
     
      =
     
     
      (A,
     
     
      Y),
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      discret
     
     
      si
     
     
      Sz
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      fini
     
     
      ou
     
     
      infini
     
     
      dénombrable
     
     
      de
     
     
      couples
     
     
      dans
     
     
      IR
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      Sz
     
     
      =
     
     
      SXxY
     
     
      =
     
     
      {(xj,y
     
     
      k
     
     
      ),j
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      2
     
     
      ,...
     
     
      ;
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ...}
     
     
      (1.65)
     
     
      Définition
     
     
      1.3.4
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      conjointe
     
     
      du
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      discret
     
     
      (X,
     
     
      Y)
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      Pxy
     
     
      (
     
     
      xj
     
     
      ,
     
     
      yk
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      P[{X
     
     
      =
     
     
      xj
     
     
      }
     
     
      n
     
     
      {Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      }]
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      Xj,Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      \
     
     
      (1.66)
     
     
      pour
     
     
      j,
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1,2,...
     
     
      Pour
     
     
      obtenir
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      marginale
     
     
      de
     
     
      A,
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      px,y,
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      la
     
     
      règle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      totale
     
     
      :
     
     
      OO
     
     
      OO
     
     
      Px
     
     
      (
     
     
      xj
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      P[x
     
     
      =
     
     
      Xj]
     
     
      =
     
     
      Y,
     
     
      P[{x
     
     
      =
     
     
      Xj}
     
     
      n
     
     
      {Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      }}
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      Px
     
     
      ,
     
     
      Y
     
     
      (
     
     
      xj
     
     
      ,
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      fc
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      fc
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (1.67)
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.1
     
     
      La
     
     
      généralisation
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      binomiale
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      bidimensionnel
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      conjointe
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      «■*<**■*»>
     
     
      -
     
     
      -»■
     
     
      -»)"■*"*■
     
     
      (
     
     
      L68
     
     
      >
     
     
      où
     
     
      xi
     
     
      ,
     
     
      X2
     
     
      G
     
     
      {0,
     
     
      1,...
     
     
      ,m}
     
     
      et
     
     
      æi
     
     
      +X
     
     
      2
     
     
      <
     
     
      m
     
     
      €
     
     
      IN.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      (Ai,
     
     
      A2)
     
     
      suit
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      trinomiale
     
     
      de
     
     
      paramètres
     
     
      m,
     
     
      p\
     
     
      et
     
     
      P
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      p
     
     
      k
     
     
      <
     
     
      1,
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1,2.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      généraliser
     
     
      encore
     
     
      plus
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      binomiale
     
     
      et
     
     
      obtenir
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      multinomiale
     
     
      (en
     
     
      n
     
     
      dimensions).
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Définition
     
     
      1.3.5
     
     
      Un
     
     
      vecteur
     
     
      aléatoire
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      2,
     
     
      Z
     
     
      =
     
     
      (X,Y),
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      continu
     
     
      si
     
     
      Sz
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      sous-ensemble
     
     
      infini
     
     
      non
     
     
      dénombrable
     
     
      de
     
     
      IR
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      (
     
     
      On
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      deux
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      continues.)
     
     
      Remarque.
     
     
      On
     
     
      ne
     
     
      considérera
     
     
      pas
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      livre
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      des
     
     
      vecteurs
     
     
      aléatoires
     
     
      dont
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      une
     
     
      des
     
     
      composantes
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      mixte.
     
     
      Définition
     
     
      1.3.6
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      (de
     
     
      probabilité)
     
     
      conjointe
     
     
      du
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continu
     
     
      Z
     
     
      =
     
     
      (X,Y)
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      d
     
     
      2
     
     
      fx,y
     
     
      (
     
     
      x
     
     
      »
     
     
      V)
     
     
      =
     
     
      (l-
     
     
      69
     
     
      )
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      couple
     
     
      où
     
     
      la
     
     
      dérivée
     
     
      existe.
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      Correspondant
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (1.67),
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      (de
     
     
      probabilité)
     
     
      marginale
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      obtenue
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      /
     
     
      OO
     
     
      fx,y(x,y)dy
     
     
      (1.70)
     
     
      -OO
     
     
      où
     
     
      on
     
     
      intègre
     
     
      en
     
     
      pratique
     
     
      sur
     
     
      toutes
     
     
      les
     
     
      valeurs
     
     
      que
     
     
      Y
     
     
      peut
     
     
      prendre
     
     
      lorsque
     
     
      X
     
     
      =
     
     
      x.
     
     
      ii)
     
     
      La
     
     
      probabilité
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      {Z
     
     
      €
     
     
      A},
     
     
      où
     
     
      A
     
     
      C
     
     
      Sz,
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      calculée
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      P[Z
     
     
      G
     
     
      A\
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      (
     
     
      f
     
     
      X
     
     
      y(x,y)dxdy
     
     
      (1.71)
     
     
      A'
     
     
      iii)
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      du
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continu
     
     
      (A,
     
     
      Y)
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      F
     
     
      X
     
     
      ,y(x,y)=f
     
     
      f
     
     
      f
     
     
      x
     
     
      ,y{u,v)
     
     
      dudv
     
     
      (1.72)
     
     
      J
     
     
      —
     
     
      OO
     
     
      J
     
     
      —
     
     
      OO
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      discret,
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      ci-dessus
     
     
      devient
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      ,y(x,y)
     
     
      =
     
     
      ^2
     
     
      Px,y(x
     
     
      j,yk)
     
     
      Xj<xyk<y
     
     
      (1.73)
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      Exemple
     
     
      1.3.2
     
     
      Le
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continu
     
     
      (A, 
     
     
      Y)
     
     
      possède
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      jointe
     
     
      ln
     
     
      xx
     
     
      si
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      e,
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      fx,y(x,y)
     
     
      =
     
     
      On
     
     
      calcule
     
     
      et
     
     
      0
     
     
      ailleurs
     
     
      x
     
     
      \nx
     
     
      l
     
     
      ln
     
     
      x
     
     
      si
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      e
     
     
      ln
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      ln
     
     
      2
     
     
      x
     
     
      -----
     
     
      dx
     
     
      —
     
     
      -------
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      fy(y
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      <
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      ln
     
     
      x
     
     
      ln
     
     
      2
     
     
      x
     
     
      -----
     
     
      ax
     
     
      =
     
     
      ’
     
     
      y
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      ln
     
     
      y
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      e
     
     
      ailleurs
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.3
     
     
      Soit
     
     
      fx,y{x,v)
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      ye
     
     
      x
     
     
      six>0,
     
     
      0<y<l
     
     
      0
     
     
      a
     
     
      i
     
     
      l
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      s
     
     
      O
     
     
      n
     
     
      c
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      c
     
     
      u
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      a
     
     
      b
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      d
     
     
      f
     
     
      x
     
     
      (
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      /
     
     
      2
     
     
      y
     
     
      e
     
     
      x
     
     
      d
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      e
     
     
      x
     
     
      si
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      r
     
     
      o
     
     
      c
     
     
      fy{y)=
     
     
      2ye~
     
     
      x
     
     
      dy
     
     
      =
     
     
      2y
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      De
     
     
      plus,
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      !
     
     
      0
     
     
      six<0ouy<0
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      e
     
     
      ~
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      æ
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      ~
     
     
      x
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      y
     
     
      >
     
     
      1
     
     
      F
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      m
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      ,
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      c
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      c
     
     
      u
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      P
     
     
      [
     
     
      X
     
     
      +
     
     
      Y
     
     
      >
     
     
      1
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      P
     
     
      [
     
     
      X
     
     
      +
     
     
      Y
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      f
     
     
      1
     
     
      [
     
     
      I
     
     
      ~
     
     
      y
     
     
      2
     
     
      y
     
     
      e
     
     
      -
     
     
      X
     
     
      d
     
     
      x
     
     
      d
     
     
      y
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      r
     
     
      l
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      I
     
     
      2y(l-e
     
     
      y
     
     
      X
     
     
      )dy
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      (1
     
     
      -
     
     
      2e
     
     
      =
     
     
      2e"
     
     
      1
     
     
      con-
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Définition
     
     
      1.3.7
     
     
      Soit
     
     
      (X,
     
     
      Y)
     
     
      un
     
     
      vecteur
     
     
      aléatoire.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      indépendantes
     
     
      si
     
     
      Px,Y(xj,Vk)
     
     
      =
     
     
      Px(xj)PY(yk)
     
     
      si
     
     
      (X,
     
     
      Y)
     
     
      est
     
     
      discret
     
     
      (1-74) 
     
     
      ou
     
     
      fxy(
     
     
      x
     
     
      ,y)
     
     
      =
     
     
      fx{x)f
     
     
      Y
     
     
      {y
     
     
      )
     
     
      Si
     
     
      (X,
     
     
      Y)
     
     
      est
     
     
      continu
     
     
      (1.75)
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      De
     
     
      façon
     
     
      plus
     
     
      générale,
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      indépendantes
     
     
      si
     
     
      (et
     
     
      seulement
     
     
      si)
     
     
      P[X
     
     
      £
     
     
      A,
     
     
      Y
     
     
      £
     
     
      B]
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      £
     
     
      A]
     
     
      P
     
     
      [Y
     
     
      £
     
     
      B]
     
     
      (1.76)
     
     
      où
     
     
      A
     
     
      (respectivement
     
     
      B)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      événement
     
     
      quelconque
     
     
      qui
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      implique
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      (resp.
     
     
      Y).
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      il
     
     
      faut
     
     
      que
     
     
      Fxy(x,y)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      <x,Y
     
     
      <y}
     
     
      =
     
     
      F
     
     
      x
     
     
      (x)F
     
     
      Y
     
     
      (y
     
     
      )
     
     
      V(x,y)
     
     
      (1.77)
     
     
      ii)
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes,
     
     
      alors
     
     
      g(X)
     
     
      et
     
     
      h(Y)
     
     
      sont
     
     
      aussi
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes.
     
     
      iii)
     
     
      Soit
     
     
      Z
     
     
      :=
     
     
      X
     
     
      +
     
     
      Y,
     
     
      où
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      deux
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes;
     
     
      alors
     
     
      M
     
     
      z
     
     
      (t)
     
     
      =
     
     
      E[e
     
     
      tz
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      E[e
     
     
      t{x+Y)
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      E[e
     
     
      tX
     
     
      }E[e
     
     
      tY
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      M
     
     
      x
     
     
      (t)M
     
     
      Y
     
     
      {t)
     
     
      (1.78)
     
     
      De
     
     
      même,
     
     
      Czipj)
     
     
      =
     
     
      C
     
     
      x
     
     
      (
     
     
      u
     
     
      >)C
     
     
      y
     
     
      (
     
     
      uj
     
     
      ).
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.4
     
     
      On
     
     
      déduit
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équation
     
     
      (1.75)
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.3.2
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      pas
     
     
      indépendantes,
     
     
      tandis
     
     
      que
     
     
      celles
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.3.3
     
     
      le
     
     
      sont.
     
     
      Définition
     
     
      1.3.8
     
     
      Si
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      discrète,
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répar
     
     
      ɐ
     
     
      tition
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      yk,
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      twW»)
     
     
      =
     
     
      P[X
     
     
      ^Y
     
     
      =
     
     
      n\
     
     
      ~
     
     
      si
     
     
      P[Y
     
     
      =
     
     
      Vt]
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1
     
     
      79)
     
     
      Remarque.
     
     
      En
     
     
      théorie,
     
     
      Y
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continue
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      précédente.
     
     
      Toutefois,
     
     
      en
     
     
      pratique,
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      du
     
     
      couple
     
     
      (A, 
     
     
      Y)
     
     
      sont
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      souvent
     
     
      du
     
     
      même
     
     
      type.
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      Définition
     
     
      1.3.9
     
     
      Si
     
     
      (
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      Y)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      discret,
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      de
     
     
      probabilité
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      ,
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      Px\y(xj\yk)
     
     
      Px,Y(xj,y
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      PviVk)
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      xj,
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      ]
     
     
      P[Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      \
     
     
      si
     
     
      P
     
     
      [Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      \
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.80)
     
     
      Remarque.
     
     
      Les
     
     
      fonctions
     
     
      conditionnelles
     
     
      possèdent
     
     
      les
     
     
      mêmes
     
     
      propriétés
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      marginales
     
     
      correspondantes.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continue,
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      peut
     
     
      pas
     
     
      conditionner
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      {Y
     
     
      =
     
     
      y}
     
     
      directement,
     
     
      car
     
     
      P
     
     
      [Y
     
     
      =
     
     
      y]
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      y.
     
     
      On
     
     
      doit
     
     
      plutôt
     
     
      prendre
     
     
      la
     
     
      limite
     
     
      lorsque
     
     
      dy
     
     
      décroît
     
     
      vers
     
     
      zéro
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      définies
     
     
      en
     
     
      conditionnant
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      événement
     
     
      {y
     
     
      <
     
     
      Y
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      +
     
     
      dy}.
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      suivante.
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.1
     
     
      Si
     
     
      (AT,
     
     
      T)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continu
     
     
      et
     
     
      fy(y)
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      conditionnelle
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      con
     
     
      ɐ
     
     
      ditionnelle
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      y,
     
     
      sont
     
     
      données
     
     
      par
     
     
      Fx\y(x\y)
     
     
      /-oo
     
     
      fx,y{u,
     
     
      y) 
     
     
      du
     
     
      fy(y)
     
     
      et
     
     
      fx\y(x\y)
     
     
      =
     
     
      fx,y(x,y)
     
     
      fy(y
     
     
      )
     
     
      (1.81)
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.5
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      Y,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      X 
     
     
      =
     
     
      x,
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.3.2
     
     
      est
     
     
      fy\x(v\x)
     
     
      fxy(x,y)
     
     
      fx(x)
     
     
      -
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      x
     
     
      C
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      que
     
     
      Y\{X
     
     
      =
     
     
      x}
     
     
      suit
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      uniforme
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      (0,
     
     
      x).
     
     
      De
     
     
      là,
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      facilement
     
     
      que
     
     
      F
     
     
      Y
     
     
      \
     
     
      X
     
     
      (y\x)
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      si
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      0,
     
     
      Fy\x(y\x)
     
     
      y
     
     
      -
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      y
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      F
     
     
      Y
     
     
      \
     
     
      x
     
     
      (y\x)
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      y
     
     
      >
     
     
      x.
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.2
     
     
      Les
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      indépendantes
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition,
     
     
      de
     
     
      masse
     
     
      ou
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      Y
     
     
      —
     
     
      y,
     
     
      est
     
     
      identique
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      marginale
     
     
      correspondante.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.6
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      continues
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      F
     
     
      sui
     
     
      ɐ
     
     
      vent
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      binormale
     
     
      de
     
     
      paramètres
     
     
      px
     
     
      €
     
     
      IR,
     
     
      p
     
     
      Y
     
     
      G
     
     
      IR,
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      x
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      cry
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      P
     
     
      €
     
     
      (
     
     
      —
     
     
      1,1),
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      écrit
     
     
      que
     
     
      {X,Y)
     
     
      ~
     
     
      N
     
     
      (
     
     
      p
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      PY
     
     
      ',
     
     
      Oy
     
     
      '
     
     
      ip
     
     
      ),
     
     
      si
     
     
      leur
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      conjointe
     
     
      est
     
     
      fx,y(x,y)
     
     
      2'KG
     
     
      X
     
     
      a
     
     
      Y
     
     
      {\
     
     
      —
     
     
      p
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      1
     
     
      /
     
     
      2
     
     
      exp
     
     
      <
     
     
      —
     
     
      2(1
     
     
      -p
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      (1.82)
     
     
      x
     
     
      -
     
     
      px
     
     
      <?x
     
     
      a
     
     
      Y
     
     
      J
     
     
      2
     
     
      P
     
     
      (x
     
     
      -
     
     
      p
     
     
      x
     
     
      )(y
     
     
      -
     
     
      p
     
     
      y
     
     
      )
     
     
      <
     
     
      j
     
     
      x
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      Y
     
     
      pour
     
     
      (
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      y)
     
     
      G
     
     
      M
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      trouve
     
     
      facilement
     
     
      que
     
     
      X
     
     
      ~
     
     
      ~N(px,^x)
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      ~
     
     
      N(py,Uy.).
     
     
      Il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      ensuit
     
     
      que
     
     
      X\{Y
     
     
      =
     
     
      y}
     
     
      ~
     
     
      N(p
     
     
      x
     
     
      +
     
     
      p(a
     
     
      x
     
     
      /cr
     
     
      Y
     
     
      )(y
     
     
      -
     
     
      p
     
     
      Y
     
     
      ),a
     
     
      2
     
     
      x
     
     
      {\
     
     
      -
     
     
      p
     
     
      2
     
     
      ))
     
     
      (1.83)
     
     
      Puisque
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      X\{Y
     
     
      =
     
     
      y}
     
     
      possèdent
     
     
      la
     
     
      même
     
     
      distribution
     
     
      si
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      0,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      affirmer
     
     
      que
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      F
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes
     
     
      si
     
     
      le
     
     
      paramètre
     
     
      p
     
     
      est
     
     
      nul.
     
     
      Ce
     
     
      paramètre
     
     
      est
     
     
      en
     
     
      fait
     
     
      le
     
     
      coefficient
     
     
      de
     
     
      corrélation
     
     
      de
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      F.
     
     
      Définition
     
     
      1.3.10
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      y,
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      E[X\Y
     
     
      =
     
     
      y]
     
     
      =
     
     
      J2
     
     
      x
     
     
      jPx\Y(xj\y
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      (cas
     
     
      discret)
     
     
      (1.84)
     
     
      3
     
     
      =1
     
     
      OU
     
     
      /
     
     
      oo
     
     
      x
     
     
      fx\
     
     
      Y
     
     
      (
     
     
      x
     
     
      \y)
     
     
      dx
     
     
      (cas
     
     
      continu)
     
     
      (1.85)
     
     
      -OO
     
     
      La
     
     
      moyenne
     
     
      E[g(
     
     
      A)]
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      transformation
     
     
      g
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      constante
     
     
      réelle,
     
     
      tandis
     
     
      que
     
     
      E\g(X)\Y
     
     
      =
     
     
      y]
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      y,
     
     
      où
     
     
      y
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      valeur
     
     
      particulière
     
     
      prise
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      F.
     
     
      On
     
     
      considère
     
     
      main
     
     
      ɐ
     
     
      tenant
     
     
      E[g(X)\Y];
     
     
      il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      agit
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      F
     
     
      qui
     
     
      prend
     
     
      la
     
     
      valeur
     
     
      E\g(X)\Y
     
     
      =
     
     
      y]
     
     
      lorsque
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      y.
     
     
      Par
     
     
      conséquent,
     
     
      E[g(X)\Y]
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire,
     
     
      dont
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      moyenne.
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      alors
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      importante
     
     
      qui
     
     
      suit.
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.3
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      B[
     
     
      9
     
     
      (X)]
     
     
      =
     
     
      £[E[s(X)M]
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      86
     
     
      )
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      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      On
     
     
      déduit
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      précédente
     
     
      que
     
     
      E[X\
     
     
      =
     
     
      E[E[X\Y}}
     
     
      =
     
     
      <
     
     
      Ek^E[X\Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      }p
     
     
      Y
     
     
      (yk
     
     
      )
     
     
      f^oo 
     
     
      E[X\Y
     
     
      =
     
     
      y]
     
     
      f
     
     
      Y
     
     
      (y)
     
     
      dy
     
     
      (cas
     
     
      discret)
     
     
      (cas
     
     
      continu)
     
     
      (1.87)
     
     
      ii)
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      variance
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      en
     
     
      conditionnant
     
     
      sur
     
     
      une
     
     
      autre
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Y
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      V[X]
     
     
      =
     
     
      E[E[X
     
     
      2
     
     
      \Y}}
     
     
      -
     
     
      (E[E[X\Y}})
     
     
      2
     
     
      (1.88)
     
     
      iii)
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      U
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      ■
     
     
      ■
     
     
      ■
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      qui
     
     
      possèdent
     
     
      la
     
     
      même
     
     
      distribution
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a. 
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      E[Xk\
     
     
      =
     
     
      E[X]
     
     
      et
     
     
      V[Xk]
     
     
      —
     
     
      V[X],
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1,2,...,
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      N
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendante
     
     
      des
     
     
      Xp.
     
     
      et
     
     
      qui
     
     
      prend
     
     
      ses
     
     
      valeurs
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      {1,2,...}.
     
     
      En
     
     
      utilisant
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (1.86),
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      montrer
     
     
      (p.
     
     
      288)
     
     
      que
     
     
      E
     
     
      N
     
     
      .k=l
     
     
      =
     
     
      E[N]E[X]
     
     
      (1.89)
     
     
      Si
     
     
      les
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      X
     
     
      *.
     
     
      sont
     
     
      indépendantes
     
     
      entre
     
     
      elles,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      aussi
     
     
      (p.
     
     
      288):
     
     
      V
     
     
      N
     
     
      E**
     
     
      k
     
     
      =i
     
     
      =
     
     
      E[N}V[X]
     
     
      +
     
     
      V[N}{E[X})
     
     
      2
     
     
      (1.90)
     
     
      iv)
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      désire
     
     
      estimer
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      X
     
     
      en
     
     
      utilisant
     
     
      une
     
     
      autre
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Y.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      g(Y)
     
     
      qui
     
     
      minimise
     
     
      V
     
     
      erreur
     
     
      quadratique
     
     
      moyenne
     
     
      EQM:=E[(V-
     
     
      5
     
     
      (V))
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      (1.91)
     
     
      est
     
     
      g(Y)
     
     
      =
     
     
      E[X\Y\.
     
     
      Si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      cherche
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      g(Y)
     
     
      —
     
     
      aY
     
     
      +
     
     
      /3,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      constantes
     
     
      a
     
     
      et
     
     
      /3
     
     
      qui
     
     
      minimisent
     
     
      EQM
     
     
      sont
     
     
      à=
     
     
      Em_mm
     
     
      et
     
     
      (
     
     
      ,
     
     
      92)
     
     
      Finalement,
     
     
      si
     
     
      g(Y)
     
     
      =
     
     
      c,
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      facilement
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      constante
     
     
      c
     
     
      qui
     
     
      donne
     
     
      la
     
     
      plus
     
     
      petite
     
     
      erreur
     
     
      EQM
     
     
      est
     
     
      c
     
     
      —
     
     
      E[X],
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      g(Y
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      E[X|E]
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      meilleur
     
     
      estimateur
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      basé
     
     
      sur
     
     
      y,
     
     
      tandis
     
     
      que
     
     
      g
     
     
      (Y)
     
     
      =
     
     
      âY
     
     
      +
     
     
      (3
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      meilleur
     
     
      estimateur
     
     
      linéaire
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      basé
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      sur
     
     
      Y.
     
     
      Si
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      T
     
     
      suivent
     
     
      toutes
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      gaussienne,
     
     
      alors
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      estimateurs
     
     
      sont
     
     
      égaux
     
     
      (ex.
     
     
      1.3.6).
     
     
      La
     
     
      proposition
     
     
      1.3.3
     
     
      nous
     
     
      permet
     
     
      aussi
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      évé
     
     
      ɐ
     
     
      nement
     
     
      {X
     
     
      G
     
     
      A}
     
     
      en
     
     
      conditionnant
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      valeurs
     
     
      possibles
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Y.
     
     
      Il
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      définir
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      W
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      VE
     
     
      =
     
     
      lsiAeAetIT
     
     
      =
     
     
      OsiA^A,
     
     
      et
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      utiliser
     
     
      le
     
     
      fait
     
     
      que
     
     
      E\W]
     
     
      —
     
     
      P[X
     
     
      G
     
     
      A],
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      alors
     
     
      démontrer
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      suivante,
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équivalent
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      règle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      totale
     
     
      pour
     
     
      des
     
     
      variables
     
     
      aléatoires.
     
     
      Cette
     
     
      proposition
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      1.3.3
     
     
      seront
     
     
      très
     
     
      utiles
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      prochains
     
     
      chapitres.
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.4
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      Efcti
     
     
      P[X
     
     
      €
     
     
      A\Y
     
     
      =
     
     
      y
     
     
      k
     
     
      ]py{yk)
     
     
      (cas
     
     
      discret)
     
     
      P[X
     
     
      G
     
     
      A]
     
     
      =
     
     
      <
     
     
      (1.93)
     
     
      [
     
     
      Ho
     
     
      P[X
     
     
      e
     
     
      A\Y
     
     
      =
     
     
      y]
     
     
      f
     
     
      y
     
     
      (y)
     
     
      dy
     
     
      (cas
     
     
      continu)
     
     
      Correspondant
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      variance
     
     
      conditionnelle
     
     
      F[A|A]
     
     
      qui
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      donnée
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      section
     
     
      précédente,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      maintenant
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      suivante.
     
     
      Définition
     
     
      1.3.11
     
     
      La
     
     
      variance
     
     
      conditionnelle
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Y,
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      V[X\Y]
     
     
      =
     
     
      E[(X
     
     
      -
     
     
      E[X\Y])
     
     
      2
     
     
      \Y]
     
     
      (1.94)
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      On
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      V[X\Y]
     
     
      =
     
     
      E[X
     
     
      2
     
     
      \Y
     
     
      }
     
     
      -
     
     
      (E[X\Y])
     
     
      2
     
     
      (1.95)
     
     
      ii)
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      montrer
     
     
      le
     
     
      résultat
     
     
      utile
     
     
      suivant:
     
     
      V[X]
     
     
      =
     
     
      E[V[X\Y}}
     
     
      +
     
     
      V[E[X\Y\]
     
     
      (1.96)
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.7
     
     
      Au
     
     
      lieu
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      variance
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Y
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.3.2
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      /y 
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      obtenue
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      F[y],
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      utiliser
     
     
      le
     
     
      fait
     
     
      (ex.
     
     
      1.3.5)
     
     
      que
     
     
      Y\X
     
     
      ~
     
     
      U(0,
     
     
      X).
     
     
      Il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      ensuit
     
     
      que
     
     
      E[Y\X]
     
     
      =
     
     
      X/2
     
     
      et
     
     
      F[y|A]
     
     
      =
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      /12,
     
     
      et
     
     
      alors,
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (1.96),
     
     
      V[Y]
     
     
      =
     
     
      ±E[X
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      +
     
     
      ±V[X]
     
     
      =
     
     
      l
     
     
      -E[X
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      -
     
     
      \(E[X])
     
     
      2
     
     
      ~
     
     
      0,4252
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      car
     
     
      E[X]=
     
     
      [
     
     
      x
     
     
      \nxdx
     
     
      =
     
     
      ^(e
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      1)
     
     
      et
     
     
      E[X
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      \nxdx
     
     
      =
     
     
      i(2e
     
     
      3
     
     
      +
     
     
      1)
     
     
      ./
     
     
      1
     
     
      4
     
     
      .1%
     
     
      9
     
     
      Remarque.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      vérifier
     
     
      que
     
     
      £[5-1
     
     
      =
     
     
      t(e
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      1)
     
     
      et
     
     
      £[y
     
     
      2
     
     
      ]=i(2e
     
     
      3
     
     
      +
     
     
      l)
     
     
      Remarque.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      considérer
     
     
      des
     
     
      espérances
     
     
      conditionnelles
     
     
      E[X\Â\,
     
     
      ou
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      conditionnelles
     
     
      fxy
     
     
      (x,
     
     
      y\A),
     
     
      etc.,
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      des
     
     
      événements
     
     
      A
     
     
      plus
     
     
      généraux,
     
     
      comme
     
     
      Y
     
     
      <
     
     
      y,
     
     
      Y
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      etc.,
     
     
      ou
     
     
      encore
     
     
      qui
     
     
      impliquent
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      variables
     
     
      aléatoires,
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y.
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      soit
     
     
      X\
     
     
      et
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      des
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      indépendantes
     
     
      qui
     
     
      suivent
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      U(0,
     
     
      1).
     
     
      On
     
     
      a:
     
     
      P[Xi
     
     
      <
     
     
      xi\Xi
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      \
     
     
      P[X
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      x\,X\
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      f
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      -------
     
     
      —
     
     
      —
     
     
      rri
     
     
      ------------
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      /
     
     
      P[Xi
     
     
      <
     
     
      xi,Xi
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      \X
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      ■
     
     
      ldx
     
     
      2
     
     
      P[X
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      J
     
     
      J
     
     
      0
     
     
      '=•
     
     
      2/
     
     
      P[Xi
     
     
      <
     
     
      Xi, 
     
     
      Xi
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      ]dx
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      2!
     
     
      /
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      dx
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      [
     
     
      X\dx
     
     
      2
     
     
      ./o
     
     
      Uo
     
     
      J
     
     
      xi
     
     
      =
     
     
      x\{2
     
     
      —
     
     
      x\)
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      fxAxi\Xi
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      2(1
     
     
      -
     
     
      x\)
     
     
      pour
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      x\
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      Ensuite,
     
     
      on
     
     
      a:
     
     
      E[Xi
     
     
      |
     
     
      Ai
     
     
      <
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      [
     
     
      x\
     
     
      2(1
     
     
      -x\)dx\
     
     
      =
     
     
      \
     
     
      ./o
     
     
      3
     
     
      En
     
     
      fait,
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      cherche
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      moyenne
     
     
      de
     
     
      Ai,
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      Ai
     
     
      <
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      directement
     
     
      que
     
     
      £[Ai|Ai
     
     
      <
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      f'
     
     
      C
     
     
      xi
     
     
      •
     
     
      ~
     
     
      dx
     
     
      2
     
     
      dx
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      \
     
     
      ■I
     
     
      0
     
     
      .Ixi
     
     
      1/2
     
     
      3
     
     
      où
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      utilisé
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      fx
     
     
      i
     
     
      ,
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      (
     
     
      zi
     
     
      ,
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      |A
     
     
      i
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      pour
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      xi
     
     
      <
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      T
     
     
      [Ai
     
     
      <
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      j
     
     
      La
     
     
      proposition
     
     
      suivante
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      version
     
     
      bidimensionnelle
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      1.2.2.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.5
     
     
      Soit
     
     
      W
     
     
      :=
     
     
      gi(X,Y)
     
     
      et
     
     
      Z
     
     
      g
     
     
      2
     
     
      (X,Y),
     
     
      où
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      deux
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      continues.
     
     
      Si
     
     
      1)
     
     
      le
     
     
      système
     
     
      w
     
     
      =
     
     
      g\(x,y),
     
     
      z
     
     
      =
     
     
      g
     
     
      2
     
     
      (x,y)
     
     
      possède
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      unique
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      hi{w,z),
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      h
     
     
      2
     
     
      (w,z)
     
     
      et
     
     
      2)
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      g\
     
     
      et
     
     
      g
     
     
      2
     
     
      possèdent
     
     
      des
     
     
      dérivées
     
     
      partielles
     
     
      continues
     
     
      V(x, 
     
     
      y)
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      jacobien
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      transformation:
     
     
      alors
     
     
      J(x,y
     
     
      )
     
     
      dgi
     
     
      dg
     
     
      2
     
     
      dx
     
     
      dy
     
     
      dff2
     
     
      dgi
     
     
      dx
     
     
      dy
     
     
      V(x,y)
     
     
      (1.97)
     
     
      fw,z(w,z)
     
     
      =
     
     
      fxy(h\(w,z),h
     
     
      2
     
     
      (w,z))
     
     
      \J(hi(w,z),h
     
     
      2
     
     
      (w,z))\
     
     
      1
     
     
      (1.98)
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      La
     
     
      proposition
     
     
      se
     
     
      généralise
     
     
      facilement
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      ne
     
     
      {3,4,...}.
     
     
      ii)
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      où
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      indépendantes
     
     
      et
     
     
      Z
     
     
      :=
     
     
      X
     
     
      +
     
     
      Y,
     
     
      on
     
     
      pourrait
     
     
      utiliser
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      de
     
     
      Z.
     
     
      Il
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      définir
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      auxiliaire
     
     
      appropriée
     
     
      W,
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      conjointe
     
     
      du
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      (IV,
     
     
      Z),
     
     
      et
     
     
      finalement
     
     
      intégrer
     
     
      cette
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      conjointe
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      w
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      fz(z).
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      aussi
     
     
      procéder
     
     
      comme
     
     
      suit:
     
     
      /
     
     
      oo
     
     
      rz
     
     
      —
     
     
      u
     
     
      roo
     
     
      /
     
     
      fx(u)fy(v)
     
     
      dvdu
     
     
      =>
     
     
      f
     
     
      z
     
     
      (z)
     
     
      =
     
     
      /
     
     
      fx(u)fy(z
     
     
      ~
     
     
      u)du
     
     
      -OO
     
     
      J
     
     
      —
     
     
      OO
     
     
      J
     
     
      —
     
     
      OO
     
     
      (1.99)
     
     
      Remarquons
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      de
     
     
      Z
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      produit
     
     
      de
     
     
      convolution
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      densité
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y.
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.6
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      espérance
     
     
      mathématique
     
     
      g(X,
     
     
      Y)
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      par
     
     
      '
     
     
      Y,f=iY%Li9(xj,yk)px,Y(xj,yk)
     
     
      E[Z
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      JZJ'-o
     
     
      0
     
     
      9(x,y)fx,Y(x,y)dxdy
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      Z
     
     
      (cas
     
     
      discret)
     
     
      (cas
     
     
      continu)
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      100
     
     
      )
     
     
      Remarque.
     
     
      Si
     
     
      les
     
     
      espérances
     
     
      mathématiques
     
     
      E[X\
     
     
      et
     
     
      E[Y]
     
     
      existent,
     
     
      on
     
     
      a:
     
     
      E[aX
     
     
      +
     
     
      bY]
     
     
      =
     
     
      aE[X]
     
     
      +
     
     
      bE[Y]
     
     
      Va,
     
     
      6
     
     
      €
     
     
      R
     
     
      (1.101)
     
     
      De
     
     
      plus,
     
     
      si
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      T
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes
     
     
      et
     
     
      g(X,Y)
     
     
      =
     
     
      gi(X)g
     
     
      2
     
     
      (Y),
     
     
      alors
     
     
      E[g(X,Y)\
     
     
      =
     
     
      E[
     
     
      9l
     
     
      (X)}E[g
     
     
      2
     
     
      (Y)}
     
     
      (1.102)
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      Définition
     
     
      1.3.12
     
     
      La
     
     
      covariance
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      Cov[A,
     
     
      V]
     
     
      =
     
     
      E[(X
     
     
      -
     
     
      E[X])(Y
     
     
      -
     
     
      E[Y})}
     
     
      =
     
     
      E[XY
     
     
      }
     
     
      -
     
     
      E[X]E[Y]
     
     
      (1.103)
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      La
     
     
      covariance
     
     
      généralise
     
     
      la
     
     
      variance,
     
     
      puisque
     
     
      Cov[A,
     
     
      X]
     
     
      =
     
     
      V[X].
     
     
      Cependant,
     
     
      la
     
     
      covariance
     
     
      Cov[V.
     
     
      Y]
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      négative.
     
     
      Par
     
     
      exemple,
     
     
      si
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      —
     
     
      X,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      a:
     
     
      Cov[X,y]
     
     
      =
     
     
      Cov[A,
     
     
      -X]
     
     
      =
     
     
      E[X{-X)\
     
     
      -
     
     
      E[X]E[-X\
     
     
      =
     
     
      -V[A]
     
     
      <
     
     
      0
     
     
      (1.104)
     
     
      ii)
     
     
      On
     
     
      déduit
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équation
     
     
      (1.102)
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      indépendantes,
     
     
      alors
     
     
      Cov[A,
     
     
      Y]
     
     
      =
     
     
      0.
     
     
      Par
     
     
      contre,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      inverse
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      toujours
     
     
      vrai.
     
     
      iii) 
     
     
      On
     
     
      définit
     
     
      aussi
     
     
      le
     
     
      coefficient
     
     
      de
     
     
      corrélation
     
     
      de
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      T
     
     
      par
     
     
      Cov[A,
     
     
      F]
     
     
      (1.105)
     
     
      P
     
     
      x
     
     
      ,
     
     
      y
     
     
      ET[X]ET\Y]
     
     
      On
     
     
      déduit
     
     
      alors
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      exemple
     
     
      1.3.6
     
     
      que,
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      binormale,
     
     
      les
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      A
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      sont
     
     
      indépendantes
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      leur
     
     
      coefficient
     
     
      de
     
     
      corrélation
     
     
      est
     
     
      nul.
     
     
      Un
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      important
     
     
      des
     
     
      transformations
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      aléatoires
     
     
      est
     
     
      celui
     
     
      où
     
     
      la
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      Z
     
     
      :=
     
     
      g(X
     
     
      \,
     
     
      ...,
     
     
      A
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      combinaison
     
     
      linéaire
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Ai,
     
     
      ...,
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      :
     
     
      Z
     
     
      —
     
     
      do
     
     
      +
     
     
      a\X\
     
     
      +
     
     
      ...
     
     
      +
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      (1.106)
     
     
      où
     
     
      les
     
     
      a*
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      constantes
     
     
      réelles
     
     
      VU
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      démontrer
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      suivante.
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.7
     
     
      Soit
     
     
      Z
     
     
      une
     
     
      combinaison
     
     
      linéaire
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      Ai
     
     
      ,...,
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      (si
     
     
      les
     
     
      espérances
     
     
      mathématiques
     
     
      existent)
     
     
      que
     
     
      E[Z]
     
     
      —
     
     
      ao
     
     
      +
     
     
      a\E[X\]
     
     
      +
     
     
      ...
     
     
      +
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      E[X
     
     
      n
     
     
      ]
     
     
      (1.107)
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      v
     
     
      i
     
     
      z
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      '52alV[X
     
     
      k
     
     
      ]
     
     
      +
     
     
      2^^a
     
     
      i
     
     
      a/
     
     
      c
     
     
      C°v[A
     
     
      i
     
     
      ,A
     
     
      fc
     
     
      ]
     
     
      (1.108)
     
     
      j=i
     
     
      fc=i
     
     
      j<k
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.8
     
     
      Si
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      deux
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes
     
     
      qui
     
     
      suivent
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      uniforme
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      intervalle
     
     
      [0,1]
     
     
      et
     
     
      Z
     
     
      :=
     
     
      X
     
     
      +
     
     
      V,
     
     
      alors
     
     
      Sz
     
     
      =
     
     
      [0,2]
     
     
      et
     
     
      /
     
     
      OO
     
     
      r
     
     
      1
     
     
      fx(u)fY
     
     
      (z-u)du=
     
     
      /
     
     
      f
     
     
      Y
     
     
      (z-u)
     
     
      -oo
     
     
      JO
     
     
      du
     
     
      Puisque
     
     
      /y
     
     
      (z
     
     
      -
     
     
      U
     
     
      )
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      fz
     
     
      (z)
     
     
      =
     
     
      '
     
     
      f
     
     
      1
     
     
      si
     
     
      z
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      u
     
     
      <
     
     
      z
     
     
      0
     
     
      ailleurs
     
     
      1
     
     
      du
     
     
      =
     
     
      z
     
     
      si
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      z
     
     
      <
     
     
      1
     
     
      ldu
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      —
     
     
      z
     
     
      si
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      z
     
     
      <
     
     
      2
     
     
      ’
     
     
      z
     
     
      —
     
     
      1
     
     
      0
     
     
      ailleurs
     
     
      Remarque.
     
     
      Si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      définit
     
     
      la
     
     
      variable
     
     
      auxiliaire
     
     
      W
     
     
      =
     
     
      X,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      fw,z
     
     
      {w,
     
     
      z)
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      si0<re<l,0<z<2,
     
     
      w
     
     
      <
     
     
      z
     
     
      <
     
     
      w
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      En
     
     
      intégrant
     
     
      fw,z 
     
     
      (u>,
     
     
      z
     
     
      )
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      w
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      retrouve
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      fz
     
     
      (
     
     
      z
     
     
      )
     
     
      ci-dessus.
     
     
      Ensuite,
     
     
      si
     
     
      Z
     
     
      :=
     
     
      X
     
     
      —
     
     
      \
     
     
      et
     
     
      W
     
     
      :=
     
     
      Z
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      calcule
     
     
      Cov[Z,
     
     
      W]
     
     
      =
     
     
      E[ZW]
     
     
      -
     
     
      E[Z]É[W]
     
     
      =
     
     
      E[Z
     
     
      3
     
     
      }
     
     
      -0
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      car
     
     
      E[Z
     
     
      2k+1
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      0,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      k
     
     
      G
     
     
      {0,1,...}.
     
     
      Toutefois,
     
     
      Z
     
     
      et
     
     
      W
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      pas
     
     
      indépendantes
     
     
      puisque
     
     
      Z
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      =£•
     
     
      W
     
     
      =
     
     
      0,
     
     
      en
     
     
      particulier.
     
     
      Finalement,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équation
     
     
      (1.108)
     
     
      nous
     
     
      permet
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      V[Z-3W]
     
     
      =
     
     
      V[Z]
     
     
      +
     
     
      9V[W}-6Cov[Z,W}
     
     
      =
     
     
      V[X-±}+9V[(X-l)
     
     
      2
     
     
      }
     
     
      =
     
     
      V[X]
     
     
      +
     
     
      9V[T%
     
     
      oùT~U[-i,i]
     
     
      12
     
     
      V
     
     
      180
     
     
      15
     
     
      car
     
     
      I
     
     
      /
     
     
      i
     
     
      V[T
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      E[T
     
     
      4
     
     
      ]
     
     
      -
     
     
      (E[T
     
     
      2
     
     
      })
     
     
      2
     
     
      =
     
     
      f\t
     
     
      A
     
     
      ldt-
     
     
      (
     
     
      ’
     
     
      ~2
     
     
      \'~2
     
     
      t
     
     
      2
     
     
      ■
     
     
      1
     
     
      dt
     
     
      5x16
     
     
      \
     
     
      3
     
     
      x
     
     
      4
     
     
      1
     
     
      6
     
     
      4
     
     
      1
     
     
      8
     
     
      0
     
     
      x
     
     
      1
     
     
      4
     
     
      4
     
     
      1
     
     
      8
     
     
      0
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      Nous
     
     
      poursuivons
     
     
      avec
     
     
      des
     
     
      théorèmes
     
     
      limites
     
     
      dont
     
     
      nous
     
     
      nous
     
     
      servirons
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      prochains
     
     
      chapitres.
     
     
      Proposition
     
     
      1.3.8
     
     
      a)
     
     
      (Loi
     
     
      faible
     
     
      des
     
     
      grands
     
     
      nombres)
     
     
      Soit
     
     
      Xi,X%,
     
     
      ...
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      infinie
     
     
      de
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes
     
     
      et
     
     
      identiquement
     
     
      distribuées
     
     
      (i.i.d.)
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      E[X\
     
     
      t]
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      G
     
     
      IR
     
     
      V7c.
     
     
      Alors
     
     
      lim
     
     
      P
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      xx)
     
     
      r
     
     
      s
     
     
      n
     
     
     
     
     
     
     
     
     
      <
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      î
     
     
      Vc
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      (1.109)
     
     
      où
     
     
      S
     
     
      n
     
     
      X\
     
     
      +
     
     
      ...
     
     
      +
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      b)
     
     
      (Loi
     
     
      forte
     
     
      des
     
     
      grands
     
     
      nombres)
     
     
      Si,
     
     
      en
     
     
      plus,
     
     
      V[Vfc]
     
     
      =
     
     
      a
     
     
      1
     
     
      <
     
     
      oo
     
     
      VA;,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      que
     
     
      P
     
     
      r
     
     
      S
     
     
      n
     
     
      hm
     
     
      —
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      110
     
     
      )
     
     
      n
     
     
      —
     
     
      too
     
     
      fi
     
     
      c)
     
     
      (Théorème
     
     
      central
     
     
      limite)
     
     
      Si
     
     
      E[X
     
     
      k
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      p
     
     
      £
     
     
      IRet
     
     
      V[X
     
     
      k
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      a
     
     
      2
     
     
      G
     
     
      (0,
     
     
      oo)
     
     
      Vfc,
     
     
      on
     
     
      a:
     
     
      lim
     
     
      P
     
     
      7l
     
     
      —
     
     
      >OC
     
     
      <
     
     
      z
     
     
      =
     
     
      P[N(
     
     
      0,1)
     
     
      <
     
     
      z]
     
     
      (1.111)
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      central
     
     
      limite
     
     
      (TCL)
     
     
      implique
     
     
      que
     
     
      g
     
     
      S
     
     
      n
     
     
      ~
     
     
      N(n/x,
     
     
      ncr
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      —
     
     
      «
     
     
      N(/x,
     
     
      cr
     
     
      2
     
     
      /n)
     
     
      (1.112)
     
     
      n
     
     
      En
     
     
      général,
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      30
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      gaussienne
     
     
      devrait
     
     
      être
     
     
      assez
     
     
      bonne.
     
     
      ii)
     
     
      Une
     
     
      application
     
     
      du
     
     
      TCL
     
     
      est
     
     
      Y
     
     
      approximation
     
     
      de
     
     
      Moivre
     
     
      12
     
     
      -Laplace
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      binomiale
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      gaussienne:
     
     
      P[B(n,p)
     
     
      =
     
     
      k]
     
     
      ~
     
     
      fz{k),
     
     
      où
     
     
      Z
     
     
      ~
     
     
      N(np,
     
     
      np(l
     
     
      —
     
     
      p))
     
     
      (1.113)
     
     
      Pour
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      soit
     
     
      bonne,
     
     
      le
     
     
      minimum
     
     
      entre
     
     
      np
     
     
      et
     
     
      n(l
     
     
      —
     
     
      p)
     
     
      devrait
     
     
      être
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      égal
     
     
      à
     
     
      5.
     
     
      12
     
     
      Abraham
     
     
      de
     
     
      Moivre,
     
     
      1667-1754,
     
     
      né
     
     
      en
     
     
      France
     
     
      et
     
     
      mort
     
     
      en
     
     
      Angleterre.
     
     
      Un
     
     
      des
     
     
      pionniers
     
     
      du
     
     
      calcul
     
     
      des
     
     
      probabilités.
     
     
      La
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      l'indépendance
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      événements
     
     
      se
     
     
      trouve
     
     
      dans
     
     
      son
     
     
      livre
     
     
      The
     
     
      Doctrine
     
     
      of
     
     
      Chance
     
     
      paru
     
     
      en
     
     
      1718.
     
     
      La
     
     
      formule
     
     
      attribuée
     
     
      à
     
     
      Stirling
     
     
      est 
     
     
      apparue
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      livre
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      publia
     
     
      en
     
     
      1730.
     
     
      Il
     
     
      se
     
     
      servit
     
     
      plus
     
     
      tard
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      formule
     
     
      pour
     
     
      démontrer
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      binomiale
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      gaussienne.
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      CHAPITRE
     
     
      1.
     
     
      RAPPELS
     
     
      DE
     
     
      PROBABILITÉS
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.9
     
     
      Si
     
     
      Xk
     
     
      ~
     
     
      Exp(l),
     
     
      pour
     
     
      k
     
     
      =
     
     
      1,...
     
     
      ,30,
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      les
     
     
      Xk
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      v.
     
     
      a.
     
     
      indépendantes,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      -530
     
     
      X\
     
     
      +
     
     
      ...
     
     
      +
     
     
      A30
     
     
      ~
     
     
      G(30,
     
     
      1)
     
     
      En
     
     
      utilisant
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      P[G(n,
     
     
      A)
     
     
      <
     
     
      x)
     
     
      =
     
     
      P[Poi(Ax)
     
     
      >
     
     
      n]
     
     
      (1.114)
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      (à
     
     
      partir
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      table
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      de
     
     
      Poisson)
     
     
      que
     
     
      P[S
     
     
      30
     
     
      <
     
     
      30]
     
     
      =
     
     
      P[
     
     
      Poi(30)
     
     
      >
     
     
      30]
     
     
      ~
     
     
      0,5243
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      par
     
     
      le
     
     
      TCL
     
     
      donne
     
     
      P[S
     
     
      3o
     
     
      <
     
     
      30]
     
     
      ~
     
     
      P[N(30,
     
     
      30)
     
     
      <
     
     
      30]
     
     
      =
     
     
      0,5
     
     
      Exemple
     
     
      1.3.10
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      1
     
     
      %
     
     
      des
     
     
      pneus
     
     
      fabriqués
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      certaine
     
     
      entreprise
     
     
      sont
     
     
      non
     
     
      conformes
     
     
      aux
     
     
      normes
     
     
      (ou
     
     
      défectueux).
     
     
      Quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      que
     
     
      parmi
     
     
      1000
     
     
      pneus,
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      en
     
     
      ait
     
     
      exactement
     
     
      10
     
     
      de
     
     
      non
     
     
      conformes
     
     
      aux
     
     
      normes?
     
     
      Solution.
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      pneus
     
     
      non
     
     
      conformes
     
     
      aux
     
     
      normes
     
     
      parmi
     
     
      les 
     
     
      1000.
     
     
      Si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      suppose
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      pneus
     
     
      sont
     
     
      indépendants,
     
     
      alors
     
     
      X
     
     
      suit
     
     
      une
     
     
      loi
     
     
      binomiale
     
     
      de
     
     
      paramètres
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      1000
     
     
      et
     
     
      p
     
     
      —
     
     
      0,01.
     
     
      On
     
     
      cherche
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      10]
     
     
      ~
     
     
      /z(10)
     
     
      où
     
     
      Z
     
     
      ~
     
     
      N(10;
     
     
      9,9)
     
     
      1
     
     
      f
     
     
      1(10-10)
     
     
      2
     
     
      ~
     
     
      VW^
     
     
      eXP
     
     
      (
     
     
      2
     
     
      9,9
     
     
      ~
     
     
      0,1268
     
     
      Remarques,
     
     
      i)
     
     
      En
     
     
      fait,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      que
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      10]
     
     
      ~
     
     
      0,1257.
     
     
      En
     
     
      utilisant
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      de
     
     
      Poisson
     
     
      (p.
     
     
      14),
     
     
      on
     
     
      trouve
     
     
      que
     
     
      P[X
     
     
      =
     
     
      10]
     
     
      ~
     
     
      P[Poi(10)
     
     
      =
     
     
      10]
     
     
      ~
     
     
      0,1251
     
     
      Dans
     
     
      cet
     
     
      exemple,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      de
     
     
      Poisson
     
     
      est
     
     
      légèrement
     
     
      supérieure.
     
     
      Par
     
     
      contre,
     
     
      si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      augmente
     
     
      la
     
     
      valeur
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      p,
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      approximation
     
     
      de
     
     
      Moivre-Laplace
     
     
      devrait
     
     
      être
     
     
      meilleure.
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      ii)
     
     
      Pour
     
     
      calculer
     
     
      approximativement
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      comme
     
     
      P
     
     
      [
     
     
      5
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      <
     
     
      10],
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      plutôt
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      répartition
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      gaussienne.
     
     
      On
     
     
      suggère
     
     
      alors
     
     
      de
     
     
      faire
     
     
      une
     
     
      correction
     
     
      de
     
     
      continuité
     
     
      pour
     
     
      améliorer
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      approximation.
     
     
      C
     
     
      ’
     
     
      est-à-dire
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      écrit
     
     
      que
     
     
      P
     
     
      [5
     
     
      <
     
     
      X
     
     
      <
     
     
      10]
     
     
      =
     
     
      P[4,5
     
     
      <
     
     
      V
     
     
      <
     
     
      10,5]
     
     
      ~
     
     
      P[4,5
     
     
      <
     
     
      Z
     
     
      <
     
     
      10,5]
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      1.4
     
     
      E
     
     
      xercices
     
     
      du
     
     
      chapitre
     
     
      1
     
     
      S
     
     
      ection
     
     
      1.1
     
     
      Question
     
     
      n°
     
     
      1
     
     
      Dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      urne
     
     
      A,
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      quatre
     
     
      boules
     
     
      rouges
     
     
      et
     
     
      deux
     
     
      boules
     
     
      blanches,
     
     
      tan
     
     
      ɐ
     
     
      dis
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      urne
     
     
      B
     
     
      contient
     
     
      deux
     
     
      boules
     
     
      rouges
     
     
      et
     
     
      quatre
     
     
      boules
     
     
      blanches.
     
     
      On
     
     
      lance,
     
     
      une
     
     
      seule
     
     
      fois,
     
     
      une
     
     
      pièce
     
     
      de
     
     
      monnaie
     
     
      avec
     
     
      laquelle
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      obtenir
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      est
     
     
      égale
     
     
      à
     
     
      p
     
     
      (0
     
     
      <
     
     
      p
     
     
      <
     
     
      1).
     
     
      Si
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      “
     
     
      pile
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      alors
     
     
      on
     
     
      utilisera
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      urne
     
     
      A;
     
     
      sinon,
     
     
      on
     
     
      utilisera
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      urne
     
     
      B.
     
     
      (a)
     
     
      Quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      obtenir
     
     
      une
     
     
      boule
     
     
      rouge
     
     
      pour
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      importe
     
     
      quel
     
     
      tirage?
     
     
      (b)
     
     
      Si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      obtenu
     
     
      une
     
     
      boule
     
     
      rouge
     
     
      à
     
     
      chacun
     
     
      des
     
     
      deux
     
     
      premiers
     
     
      tirages,
     
     
      quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      obtenir
     
     
      une
     
     
      boule
     
     
      rouge
     
     
      au
     
     
      troisième
     
     
      tirage?
     
     
      (c) 
     
     
      Si
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      obtenu
     
     
      une
     
     
      boule
     
     
      rouge
     
     
      à
     
     
      chacun
     
     
      des
     
     
      n
     
     
      premiers
     
     
      tirages,
     
     
      quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      utilise
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      urne
     
     
      A?
     
     
      Question
     
     
      n°
     
     
      2
     
     
      La
     
     
      boîte
     
     
      1
     
     
      contient
     
     
      1000
     
     
      transistors,
     
     
      dont
     
     
      100
     
     
      sont
     
     
      défectueux,
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      boîte
     
     
      2
     
     
      contient
     
     
      2000
     
     
      transistors,
     
     
      dont
     
     
      également
     
     
      100
     
     
      sont
     
     
      défectueux.
     
     
      Une
     
     
      boîte
     
     
      est
     
     
      prise
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      et
     
     
      deux
     
     
      transistors
     
     
      en
     
     
      sont
     
     
      tirés,
     
     
      au
     
     
      hasard
     
     
      et
     
     
      sans
     
     
      remise.
     
     
      (a)
     
     
      Calculer
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      transistors
     
     
      soient
     
     
      défectueux.
     
     
      (b)
     
     
      Etant
     
     
      donné
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      transistors
     
     
      sont
     
     
      défectueux,
     
     
      quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      pro
     
     
      ɐ
     
     
      babilité
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      ils
     
     
      proviennent
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      boîte
     
     
      1?
     
     
      Question
     
     
      n°
     
     
      3
     
     
      Supposons
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      année
     
     
      bissextile
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      quatre
     
     
      ans.
     
     
      Combien
     
     
      doit-il
     
     
      y
     
     
      avoir
     
     
      de
     
     
      personnes
     
     
      dans
     
     
      une
     
     
      salle,
     
     
      au
     
     
      minimum,
     
     
      pour
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      proba
     
     
      ɐ
     
     
      bilité
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      une
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      personnes
     
     
      soit
     
     
      née
     
     
      un
     
     
      29
     
     
      février
     
     
      soit
     
     
      supérieure
     
     
      à
     
     
      1/2?
     
     
      Question
     
     
      n°
     
     
      4
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      objet
     
     
      0\
     
     
      se
     
     
      déplace
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      axe
     
     
      des
     
     
      x
     
     
      entre
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      2,
     
     
      tandis
     
     
      que
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      objet
     
     
      0
     
     
      2
     
     
      se
     
     
      déplace
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      axe
     
     
      des
     
     
      y
     
     
      entre
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      1.
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      position
     
     
      de
     
     
      chaque
     
     
      objet
     
     
      est
     
     
      complètement
     
     
      aléatoire.
     
     
      Quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      probabilité
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      distance
     
     
      entre
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      objets
     
     
      soit
     
     
      supérieure
     
     
      à
     
     
      1?
     
     
      Question
     
     
      n°
     
     
      5
     
     
      Un
     
     
      certain
     
     
      usager
     
     
      du
     
     
      service
     
     
      de
     
     
      transport
     
     
      en
     
     
      commun
     
     
      peut
     
     
      prendre
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      autobus
     
     
      n°
     
     
      Ai
     
     
      ou
     
     
      bien
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      autobus
     
     
      n°
     
     
      A
     
     
      2
     
     
      pour
     
     
      se
     
     
      rendre
     
     
      à
     
     
      son
     
     
      travail.
     
     
      Un
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      autobus
     
     
      n°
     
     
      Ai
     
     
      passe
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      arrêt
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      proche
     
     
      de
     
     
      chez
     
     
      lui
     
     
      à
     
     
      chaque
     
     
      heure,
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      6
     
     
      h,
     
     
      tandis
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      autobus
     
     
      n°
     
     
      N
     
     
      2
     
     
      passe
     
     
      d
     
     
      minutes
     
     
      après
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      heure,
     
     
      où
     
     
      d
     
     
      G
     
     
      (0,30].
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      usager
     
     
      arrive
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      arrêt
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      instant
     
     
      complètement
     
     
      aléatoire
     
     
      compris
     
     
      entre
     
     
      7
     
     
      h
     
     
      45
     
     
      et
     
     
      8
     
     
      h
     
     
      15.
     
     
      Quelle
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      valeur
     
     
      de
     
     
      d
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      il
     
     
      prend
     
     
      un
     
     
      autobus
     
     
      n°
     
     
      Ni
     
     
      trois
     
     
      fois
     
     
      plus
     
     
      souvent
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      autobus
     
     
      n°
     
     
      N
     
     
      2
     
     
      "!
     
     
      Question
     
     
      n°
     
     
      6
     
     
      Deux
     
     
      équipes
     
     
      sportives
     
     
      disputent
     
     
      une
     
     
      série
     
     
      de
     
     
      matches
     
     
      (indépendants)
     
     
      pour
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(a) (b)

Figure 1.3: Exemples (a) d’'un systéme en série et (b) d’un systéme en pa-
rallele.

1.2 VARIABLES ALEATOIRES

Définition 1.2.1 Une variable aléatoire (v. a.) est une fonction X qui
associe un nombre réel X(s) = x a chaque élément s de S, ot S est un
espace échantillon associé a une expérience aléatoire E. On désigne par Sx
Uensemble des valeurs possibles de X (fig. 1.4).

Figure 1.4: Représentation graphique d’une variable aléatoire.

Remarque. La raison pour laquelle on introduit le concept de variable
aléatoire est que les éléments s de 'espace échantillon S peuvent étre n’im-
porte quoi, par exemple une couleur ou encore une marque d’objet. Comme
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Exemple 1.3.9 Si X ~ Exp(1), pour k = 1,...,30, et si les X; sont des
v. a. indépendantes, alors on peut montrer que

S30:=X1+...+ X3 ~ G(30, 1)
En utilisant la formule
P[G(n,\) < z] = P[Poi(A\z) > n] (1.114)

on obtient (a partir d'une table de la fonction de répartition de la loi de
Poisson) que
P[S39 < 30] = P[Poi(30) > 30] ~ 0,5243

L’approximation par le TCL donne

P[S30 < 30] ~ P[N(30,30) < 30] = 0,5

Exemple 1.3.10 Supposons que 1 % des pneus fabriqués par une certaine
entreprise sont non conformes aux normes (ou défectueux). Quelle est la
probabilité que parmi 1000 pneus, il y en ait exactement 10 de non conformes
aux normes?

Solution. Soit X le nombre de pneus non conformes aux normes parmi les
1000. Si I'on suppose que les pneus sont indépendants, alors X suit une loi
binomiale de parameétres n = 1000 et p = 0,01. On cherche

P[X =10] =~ fz(10) oh Z~ N(10;9,9)
1 1(10-10)*|
\/2_7?\/979 exp { 2 90 } ~ (,1268

Remarques. i) En fait, on obtient que P[X = 10] ~ 0,1257. En utilisant
I'approximation de Poisson (p. 14), on trouve que

P[X = 10] ~ P[Poi(10) = 10] ~ 0,1251

Dans cet exemple, I'approximation de Poisson est légérement supérieure.
Par contre, si 'on augmente la valeur de la probabilité p, I'approximation
de Moivre-Laplace devrait étre meilleure.
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Définition 1.2.3 La fonction de répartition conditionnelle de la v. a.
X, étant donné l'événement A pour lequel P[A] > 0, est définie par

P{X <z}n 4]

(1.22)
Remarque. Une fonction de répartition marginale Fx(z) est simplement
le cas particulier de la définition précédente ou 1'événement A est 'espace
échantillon S.

Exemple 1.2.2 La fonction de répartition de la v. a. X dans 'exemple 1.2.1
est donnée par

0 siz<0
Fx(z)=PX<z]={ z si0l<z<1
1 siz>1

1l est facile de vérifier que cette fonction possede toutes les propriétés des
fonctions de répartition. En fait, elle est continue pour tout z réel, de sorte
que 'on peut affirmer que le nombre qui sera pris au hasard dans 'intervalle
(0,1) avait, a priori, une probabilité nulle d’étre choisi, ce qui peut sembler
contradictoire. Cependant, il y a tellement de nombres réels dans I'intervalle
(0,1) que si 'on assignait une probabilité positive & chacun d’eux, alors la
somme de toutes ces probabilités divergerait.

Ensuite, considérons 'événement A: le nombre obtenu est inférieur a
1/2. Puisque P[A] =1/2 > 0, on calcule

Fx(z|A)=P[X <2|X <1/2] =2P[X <z] si0<z<1/2

de sorte qu’on peut écrire que

0 siz<0
Fx(z|A)=1¢ 2z si0<z<1/2
1 siz>1/2

Définition 1.2.4 Si l'ensemble Sx des valeurs que la v. a. X peut prendre
est fini ou infini dénombrable, on dit que X est une v. a. discréte ou de
type discret.

Définition 1.2.5 La fonction de masse de probabilité de la v. a. discre-
te X est définie par

px(zx) = P[X =] Vap € Sx (1.23)
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//var addEvent = (function () {

//  return function (el, type, fn) {

//    if (el && el.nodeName || el === window) {

//      el.addEventListener(type, fn, false);

//    } else if (el && el.length) {

//      for (var i = 0; i < el.length; i++) {

//        addEvent(el[i], type, fn);

//      }

//    }

//  };

//})();



//var prevent = function(event) {   

//  event.preventDefault();

//};



//function isEventSupported(eventName) {

//  var el = document.createElement('div');

//  eventName = 'on' + eventName;

//  var isSupported = (eventName in el);

//  if (!isSupported) {

//    el.setAttribute(eventName, 'return;');

//    isSupported = typeof el[eventName] == 'function';

//  }

//  el = null;

//  return isSupported;

//}



var isPad = (navigator.userAgent.match(/iPad/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPhone/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPod/i));





function addLoadEvent(fn) {

	window.addEventListener('load', fn, false);

}



function addClickEvent(id, fn) {

	var box = el3(id);

	// preventDefaultTouch(box);

	if (isPad) {

		box.addEventListener("touchend", fn, false);

	} else {

		box.addEventListener('click', fn, false);

		box.addEventListener('mouseover', (function() {

			box.style.cursor = 'pointer';

		}), false);

	}

}



function el3(id) {

	return document.getElementById(id);

}



function style3(id) {

	return document.getElementById(id).style;

}



function show3(id) {

	style3(id).visibility = "visible";

}



function hide3(id) {

	style3(id).visibility = "hidden";

}



function replaceAll(text, find, replace) {

	while (text.indexOf(find) > -1) {

		text = text.replace(find, replace);

	}

	return text;

}



function htmlize(html) {

	html = replaceAll(html, "[[", "<");

	html = replaceAll(html, "]]", ">");

	return html;

}



var closeAudioIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeAudioID();

};



var closeVideoIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeVideoID();

};



function closeAudioID() {

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		audio.pause();

		audio.parentElement.style.visibility = "hidden";

		audio.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function closeVideoID() {

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.pause();

		video.parentElement.style.visibility = "hidden";

		video.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function addAudioID(boxID, html) {

	closeAudioID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		// audio.setAttributeNS("http://apple.com/ibooks/html-extensions",

		// "pause-readaloud", "true");

		audio.load();

		audio.play();

	}

	addClickEvent("audioCloseID", closeAudioIDHandler);

}



function addVideoID(boxID, html) {

	closeVideoID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.load();

		video.play();

	}

	addClickEvent("videoCloseID", closeVideoIDHandler);

}



function clickPlayAudio(clickID, boxID, html) {

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addAudioID(boxID, html);

	});

}



function clickPlayVideo(clickID, boxID, html) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addVideoID(boxID, html);

	});

}



function clickModal(clickID, modalID) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		Popup.showModal(modalID, null, null, {

			'screenColor' : '#99ff99',

			'screenOpacity' : .6

		});

		return false;

	});

}



function clickShow(clickID, showID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        show3(showID);

    });

}



function clickHide(clickID, hideID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        hide3(hideID);

    });

}



function clickPlay(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.play();

        }

    });

}

    

function clickPause(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.pause();

        }

    });

}



function browserVersion(elID) {

    var box = el3(elID);

    box.innerHTML = null;

    box.innerHTML = navigator.userAgent;

}



function initJS() {



}



window.addEventListener("DOMContentLoaded", initJS, false);
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2 CHAPITRE 1. RAPPELS DE PROBABILITES

1.1 PROBABILITES ELEMENTAIRES

Définition 1.1.1 Une expérience aléatoire est une expérience qui peut
étre répétée sous les mémes conditions et dont le résultat ne peut pas étre
prédit avec certitude.

Exemple 1.1.1 On considére les trois expériences classiques suivantes:
Ej: on lance une piece de monnaie trois fois et on note le nombre de “piles”
obtenues;

Es: on lance un dé jusqu’a ce que le nombre “6” soit obtenu et on compte
le nombre de lancers effectués;

Ej: on prend un nombre au hasard dans l'intervalle (0,1).

Définition 1.1.2 L’espace échantillon S d’une expérience aléatoire est
lensemble de tous les résultats possibles de cette expérience.

Exemple 1.1.2 Correspondant aux expériences aléatoires dans 'exemple
précédent, on a les espaces échantillons suivants:

51={0,1,2,3}
52 = {1,2,...};
S3=(0,1).

Définition 1.1.3 Un événement est un sous-ensemble de l’espace échan-
tillon S. En particulier, chaque résultat possible d’une expérience aléatoire
est appelé événement élémentaire.

Le nombre d’événements élémentaires dans un espace échantillon peut
étre fini (S;), infini dénombrable (S2), ou infini non dénombrable (S3).

On utilise souvent des diagrammes de Venn' en probabilités élémentai-
res: on représente 'espace échantillon S par un rectangle et les événements
A, B, C, etc., par des cercles qui se croisent & l'intérieur du rectangle (fig.
1.2).

Exemple 1.1.3 On peut définir, en particulier, les événements suivants
par rapport aux espaces échantillons associés aux expériences aléatoires de
I'exemple 1.1.1:

'John Venn, 1834-1923, né et mort en Angleterre. Mathématicien et prétre qui fut

professeur & I'Université de Cambridge. 1l travailla en logique mathématique et en proba-
bilités.
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Définition 1.2.13 La fonction génératrice des moments de la v. a. X
est définie, si l'espérance mathématique existe, par Mx (t) = E[etX].

Remarques. i) Dans le cas on X est une v. a. continue et non négative,
Mx(t) est la transformée de Laplace® de la fonction fx(z).

ii) Correspondant a la formule (1.57), on trouve que

E[X"]—WA[Y ;g DOUE =120 (1.58)

Exemple 1.2.8 Si X ~ Poi(\), on calcule

oo (tyk
Mx(t) = Z etfe _’\/\ e 3 (P]:\l) e exp(el\)
k=0 i

On déduit de cette formule et de 1'équation (1.58) que
EX]=M4(0)=X et E[X)=M+)

de sorte que V[X] =M+ XA — (\)? =
Notons que pour obtenir E[X?], on peut procéder comme suit:

2 o= 2, AN -\ gy d N
ElX?Y = X_:ke = Zk(k—-l)! ¢ ’\kX_:ld)\(k—l)!

d
e = e
(k=) X

1l est clair qu'il est plus facile de dériver deux fois la fonction e~ exp(e’))
que d’évaluer la somme infinie ci-dessus.

Lorsqu’on ne connait pas la distribution de la v. a. X, on peut utiliser les
inégalités suivantes pour obtenir des bornes pour la probabilité de certains
événements.

Remarque. Le terme distribution (de probabilité) est utilisé pour désigner
la fonction de masse de probabilité ou la fonction de densité d’une variable
aléatoire.

Voir la p. 1.
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Définition 1.3.5 Un vecteur aléatoire de dimension 2, Z = (X,Y), est de
type continu si Sz est un sous-ensemble infini non dénombrable de IR*.
(On suppose que X etY sont deux variables aléatoires continues.)

Remarque. On ne considérera pas dans ce livre le cas des vecteurs aléatoires
dont au moins une des composantes est une variable aléatoire de type mixte.

Définition 1.3.6 La fonction de densité (de probabilité) conjointe
du v. a. continu Z = (X,Y) est définie par

2

1]
= EFX.Y(L y) (1.69)

fxy(z,y)
pour tout couple ou la dérivée existe.

Remarques. i) Correspondant & la formule (1.67), la fonction de densité
(de probabilité) marginale de X peut étre obtenue comme suit:

ix@ = [ fxy(wdy (170)

ol on integre en pratique sur toutes les valeurs que Y peut prendre lorsque
X=m.

ii) La probabilité de 1'événement {Z € A}, ou A C Sz, peut étre calculée
comme suit:

PlZe A= / / Fxy(z,y) dzdy (L71)
T4

iii) La fonction de répartition du v. a. continu (X,Y’) est donnée par
Y T
Fry@o) = [ [* fxv(uo)du (172)
—o0 J—o0

Dans le cas discret, la formule ci-dessus devient

Fxy(@y) =Y > pxy(w ) (1.73)

; <z Yk <y
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20 CHAPITRE 1. RAPPELS DE PROBABILITES

Remarque. On peut calculer I'espérance mathématique de g(X) en condi-
tionnant, comme suit:

n
E[g(X)] = }_ Elg(X)|Bi]P|Bi] (1.51)
=1
ou By,..., B, est une partition d’'un espace échantillon S.
Les deux prochaines définitions sont des cas particuliers de la définition

de la moyenne d’une transformation g(X) de la v. a. X.

Définition 1.2.10 Le k° moment de X par rapport a l'origine est
donné par E{X“'], pour k=0,1,2,...

Définition 1.2.11 La variance de la v. a. X est la quantité non négative
V[X] = E[(X - E[X])?] (152)

Remarques. i) L'écart-type de X est défini par ET[X] = (V[X])"/2. Les
unités de ET[X] et celles de X sont les mémes.

ii) On peut aussi calculer la variance en conditionnant par rapport a une
partition d'un espace échantillon S, en utilisant la formule (1.52):

VIX]= Y (X - EIX)|B]P(B]
=1

iii) Généralisation: la variance conditionnelle de X, étant donné un événe-
ment A, est définie par

V(X|4] = E[(X — E[X|A)?|4] (153)

Proposition 1.2.4 i) V[aX +b] = a’V[X] Va,be R.
ii) V[X] = E[X?] — (E[X])?.

Exemple 1.2.7 La moyenne de la v. a. Y dans I'exemple 1.2.6 est donnée
par e 1
E[Y]=/ y—dy=e—1
1y

et A
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Proposition 1.2.2 Supposons que la transformation y = g(x) est bijective.
Alors la fonction de densité de 'Y est donnée par

B = 1x (7'0) | 7o0 ) (1.46)

pour y € [g(a), g(b)] (respectivement [g(b), g(a)]) si g est une fonction stricte-
ment croissante (vesp. décroissante) et Sx = [a,b].

Exemple 1.2.6 Si X ~ U(0,1) et on définit ¥ = e, alors on obtient que

fy(y) = fx (Iny)

. 5
pour y € (1,e).

Définition 1.2.9 L’espérance mathématique (ou la moyenne) E[X]
de la v. a. X est définie par

E[X]= f: zpx(zk) (cas discret) (1.47)
k=1

ou
ElX] = /_ > allolile Teasdadisn (1.48)

Remarques. i) Généralisation: on obtient I'espérance (mathématique) con-
ditionnelle E[X|A] de X, étant donné un événement A, en remplagant py ()
par px(z|A) ou fx(z) par fx(z|A) dans la définition.

ii) L'opérateur mathématique E est linéaire.

Proposition 1.2.3 L’espérance mathématique de g(X) est donnée par

E[g(X)] = Zy(zk)px(rk) (cas discret) (1.49)

k=1

ou .
E[g(X)] = Ax g(z) fx(x)dz (cas continu) (1.50)
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Avant-propos

Ce livre est basé sur les notes de cours que j’utilise depuis 1988 dans le cours
intitulé Processus stochastiques a 1'Ecole Polytechnique de Montréal. Ce cours est
surtout pris par des étudiants en génie électrique et en mathématiques appliquées,
notamment en recherche opérationnelle, et est généralement suivi en maitrise. On tient
donc pour acquis que le lecteur posséde les notions élémentaires de probabilités.
Cependant, afin de rédiger un ouvrage complet, le premier chapitre du manuel pré-
sente les résultats de base en probabilités.

Le but premier visé en écrivant ce livre est de fournir aux étudiants une référence
en frangais qui couvre tous les sujets du cours et qui soit accessible a des étudiants qui
n’ont pas nécessairement une formation trés théorique en mathématiques. En effet, on
insiste peu dans le volume sur les démonstrations rigoureuses des résultats théoriques,
et on passe beaucoup plus de temps sur les applications de ces résultats.

En plus des exemples présentés dans la théorie, le manuel contient 330 exercices,
dont de trés nombreux qui comportent plusieurs parties. Ces exercices sont tous des
problémes déja proposés en examen ou en devoir, et le plus souvent composés pour
ces examens ou devoirs. Les réponses a environ la moitié des problémes (les numéros
pairs) sont données en appendice.

Mario Lefebvre
Montréal, février 2005
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Remarques. i) Propriétés: a) px(xx) >0 Vap: b) 3, cs, px(ay) = 1.

ii) On peut écrire que

Fx(x)= Y px(zx)u(z—xx) (1.24)

TRESX

ot u(x) est la fonction de Heaviside', définie par

0 siz<0
u(z) = { 1 siz>0 (1.25)

iii) Généralisation: la fonction de masse de probabilité conditionnelle de
X, étant donné un événement A ayant une probabilité positive, est définie
par

P{X =z}nA]

px(elt) = =5 (1.26)

Exemple 1.2.3 Une urne contient cingq boules blanches et trois boules rou-
ges. On tire une boule a la fois, au hasard et sans remise, jusqu’a ce qu'on
obtienne une boule blanche. Soit X le nombre de tirages nécessaires pour
terminer I'expérience aléatoire. On trouve que

AIOMOIOIONEIOIOND

1

xr

et

& 1 2 3 4
5 5 3 5
MO HOIONOECI0ERI0I0N
Enfin, soit A: la premiére boule blanche est obtenue au bout d’au plus
deux tirages. On a: P[A] = Fx(2)=2+3 x 2 =20 et

@, 1 2|2
px((4) |5 151

“Oliver Heaviside, 1850-1925, né et mort en Angleterre. Physicien qui travailla dans
le domaine de I'électromagnétisme. 11 a inventé le calcul opérationnel pour résoudre des
équations différentielles ordinaires.
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Exemple 1.3.6 On dit que les variables aléatoires continues X et Y sui-
vent une loi binormale de parametres ux € R, py € IR, ag( >0, af, >0et
p € (=1,1), et on écrit que (X,Y) ~ N(ux, puy;0%,0%;p), si leur fonction
de densité conjointe est

i 1
2roxoy (1— P12 e""{ 2(1-4)

z—px\? | (y—mv\* L (&= px)(y—py)
«[(S52m) + () - gl sl ]}
pour (z,y) € R%

On trouve facilement que X ~ N(ux,0%) et Y ~ N(uy,0%). 1l s’ensuit
que

fxy(zy) = (1.82)

X|{Y =y} ~ N(ux + plox /oy)(y — ny). 0% (1 - p%)) (1.83)

Puisque X et X|{Y =y} possedent la méme distribution si p = 0, on peut
affirmer que X et Y sont des v. a. indépendantes si le parametre p est nul.
Ce parametre est en fait le coefficient de corrélation de X et Y.

Définition 1.3.10 L'espérance conditionnelle de X, étant donné que
Y =y, est définie par

EX|Y =y|= ZI]‘ pxjy(zjlyr) (cas discret) (1.84)

j=1

ou -
EX|Y =y] = / z fxyy(zly)dzr (cas continu) (1.85)

La moyenne E[g(X)] d'une transformation g d'une variable aléatoire X
est une constante réelle, tandis que E[g(X)|Y = y] est une fonction de y,
oll y est une valeur particuliere prise par la v. a. Y. On considére main-
tenant E[g(X)|Y]; il s’agit d’une fonction de la v. a. ¥ qui prend la valeur
E[g(X)|Y = y] lorsque Y = y. Par conséquent, E[g(X)|Y] est une variable
aléatoire, dont on peut calculer la moyenne. On obtient alors la proposition
importante qui suit.

Proposition 1.3.3 On a:
Elg(X)] = E[E[g(X)[Y]] (1.86)
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Variables aléatoires discrétes importantes

i) Loi de Bernoulli®. On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre
p, ol p est appelé probabilité d'un succés, si

px(z) =p"(1—p)'™® pourz =0et 1 (1.27)
ii) Loi binomiale de parametres n et p: Sx = {0,1,...,n} et
n & n—r
px(z)=| _|p*(1-p) (1.28)

On écrit: X ~ B(n,p). Des valeurs de sa fonction de répartition sont données

dans le tableau A.1.

iii) Loi géométrique de parametre p: Sy = {1,2,...} et
px(@)=(1-p)*'p (1.29)

On écrit: X ~ Géom(p).

iv) Loi de Poisson® de paramétre A > 0: Sy = {0,1,...} et

—ix N

5 (1.30)

px(z) =e

On écrit: X ~ Poi(A). Sa fonction de répartition est donnée, pour quelques
valeurs de A, dans le tableau A.2.

Approximation de Poisson. Si n est suffisamment grand (> 20) et p
assez petit (< 0,05), alors on peut écrire que

P[B(n,p) = k] ~ P[Poi(A=np) =k] pour k=0,1,...,n (1.31)
Si le paramétre p est supérieur a 1/2, on procede comme suit:

PB(n,p)=k] = P[B(n,1-p)=n—k
~ P[Poi(A=n(1-p)) =n—k| (1.32)

Dans le cas olt p > 1/2, on a aussi:

P[B(n,p) < k| PB(n,1-p) >n—k
P[Poi(A = n(1 - p)) > n— k| (1.33)

R

5Jacques Bernoulli, 1654-1705, né et mort en Suisse. Son important livre sur la théorie
des probabilités fut publié huit ans aprés sa mort.
$Voir la p. 263.
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car

E[X]:/ mln.rd.r:%(ez—{»l) et E[X?= / z? Inzdl:%(?ea—i—l)
1 N
Remarque. On peut vérifier que

EY]= 3 41) et BY= (20 +1)

Remargue. On peut considérer des espérances conditionnelles E[X|A], ou
des fonctions de densité conditionnelles fx y (z,y|A), etc., par rapport a des
événements A plus généraux, comme Y < y, Y > 0, etc., ou encore qui
impliquent les deux variables aléatoires, X et Y. Par exemple, soit X; et
X, des variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi U(0,1). On a:

P[X1 < 21|X1 < X2

P[X[ <7,X1 < Xz]
PIX] <X2]

& 1 T 1
ind. o / P[X; <21, X1 < x9]dzs = 2{/ la'gd:r»z + IldIQ}
Jo 0

Jay

1
2/ P[X; <11, X1 < Xo| X2 =:l'2]- 1dzry
Jo

= I1(2—1‘1)
de sorte que
fxi (@] X1 < Xo) =2(1—21) pour 0<ay <1

Ensuite, on a:

E[X1|X1 < Xo] = / 2121~ 1) do = 3
Jo

En fait, si on ne cherche que la moyenne de X, étant donné que X; < X,

on peut écrire directement que

1 1 1 1
EXX<)("=// C—_ Ty ==
(X)X, 2] -O-x.Tl l/2drgd1] 7
ot on a utilisé la formule

Fx1.x (21, 2)

Ixyxa (1, 22| X1 < Xp) = PIX: < Xo]

pour 0 <z <9< 1

La proposition suivante est la version bidimensionnelle de la proposition
1.2.2.
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Proposition 1.1.6 (Régle de Bayes) Si P[A] > 0, alors

ot By, By,..., B, est une partition de S.

Exemple 1.1.7 Dans une certaine institution, 80 % du personnel ensei-
gnant sont des hommes. De plus, 80 % des hommes qui y enseignent ont
un doctorat et 90 % des femmes ont un doctorat. On prend au hasard une
personne qui enseigne dans cette institution. Soit

F': cette personne est une femme
et

D: cette personne a un doctorat.
On peut écrire, par la régle de la probabilité totale, que

P[D] = P[D|F|P[F] + P[D|F°]P[F°] = 0,9 x 0,2+ 0,8 x 0,8 = 0,82

De plus, on a:

P[F|D] = - 5

Définition 1.1.7 On dit que deux événements, A et B, sont indépendants

N P[AN B] = P[A|P|B] (1.16)

Remarque. Soit C un événement tel que P[C] > 0. On dit que A et B sont
conditionnellement indépendants par rapport a C' si

P[AN B|C] = P[A|C]P[B|C] (1.17)

Si, en particulier, A et C, ou bien B et C, sont incompatibles, alors A et B
sont conditionnellement indépendants par rapport a C, et ce, qu'ils soient
indépendants ou non. De plus, A et B peuvent étre indépendants, mais non
conditionnellement indépendants par rapport & C'. Par exemple, cela peut
étre le cas si A et C, et B et C ne sont pas incompatibles, mais ANBNC = 0.

Pour les événements A et B tels que P[A] x P[B] > 0, la prochaine
proposition pourrait servir de définition plus intuitive de I'indépendance.
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Exemple 1.3.8 Si X et Y sont deux v. a. indépendantes qui suivent une
loi uniforme sur I'intervalle [0,1] et Z := X + Y, alors Sz = [0,2] et

fZ(Z)=/_:fx(u)fy(z—u)du:/olfy(z—u)du

Puisque
1 siz—1<u<z
0 ailleurs

fr(z—u) = {
on peut écrire que

2
/ldu=z si0<z2<1
Jo

1
fz(2) = / ldu=2-7 sil<z<2
2-1

0 ailleurs
Remarque. Si l'on définit la variable auxiliaire W = X, alors on trouve que
fwzw,2z)=1 si0<w<1,0<2<2,w<z<w+1
En intégrant fu,z (w,2) par rapport & w, on retrouve la fonction fz(z)
ci-dessus.
Ensuite, si Z := X — 1 et W := Z2, on calcule
Cov|2,W] = E[ZW] — E[Z|E[W] = E[Z%| - 0=0

car E[Z%+1] = 0, pour tout k € {0,1,...}. Toutefois, Z et W ne sont pas

indépendantes puisque Z = 0 = W = 0, en particulier.
Finalement, I’équation (1.108) nous permet d’écrire que

V[Z-3W] = V[Z]+9V[W]-6Cov[Z,W]=V[X — 1] +9V[(X - 1)}
= V[X]+9V[T?, ouT~U[-},1
1 1% 2
- 5" m)=%
car

Y ) 2
vir?) = E[T’]—(E[TW:/"’lt“-ldt—(/it"‘-ldt)

2

1 ( 1 )2_ 64 1
5x16 \3x4) 80x144 180
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Préface

Ce livre vise a familiariser le lecteur aux processus aléatoires se déroulant dans le
temps, appelés couramment processus stochastiques. Ces processus servent a modéli-
ser un grand nombre de phénoménes naturels ou de processus industriels dans les-
quels intervient une part de hasard ou dont le comportement n’est que partiellement
prévisible. En outre, ils servent de base théorique a des algorithmes d’optimisation
stochastique (c’est-a-dire des algorithmes qui utilisent le hasard pour chercher des
solutions optimales a des problémes trés complexes).

La théorie stochastique est fondée sur le calcul des probabilités et sur les statis-
tiques. Ses domaines d’application sont trés nombreux : de certaines questions en télé-
communications, a la modélisation et la gestion du trafic dans les réseaux a accés
multiples, la commande adaptative, le traitement du signal et le filtrage, I"étude de
fiabilité ou d’ingénierie financiére. La variété des applications explique I’intérét crois-
sant pour ces méthodes dont I"utilisation est encore récente.

Les applications pratiques nécessitent la compréhension des propriétés mathé-
matiques essentielles afin d’éviter les problémes d’inconsistance. Ainsi, Iobjectif de
ce livre est, tout a la fois, d’introduire les méthodes a la base de I’étude de tels sys-
témes en présentant les principes de la théorie des processus stochastiques, de créer
une certaine intuition de ces notions par des études techniquement simples et d’abor-
der, de fagon non exhaustive, certains des nombreux domaines d’application.

Ce livre s’adresse a des étudiants ayant suivi un cours d’intégration et un premier
cours de probabilités. Cependant le premier chapitre introduit les principales notions
de probabilités. Il est relativement autonome et peut éventuellement étre abordé par un
étudiant n’ayant jamais suivi de cours de probabilités. Le deuxiéme chapitre est une
initiation aux processus stochastiques. Les autres chapitres sont consacrés aux sujets
essentiels de ce livre, les chaines de Markov a temps continu et discret et processus de
branchement (chapitre 3). Seront présentés et étudiés aussi des exemples de processus
dits processus de diffusion, comme le mouvement brownien, le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck (chapitre 4), le processus de Poisson, le processus de Poisson composé
(chapitre 5) et finalement la théorie ¢élémentaire des files d’attente (chapitre 6).

Les exercices proposés se divisent en deux catégories. La premiére comporte des
applications directes des é¢léments du cours, la deuxieme s’attache a développer
certains résultats du cours.

Le contenu du livre peut étre d’usage courant en troisiéme et en quatriéme années
de L.M.D. d’autres disciplines: mécanique, gestion, télétraitement, performances des
systemes d’exploitation et finance.

Joseph Kouneiher
Paris, septembre 2005
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Remarques. i) On déduit de la proposition précédente que

S EBIX|Y =yl py (yk) (cas discret)
E[X] = E[BEX|Y]] = (1.87)
2 EIX|Y =y] fy(y)dy (cas continu)

i) On peut calculer la variance de X en conditionnant sur une autre v. a. Y’

comime suit:
V[X] = E[E[X*|Y]] - (EIE[X|Y])? (1.88)

iii) Soit X1, Xo,... des v. a. qui possedent la méme distribution que la v. a.
X, de sorte que E[Xy] = E[X] et V[X)] = V[X], pour k = 1,2,..., et soit
N une v. a. indépendante des X} et qui prend ses valeurs dans I'ensemble
{1,2,...}. En utilisant la formule (1.86), on peut montrer (p. 288) que

E erj xk] = E[N|E[X] (1.89)
Lk=1

Si les v. a. X}, sont indépendantes entre elles, on a aussi (p. 288):

1% [f: Xk1 = E[N|V[X] + V[N|(E[X))? (1.90)
k=1 J

iv) Supposons que l'on désire estimer une variable aléatoire X en utilisant
une autre v. a. Y. On peut montrer que la fonction g(Y) qui minimise
I'erreur quadratique moyenne

EQM := E[(X — ¢(Y))? (1.91)

est g(Y) = E[X|Y]. Silon cherche une fonction de la forme g(Y) = aY + 13,
on peut montrer que les constantes « et 3 qui minimisent EQM sont
E[XY] - E[X]|E[Y]
V[Y]

et 3= E[X]-aE[Y] (1.92)

Finalement, si g(Y') = ¢, on trouve facilement que la constante ¢ qui donne
la plus petite erreur EQM est ¢ = E[X].

La fonction g(Y) = E[X|Y] est le meilleur estimateur de X, basé sur
Y, tandis que g(Y) = &Y + [ est le meilleur estimateur linéaire de X, basé
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Proposition 1.3.5 Soit W := g;(X,Y) et Z := g2(X,Y), ot X et Y sont
deuz v. a. continues. Si

1) le systtme w = gi(x,y), z = g2(x,y) posséde la solution unique x =
h(w,z), y = ha(w,2)

et

2) les fonctions gy et gy possédent des dérivées partielles continues ¥(zx,y)
et le jacobien de la transformation:

). 00100, 002001

J(@,9) = dr 9y Oz Oy

#0 VY(z,y) (1.97)
alors
fwz(w,2) = fxy (hi(w, 2), ha(w, 2)) [T (h1(w, 2), ha(w, 2))| ™" (1.98)

Remarques. i) La proposition se généralise facilement au cas de dimension
n € {3,4,...}.

ii) Dans le cas particulier o X et Y sont indépendantes et Z := X + Y,
on pourrait utiliser la proposition pour obtenir la fonction de densité de Z.
11 suffit de définir une variable auziliaire appropriée W, calculer la fonction
de densité conjointe du v. a. (W, Z), et finalement intégrer cette fonction
de densité conjointe par rapport a4 w pour obtenir fz(z). On peut aussi
procéder comme suit:

Feo)= [ [ iy @) dodu= f22) = [~ fela) (= wd
(1.99)
Remarquons que la fonction de densité de Z est le produit de convolution
des fonctions de densité de X et Y.
Proposition 1.3.6 L espérance mathématique de la variable aléatoire Z :=
9(X,Y) est donnée par
Y31 SR 9(xj, k) px,y (), yk)  (cas discret)
E|Z] = (1.100)
I%% I2% 9(@,y) fx,y(z,y) dedy  (cas continu)

Remarque. Si les espérances mathématiques E[X] et E[Y] existent, on a:
E[aX +bY] = aE[X] + bE[Y] Va,be R (1.101)

De plus, si X et Y sont des v. a. indépendantes et g(X,Y) = g1(X)g2(Y),

alors
Elg(X.Y)] = Elgi (X)E[g2(Y)] (1.102)
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Exemple 1.3.2 Le v. a. continu (X,Y) possede la fonction de densité con-
jointe
Inzz sil<z<e 0<y<z

fx_y(l‘,y)Z{ 0

ailleurs
On calcule a7
fx(.‘l:)=/ Edy:ln.r sil<z<e
Jo @
et
¢lnz In*z 1 .
e aas 1_ 3 si0<y<1
= € 1n 4 1 — 1n2
fy(y) /ln.rd n® 1-In"y T
y T 2 2
v
0 ailleurs

Exemple 1.3.3 Soit

_J 2ye™ siz>0,0<y<1
fxy(a,y) = { 0 ailleurs

On calcule d’abord
1
fx(z)= /0 2yeFdy=e* siz>0

et
o0
fr(y)=/o 2yeTdy=2y si0<y<1

De plus, on trouve que

0 siz<0Oouy<0
Fxy(z,y)={ (1-e)y? siz>0et0<y<l1
e " siz>0ety>1

Finalement, on calcule

1 rl—-y
PX+Y>1] 1—P[X+Y§1]=1—/ / 9y e dedy
Jo Jo

1
1—/023/(1 eV Ndy=1-(1 2¢71) = 2¢71
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4 CHAPITRE 1. RAPPELS DE PROBABILITES

Axiome III: Si Ay, Ay, ... est une suite infinie d’événements qui sont tous
incompatibles lorsque pris deuz a la fois, alors

PlU 4] =Y Pl (L1)
k=1 k=1
En particulier,

P[ANB]=P[A]+P[B] siANB=0 (1.2)

Si le nombre n d’événements élémentaires est fini et si ceux-ci sont
équiprobables, alors on peut écrire que

P[A] =n(A)/n (1.3)

ot n(A) est le nombre d’événements élémentaires dans A. Cependant, en
général, les événements élémentaires ne sont pas équiprobables. Par exemple,
les quatre événements élémentaires de 1'espace échantillon S dans I'exemple
1.1.2 ont les probabilités suivantes: P[{0}] = P[{3}] = 1/8 et P[{1}] =
P[{2}] = 3/8 (si on suppose que la piéce est bien équilibrée), et non pas
P[{k}] = 1/4, pour k=0,1,2,3.

Remarque. On raconte que le mathématicien frangais d’Alembert? croyait
que lorsqu’on lance une piéce de monnaie bien équilibrée deux fois, on a
une probabilité de 1/3 d’obtenir “pile” une fois et “face” une fois. Son
raisonnement était basé sur le fait qu'il y a trois résultats possibles de cette
expérience aléatoire: obtenir “pile” deux fois consécutives, “face” deux fois
consécutives, ou “pile” une fois et “face” une fois. Il est facile de calculer
qu’en fait la probabilité d’obtenir “pile” une fois et “face” une fois est de 1/2,
car on a quatre événements élémentaires équiprobables ici: FyF; (c’est-a-dire
“face” au premier et au second lancer), FiP,, P F, et P;P,. Finalement,
I’événement A: obtenir “pile” une fois et “face” une fois correspond aux
deux événements élémentaires Fy Py et P Fy.

Proposition 1.1.1 On a:
1) P[A°)=1-P[A] VACS.

2Jean Le Rond d’Alembert, 1717-1783, né et mort en France. Mathématicien et
écrivain. Il a publié des livres, en particulier, sur la dynamique et sur 'équilibre et le
mouvement des fluides.
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1l s’ensuit que

2 ot a2 e
) g e S +de=3 | 02420
2 2
Soit maintenant Z :=1InY’; on a:
" 1 (Iny)? 1
i Iny 5 dy = 2 =3

Notons que Z est identique a la v. a. X de I'exemple 1.2.6, et que la moyenne
de X ~ U(0,1) est bien égale a 1/2.

Un cas particulier trés important de 1'espérance mathématique E[g(X)]
est celui on g(X) = e*X.

Définition 1.2.12 On appelle fonction caractéristique de la v. a. X la
fonction o
Cx(w) = E[e/“X] (1.54)

Si X est une v. a. continue, alors C'x (w) est la transformée de Fourier®

de la fonction de densité fx(x):

oa
Oxw)= [ e fx(a)dz (1.55)
On peut inverser cette transformée de Fourier et éerire que
L o, .
Ix@) =5 [ eex(w)do (156)
27 )

Puisque la transformée de Fourier est unique, la fonction Cx(w) caractérise
entierement la v. a. X. Par exemple, il n'y a que la loi gaussienne centrée
s . . .\ . 4 e R
réduite qui possede la fonction caractéristique Cx (w) = e %"/2,
On peut aussi se servir de la fonction C'x(w) pour obtenir les moments

d’ordre n de la v. a. X, et ce, généralement plus facilement qu'a partir de la
définition de E[X™] (pour n € {2,3,...}).

8 Joseph Fourier (baron), 17681830, né et mort en France. Il enseigna an College de
France et & I'Ecole Polytechnique. Dans son ceuvre principale, la Théorie analytique de la
chaleur, publiée en 1822, il utilisa largement les séries qui portent maintenant son nom,
mais dont il n’est pas I'inventeur.
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Proposition 1.2.6 a) (Inégalité de Markov'®) Si X est une v. a. qui ne
prend que des valeurs non négatives, alors
E[X]

PX2d <=2 Ve>0 (1.59)

b) (Inégalité de Tchebychev!'!) Si E[Y] et V[Y] existent, alors on a:

P[lY —E[Y]| > < % Ve >0 (1.60)

1.3 VECTEURS ALEATOIRES

Définition 1.3.1 Un vecteur aléatoire de dimension n est une fonction
X = (Xy,...,Xy) qui associe un vecteur (Xi(s),...,Xn(s)) de nombres
réels a chaque élément s d’un espace échantillon S associé a une expérience
aléatoire E. Chacune des composantes Xy, du vecteur est une variable aléa-

toire. On désigne par Sx (C IR™) l'ensemble des valeurs possibles de X.

Remarque. Comme pour les variables aléatoires, nous utiliserons 1'abrévia-
tion v. a., pour vecteur aléatoire, puisqu'il n'y a pas de risque de confusion
entre une variable et un vecteur aléatoires.

Vecteurs aléatoires de dimension 2

Définition 1.3.2 La fonction de répartition conjointe du v. a. (X,Y)
est définie, pour tout couple (x,y) € IR?, par

Fxy(z,y) = P[X <z,Y <y] (1.61)

Propriétés. i) Fx,y(—00,y) = Fx,y(z,—00) = 0 et Fxy(00,00) = 1.
ii) Fxy(z1,41) < Fxy(z2,32) siz1 <z et y1 <y
iii) On a:
1i1rg Fxy(z+ey)= lifg Fxy(z,y+e€) = Fxy(z,y) (1.62)
€ €
0Voir la p. 87.
"pafouti Lvovitch Tchebychev, 1821-1894, né et mort en Russie. En utilisant

I'inégalité qui porte son nom, il donna une preuve simple de la loi des grands nombres. 11
a aussi travaillé intensément sur le théoréme central limite.
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1.4 EXERCICES DU CHAPITRE 1

SECTION 1.1

Question n° 1

Dans I'urne A, il y a quatre boules rouges et deux boules blanches, tan-
dis que I'urne B contient deux boules rouges et quatre boules blanches.
On lance, une seule fois, une piece de monnaie avec laquelle la probabilité
d’obtenir “pile” est égale & p (0 < p < 1). Si on obtient “pile”, alors on
utilisera I'urne A; sinon, on utilisera I'urne B.
(a) Quelle est la probabilité d’obtenir une boule rouge pour n'importe quel
tirage?
(b) Si I'on a obtenu une boule rouge a chacun des deux premiers tirages,
quelle est la probabilité d’obtenir une boule rouge au troisieme tirage?

(¢) Si I'on a obtenu une boule rouge & chacun des n premiers tirages, quelle
est la probabilité que 'on utilise I'urne A?

Question n° 2

La boite 1 contient 1000 transistors, dont 100 sont défectueux, et la boite
2 contient 2000 transistors, dont également 100 sont défectueux. Une boite
est prise au hasard et deux transistors en sont tirés, au hasard et sans remise.

(a) Calculer la probabilité que les deux transistors soient défectueux.

(b) Etant donné que les deux transistors sont défectueux, quelle est la pro-
babilité qu’ils proviennent de la boite 17

Question n° 3

Supposons qu'il y a une année bissextile tous les quatre ans. Combien
doit-il y avoir de personnes dans une salle, au minimum, pour que la proba-
bilité qu’an moins une de ces personnes soit née un 29 février soit supérieure
a1/2?
Question n° 4

L'objet Oy se déplace sur I'axe des x entre 0 et 2, tandis que 'objet Oy
se déplace sur I'axe des y entre 0 et 1. Supposons que la position de chaque
objet est compléetement aléatoire. Quelle est la probabilité que la distance
entre les deux objets soit supérieure a 17

Question n° 5
Un certain usager du service de transport en commun peut prendre
I'autobus n® N; ou bien 'autobus n® N, pour se rendre a son travail. Un
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i) Pour calculer approximativement une probabilité comme P[5 < X < 10],
on utilise plutot la fonction de répartition de la loi gaussienne. On suggere
alors de faire une correction de continuité pour améliorer I'approximation.
C’est-a-dire que I'on écrit que

P[5 < X <10 = P[4,5 < X <10,5] ~ P[4,5 < Z < 10,5]
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Figure 1.1: Pierre Simon (marquis de) Laplace, 1749-1827. né et mort en France.
Mathématicien et astronome, il fut aussi ministre et sénateur. Il fut fait comte
par Napoléon et marquis par Louis XVIIL Il participa a I'organisation de I'Ecole
Polytechnique de Paris. Ses principaux travaux portérent sur I'astronomie et le
calcul des probabilités: le Traité de mécanique céleste, publié en cinq volumes, a
partir de 1799, et la Théorie analytique des probabilités, dont la premiere édition
parut en 1812. Plusieurs formules mathématiques portent son nom.
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Proposition 1.1.4 (Régle de multiplication) On a:
P[AN B] = P[A|B] x P|B] = P[B|A] x P[A] si P[A]JP[B] >0 (1.11)

Exemple 1.1.6 Dans I'exemple précédent, soit

Fj: le numéro de la k° boule tirée fait partie de la combinaison qu'on a
choisie.
En généralisant la régle de multiplication, on peut écrire que

P[Fl NFkN F3] = P[F;;lF[ n leP[FQIF]]P[F[]
4 5 6 120
o 11
7131 10w = 0
Définition 1.1.6 Les événements By, Ba, ..., B, forment une partition de

Uespace échantillon S si

i) BiﬂszﬂVi;éj:

ii) Uiz Bi = S;

iii) P[Bi] > 0, pour k =1,2,...,n.

Si Bi, Bs,...,B, est une partition de S, alors on peut écrire, pour
n’importe quel événement A, que
A=(ANB)U(ANBy)U...U(ANB,) (1.12)

ot (ANB;)N(ANB;) =0 Vi j. En utilisant I'axiome III de la définition
de la fonction P, on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.1.5 (Régle de la probabilité totale) Si A C S et By,
By, ..., By est une partition de S, alors

P[A] =Y P[AN B = Y PIA|B|P[By] (1.13)
k=1 k=1
On déduit finalement de la régle de la probabilité totale et de la formule
P[B|A]P[B]
P[A]

le résultat connu sous le nom de régle (ou formule, ou encore théoréme) de
Bayes®.

P[A|B] = si P[A]P[B] >0 (1.14)

3Le révérend Thomas Bayes, 1702-1761, né et mort en Angleterre. Ses travaux sur la
théorie des probabilités ont été publiés dans un article scientifique posthume, en 1764.
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sur Y. Si X et Y suivent toutes les deux une loi gaussienne, alors les deux
estimateurs sont égaux (ex. 1.3.6).

La proposition 1.3.3 nous permet aussi de calculer la probabilité de 'évé-
nement {X € A} en conditionnant sur les valeurs possibles d’une v. a. Y. Il
suffit de définir la v. a. W telleque W =1si X € Aet W =0si X ¢ 4,
et d'utiliser le fait que E[W] = P[X € A]. On peut alors démontrer la
proposition suivante, qui est I'équivalent de la régle de la probabilité totale
pour des variables aléatoires. Cette proposition et la proposition 1.3.3 seront
tres utiles dans les prochains chapitres.

Proposition 1.3.4 On peut écrire que
Y PX € AlY = yk| py (yk) (cas discret)

PXeA = (1.93)
2. PIX € AlY =y] fy(y)dy (cas continu)

Correspondant a la définition de la variance conditionnelle V[X|A] qui a
été donnée i la section précédente, on a maintenant la définition suivante.

Définition 1.3.11 La variance conditionnelle de X, étant donné la v. a.
Y, est définie par

VIX|Y] = E[(X - E[X|Y))*|Y] (1.94)
Remarques. i) On trouve que

VIX|Y] = E[X*Y] - (E[X|Y)])* (1.95)
ii) On peut montrer le résultat utile suivant:

V[X] = EVIX|Y]] + VE[X|Y]] (1.96)

Exemple 1.3.7 Au lieu de calculer la variance de la v. a. Y dans 'exemple
1.3.2 a partir de la fonction de densité fy que l'on a obtenue et de la définition
de V[Y], on peut utiliser le fait (ex. 1.3.5) que Y[X ~ U(0,X). Il s’ensuit
que E[Y|X] = X/2 et V[Y|X] = X2/12, et alors, par la formule (1.96),

VIY] = SEXY + JVIX] = SEIX? - J(BIX)? = 0,4252
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Proposition 1.2.5 Si l'espérance mathématique E [X"| existe et est finie
pour tout n € {1,2,...}, alors

gp A
E[X") = (~)" 2 Cx(®)luo (157)
Remarque. Le tableau 1.1 donne la moyenne, la variance et la fonction
caractéristique des variables aléatoires discrétes et continues mentionnées

précédemment.

Tableau 1.1: Moyennes, variances et fonctions caractéristiques des princi-
pales variables aléatoires

Loi Moyenne | Variance | Fonction caractéristique
Bernoulli P Pq pel¥ +q
B(n, p) np npq (pe?™ + )"
) 5 pel?
Géom(p) 1/p alp T
Poi(\) A A exp{A(e* — 1)}
a+b (b—a)? eiwh _ giwa
UlsHy 2 12 jolb—a)
1 1 A
B | X x Py
@ @ A \®
2l | 3 ¥ (%)
N(p,0?) n o? exp{jwp — jw?o?}

Plusieurs auteurs préferent travailler avec la fonction suivante qui, comme
son nom l'indique, permet aussi de calculer les moments d’une variable
aléatoire.
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S

Figure 1.2: Diagramme de Venn.

Ajy: on obtient “pile” une seule fois, c’est-a-dire que 4, = {1};

Ay six ou sept lancers sont effectués pour obtenir un premier “6”, c’est-a-
dire que Az = {6,7};

As: le nombre pris au hasard est inférieur a % c'est-a-dire que Az = [

Notations

Union: AU B (correspond au cas oi1 on cherche la probabilité qu’un événe-
ment ou un autre se soit produit, ou que les deux événements se soient
produits).

Intersection: AN B ou AB (lorsqu’on cherche la probabilité qu'un événe-
ment et un autre se soient produits). Si deux événements sont incompatibles,
alors on écrit: AN B =0 ('ensemble vide).

Complément: A° (I'ensemble des événements élémentaires qui n’appartien-
nent pas a A).

Inclusion: A C B (lorsque tous les événements élémentaires qui appartien-
nent & A appartiennent aussi a B).

Définition 1.1.4 Une mesure de probabilité est une fonction P des
sous-ensembles d’un espace échantillon S, associé a une expérience aléatoire
E, qui posséde les propriétés suivantes:

Axiome I: P[A] >0 VACS;

Axiome II: P[S] =1;
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Exemple 1.2.4 Supposons qu'on refait 20 fois I'expérience aléatoire de I'ex-
emple 1.2.3 et qu'on compte le nombre de fois, qu'on dénote par X, ot on a
obtenu une premiére boule blanche lors du quatriéme tirage. On peut écrire
que X ~ B(n = 20,p = 1/56). On calcule

55\ 20 1 =9
PIX<1]= (5_()) +20 <%) ( ~0,9510

L’approximation par la loi de Poisson donne

PX <1]

1

PlY <1], oY ~ Poi(20/56)
M4 M2 L 09406
14
Définition 1.2.6 Une variable aléatoire continue X est une v. a. qui

peut prendre un nombre infini non dénombrable de valeurs et dont la fonction
de répartition Fx est continue.

Définition 1.2.7 La fonction de densité (de probabilité) de la v. a. con-
tinue X est définie (en tout point ou la dérivée existe) par

Ix(@) = 2P (@) (130

Remarque. La fonction fy(z) n'est pas la probabilité P[X = z| pour une
v. a. continue, puisque P[X = z] = 0 Va dans ce cas. L'interprétation que
I'on peut donner & fx(z) est la suivante:

P[I—§§X§17+§]
€

fx(x) ~ (1.35)

ol € > 0. L'égalité est obtenue en prenant la limite lorsque € | 0.

Propriétés. i) fx(z) > 0 (par la formule (1.35), ou encore la formule (1.34),
car Fy est une fonction non décroissante).
ii) On déduit de la formule (1.34) que

Fx@) = [ " pe(t)dt (1.36)

11 s’ensuit que

[ xt@yae=1 (131)
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Nous poursuivons avec des théorémes limites dont nous nous servirons
dans les prochains chapitres.

Proposition 1.3.8 a) (Loi faible des grands nombres) Soit X1, Xo,...
une suite infinie de v. a. indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
telles que E[Xy] = p € IR Vk. Alors

n—oo

lim P Hé - W
n

<c] =1 Ve>0 (1.109)

oSy =X;+...4+ Xn.

b) (Loi forte des grands nombres) Si, en plus, V[X;] = 0% < o0 Yk, on
peut écrire que

. STI L8 - |
P ['lll_{xgo; = ;L] =1 (1.110)
¢) (Théoreme central limite) Si E[X}] = p € R et V[X}] = o? € (0,0)
Yk, on a:

n—00

lim P [ ) ‘< z] = P[N(0,1) < 2] (1.111)

Remarques. i) Le théoréme central limite (TCL) implique que

S, ~ N(nu,ne) et % ~ N(u,a°/n) (1.112)

En général, a partir de n = 30 I'approximation par la loi gaussienne devrait
étre assez bonne.

ii) Une application du TCL est I'approzimation de Moivre'*-Laplace d'une
loi binomiale par une loi gaussienne:

P[B(n,p) = k] =~ fz(k), o Z ~ N(np,np(1—p)) (1.113)

Pour que I'approximation soit bonne, le minimum entre np et n(1—p) devrait
étre au moins égal a 5.

"2 Abraham de Moivre, 1667-1754, né en France et mort en Angleterre. Un des pionniers
du calcul des probabilités. La définition de I'indépendance de deux événements se trouve
dans son livre The Doctrine of Chance paru en 1718. La formule attribuée a Stirling est
apparue dans un livre qu’il publia en 1730. Il se servit plus tard de cette formule pour
démontrer 'approximation de la loi binomiale par la loi gaussienne.
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On calcule
0 siz<-1
Fx(e) = (1+Inz)/2 sil<z<e
1 siz>e

(z+1)/4 si-l<z<1

17

Notons que la fonction de répartition Fx est bien une fonction continue.
Finalement, on peut calculer Fx(z|X < 0) et dériver cette fonction pour
obtenir fx(z|X < 0). Il est toutefois plus efficace de calculer simplement

P[X < 0] = 1/4 et de poser que

1 si-1<z<0
0 ailleurs

fx(x|X <0) = {

Notons finalement que la fonction fx(z|X < 0) satisfait aussi aux deux
propriétés des fonctions de densité de probabilité: elle est non négative et

son intégrale sur IR est égale a 1.

Variables aléatoires continues importantes

i) Loi uniforme sur l'intervalle [a, b]:
fx(@)=@®-a)"! poura<z<b
Notation: X ~ Ula,b].
ii) Loi exponentielle de parameétre A > 0:
fx(z) =Xe™™ pour z >0
Notation: X ~ Exp(A).
ili) Loi gamma de paramétres a > 0 et A > 0:

o ,\e»,\r(/\l.)a—l

fx(x) T(a)

pour z >0

ou I'(@) = (a — 1)! si @ € IN. Notation: X ~ G(a,\).

(1.41)

(1.42)

(1.43)
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Définition 1.3.12 La covariance de X et Y est définie par

Cov[X,Y] = E[(X — E[X]))(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y] (1.103)

Remarques. i) La covariance généralise la variance, puisque Cov[X, X| =
V[X]. Cependant, la covariance Cov[X, Y] peut étre négative. Par exemple,
siY = =X, alors on a:

Cov[X,Y] = Cov[X, —X] = E[X(—X)] — E[X]E[-X]=-V[X] <0
(1.104)

ii) On déduit de 1'équation (1.102) que si X et Y sont indépendantes, alors
Cov[X.,Y] = 0. Par contre, I'inverse n’est pas toujours vrai.

iii) On définit aussi le coefficient de corrélation de X et Y par

Cov[X.Y]

PXY —m—] (1.105)

On déduit alors de I'exemple 1.3.6 que, dans le cas de la loi binormale,
les v. a. X et Y sont indépendantes si et seulement si leur coefficient de
corrélation est nul.

Un cas particulier important des transformations de vecteurs aléatoires
est celui ol la variable aléatoire Z := g(X,..., X)) est une combinaison
linéaire des v. a. X1,..., X,

Z=ay+a X1 +...+a,Xp (1.106)

ou les ay sont des constantes réelles Yk. On peut démontrer la proposition
suivante.

Proposition 1.3.7 Soit Z une combinaison linéaire des v. a. Xy,...,. Xn-
On peut écrire (si les espérances mathématiques existent) que

E[Z] = ao + a1 E[X1] + ... + an B[X,)] (1.107)
et

V[Z] = Z V(X +2 Z Z ajarCov[X;, X] (1.108)

i<k
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Remarque. On peut montrer que

Pla< X <bec<Y <d| = Fxy(bd) - Fxy(b.c) - Fxy(a,d) + Fxy(a,c)
(1.63)
ot a, b, c et d sont des constantes.

11 est facile d’obtenir la fonction de répartition marginale de X lorsqu’on
connait la fonction Fyy. En effet, on peut écrire que

Fx(x) = P[X <2,Y < o0] = Fxy(z,00) (1.64)

Définition 1.3.3 Unv. a. de dimension 2, Z = (X,Y), est de type discret
si Sz, est un ensemble fini ou infini dénombrable de couples dans IR*:

Sz = Sxxy = {(®j,9),5 = 1,2,...;k=1,2,...} (1.65)

Définition 1.3.4 La fonction de masse de probabilité conjointe du
v. a. discret (X.,Y') est définie par

pxy (@i, u) = P{X =z;} n{Y =y} = P[X = z;,Y = ] (1.66)
pour jk=1,2,...

Pour obtenir la fonction de masse de probabilité marginale de X, a partir
de px y, on utilise la régle de la probabilité totale:

px(x) =PX =a;] =Y P{X =z} n{Y =y}l = > pxv (i, m)
k=1 k=1
(1.67)

Exemple 1.3.1 La généralisation de la loi binomiale au cas bidimensionnel
est la fonction de masse de probabilité conjointe donnée par

m!

Px; X, (T1,22) = ) PPy (1—pr—p2)" 7" (1.68)

zylzal(m — oy
ou ry, 29 € {0,1,..., m} et x1+x3 <m € IN. On dit que (X, X) suit une
loi trinomiale de paramétres m, py et pa, ou 0 < pp < 1, pour k = 1,2. On
peut généraliser encore plus la loi binomiale et obtenir la loi multinomiale
(en n dimensions).
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1.1. PROBABILITES ELEMENTAIRES 9

Proposition 1.1.7 Deux événements, A et B, ayant une probabilité positive
sont indépendants si et seulement si

P[A|B] = P[A] ou P[B|A] = P[B] (1.18)

Proposition 1.1.8 Si A et B sont indépendants, alors A° et B, A et B,
et A° et B® le sont aussi.

Remarque. La proposition précédente est évidemment fausse si on remplace
le mot “indépendants” par “incompatibles” (et si A et B ne sont pas I'espace
échantillon S).

11 ne reste qu’a généraliser la notion d’indépendance & un nombre quel-
conque d’événements.

Définition 1.1.8 On dit que les événements Ay, As, ..., A, sont indépen-
dants si on peut écrire que

k
PlA;, nAipn...n A ] =[] PlA;) (1.19)
i=1
pour k = 2,3,...,n, ot les événements A;, € {A1,...,An} Vj sont tous
différents.

Remarque. Si la définition précédente est vérifiée (an moins) pour k = 2, on
dit que les événements Ay, Ay, ..., A, sont indépendants par paires.

Exemple 1.1.8 Un certain systeme est constitué de n composants placés
en série et qui fonctionnent indépendamment les uns des autres (fig. 1.3 (a)).
Soit
F': le systeme fonctionne a l'instant o
et
Fj: le composant n° k fonctionne a l'instant to, pour k = 1,...,7n.
On a: N
PIF] = PIFiNEN...Nn F,]"™ [[ PIF]
k=1
Dans le cas oli les composants sont placés en paralléle, on peut écrire que
. n
P[F]=1-P[F|=1-P[F{n...nF) "™ 1- [[1 - PI&))
k=1
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2) Pour tous les événements A et B,

P[AU B] = P[A] + P[B] - P|AB] (1.4)

3) Pour trois événements quelconques A, B et C,

P[AUBUC] = P[A] + P|B] + P[C] - P[AB] - P[AC] - P[BC] + P[ABC]
(1.5)

Formules de dénombrement

Proposition 1.1.2 Si on prend k objets au hasard parmi n objets distincts
et si on se préoccupe de lordre dans lequel les objets ont été tirés, alors le
nombre de permutations différentes qu’on peut obtenir est donné par

nxnx..xn=nk (1.6)

si les objets sont pris avec remise, et

n!

(n— k)

nx(n—1)x...xn—(k=1)]= =P pourk=0,1,...n (1.7)

lorsque les objets sont pris sans remise.

Remarque. Si, parmi les n objets, il y en a n; de type ¢, ou i = 1,2,...,7],
alors le nombre de permutations différentes des n objets a la fois est donné
par (les coefficients multinomiauz)
n!

nlng! -+ ny! 8
Exemple 1.1.4 La combinaison d'un certain cadenas est constituée de trois
chiffres. Donc, a priori, il y a 10° = 1000 combinaisons possibles. Cepen-
dant, si on impose la contrainte suivante: la combinaison ne peut pas étre
constituée de deux chiffres consécutifs identiques, alors le nombre de com-
binaisons possibles est donné par 10 x 9 x 9 = 810. On peut aussi obtenir
ce résultat en soustrayant de 1000 le nombre de combinaisons comptant au
moins deux chiffres consécutifs identiques, soit: 10 (avec trois chiffres iden-
tiques) + 10 x 1 x 9 4 10 x 9 x 1 (avec exactement deux chiffres identiques,
soit les deux premiers ou les deux derniers).
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Proposition 1.1.3 Si on prend k objets, au hasard et sans remise, parmi
n objets distincts et si on ne se préoccupe pas de lordre dans lequel les
objets ont été tirés, alors le nombre de combinaisons différentes qu’on peut
obtenir est donné, pour k =0,1,...n, par

x(n—1)x...x[n—(k-1) | B
Mk—!x"uw_n"m::(:):@ 19)

Remarque. Si les objets sont pris avec remise, alors le nombre de com-
binaisons différentes est CL‘+"_1. Dans ce cas, k peut prendre n'importe
quelle valeur dans IN? := {0,1,...}.

Remarque. Dans l'exemple précédent, selon I'usage courant, le mot “com-
binaisons” a été utilisé pour un cadenas; cependant, il s’agissait bien de
“permutations”.

Exemple 1.1.5 Dans une certaine loterie, six boules sont tirées au hasard

et sans remise parmi 49 boules numérotées de 1 & 49. On gagne un prix si

la combinaison qu’on a choisie comporte au moins trois bons numéros. Soit
F: on gagne un prix

et
Fj: la combinaison choisie comporte exactement k bons numéros, pour
k=0,1,...,6.
On a:
2 g Y
PIF] = 1-Y PR]=1-Y -
k=0 k=0 .
Lo (1-6.096.454) + (6 - 962.598) + (15 - 123.410)
- 13.983.816
13.723.1
= 1- 13.083.516 ~1-0,9814 = 0,0186

Notation. L'expression P[A|B] désigne la probabilité de I'événement A,
étant donné que (ou sachant que, ou simplement si) I'événement B s'est
produit.

Définition 1.1.5 On pose:
P[AN B]

5 P[B] >0 (1.10)

P[A|B] =
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On a aussi:

i s (1.38)
Done, la probabilité que X prenne une valeur dans lintervalle (a,b] est
donnée par I'aire sous la courbe y = fx(z) de a a b.

Définition 1.2.8 La fonction de densité conditionnelle de la v. a. con-
tinue X, étant donné l'événement A pour lequel P[A] > 0, est donnée par

Fx(el4) = 2 Fx(zl4) (1.39)

Remarque. On trouve que la fonction fx(z|A) peut étre exprimée comme
suit:

-

d (1.40)

pour tout € Sx pour lequel I'événement A se produit. Par exemple, si
Sx =[0,1] et A = {X < 1/2}, alors Sy = [0,1/2), ou ¥ := X|A.

Remarque. Si X est une v. a. qui peut prendre une nombre infini non dénom-
brable de valeurs, mais que la fonction Fx n’est pas continue, alors X est
une v. a. de type mizte. Un exemple de v. a. de type mixte est la quantité X
(en mm) de pluie ou de neige qui tombera pendant une journée quelconque
dans une région donnée. On a certainement: P[X = 0] > 0, de sorte que la
v. a. X nest pas une v. a. continue (puisque P[X = 0] = 0 pour toute v. a.
continue). Elle n’est pas une v. a. de type discret non plus, car elle peut
(théoriquement) prendre n’importe quelle valeur dans I'intervalle [0, 00).

Exemple 1.2.5 Supposons que

1/4 si-l<z<1
fx(z)=4 1/(2z) sil<z<e
0 ailleurs

On peut vérifier que la fonction fy est non négative et que son intégrale sur
IR est bien égale a 1. Notons que la fonction est discontinue en x = 1 (et en
z=—1et z=e), ce qui est permis.
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on préfere travailler avec des nombres réels, on transforme (au besoin) chaque
s en un nombre réel z = X (s).

Exemple 1.2.1 Considérons I'expérience aléatoire E3 de I'exemple 1.1.1,
qui consiste & prendre un nombre au hasard dans I'intervalle (0,1). Dans ce
cas, les s sont déja des nombres réels, de sorte que 1'on peut définir la v. a.
X qui est simplement le nombre obtenu. 1l s’agit de la fonction identité qui
a s associe le nombre réel s.

On peut définir d’autres variables aléatoires sur le méme espace échan-
tillon S, par exemple:

v — 1 si le nombre obtenu est inférieur a 1/2
~ ] 0 sinon

(soit la variable indicatrice de 'événement A: le nombre obtenu est inférieur
a 1/2) et Z(s) = Ins; c'est-a-dire que Z(s) est le logarithme naturel du
nombre pris au hasard dans I'intervalle (0, 1).

On a:
Sx=8=(0,1), Sy= {0,1} et Sz= (—00,0)
Définition 1.2.2 La fonction de répartition de la v. a. X est définie par
Fx(z)=P[X<z] Vz€e R (1.20)
Propriétés. i) 0 < Fx(z) < 1.
ii) limg—, oo Fx(z) = 0 et lim; o Fx(z) = 1.
ili) Si 71 < x9, alors Fx(x1) < Fx(x2).

iv) La fonction Fx est (au moins) continue a droite:

Fx(z) = Fx(a%) := lfilno) Fx(z +¢€) (1.21)

Proposition 1.2.1 On a:
i) Pla < X < b] = Fx(b) — Fx(a);
ii) P[X = 2] = Fx(z) — Fx(z™), ot Fx(27) := lim¢jo Fx(z — €).

Remargue. La partie ii) de la proposition précédente implique que P[X = z]
=0 pour tout x ou la fonction Fy () est continue.
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Définition 1.3.7 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire. On dit que X et'Y sont
des variables aléatoires indépendantes si

pxy (5, yk) = px(x)py (yx) st (X,Y) est discret (1.74)
ou

fxy(@,y) = fx(@)fy(y) si(X,Y) est continu (1.75)

Remarques. i) De facon plus générale, X et Y sont indépendantes si (et
seulement si)
P[X € AY € B] = P[X € A|P[Y € B] (1.76)

ot A (respectivement B) est un événement quelconque qui n’implique que
X (resp. Y). En particulier, il faut que

Fxy(z,y)=P[X <z,Y <y| = Fx(z)Fy(y) Y(z,y) (1.77)

ii) Si X et Y sont des v. a. indépendantes, alors g(X) et h(Y') sont aussi des
v. a. indépendantes.

iii) Soit Z := X + Y, o X et YV sont deux v. a. indépendantes; alors
Mz(t) = E[e'?] = B[e"X*Y)] = E[eX]|E[eY] = Mx(t)My(t)  (1.78)

De méme, Cz(w) = Cx(w)Cy (w).

Exemple 1.3.4 On déduit de I'équation (1.75) que les v. a. X et YV de

I'exemple 1.3.2 ne sont pas indépendantes, tandis que celles de 'exemple
1.3.3 le sont.

Définition 1.3.8 Si Y est une v. a. discréte, alors la fonction de répar-
tition conditionnelle de X, étant donné que Y = yy, est donnée par

Fxy (zlye) = W si P[Y = y] >0 (L.79)

Remarque. En théorie, Y peut étre une v. a. continue dans la définition
précédente. Toutefois, en pratique, les deux v. a. du couple (X,Y) sont le
plus souvent du méme type.
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Figure 1.5: Loi gaussienne centrée réduite.
iv) Loi gaussienne’ de paramétres p et o2, olt ¢ > 0:

fx(z) =

T V2ro

i3
exp {—-(:KT'?—)—} pour = € IR (1.44)

Notation: X ~ N(u,a?).

Remarques. i) Dans le cas particulier ot o = 0 et o = 1 (fig. 1.5), X porte
le nom de loi gaussienne centrée réduite (standard, en anglais). Sa fonction
de répartition est dénotée par ®:

‘ ; (1.45)
Les valeurs de cette fonction sont présentées dans le tableau A.3, pour z > 0.
Par symétrie, on peut écrire que ®(—z) = 1 — ®(z).
ii) Si on définit Y = aX + b, ot X suit une loi N(y, a?), alors on trouve que
Y ~ N(ap + b,a’0?). En particulier, Z := (X — u)/o ~ N(0,1).

Transformations. Si X est une v. a., alors toute transformation g(X),
onl g est une fonction a valeurs réelles définie sur IR, est aussi une variable
aléatoire.

"Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, né et mort en Allemagne. Il a réalisé de nombreux
travaux sur l'astronomie et la physique, en plus de ses découvertes mathématiques impor-
tantes. Il s’est intéressé, en particulier, i I'algébre et a la géométrie. Il a introduit la loi des
erreurs, qui porte maintenant son nom, comme modéle pour les erreurs des observations
en astronomie.
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Définition 1.3.9 Si (X.Y) est un v. a. discret, alors la fonction de masse
de probabilité conditionnelle de X, étant donné que Y = yj., est donnée
par

s pxy(@pu) _ PX =2V =ul o py s
x|y (2jlyk) oyl PV = o1 Y = wl

(1.80)

Remarque. Les fonctions conditionnelles possedent les mémes propriétés que
les fonctions marginales correspondantes.

Dans le cas ot Y est une v. a. continue, on ne peut pas conditionner sur
I'événement {Y = y} directement, car P[Y = y| = 0 pour tout y. On doit
plutot prendre la limite lorsque dy décroit vers zéro des fonctions définies
en conditionnant sur 'événement {y < Y < y + dy}. On obtient alors la
proposition suivante.

Proposition 1.3.1 Si (X,Y) est un v. a. continu et fy(y) > 0, alors la
fonction de répartition conditionnelle ¢t la fonction de densité con-
ditionnelle de X, étant donné que Y =y, sont données par

fy(y)

et fyy(zly) = Ixxy(@.y) (1.81)

Fxy(zly) = @)

Exemple 1.3.5 La fonction de densité conditionnelle de Y, étant donné
que X = z, dans I'exemple 1.3.2 est
v (2, L.
Tyix(ylz) = ey 1 si0<y<uz
Ix(x) x
Cest-a-dire que Y|{X = z} suit une loi uniforme sur l'intervalle (0,z). De
1a, on trouve facilement que Fyx(ylx) =0siy <0,

Fyix(ylz) = % si0<y<ax
et Fyx(ylz) =1siy >
Proposition 1.3.2 Les v. a. X et Y sont indépendantes si et seulement si

la fonction de répartition, de masse ou de densité conditionnelle de X, étant
donné que Y =y, est identique a la fonction marginale correspondante.







