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      Introduction
     
     
      Le
     
     
      problème
     
     
      des
     
     
      modules,
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      courbes
     
     
      algébriques
     
     
      de
     
     
      genre
     
     
      donné
     
     
      g
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      problème
     
     
      classique
     
     
      qui
     
     
      remonte
     
     
      à
     
     
      Riemann.
     
     
      Ce
     
     
      problème,
     
     
      de
     
     
      nature
     
     
      globale,
     
     
      a
     
     
      déjà
     
     
      été
     
     
      résolu.
     
     
      On
     
     
      sait
     
     
      que
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      est
     
     
      ur.
     
     
      ouvert
     
     
      d'une
     
     
      variété
     
     
      algébrique
     
     
      d'
     
     
      -limension
     
     
      3g-3
     
     
      (si
     
     
      g>
     
     
      1).
     
     
      Les
     
     
      compactifications
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      variété
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      egalement
     
     
      étudiées
     
     
      .
     
     
      L'article
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      récent
     
     
      sur
     
     
      ce
     
     
      sujet
     
     
      est
     
     
      celui
     
     
      de
     
     
      P.
     
     
      Deligne
     
     
      et
     
     
      D.
     
     
      Mumford
     
     
      (Pub.
     
     
      Math,
     
     
      de
     
     
      l'I.H.E.S.
     
     
      No
     
     
      36).
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      cours,
     
     
      nous
     
     
      étudions
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      local
     
     
      analogue
     
     
      de
     
     
      l'es
     
     
      ɐ
     
     
      pace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      des
     
     
      branches
     
     
      d'une
     
     
      même
     
     
      classe
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      équisingularité
     
     
      ,
     
     
      l'équi
     
     
      ɐ
     
     
      valence
     
     
      birationnelle
     
     
      du
     
     
      problème
     
     
      global
     
     
      est
     
     
      remplacée
     
     
      par
     
     
      1'
     
     
      équivalence
     
     
      analytique
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      très
     
     
      peu
     
     
      écrit
     
     
      sur
     
     
      ce
     
     
      problème
     
     
      :
     
     
      citons
     
     
      deux
     
     
      articles
     
     
      :
     
     
      1)
     
     
      S.
     
     
      Ebey,
     
     
      The
     
     
      classification
     
     
      of
     
     
      singular
     
     
      points
     
     
      of
     
     
      algebraic
     
     
      curves
     
     
      Trans,
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      AMS
     
     
      (1965)
     
     
      ;
     
     
      2)
     
     
      K.
     
     
      Wollfardt,
     
     
      Variation
     
     
      of
     
     
      complex
     
     
      structure
     
     
      in
     
     
      a
     
     
      point,
     
     
      Amer.
     
     
      J.
     
     
      of
     
     
      Math.
     
     
      (1968).
     
     
      Le
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      complète
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      M
     
     
      d'une
     
     
      classe
     
     
      d'équisingularité
     
     
      donnée
     
     
      est
     
     
      entièrement
     
     
      ouvert
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      quelque
     
     
      exemples
     
     
      du
     
     
      chapitre
     
     
      V
     
     
      montrent
     
     
      que
     
     
      M
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      trop
     
     
      complexe
     
     
      pour
     
     
      espérer
     
     
      répondre
     
     
      totalement
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      question.
     
     
      La
     
     
      question,
     
     
      pourtant
     
     
      plus
     
     
      restrictive,
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      détermination
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      dimension
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      "composante
     
     
      générique"
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      résolue.
     
     
      Nous
     
     
      donnons
     
     
      cependant
     
     
      quelques
     
     
      résultats
     
     
      partiels
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      caractéristique
     
     
      (n,m)
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      où
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      m
     
     
      sont
     
     
      premiers
     
     
      entre
     
     
      eux*.
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      VI
     
     
      est
     
     
      entièrement
     
     
      consacré
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      et
     
     
      nous
     
     
      y
     
     
      traitons
     
     
      seulement
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      "composante
     
     
      générique".
     
     
      Nous
     
     
      déterminons
     
     
      la
     
     
      dimension
     
     
      q
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      composante
     
     
      lorsque
     
     
      m=
     
     
      n+1.
     
     
      Nous
     
     
      avons
     
     
      pu
     
     
      également
     
     
      trouver
     
     
      q
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      m
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      (mod
     
     
      n)
     
     
      mais
     
     
      nous
     
     
      donnons
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      sans
     
     
      démonstration.
     
     
      Au
     
     
      chapitre
     
     
      V
     
     
      nous
     
     
      donnons
     
     
      une
     
     
      description
     
     
      complète
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      caractéristiques
     
     
      (n,m)
     
     
      £
     
     
      {(2,m)
     
     
      ,(3,m)
     
     
      ,(4,5),(5,6),(6,7)}.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      (6,7),
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      intéressant,
     
     
      on
     
     
      observe
     
     
      plusieurs
     
     
      des
     
     
      particula
     
     
      ɐ
     
     
      rités
     
     
      que
     
     
      peut
     
     
      présenter
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      modules.
     
     
      Au
     
     
      chapitre
     
     
      IV,
     
     
      nous
     
     
      montrons
     
     
      que
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      quasi-compact
     
     
      (M
     
     
      est
     
     
      tou
     
     
      ɐ
     
     
      jours
     
     
      non
     
     
      séparé,
     
     
      sauf
     
     
      s'il
     
     
      est
     
     
      réduit
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      point)
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      la
     
     
      carac
     
     
      ɐ
     
     
      téristique
     
     
      est
     
     
      (n,m)
     
     
      (m
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      premiers
     
     
      entre
     
     
      eux)
     
     
      ou
     
     
      (4,6,2s+l).
     
     
      Dans
     
     
      les
     
     
      chapitres
     
     
      I,
     
     
      II,
     
     
      III,
     
     
      nous
     
     
      traitons
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      d'une
     
     
      branche
     
     
      singulière
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      principaux
     
     
      invariants
     
     
      numériques
     
     
      d'une
     
     
      classe
     
     
      d'équisingularité
     
     
      (l'exposant
     
     
      du
     
     
      conducteur
     
     
      c,
     
     
      la
     
     
      caractéristique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      classe,
     
     
      le
     
     
      semi-groupe
     
     
      T
     
     
      des
     
     
      entiers
     
     
      positifs
     
     
      associés
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      classe,
     
     
      etc...).
     
     
      La
     
     
      plupart
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      notions
     
     
      sont
     
     
      classiques
     
     
      et
     
     
      bien
     
     
      connues,
     
     
      mais
     
     
      il
     
     
      était
     
     
      essentiel
     
     
      pour
     
     
      nous
     
     
      et
     
     
      utile
     
     
      -croyons-nous-
     
     
      pour
     
     
      de
     
     
      jeunes
     
     
      lec
     
     
      ɐ
     
     
      teurs
     
     
      de
     
     
      les
     
     
      rassembler
     
     
      ici.
     
     
      Nous
     
     
      espérons
     
     
      que
     
     
      ce
     
     
      cours
     
     
      stimulera
     
     
      de
     
     
      nouveaux
     
     
      travaux
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      sujet.
     
     
      Un
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      que
     
     
      nous
     
     
      recommandons
     
     
      au
     
     
      lecteur
     
     
      est
     
     
      celui-ci
     
     
      de
     
     
      l'identification
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      avec
     
     
      un
     
     
      constructible
     
     
      d'une
     
     
      varié
     
     
      ɐ
     
     
      té
     
     
      V.
     
     
      Rappelons
     
     
      qu'un
     
     
      constructible
     
     
      C
     
     
      d'une
     
     
      variété
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      union
     
     
      finie
     
     
      d'ensembles
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      C.
     
     
      -D.
     
     
      où
     
     
      C.
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      irréduc-
     
     
      îi
     
     
      î
     
     
      tible
     
     
      de
     
     
      V,
     
     
      et
     
     
      D.
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      stricte
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      avons
     
     
      la
     
     
      caractéri-
     
     
      ’
     
     
      î
     
     
      1
     
     
      suivante
     
     
      (non
     
     
      publiée)
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      d'un
     
     
      ensemble
     
     
      constructible
     
     
      :
     
     
      *
     
     
      voir
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      sujet
     
     
      l'article
     
     
      de
     
     
      Ch.
     
     
      Delorme,
     
     
      exposé
     
     
      au
     
     
      Groupe
     
     
      d'étude
     
     
      des
     
     
      singularités
     
     
      1974-75.
     
     
      Publ
     
     
      .
     
     
      du
     
     
      Département
     
     
      de
     
     
      Mathématiques,
     
     
      Université
     
     
      Paris-Sud
     
     
      Orsay.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      et
     
     
      une
     
     
      seule
     
     
      décomposition
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      (C
     
     
      1
     
     
      -D
     
     
      1
     
     
      )U(C
     
     
      2
     
     
      -D
     
     
      2
     
     
      )U....U(C
     
     
      k
     
     
      -D
     
     
      k
     
     
      )
     
     
      d'un
     
     
      ensemble
     
     
      constructible,
     
     
      satisfaisant
     
     
      les
     
     
      conditions
     
     
      suivantes
     
     
      :
     
     
      a)
     
     
      La
     
     
      décomposition
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      redondante
     
     
      (i.e.
     
     
      aucun
     
     
      des
     
     
      termes
     
     
      -
     
     
      D^
     
     
      ne
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      omis).
     
     
      b)
     
     
      Les
     
     
      sous-variétés
     
     
      sont
     
     
      irréductibles
     
     
      et
     
     
      distinctes.
     
     
      c)
     
     
      Les
     
     
      sont
     
     
      minimaux
     
     
      :
     
     
      plus
     
     
      précisément
     
     
      si
     
     
      D^,D^,...,D^
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      sous-vari
     
     
      étés
     
     
      strictes
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      ŸiÇ{l,2,...,h},
     
     
      DjcDj
     
     
      et
     
     
      vérifiant
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      (C
     
     
      1
     
     
      "
     
     
      D
     
     
      l
     
     
      )
     
     
      U
     
     
      ‘
     
     
      "
     
     
      U
     
     
      (C
     
     
      k
     
     
      "
     
     
      D
     
     
      k
     
     
      }
     
     
      alors
     
     
      ¥
     
     
      i
     
     
      €
     
     
      {1,2,...
     
     
      ,hj
     
     
      .
     
     
      e)
     
     
      Si
     
     
      C.
     
     
      3
     
     
      C
     
     
      .
     
     
      alors
     
     
      D.3C.
     
     
      1
     
     
      J
     
     
      1
     
     
      J
     
     
      Les
     
     
      h
     
     
      variétés
     
     
      sont
     
     
      appelées
     
     
      les
     
     
      composantes
     
     
      irréductibles
     
     
      de
     
     
      C,
     
     
      C.
     
     
      est
     
     
      appelée
     
     
      une
     
     
      composante
     
     
      immergée
     
     
      s'il
     
     
      existe
     
     
      C.
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      C^cC_.
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      C'
     
     
      un
     
     
      autre
     
     
      ensemble
     
     
      constructible
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      c
     
     
      =
     
     
      (c;
     
     
      -
     
     
      D-)
     
     
      u
     
     
      ...
     
     
      u
     
     
      (c,'
     
     
      ,
     
     
      -
     
     
      d
     
     
      ;
     
     
      .)
     
     
      11
     
     
      k'
     
     
      k'
     
     
      sa
     
     
      décomposition
     
     
      satisfaisant
     
     
      les
     
     
      conditions
     
     
      a,
     
     
      b,
     
     
      c,
     
     
      d,
     
     
      e.
     
     
      Nous
     
     
      disons
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      C
     
     
      '
     
     
      sont
     
     
      isomorphes
     
     
      si
     
     
      les
     
     
      conditions
     
     
      suivantes
     
     
      sont
     
     
      satisfaites
     
     
      1.
     
     
      h
     
     
      =
     
     
      h'
     
     
      .
     
     
      2.
     
     
      Pour
     
     
      un
     
     
      ordre
     
     
      convenable
     
     
      des
     
     
      C
     
     
      .
     
     
      cC.
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      C.'cC'..
     
     
      1
     
     
      3
     
     
      13
     
     
      3.
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      cjj
     
     
      :
     
     
      composantes
     
     
      irréductibles
     
     
      nous
     
     
      avons
     
     
      h
     
     
      h
     
     
      U
     
     
      C.
     
     
      UC!
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      tp(C.
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      C!
     
     
      et
     
     
      •
     
     
      ,
     
     
      i
     
     
      .
     
     
      ,
     
     
      i
     
     
      ^
     
     
      T
     
     
      i
     
     
      i
     
     
      i=l 
     
     
      i=l
     
     
      cp(D.)
     
     
      =
     
     
      DJ
     
     
      pour
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      indices
     
     
      i
     
     
      g
     
     
      {1,2,...,
     
     
      h}
     
     
      .
     
     
      Ce
     
     
      résultat
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      ci-dessus
     
     
      donnent
     
     
      un
     
     
      sens
     
     
      précis
     
     
      à
     
     
      notre
     
     
      question
     
     
      concernant
     
     
      l'isomorphisme
     
     
      entre
     
     
      M
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      constructible
     
     
      donné.
     
     
      Puisque
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      d'un
     
     
      constructible
     
     
      (que
     
     
      ce
     
     
      soit
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      forte
     
     
      ou
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      Zariski),
     
     
      la
     
     
      réponse
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      question
     
     
      n'est
     
     
      possible
     
     
      qu'à
     
     
      la
     
     
      condition
     
     
      qu'on
     
     
      mette
     
     
      une
     
     
      topologie
     
     
      con
     
     
      ɐ
     
     
      venable
     
     
      sur
     
     
      l'ensemble
     
     
      constructible.
     
     
      #
     
     
      *
     
     
      ■if
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Chapitre
     
     
      I
     
     
      :
     
     
      Préliminaires
     
     
      1.
     
     
      Classe
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      équisingularité
     
     
      d'une
     
     
      branche.
     
     
      Espace
     
     
      des
     
     
      modules.
     
     
      Définition
     
     
      1.1
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      f
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      l'anneau
     
     
      Œ[[X,Y]]
     
     
      des
     
     
      séries
     
     
      for
     
     
      ɐ
     
     
      melles
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      variables
     
     
      à
     
     
      coefficients
     
     
      complexes,
     
     
      f
     
     
      sera
     
     
      toujours
     
     
      sup
     
     
      ɐ
     
     
      posé
     
     
      avoir
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      propriétés
     
     
      suivantes
     
     
      :
     
     
      a)
     
     
      f
     
     
      définit
     
     
      une
     
     
      série
     
     
      convergente
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      l'origine
     
     
      de
     
     
      Œ
     
     
      2
     
     
      b)
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      irréductible
     
     
      dans
     
     
      Œ[[X,Y]].
     
     
      L'équation
     
     
      f(X,Y)
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      définit
     
     
      alors
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      analytique
     
     
      (un
     
     
      germe
     
     
      de
     
     
      courbe
     
     
      analytique
     
     
      irréductible)
     
     
      complexe
     
     
      C.
     
     
      Ces
     
     
      branches
     
     
      vont
     
     
      jouer
     
     
      le
     
     
      rôle
     
     
      des
     
     
      courbes
     
     
      globales
     
     
      considérées
     
     
      par 
     
     
      Riemann
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      devons
     
     
      définir
     
     
      maintenant
     
     
      le
     
     
      type
     
     
      topologique
     
     
      d'une
     
     
      branche.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      tout
     
     
      de
     
     
      suite
     
     
      remarquer
     
     
      que
     
     
      n'importe
     
     
      quelle
     
     
      branche
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      homéomor-
     
     
      phe
     
     
      à
     
     
      (Œ,0)
     
     
      (germe
     
     
      à
     
     
      l'origine
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      droite
     
     
      complexe),
     
     
      si
     
     
      l'on
     
     
      munit
     
     
      C,
     
     
      2
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      l'origine,
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      induite
     
     
      par
     
     
      celle
     
     
      de
     
     
      Œ
     
     
      .
     
     
      Cet
     
     
      homéomorphisme
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      obtenu
     
     
      en
     
     
      paramétrant
     
     
      la
     
     
      branche
     
     
      ;
     
     
      pour
     
     
      le
     
     
      cusp
     
     
      (y
     
     
      —
     
     
      x
     
     
      )
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      :
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      homéomorphisme
     
     
      donné
     
     
      par
     
     
      te-*
     
     
      (t
     
     
      ,t
     
     
      ).
     
     
      On
     
     
      n'obtient
     
     
      pas
     
     
      en
     
     
      regardant
     
     
      de
     
     
      tels
     
     
      homéomorphismes
     
     
      une
     
     
      définition
     
     
      raisonnable
     
     
      du
     
     
      type
     
     
      topologique.
     
     
      (On
     
     
      veut
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      type
     
     
      topologique
     
     
      du
     
     
      cusp
     
     
      soit
     
     
      différent
     
     
      de
     
     
      celui
     
     
      d'une
     
     
      courbe
     
     
      lisse).
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      nécessaire
     
     
      d'in
     
     
      ɐ
     
     
      troduire
     
     
      une
     
     
      relation
     
     
      d'équivalence
     
     
      plus
     
     
      stricte
     
     
      Définition
     
     
      1.2
     
     
      :
     
     
      Deux
     
     
      branches
     
     
      analytiques
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      ont
     
     
      le
     
     
      môme
     
     
      type
     
     
      topo
     
     
      ɐ
     
     
      logique,
     
     
      (on
     
     
      écrira
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      D)
     
     
      ,
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      sont
     
     
      (
     
     
      opol
     
     
      ogiquement.
     
     
      équivalentes
     
     
      en
     
     
      tant
     
     
      que
     
     
      surfaces
     
     
      plongées
     
     
      dans
     
     
      Œ
     
     
      2
     
     
      (ou
     
     
      E^)
     
     
      ,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      s'il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      homéomorphisme
     
     
      T
     
     
      :
     
     
      U
     
     
      _
     
     
      U
     
     
      '
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      2
     
     
      o
     
     
      U
     
     
      et
     
     
      U'
     
     
      voisinages
     
     
      ouverts
     
     
      de
     
     
      l'origine
     
     
      dans
     
     
      Œ
     
     
      ,
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      a)
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      dans
     
     
      U
     
     
      D
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      dans
     
     
      U'
     
     
      (cela
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      sens
     
     
      car
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      est
     
     
      definie
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      série
     
     
      qui
     
     
      converge
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      l'origine)
     
     
      et
     
     
      b)
     
     
      t
     
     
      (
     
     
      c
     
     
      n
     
     
      u)
     
     
      =
     
     
      d
     
     
      n
     
     
      u'
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      note
     
     
      L(C)
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
     
     
      branches
     
     
      D
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      D=C.
     
     
      Si
     
     
      D
     
     
      et
     
     
      C
     
     
      ont
     
     
      même
     
     
      type
     
     
      topologique,
     
     
      on
     
     
      dit
     
     
      aussi
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      branches
     
     
      sont
     
     
      équisin-
     
     
      gulières
     
     
      :
     
     
      L(C)
     
     
      s'appelle
     
     
      la
     
     
      classe
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      équisingularité
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      c'est
     
     
      dans
     
     
      cet
     
     
      ensemble
     
     
      que
     
     
      nous
     
     
      allons
     
     
      nous
     
     
      placer
     
     
      maintenant.
     
     
      A
     
     
      l'instar
     
     
      du
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      Riemann
     
     
      nous
     
     
      introduisons
     
     
      dans
     
     
      L(C)
     
     
      une
     
     
      re
     
     
      ɐ
     
     
      lation
     
     
      d'équivalence
     
     
      (plus
     
     
      fine
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      première),
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      relation
     
     
      d'iso
     
     
      ɐ
     
     
      morphisme
     
     
      analytique.
     
     
      Définition
     
     
      1.3
     
     
      :
     
     
      On
     
     
      dira
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      D
     
     
      sont
     
     
      analytiquement
     
     
      équivalentes
     
     
      (C
     
     
      —
     
     
      D)
     
     
      s'il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      analytique
     
     
      T
     
     
      :
     
     
      U
     
     
      -*
     
     
      U
     
     
      '
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      dans
     
     
      U,
     
     
      D
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      dans
     
     
      U'
     
     
      T(cn
     
     
      U)
     
     
      =
     
     
      DflU'
     
     
      .
     
     
      L'espace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      d'une
     
     
      classe
     
     
      d'équisingularité
     
     
      L,
     
     
      est
     
     
      l'espace
     
     
      quotient
     
     
      de
     
     
      L
     
     
      par
     
     
      cette
     
     
      dernière
     
     
      relation
     
     
      d'équivalence.
     
     
      Nous
     
     
      verrons
     
     
      que
     
     
      cet
     
     
      espace
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      muni
     
     
      d'une
     
     
      topologie
     
     
      (non
     
     
      séparée
     
     
      en
     
     
      général)
     
     
      ;
     
     
      mais
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      peut
     
     
      pas
     
     
      le
     
     
      munir
     
     
      d'une
     
     
      structure
     
     
      d'ensemble
     
     
      algébrique,
     
     
      ni
     
     
      meme
     
     
      d'une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      schéma.
     
     
      Remarque
     
     
      1.4
     
     
      :
     
     
      On
     
     
      pourrait
     
     
      considérer
     
     
      une
     
     
      situation
     
     
      en
     
     
      apparence
     
     
      plus
     
     
      générale,
     
     
      en
     
     
      travaillant
     
     
      sur
     
     
      des
     
     
      séries
     
     
      formelles,
     
     
      à
     
     
      coefficients
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      corps
     
     
      algébriquement
     
     
      clos
     
     
      de
     
     
      caractéristique
     
     
      zéro.
     
     
      L'équation
     
     
      d'une
     
     
      bran
     
     
      ɐ
     
     
      che
     
     
      (dite
     
     
      algébrol'de
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cas)
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      facteur
     
     
      unité
     
     
      près.
     
     
      Comment
     
     
      définit-on
     
     
      l'analogue
     
     
      de
     
     
      l'équivalence
     
     
      topologique
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      algébroïde
     
     
      ?
     
     
      Zariski
     
     
      a
     
     
      introduit
     
     
      une
     
     
      notion
     
     
      abstraite
     
     
      d'équisingulari
     
     
      ɐ
     
     
      té,
     
     
      qui,
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      d'une
     
     
      seule
     
     
      branche,
     
     
      repose
     
     
      essentiellement
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      de
     
     
      points
     
     
      infiniment
     
     
      voisins,
     
     
      due
     
     
      à
     
     
      M.
     
     
      Nœther.
     
     
      Cette
     
     
      notion,
     
     
      une
     
     
      fois
     
     
      restreinte
     
     
      au
     
     
      domaine
     
     
      convergent,
     
     
      coïncide
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      topologique.
     
     
      Nous
     
     
      rappelons
     
     
      brièvement
     
     
      cette
     
     
      définition
     
     
      qui
     
     
      fait
     
     
      intervenir
     
     
      des
     
     
      trans
     
     
      ɐ
     
     
      formations
     
     
      quadratiques
     
     
      locales
     
     
      :
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      3
     
     
      Soit
     
     
      f
     
     
      une
     
     
      équation
     
     
      d'une
     
     
      branche
     
     
      algébroi'de
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      f
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      +
     
     
      f
     
     
      .+ 
     
     
      ...,
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      n+
     
     
      1
     
     
      f
     
     
      /O,
     
     
      la
     
     
      décomposition
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      en
     
     
      somme
     
     
      de
     
     
      polynOmes
     
     
      homogènes.
     
     
      L'entier
     
     
      n,
     
     
      degré
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      initiale,
     
     
      ne
     
     
      change
     
     
      pas
     
     
      si
     
     
      l'on
     
     
      multiplie
     
     
      f
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      unité,
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      aussi
     
     
      indépendant
     
     
      du
     
     
      choix
     
     
      des
     
     
      coordonnées
     
     
      ;
     
     
      c'est
     
     
      donc
     
     
      un
     
     
      invariant
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      courbe.
     
     
      On
     
     
      l'appelle
     
     
      la
     
     
      multiplicité
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      à
     
     
      l'origi
     
     
      ɐ
     
     
      ne
     
     
      :
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      e(C)
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      irréductible,
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      initiale
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      puissance
     
     
      d'un
     
     
      ’
     
     
      n
     
     
      r
     
     
      facteur
     
     
      linéaire
     
     
      f
     
     
      =
     
     
      (aX
     
     
      +
     
     
      bY)
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      Quitte
     
     
      à
     
     
      faire
     
     
      un
     
     
      changement
     
     
      de
     
     
      coordonnées,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      supposer
     
     
      :
     
     
      f^/c.x",
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      b/
     
     
      I
     
     
      ;
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      X^
     
     
      =
     
     
      X,
     
     
      Y^
     
     
      =
     
     
      aX
     
     
      +
     
     
      bY,
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      un
     
     
      iso
     
     
      ɐ
     
     
      morphisme
     
     
      analytique
     
     
      ;
     
     
      ceci
     
     
      nous
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      initiale
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      peut
     
     
      toujours
     
     
      s'écrire,
     
     
      avec
     
     
      de
     
     
      bonnes
     
     
      coordonnées
     
     
      :
     
     
      f
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      Nous
     
     
      supposerons
     
     
      désormais
     
     
      n>
     
     
      1
     
     
      (i.e,
     
     
      C
     
     
      singulière).
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      préparation
     
     
      de
     
     
      Weierstrass
     
     
      permet
     
     
      alors
     
     
      d'écrire
     
     
      f
     
     
      =
     
     
      uf*,
     
     
      où
     
     
      u
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      unité
     
     
      de
     
     
      Œ[[X,Y]],
     
     
      et
     
     
      f*
     
     
      un
     
     
      polynOme
     
     
      distingué
     
     
      en
     
     
      Y
     
     
      de
     
     
      Œ[[X]][Y].
     
     
      f
     
     
      #
     
     
      est
     
     
      irréductible
     
     
      dans
     
     
      ï[[X,Y]].
     
     
      (Zariski-Samuel
     
     
      ,
     
     
      Vol.
     
     
      II,
     
     
      Corollary
     
     
      2
     
     
      p.
     
     
      146).
     
     
      Faisons
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      quadratique
     
     
      de
     
     
      centre
     
     
      l'origine
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      X
     
     
      = 
     
     
      X'
     
     
      ;
     
     
      Y
     
     
      = 
     
     
      X
     
     
      '
     
     
      Y
     
     
      '
     
     
      ,
     
     
      f(X
     
     
      ,
     
     
      Y)
     
     
      =
     
     
      f(X
     
     
      ',
     
     
      X
     
     
      '
     
     
      Y
     
     
      ')
     
     
      =
     
     
      X'"
     
     
      f
     
     
      '
     
     
      (X
     
     
      ',
     
     
      Y
     
     
      ')
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      donne
     
     
      pour
     
     
      f
     
     
      :
     
     
      u(X
     
     
      '
     
     
      ,X
     
     
      '
     
     
      Y
     
     
      ')
     
     
      f
     
     
      *(
     
     
      X
     
     
      ',
     
     
      X
     
     
      '
     
     
      Y
     
     
      ')
     
     
      =
     
     
      u(X
     
     
      '
     
     
      ,X
     
     
      '
     
     
      Y
     
     
      ')
     
     
      X'"
     
     
      f'*(X',X'Y')
     
     
      et
     
     
      l'on
     
     
      voit
     
     
      que
     
     
      f'
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      polynOme
     
     
      de
     
     
      Weierstrass
     
     
      distingué
     
     
      en
     
     
      Y'
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      f'.
     
     
      Pour
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      f'
     
     
      est
     
     
      irréductible
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      '*
     
     
      1'
     
     
      est
     
     
      .
     
     
      Supposons
     
     
      le
     
     
      contraire
     
     
      :
     
     
      f'
     
     
      dans
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      [X]
     
     
      ]
     
     
      [Y
     
     
      ],
     
     
      f
     
     
      et
     
     
      f
     
     
      seront
     
     
      deux
     
     
      polynOmes
     
     
      distingués
     
     
      en
     
     
      Y,
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      respectif
     
     
      n^
     
     
      et
     
     
      n^
     
     
      (n^+n
     
     
      2
     
     
      =n).
     
     
      Puisque
     
     
      f*(X',X'Y')
     
     
      =
     
     
      X'"
     
     
      f'*(X',Y'),
     
     
      nous
     
     
      trouvons
     
     
      * 
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      f
     
     
      (X'
     
     
      ,X
     
     
      '
     
     
      Y
     
     
      ')
     
     
      =
     
     
      [X'
     
     
      iJ(X
     
     
      ',
     
     
      Y
     
     
      ')]
     
     
      [X
     
     
      '
     
     
      i
     
     
      2
     
     
      (X
     
     
      ',
     
     
      Y
     
     
      ')],
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      contredit
     
     
      l'hypothèse
     
     
      f*
     
     
      irréductible.
     
     
      f'
     
     
      définit
     
     
      donc
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      C,
     
     
      appelée
     
     
      la
     
     
      transformée
     
     
      quadratique
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      e(C')
     
     
      se(C)
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      résolution
     
     
      des
     
     
      singularités
     
     
      de
     
     
      courbes
     
     
      planes
     
     
      affirme
     
     
      que
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      succession
     
     
      finie
     
     
      de
     
     
      transformations
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      quadratiques
     
     
      on
     
     
      obtient,
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      C
     
     
      avec
     
     
      e(C)
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      c'est
     
     
      singulière
     
     
      .
     
     
      Donc
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      C
     
     
      donnée
     
     
      est
     
     
      associée
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      de
     
     
      quadratiques
     
     
      C,
     
     
      C
     
     
      '
     
     
      ,
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      e(C)ae(C')s...
     
     
      -à-dire
     
     
      C
     
     
      non
     
     
      transformées
     
     
      â
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
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      Posons
     
     
      e(C^)
     
     
      = 
     
     
      e.
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      donc
     
     
      attaché
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      quelconque
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      de
     
     
      nombres
     
     
      entiers
     
     
      tous
     
     
      égaux
     
     
      à
     
     
      1
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      d'un
     
     
      certain
     
     
      rang.
     
     
      Soit
     
     
      e*(C)
     
     
      les
     
     
      N
     
     
      premiers
     
     
      termes
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      suite,
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      e^
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      e
     
     
      N
     
     
      1^
     
     
      1
     
     
      ’
     
     
      nous
     
     
      P
     
     
      ouvons
     
     
      alors
     
     
      définir
     
     
      formellement
     
     
      1'
     
     
      équisingualrité
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      branches
     
     
      algébroïdes
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      D.
     
     
      Définition
     
     
      1.5
     
     
      :
     
     
      (C
     
     
      =
     
     
      D)
     
     
      <
     
     
      —
     
     
      S
     
     
      (
     
     
      e*
     
     
      (
     
     
      C
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      e*(D)
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      complexe,
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      définitions
     
     
      de
     
     
      1'
     
     
      équisingularité
     
     
      coïn
     
     
      ɐ
     
     
      cident,
     
     
      et
     
     
      c'est
     
     
      un
     
     
      résultat
     
     
      non
     
     
      trivial.
     
     
      Comme
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      convergent
     
     
      on
     
     
      introduit
     
     
      dans
     
     
      une
     
     
      classe
     
     
      d'équiva
     
     
      ɐ
     
     
      lence
     
     
      L
     
     
      de
     
     
      branches
     
     
      algébroïdes
     
     
      la
     
     
      relation
     
     
      d'isomorphisme
     
     
      analytique
     
     
      (for
     
     
      ɐ
     
     
      mel)
     
     
      et
     
     
      l'on
     
     
      obtient
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      L/
     
     
      —
     
     
      .
     
     
      Notre
     
     
      remarque
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      suivante
     
     
      :
     
     
      le
     
     
      passage
     
     
      au
     
     
      domaine
     
     
      formel
     
     
      n'est
     
     
      qu'une
     
     
      généralisation
     
     
      apparente
     
     
      du
     
     
      concept
     
     
      ;
     
     
      ceci
     
     
      vient
     
     
      du
     
     
      fait
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      a)
     
     
      toute
     
     
      branche
     
     
      algébroïde
     
     
      (resp.
     
     
      analytique)
     
     
      est
     
     
      isomorphe
     
     
      formel
     
     
      ɐ
     
     
      lement
     
     
      (resp.
     
     
      analytiquement)
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      algébrique
     
     
      (c'est-à-dire
     
     
      dé
     
     
      ɐ
     
     
      finie
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      polynOme)
     
     
      [Samuel
     
     
      :
     
     
      J.
     
     
      of
     
     
      Pure
     
     
      and
     
     
      Appl
     
     
      .
     
     
      Maths.
     
     
      No
     
     
      35,
     
     
      1956].
     
     
      b)
     
     
      Si
     
     
      deux
     
     
      branches
     
     
      analytiques
     
     
      sont
     
     
      isomorphes
     
     
      formellement,
     
     
      elles
     
     
      sont
     
     
      aussi
     
     
      isomorphes
     
     
      analytiquement.
     
     
      La
     
     
      situation
     
     
      formelle
     
     
      n'est
     
     
      donc
     
     
      pas
     
     
      plus
     
     
      générale
     
     
      et
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      considérer
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      analytique
     
     
      (ou
     
     
      même
     
     
      algébrique).
     
     
      2.
     
     
      Développement
     
     
      de
     
     
      Puiseux.
     
     
      Nous
     
     
      nous
     
     
      posons
     
     
      maintenant
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      suivant
     
     
      :
     
     
      construire
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      de
     
     
      L(C)
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      affine
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie,
     
     
      de
     
     
      telle
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      deux
     
     
      branches
     
     
      ayant
     
     
      même
     
     
      image
     
     
      soient
     
     
      analytiquement
     
     
      isomorphes.
     
     
      Dans
     
     
      l'image
     
     
      de
     
     
      L(C)
     
     
      il
     
     
      faudra
     
     
      ensuite
     
     
      identifier
     
     
      certains
     
     
      points
     
     
      pour
     
     
      obtenir
     
     
      une
     
     
      description
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      modules;
     
     
      néanmoins,
     
     
      par
     
     
      cette
     
     
      construction,
     
     
      nous
     
     
      obtenons
     
     
      un
     
     
      moyen
     
     
      de
     
     
      munir
     
     
      notre
     
     
      espace
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      d'une
     
     
      structure
     
     
      topologique.
     
     
      Quelques
     
     
      rappels
     
     
      algébriques
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      une
     
     
      branche
     
     
      d'équation
     
     
      f(X,Y)=0
     
     
      '
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      ou
     
     
      l'on
     
     
      a
     
     
      choisi
     
     
      les
     
     
      coordonnées
     
     
      dans
     
     
      Œ
     
     
      de
     
     
      manière
     
     
      à
     
     
      avoir
     
     
      f
     
     
      (X,Y)=Y
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      appliquer
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      préparation
     
     
      de
     
     
      Weierstrap
     
     
      :
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      f
     
     
      est
     
     
      donc,
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      unité
     
     
      près,
     
     
      un
     
     
      polynBme
     
     
      f
     
     
      =
     
     
      Y"
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      (X)
     
     
      y
     
     
      "
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      +
     
     
      ...
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      (X)
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      1
     
     
      où
     
     
      Aj(X)
     
     
      £
     
     
      Œ[[X]].
     
     
      De
     
     
      plus,
     
     
      C
     
     
      étant
     
     
      de
     
     
      multiplicité
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      f
     
     
      égal
     
     
      à
     
     
      Y
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      A.(X)
     
     
      est
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      ordre
     
     
      >
     
     
      i
     
     
      .
     
     
      î
     
     
      On
     
     
      sait
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      polynBme
     
     
      de
     
     
      Weierstra(3
     
     
      est
     
     
      aussi
     
     
      irréductible
     
     
      en
     
     
      tant
     
     
      que
     
     
      polynBme
     
     
      à
     
     
      coefficients
     
     
      dans
     
     
      K=Œ((X)).
     
     
      (
     
     
      Zariski-Samuel
     
     
      Vol.
     
     
      II
     
     
      p.
     
     
      146).
     
     
      Soit
     
     
      Q
     
     
      =
     
     
      Œ[[X,Y]]/(f)
     
     
      =
     
     
      Œ[[x,y]]
     
     
      où
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      y
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      classes
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      dans
     
     
      û.
     
     
      (3
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      anneau
     
     
      local,
     
     
      intègre
     
     
      car
     
     
      f
     
     
      est
     
     
      irréductible.
     
     
      (3
     
     
      est
     
     
      dit
     
     
      1
     
     
      '
     
     
      anneau
     
     
      local
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      branche
     
     
      C
     
     
      .
     
     
      Désignons
     
     
      par
     
     
      F
     
     
      le
     
     
      corps
     
     
      des
     
     
      fractions
     
     
      de
     
     
      <3.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      Œ
     
     
      (
     
     
      (X)
     
     
      )
     
     
      [Y
     
     
      ]/(
     
     
      f
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      K[Y]/(f)
     
     
      où
     
     
      K
     
     
      =
     
     
      Œ
     
     
      (
     
     
      (X)
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      corps
     
     
      local
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      méromorphes
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      voisinage
     
     
      de
     
     
      1'
     
     
      origine
     
     
      X
     
     
      =
     
     
      0.
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      K[y
     
     
      ]
     
     
      [F
     
     
      :
     
     
      K]
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      F
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      n
     
     
      de
     
     
      ï((X)).
     
     
      Le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Puiseux
     
     
      nous
     
     
      dit
     
     
      alors
     
     
      :
     
     
      a)
     
     
      F
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      cyclique
     
     
      de
     
     
      K.
     
     
      b)
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      t
     
     
      dans
     
     
      F
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      t°
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      donc
     
     
      aussi
     
     
      :
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      K[t]
     
     
      :
     
     
      y
     
     
      et
     
     
      t
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      primitifs
     
     
      pour
     
     
      l'extension
     
     
      F/K.
     
     
      y
     
     
      est
     
     
      entier
     
     
      sur
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      [X
     
     
      ]],
     
     
      puisque
     
     
      c'est
     
     
      une
     
     
      racine
     
     
      de
     
     
      f,
     
     
      donc
     
     
      Œ[[X]]
     
     
      et
     
     
      O
     
     
      =
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      [X]
     
     
      ]
     
     
      [y
     
     
      ]
     
     
      ont
     
     
      la
     
     
      même
     
     
      clBture
     
     
      intégrale
     
     
      dans
     
     
      F.
     
     
      Mais
     
     
      t
     
     
      est
     
     
      entier
     
     
      sur
     
     
      <£[[X]]
     
     
      (t
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      X)
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      est
     
     
      intégralement
     
     
      clos
     
     
      dans
     
     
      F
     
     
      =
     
     
      K[t]
     
     
      =
     
     
      d(
     
     
      (t)
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      Donc
     
     
      :
     
     
      S=Œ[[t]].
     
     
      Œ[[X]]C
     
     
      --
     
     
      ,<3
     
     
      -r
     
     
      F
     
     
      Œ[[t
     
     
      n
     
     
      ]]C_^ac-^
     
     
      Œ
     
     
      [[
     
     
      t
     
     
      ]
     
     
      ]
     
     
      c
     
     
      —
     
     
      ^
     
     
      Œ
     
     
      (
     
     
      (
     
     
      t
     
     
      )
     
     
      )
     
     
      <3
     
     
      c
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      7
     
     
      Donc
     
     
      y
     
     
      appartient
     
     
      à
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      et
     
     
      s'exprime
     
     
      à
     
     
      l'aide
     
     
      d'une
     
     
      série
     
     
      entière
     
     
      en
     
     
      t
     
     
      :
     
     
      ceci
     
     
      nous
     
     
      donne
     
     
      une
     
     
      représentation
     
     
      paramétrique
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      (développe
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      de
     
     
      Puiseux)
     
     
      „
     
     
      ,1
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      l
     
     
      a.t
     
     
      m>n
     
     
      ^
     
     
      i^m
     
     
      1
     
     
      ■M-
     
     
      H
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Chapitre
     
     
      II
     
     
      :
     
     
      Invariants
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      équisingularité
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      chapitre
     
     
      précédent
     
     
      nous
     
     
      avons
     
     
      déterminé
     
     
      la
     
     
      clôture
     
     
      intégrale
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      dans
     
     
      son
     
     
      corps
     
     
      de
     
     
      fractions
     
     
      F
     
     
      :
     
     
      c'est
     
     
      l'anneau
     
     
      Œ
     
     
      [[
     
     
      t
     
     
      ]]
     
     
      des
     
     
      séries
     
     
      formelles
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      indéterminée.
     
     
      La
     
     
      valuation
     
     
      ordinaire
     
     
      définie
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      séries
     
     
      en
     
     
      fait
     
     
      un
     
     
      anneau
     
     
      de
     
     
      valuation
     
     
      discrète.
     
     
      Cette
     
     
      valuation
     
     
      s'étend
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      naturelle
     
     
      à
     
     
      Œ((t))=F
     
     
      (en
     
     
      considérant
     
     
      le
     
     
      développement
     
     
      de
     
     
      Laurent
     
     
      d'un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      F).
     
     
      C'est
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      surjective
     
     
      v:
     
     
      F*
     
     
      ->
     
     
      TL
     
     
      vérifiant
     
     
      les
     
     
      propriétés
     
     
      habituelles
     
     
      v(§T|)
     
     
      =
     
     
      v(ç)
     
     
      +
     
     
      v(T|)
     
     
      v(
     
     
      |
     
     
      +
     
     
      Tp
     
     
      ^
     
     
      inf
     
     
      (v(|)
     
     
      ,
     
     
      v(Tp
     
     
      )
     
     
      (avec
     
     
      égalité
     
     
      si
     
     
      v(Ç)^v(T]))
     
     
      par
     
     
      convention
     
     
      :
     
     
      v(0)
     
     
      = 
     
     
      <*>
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      allons
     
     
      étudier
     
     
      la
     
     
      restriction
     
     
      de
     
     
      v
     
     
      à
     
     
      O
     
     
      et
     
     
      plus
     
     
      précisément
     
     
      l'ima
     
     
      ɐ
     
     
      ge
     
     
      de
     
     
      0
     
     
      par
     
     
      v.
     
     
      1,
     
     
      Le
     
     
      semi-groupe
     
     
      r=
     
     
      v(0)
     
     
      ■
     
     
      Proposition
     
     
      1.1
     
     
      :
     
     
      Le
     
     
      semi-groupe
     
     
      T
     
     
      = 
     
     
      v(0)
     
     
      contient
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      entiers
     
     
      assez
     
     
      grands.
     
     
      Plus
     
     
      précisément
     
     
      :
     
     
      3
     
     
      C>0
     
     
      (¥
     
     
      i
     
     
      €
     
     
      Z
     
     
      iüc
     
     
      =»
     
     
      i
     
     
      6
     
     
      D
     
     
      f
     
     
      Faisons
     
     
      quelques
     
     
      remarques
     
     
      préliminaires
     
     
      :
     
     
      F
     
     
      étant
     
     
      le
     
     
      corps
     
     
      des
     
     
      fractions
     
     
      de
     
     
      0,
     
     
      tout
     
     
      élément
     
     
      §€
     
     
      F
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      quotient
     
     
      —
     
     
      I
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      0.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      donc
     
     
      v(ç)
     
     
      =
     
     
      v(|^)
     
     
      -
     
     
      v(ç^)
     
     
      avec
     
     
      v(ç^)
     
     
      £
     
     
      T
     
     
      (i
     
     
      =
     
     
      l,2)
     
     
      v
     
     
      :
     
     
      F
     
     
      —
     
     
      ^
     
     
      7L
     
     
      étant
     
     
      surjective,
     
     
      tout
     
     
      element
     
     
      de
     
     
      7L
     
     
      peut
     
     
      s'écrire
     
     
      comme
     
     
      différence
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      T
     
     
      .
     
     
      En
     
     
      particulier
     
     
      1ÇZ
     
     
      donc
     
     
      :
     
     
      1 
     
     
      =
     
     
      a
     
     
      -
     
     
      (5
     
     
      avec
     
     
      a€F,
     
     
      pÇT
     
     
      (a
     
     
      et
     
     
      (5
     
     
      sont
     
     
      donc
     
     
      premiers
     
     
      entre
     
     
      eux).
     
     
      Il
     
     
      n'existe
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      diviseur
     
     
      commun
     
     
      /là
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      F.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      10
     
     
      D'autre
     
     
      part
     
     
      le
     
     
      semi-groupe
     
     
      F
     
     
      contient
     
     
      le
     
     
      semi-groupe
     
     
      a2Z
     
     
      +
     
     
      |3
     
     
      7L
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      suffisant
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      semi-groupe
     
     
      aV,
     
     
      +
     
     
      (55Z
     
     
      contient
     
     
      tous
     
     
      4
     
     
      -
     
     
      4
     
     
      -
     
     
      les
     
     
      entiers
     
     
      assez
     
     
      grands,
     
     
      (plus
     
     
      précisément
     
     
      aîZ
     
     
      +
     
     
      pZï^contient
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      entiers
     
     
      supérieurs
     
     
      ou
     
     
      égaux
     
     
      à
     
     
      (a
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      ((3
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      En
     
     
      effet
     
     
      ,
     
     
      soit
     
     
      y
     
     
      Ç
     
     
      ZZ
     
     
      +
     
     
      ,
     
     
      v
     
     
      2 
     
     
      (a
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      (p
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      .
     
     
      Montrons
     
     
      que
     
     
      -y
     
     
      <E
     
     
      F
     
     
      ,c
     
     
      '
     
     
      est-
     
     
      à-dire
     
     
      v
     
     
      -
     
     
      au
     
     
      +
     
     
      p
     
     
      v
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      u
     
     
      et
     
     
      v
     
     
      £
     
     
      TL
     
     
      .
     
     
      Puisque
     
     
      (a,p)
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      deux
     
     
      entiers
     
     
      relatifs
     
     
      a
     
     
      et
     
     
      b
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      y
     
     
      -
     
     
      aa
     
     
      +
     
     
      bp
     
     
      .
     
     
      ■
     
     
      Si
     
     
      as
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      b>0,
     
     
      c'est
     
     
      terminé.
     
     
      ■
     
     
      Sinon,
     
     
      supposons,
     
     
      par
     
     
      exemple,
     
     
      b<0
     
     
      ;
     
     
      alors
     
     
      a
     
     
      est
     
     
      nécessairement
     
     
      positif
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      a=-y
     
     
      -
     
     
      bp
     
     
      à
     
     
      v
     
     
      +
     
     
      P
     
     
      .
     
     
      Mais
     
     
      v
     
     
      à
     
     
      (a
     
     
      -1)
     
     
      (p
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      donc
     
     
      aa
     
     
      â
     
     
      v
     
     
      +
     
     
      p
     
     
      2:
     
     
      ap
     
     
      -
     
     
      a
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      >
     
     
      a
     
     
      (p
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      ,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      prouve
     
     
      que
     
     
      a>p
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      soit
     
     
      a
     
     
      -
     
     
      ps
     
     
      0.
     
     
      y
     
     
      s'écrit
     
     
      donc
     
     
      sous
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      a
     
     
      'a
     
     
      +
     
     
      b
     
     
      '
     
     
      p
     
     
      avec
     
     
      a'
     
     
      = 
     
     
      a-
     
     
      PsO
     
     
      et
     
     
      b
     
     
      1
     
     
      =
     
     
      b
     
     
      +
     
     
      a
     
     
      >
     
     
      b
     
     
      .
     
     
      ■
     
     
      Si
     
     
      b'
     
     
      >0
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      s'achève.
     
     
      ■
     
     
      Si
     
     
      b'
     
     
      <
     
     
      0,
     
     
      la
     
     
      nouvelle
     
     
      décomposition
     
     
      de
     
     
      v
     
     
      vérifie
     
     
      les
     
     
      mêmes
     
     
      hypo
     
     
      ɐ
     
     
      thèses
     
     
      que
     
     
      l'ancienne.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      donc
     
     
      lui
     
     
      appliquer
     
     
      le
     
     
      raisonnement
     
     
      précédent.
     
     
      Au
     
     
      bout
     
     
      de
     
     
      [-
     
     
      -^
     
     
      ]
     
     
      +
     
     
      1
     
     
      opérations
     
     
      de
     
     
      genre
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      la
     
     
      décomposition
     
     
      souhaitée
     
     
      pour
     
     
      Ceci
     
     
      achève
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      1.
     
     
      Remarque
     
     
      :
     
     
      Montrons
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      F
     
     
      se
     
     
      réduit
     
     
      à
     
     
      aZ
     
     
      + 
     
     
      p
     
     
      7Z
     
     
      ,
     
     
      (a-l)(p-l)-l£r.
     
     
      Supposons
     
     
      qu'il
     
     
      existe
     
     
      deux
     
     
      entiers
     
     
      positifs
     
     
      ou
     
     
      nuis
     
     
      a
     
     
      et
     
     
      b
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      (a-l)(p-l)-l 
     
     
      =
     
     
      ap
     
     
      -
     
     
      a
     
     
      -
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      aa+bp,
     
     
      alors
     
     
      :
     
     
      et
     
     
      P
     
     
      (b
     
     
      +
     
     
      1)
     
     
      =a(p-l-a)/
     
     
      comme
     
     
      a
     
     
      et
     
     
      p
     
     
      sont
     
     
      premiers
     
     
      entre
     
     
      eux,
     
     
      a
     
     
      divise
     
     
      b
     
     
      +
     
     
      1.
     
     
      De
     
     
      même
     
     
      p
     
     
      divise
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      l,ce
     
     
      qui
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      a
     
     
      =
     
     
      yp-1,
     
     
      b
     
     
      =
     
     
      6a
     
     
      -
     
     
      1,
     
     
      et
     
     
      que 
     
     
      (a
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      (P
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      s
     
     
      '
     
     
      écrit
     
     
      yap
     
     
      -
     
     
      a
     
     
      +
     
     
      ôap
     
     
      -
     
     
      p
     
     
      ,
     
     
      donc
     
     
      (y
     
     
      +
     
     
      ô)
     
     
      =
     
     
      1.
     
     
      L'un
     
     
      des
     
     
      deux
     
     
      en
     
     
      ɐ
     
     
      tiers
     
     
      y,
     
     
      ô
     
     
      est
     
     
      nul,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      entraîne
     
     
      que
     
     
      a
     
     
      ou
     
     
      b
     
     
      est
     
     
      négatif
     
     
      :
     
     
      contradic
     
     
      ɐ
     
     
      tion.
     
     
      Proposition
     
     
      !.2
     
     
      :
     
     
      L'entier
     
     
      c
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      1.1
     
     
      a
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      suivait-
     
     
      x
     
     
      c
     
     
      te
     
     
      :
     
     
      l'idéal
     
     
      principal
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      t
     
     
      dans
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      est
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      c-
     
     
      1„_
     
     
      m
     
     
      a
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      j
     
     
      f
     
     
      <
     
     
      3
     
     
      .
     
     
      E
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      a
     
     
      u
     
     
      t
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      m
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      :
     
     
      l
     
     
      '
     
     
      i
     
     
      d
     
     
      é
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      p
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      n
     
     
      c
     
     
      i
     
     
      p
     
     
      a
     
     
      l
     
     
      (
     
     
      t
     
     
      C
     
     
      )
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      g
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      r
     
     
      é
     
     
      p
     
     
      a
     
     
      r
     
     
      t
     
     
      C
     
     
      d
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      [t
     
     
      ]]
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      grand
     
     
      idéal
     
     
      de
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      O
     
     
      (c'est
     
     
      donc
     
     
      un 
     
     
      idéal
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      et
     
     
      c'est
     
     
      le
     
     
      conducteur
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      dans
     
     
      Œ[[t]]).
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      La
     
     
      proposition
     
     
      1.1
     
     
      signifie
     
     
      exactement
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      en
     
     
      ɐ
     
     
      tier
     
     
      n
     
     
      â
     
     
      c
     
     
      ,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      g
     
     
      Ç
     
     
      O,
     
     
      de
     
     
      valuation
     
     
      n.
     
     
      On
     
     
      veut
     
     
      montrer
     
     
      en
     
     
      fait
     
     
      que
     
     
      tout
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      de
     
     
      valuation
     
     
      s
     
     
      c
     
     
      est
     
     
      déjà
     
     
      dans
     
     
      l'anneau
     
     
      local
     
     
      (3.
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      Pour
     
     
      cela
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      le
     
     
      montrer
     
     
      pour
     
     
      un
     
     
      entier
     
     
      N>
     
     
      c
     
     
      :
     
     
      en
     
     
      effet,
     
     
      3
     
     
      contenant
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      valuation
     
     
      N
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      (csN
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      contient
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      t
     
     
      N
     
     
      ^
     
     
      §
     
     
      où
     
     
      v(Ç)^N.
     
     
      Par
     
     
      hypothèse
     
     
      §
     
     
      £
     
     
      3,
     
     
      donc
     
     
      <3
     
     
      contient
     
     
      t
     
     
      1
     
     
      ^
     
     
      *
     
     
      et
     
     
      donc
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      valuation
     
     
      N-
     
     
      1.
     
     
      On
     
     
      raisonne
     
     
      ensuite
     
     
      par
     
     
      récurren
     
     
      ɐ
     
     
      ce
     
     
      jusqu'à
     
     
      c.
     
     
      En
     
     
      d'autres
     
     
      termes
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      suffisant
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      3
     
     
      contient
     
     
      un
     
     
      idéal 
     
     
      non
     
     
      réduit
     
     
      à
     
     
      zéro
     
     
      de
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      (c'est-à-dire
     
     
      que
     
     
      O
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      conducteur
     
     
      non
     
     
      nul
     
     
      dans
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      [t
     
     
      ]]
     
     
      [Zariski-Samuel
     
     
      :
     
     
      Commutative
     
     
      Algebra,
     
     
      vol.
     
     
      1,
     
     
      p.
     
     
      269],
     
     
      Nous
     
     
      utiliserons
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      général
     
     
      suivant
     
     
      [Van
     
     
      der
     
     
      Waerden
     
     
      :
     
     
      Alge
     
     
      ɐ
     
     
      bra,
     
     
      §
     
     
      1,
     
     
      p.
     
     
      79,
     
     
      ou
     
     
      Zariski-Samuel
     
     
      :
     
     
      Commutative
     
     
      Algebra,
     
     
      vol.
     
     
      1,
     
     
      p.
     
     
      264]
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      R
     
     
      un
     
     
      anneau
     
     
      intègre,
     
     
      intégralement
     
     
      clos
     
     
      dans
     
     
      son
     
     
      corps
     
     
      de
     
     
      fractions
     
     
      K,
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      L
     
     
      =
     
     
      K[aJ
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      algébrique
     
     
      séparable
     
     
      de
     
     
      K.
     
     
      La
     
     
      clôture
     
     
      1
     
     
      >
     
     
      intégrale
     
     
      R'
     
     
      de
     
     
      R
     
     
      dans
     
     
      L
     
     
      est
     
     
      contenue
     
     
      dans
     
     
      —
     
     
      R[a]
     
     
      ou
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      discrimi
     
     
      ɐ
     
     
      nant
     
     
      du
     
     
      polynOme
     
     
      minimal
     
     
      de
     
     
      a
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      l'extension
     
     
      L/K.
     
     
      R'
     
     
      C
     
     
      ...
     
     
      .
     
     
      >
     
     
      L=K[a
     
     
      ]
     
     
      R
     
     
      C
     
     
      ______
     
     
      >
     
     
      K
     
     
      Dans
     
     
      la
     
     
      situation
     
     
      présente
     
     
      cela
     
     
      nous
     
     
      donne
     
     
      :
     
     
      Œ
     
     
      [[t
     
     
      ]]
     
     
      (=
     
     
      clôture
     
     
      inté
     
     
      ɐ
     
     
      grale
     
     
      de
     
     
      Œ[[X]]
     
     
      dans
     
     
      Œ((X))[y])
     
     
      est
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      .
     
     
      (C
     
     
      [
     
     
      [X]
     
     
      ]
     
     
      [y
     
     
      ]
     
     
      =
     
     
      —
     
     
      .
     
     
      (3
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      discriminant
     
     
      de
     
     
      f(X,Y)=Y
     
     
      n
     
     
      +A(X)Y
     
     
      n
     
     
      *+...
     
     
      +
     
     
      A
     
     
      (X)
     
     
      .
     
     
      Considérons
     
     
      maintenant
     
     
      les
     
     
      inclusions
     
     
      :
     
     
      o'-«[[t]]
     
     
      e
     
     
      —
     
     
      •
     
     
      »
     
     
      •
     
     
      Ce
     
     
      qui
     
     
      veut
     
     
      dire
     
     
      :
     
     
      A
     
     
      .
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      [t
     
     
      ]
     
     
      3
     
     
      e
     
     
      —
     
     
      *
     
     
      3.
     
     
      Or
     
     
      A
     
     
      .
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      idéal
     
     
      de
     
     
      Œ[[t]],
     
     
      anneau
     
     
      principal
     
     
      dont
     
     
      chaque
     
     
      idéal
     
     
      est
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      t
     
     
      q
     
     
      (qç2Z
     
     
      ).
     
     
      Ici
     
     
      A-
     
     
      ®[[
     
     
      t
     
     
      ]]
     
     
      c
     
     
      —
     
     
      >3
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      aussi
     
     
      un
     
     
      idéal
     
     
      de
     
     
      3.
     
     
      L'ensemble
     
     
      des
     
     
      idéaux
     
     
      communs
     
     
      à
     
     
      Œ
     
     
      [[
     
     
      t
     
     
      ]
     
     
      J
     
     
      et
     
     
      3
     
     
      est
     
     
      non
     
     
      réduit
     
     
      à
     
     
      l'idéal
     
     
      nul
     
     
      (l'extension
     
     
      L/K
     
     
      est
     
     
      séparable).
     
     
      Puisqu'il
     
     
      est
     
     
      évident
     
     
      que
     
     
      t
     
     
      g
     
     
      3,
     
     
      la
     
     
      proposition
     
     
      1.2
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      démontrée.
     
     
      L'idéal
     
     
      principal
     
     
      t
     
     
      CŒ[[t]],
     
     
      conducteur
     
     
      de
     
     
      Œ
     
     
      [[
     
     
      t
     
     
      ]]
     
     
      dans 
     
     
      3
     
     
      sera
     
     
      noté
     
     
      £(3,Œ[[t]])
     
     
      ou
     
     
      plus
     
     
      simplement
     
     
      g.
     
     
      L'anneau
     
     
      quotient
     
     
      3/g
     
     
      (resp.
     
     
      3/g)
     
     
      (où
     
     
      3=
     
     
      Œ
     
     
      [
     
     
      [t]
     
     
      ],
     
     
      clôture
     
     
      intégrale
     
     
      de
     
     
      3
     
     
      dans
     
     
      son
     
     
      corps
     
     
      de
     
     
      fractions)
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      naturelle
     
     
      d'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      sur
     
     
      (E,
     
     
      et
     
     
      nous
     
     
      avons
     
     
      dim^
     
     
      (3/g)
     
     
      =
     
     
      c.
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      2
     
     
      ■
     
     
      L'anneau
     
     
      local
     
     
      complet
     
     
      0
     
     
      d'une
     
     
      branche
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      anneau
     
     
      de
     
     
      Go-
     
     
      renstein,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      donc
     
     
      :
     
     
      c
     
     
      =
     
     
      dim^CO/E)
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      dim^O/G)
     
     
      .
     
     
      [Gorenstein
     
     
      :
     
     
      Transactions
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      A.M.S.,
     
     
      1952],
     
     
      c
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      un
     
     
      entier
     
     
      pair
     
     
      et
     
     
      l'on
     
     
      a
     
     
      —
     
     
      =
     
     
      dim^O/O
     
     
      =
     
     
      dim^o/G
     
     
      .
     
     
      C'est
     
     
      un
     
     
      résultat
     
     
      classique
     
     
      que 
     
     
      _
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      (e
     
     
      .
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      dim
     
     
      O/O
     
     
      =
     
     
      Z 
     
     
      —
     
     
      --
     
     
      1
     
     
      ----
     
     
      (où
     
     
      l'on
     
     
      se
     
     
      souvient
     
     
      que
     
     
      (e.)
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      (C)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      i
     
     
      des
     
     
      multiplicités
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      ses
     
     
      transformées
     
     
      quadratiques
     
     
      successives).
     
     
      Une
     
     
      démonstration
     
     
      algébrique
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      résultat
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      dans
     
     
      [H.
     
     
      Hironaka
     
     
      :
     
     
      On
     
     
      the
     
     
      Arithmetic
     
     
      Genera
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      Effective
     
     
      Genera
     
     
      of
     
     
      Algebraic
     
     
      Curves,
     
     
      Memoirs
     
     
      College
     
     
      of
     
     
      Science,Uni
     
     
      versify
     
     
      of
     
     
      Kyoto,
     
     
      vol
     
     
      .
     
     
      XXX,
     
     
      n°
     
     
      3
     
     
      (1957), 
     
     
      theorem
     
     
      1,
     
     
      p.
     
     
      185].
     
     
      L'entier
     
     
      6(P;C)
     
     
      qui
     
     
      apparaît
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      formulation
     
     
      d'Hi-
     
     
      ronaka
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      lui[p,
     
     
      182
     
     
      (définition
     
     
      2)
     
     
      ]comme
     
     
      dim^O/O.
     
     
      Il
     
     
      vient
     
     
      donc
     
     
      :
     
     
      (2.1)
     
     
      c
     
     
      =
     
     
      Z
     
     
      e.
     
     
      (e
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      i
     
     
      Nous
     
     
      allons
     
     
      donner
     
     
      maintenant
     
     
      une
     
     
      autre
     
     
      démonstration
     
     
      qui
     
     
      repose
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      suivante,
     
     
      qui
     
     
      sera
     
     
      établie
     
     
      plus
     
     
      loin
     
     
      (p.
     
     
      11)
     
     
      :
     
     
      (2.2)
     
     
      .
     
     
      «y
     
     
      *
     
     
      q
     
     
      et
     
     
      E
     
     
      ont
     
     
      déjà
     
     
      été
     
     
      définis
     
     
      plus
     
     
      haut.
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      différente
     
     
      de
     
     
      0
     
     
      sur
     
     
      l'anneau
     
     
      R=Œ[[x]]
     
     
      (pour
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      différente
     
     
      voir
     
     
      [Zariski-
     
     
      Samuel
     
     
      :
     
     
      Commutative
     
     
      Algebra,
     
     
      vol.
     
     
      1,
     
     
      p.
     
     
      298]).
     
     
      La
     
     
      formule
     
     
      (2.2)
     
     
      est
     
     
      va
     
     
      ɐ
     
     
      lide,
     
     
      plus
     
     
      généralement,
     
     
      sous
     
     
      les
     
     
      hypothèses
     
     
      suivantes
     
     
      :
     
     
      R
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      anneau
     
     
      de
     
     
      Dedekind,
     
     
      F
     
     
      une
     
     
      extension
     
     
      algébrique
     
     
      finie
     
     
      et
     
     
      sépa
     
     
      ɐ
     
     
      rable
     
     
      du
     
     
      corps
     
     
      K
     
     
      des
     
     
      fractions
     
     
      de
     
     
      R,
     
     
      ÿ
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      primitif
     
     
      de
     
     
      l'exten
     
     
      ɐ
     
     
      sion
     
     
      F
     
     
      sur
     
     
      K
     
     
      entier
     
     
      sur
     
     
      R,
     
     
      f(Y)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      polynôme
     
     
      unitaire
     
     
      minimal
     
     
      de
     
     
      y
     
     
      sur
     
     
      K
     
     
      (donc
     
     
      f(Y)
     
     
      G
     
     
      R[Y])
     
     
      ,0
     
     
      =
     
     
      R[y]
     
     
      et
     
     
      0
     
     
      la
     
     
      clôture
     
     
      intégrale
     
     
      de
     
     
      R
     
     
      (donc 
     
     
      aussi
     
     
      de
     
     
      0)
     
     
      dans
     
     
      F.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      des
     
     
      corps
     
     
      de
     
     
      nombres
     
     
      algébriques
     
     
      (où
     
     
      l'on
     
     
      prend
     
     
      R
     
     
      =
     
     
      TL)
     
     
      ,
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (2.2)
     
     
      se
     
     
      trouve,
     
     
      par
     
     
      exemple,
     
     
      dans
     
     
      [Hecke
     
     
      :
     
     
      Vorlesungen
     
     
      Uber
     
     
      die
     
     
      Théorie
     
     
      der
     
     
      algebraischen
     
     
      Zahlen
     
     
      (1948),
     
     
      p.
     
     
      134,
     
     
      n°
     
     
      67].
     
     
      Mais
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      Hecke
     
     
      peut
     
     
      s'appliquer
     
     
      sans
     
     
      modification
     
     
      notable
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      plus
     
     
      général
     
     
      des
     
     
      anneaux
     
     
      de
     
     
      Dedekind.
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      Dans
     
     
      ce
     
     
      dernier
     
     
      cadre
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (2.2)
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      dans
     
     
      [Zariski
     
     
      :
     
     
      An
     
     
      Introduction
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      Theory
     
     
      of
     
     
      Algebraic
     
     
      Surfaces,
     
     
      Springer
     
     
      Lecture
     
     
      Notes
     
     
      n
     
     
      °
     
     
      83,
     
     
      p.
     
     
      81].
     
     
      Cependant
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      y
     
     
      est
     
     
      seulement
     
     
      esquissée.
     
     
      Pour
     
     
      la
     
     
      clarté
     
     
      de
     
     
      l'exposé
     
     
      nous
     
     
      donnons
     
     
      ici
     
     
      une
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (2.2)
     
     
      utilisant
     
     
      les
     
     
      notions
     
     
      de
     
     
      module
     
     
      complémentaire,
     
     
      de
     
     
      différen
     
     
      ɐ
     
     
      te
     
     
      et
     
     
      leurs
     
     
      propriétés
     
     
      élémentaires
     
     
      [Zariski-Samuel
     
     
      :
     
     
      loc.
     
     
      cit.,
     
     
      p.
     
     
      298
     
     
      et
     
     
      p.
     
     
      303-304].
     
     
      D'après
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      ®
     
     
      v
     
     
      nous
     
     
      avons 
     
     
      ®
     
     
      v
     
     
      =
     
     
      ^Q/R
     
     
      ’
     
     
      °
     
     
      “
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      modu
     
     
      ‘
     
     
      U/R
     
     
      le
     
     
      complémentaire
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      R.
     
     
      ®
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      C^y
     
     
      R
     
     
      sont
     
     
      deux 
     
     
      (J-modules
     
     
      et
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      idéal
     
     
      de
     
     
      (J.
     
     
      Considérons
     
     
      aussi
     
     
      le
     
     
      module
     
     
      complémentaire
     
     
      &
     
     
      .
     
     
      où
     
     
      x
     
     
      O
     
     
      /
     
     
      K
     
     
      0=
     
     
      R
     
     
      [y],
     
     
      11
     
     
      est
     
     
      facile
     
     
      de
     
     
      voir
     
     
      que
     
     
      C^
     
     
      R
     
     
      =
     
     
      K.
     
     
      1/fÿ
     
     
      (voir
     
     
      [Zariski-Samuel
     
     
      :
     
     
      loc.
     
     
      cit.,
     
     
      p.
     
     
      304,
     
     
      démonstration
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      29]).
     
     
      De
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      même
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      complémentaires,
     
     
      il
     
     
      découle
     
     
      %/RC
     
     
      ^0/R
     
     
      =
     
     
      ^
     
     
      1/,f
     
     
      y
     
     
      "
     
     
      Alors
     
     
      f
     
     
      y
     
     
      1 
     
     
      C0
     
     
      cO
     
     
      '
     
     
      ,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      revient
     
     
      à
     
     
      dire
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      ®
     
     
      x
     
     
      *
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      idéal
     
     
      de
     
     
      O*
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      O
     
     
      .
     
     
      Donc
     
     
      f'®
     
     
      *
     
     
      cG
     
     
      ou
     
     
      :
     
     
      y
     
     
      x
     
     
      (2.3)
     
     
      O
     
     
      c
     
     
      G
     
     
      B
     
     
      y
     
     
      x
     
     
      D'autre
     
     
      part,
     
     
      si
     
     
      ç
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      et
     
     
      Tj
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      alors
     
     
      çTj
     
     
      g
     
     
      q
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      s'en
     
     
      suit
     
     
      que
     
     
      Tr^y^
     
     
      (
     
     
      ÇT)
     
     
      •
     
     
      l/fÿ
     
     
      )
     
     
      € 
     
     
      R
     
     
      (voir
     
     
      [Zariski-Samuel
     
     
      :
     
     
      loc.
     
     
      cit.,
     
     
      démonstration
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      29,
     
     
      p.
     
     
      304]).
     
     
      Ceci
     
     
      implique
     
     
      que
     
     
      ç/f
     
     
      Ç
     
     
      =
     
     
      >
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      f
     
     
      B
     
     
      C()f'
     
     
      .
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      w
     
     
      y
     
     
      Nous
     
     
      avons
     
     
      donc
     
     
      montré
     
     
      que
     
     
      G®
     
     
      C(}f
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      ceci
     
     
      ajouté
     
     
      à
     
     
      (2.3)
     
     
      termine
     
     
      x
     
     
      y
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      (2.2).
     
     
      Puisque
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      t
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      n-1
     
     
      est
     
     
      l'exposant
     
     
      de
     
     
      ramification
     
     
      (réduit)
     
     
      e(^)
     
     
      de
     
     
      l'idéal
     
     
      maximal
     
     
      17[=
     
     
      t(J
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      sur
     
     
      l'idéal
     
     
      maximal
     
     
      xR
     
     
      de
     
     
      R.
     
     
      Donc
     
     
      d'après
     
     
      [Zariski-Samuel
     
     
      :
     
     
      loc.
     
     
      cit.,
     
     
      théorème
     
     
      28,
     
     
      p.
     
     
      302],
     
     
      n-1
     
     
      est
     
     
      aussi
     
     
      l'expo^
     
     
      sant
     
     
      différentiel
     
     
      m(^)
     
     
      de
     
     
      17[
     
     
      sur
     
     
      R,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      veut
     
     
      dire
     
     
      ®
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      Ôtn_1
     
     
      .
     
     
      Donc
     
     
      pour
     
     
      démontrer
     
     
      (2.1),
     
     
      il
     
     
      suffit
     
     
      de
     
     
      prouver
     
     
      que
     
     
      (2.4)
     
     
      v(f')=£e.(e.
     
     
      -l)
     
     
      +
     
     
      n-l
     
     
      y
     
     
      iii
     
     
      Nous
     
     
      ferons
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      par
     
     
      récurrence
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      trans
     
     
      ɐ
     
     
      formations
     
     
      quadratiques
     
     
      nécessaires
     
     
      pour
     
     
      désingulariser
     
     
      C.
     
     
      (Si
     
     
      n=e(C)=
     
     
      1,
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (2.4)
     
     
      est
     
     
      évidente,
     
     
      ses
     
     
      deux
     
     
      membres
     
     
      étant
     
     
      égaux
     
     
      à
     
     
      zéro).
     
     
      Cependant
     
     
      la
     
     
      nature
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      récurrence
     
     
      nous
     
     
      oblige
     
     
      à
     
     
      montrer
     
     
      (2.4)
     
     
      sans
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      supposer
     
     
      e(C)=v(x),
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      sans
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      x
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      paramètre
     
     
      transverse
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      (ou
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      équivalente
     
     
      sans
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      v(x)sv(y)).
     
     
      Nous
     
     
      supposerons
     
     
      donc
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      formule
     
     
      (2.4)
     
     
      est
     
     
      vraie
     
     
      pour
     
     
      C
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      première
     
     
      transformée
     
     
      quadratique
     
     
      de
     
     
      C,
     
     
      et
     
     
      nous
     
     
      considérerons
     
     
      deux
     
     
      cas
     
     
      selon
     
     
      que
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      v(x)
     
     
      =
     
     
      e(C)
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      ou
     
     
      que
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      v(x)
     
     
      >
     
     
      e(C)
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      o
     
     
      o
     
     
      ■
     
     
      1er
     
     
      cas
     
     
      :
     
     
      n
     
     
      =
     
     
      e^
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      pouvons
     
     
      alors
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      v(y)
     
     
      >
     
     
      v(x)
     
     
      et
     
     
      par
     
     
      suite
     
     
      que
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      l'équation
     
     
      f(x,y)
     
     
      =
     
     
      0,
     
     
      où
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      y/x
     
     
      et
     
     
      f
     
     
      (x,y)
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      n
     
     
      f
     
     
      (x,y)
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      avons
     
     
      alors
     
     
      f^
     
     
      =
     
     
      x°
     
     
      ^fi
     
     
      et
     
     
      par
     
     
      hypothèse
     
     
      de
     
     
      récurrence
     
     
      v(f2.)
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      e
     
     
      .(
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      +
     
     
      n-
     
     
      1.
     
     
      La
     
     
      formule
     
     
      (2.4)
     
     
      se
     
     
      déduit
     
     
      alors
     
     
      de
     
     
      l'égalité
     
     
      y
     
     
      i>0
     
     
      v(f')
     
     
      =
     
     
      n(n-l)
     
     
      +
     
     
      v(fJ.)
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      (e
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      +
     
     
      v(f.L)
     
     
      y
     
     
      y 
     
     
      o
     
     
      o
     
     
      y
     
     
      ■
     
     
      2ème
     
     
      cas
     
     
      :
     
     
      n>
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      nous
     
     
      avons
     
     
      v(y)
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      1er
     
     
      cas
     
     
      ---------
     
     
      o
     
     
      o
     
     
      nous
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      v(f')
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      -1+
     
     
      2 
     
     
      e.(e.-l)
     
     
      .
     
     
      x
     
     
      o
     
     
      .
     
     
      „
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      120
     
     
      Il
     
     
      faut
     
     
      noter
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      g(X,y)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      polynbme
     
     
      minimal
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      sur
     
     
      <E
     
     
      [
     
     
      [yJ
     
     
      ],
     
     
      g(X,Y)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      produit
     
     
      de
     
     
      f(Y,X)
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      unité,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      v(g^(x,y))
     
     
      =
     
     
      v(f'(y,x)).
     
     
      Si
     
     
      l'on
     
     
      regarde
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      développement
     
     
      de
     
     
      Puiseux
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      voit
     
     
      que
     
     
      v(xf
     
     
      ')
     
     
      =
     
     
      v(yf
     
     
      ')
     
     
      (en
     
     
      utilisant
     
     
      =-f
     
     
      '
     
     
      /
     
     
      f
     
     
      '
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      x 
     
     
      y
     
     
      ax
     
     
      y
     
     
      x
     
     
      Donc
     
     
      n
     
     
      +
     
     
      (
     
     
      e
     
     
      -
     
     
      l)+
     
     
      £ 
     
     
      e.(e.-l)=e
     
     
      +
     
     
      v(f')
     
     
      et
     
     
      ceci
     
     
      établit
     
     
      (2.4)
     
     
      °
     
     
      ia0
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      «
     
     
      y
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      dernier
     
     
      cas.
     
     
      Ceci
     
     
      termine
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      de
     
     
      (2.4)
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      (2.1).
     
     
      c
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      un
     
     
      invariant
     
     
      numérique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      classe
     
     
      d*équisingularité
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      Remarque
     
     
      2,5
     
     
      :
     
     
      Soient
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      m
     
     
      les
     
     
      valuations
     
     
      respectives
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      y.
     
     
      ■
     
     
      Si
     
     
      m
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      sont
     
     
      premiers
     
     
      entre
     
     
      eux,
     
     
      soit
     
     
      g
     
     
      g
     
     
      <J.
     
     
      g
     
     
      =
     
     
      2 
     
     
      c..x
     
     
      * 
     
     
      1
     
     
      y
     
     
      ‘
     
     
      ]
     
     
      i
     
     
      j
     
     
      i
     
     
      'â
     
     
      1J
     
     
      avec
     
     
      j
     
     
      <
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      valuation
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      y
     
     
      étant
     
     
      ni
     
     
      +
     
     
      mj
     
     
      ,
     
     
      deux
     
     
      monOmes
     
     
      de
     
     
      g
     
     
      ne
     
     
      peuvent
     
     
      avoir
     
     
      même
     
     
      valuation.
     
     
      Sinon
     
     
      ni
     
     
      +
     
     
      mj
     
     
      =
     
     
      ni
     
     
      '
     
     
      +
     
     
      mj
     
     
      '
     
     
      n(i-i')
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      (
     
     
      j
     
     
      '
     
     
      -
     
     
      j
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      j
     
     
      '
     
     
      -
     
     
      j
     
     
      <
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      entraîne
     
     
      i
     
     
      =
     
     
      i
     
     
      '
     
     
      et
     
     
      j
     
     
      =
     
     
      j
     
     
      '
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      semi-groupe
     
     
      F
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      m
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      :
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      Z£
     
     
      +
     
     
      +
     
     
      n
     
     
      7L^
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      avons
     
     
      déjà
     
     
      fait
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      de
     
     
      c
     
     
      :
     
     
      c
     
     
      =
     
     
      (m-l)(n-l).
     
     
      ■
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      général,
     
     
      notons
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      nombres
     
     
      de
     
     
      l'ensemble
     
     
      formé
     
     
      de
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      puissances
     
     
      de
     
     
      t
     
     
      apparaissant
     
     
      effectivement
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      développe
     
     
      ɐ
     
     
      ment
     
     
      de
     
     
      y
     
     
      n'ont
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      diviseur
     
     
      commun
     
     
      autre
     
     
      que
     
     
      1.
     
     
      Sinon,
     
     
      soit
     
     
      e
     
     
      ce
     
     
      divi
     
     
      ɐ
     
     
      seur.
     
     
      s=
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      paramètre
     
     
      pour
     
     
      C,
     
     
      ce
     
     
      oui
     
     
      esi
     
     
      en
     
     
      contradiction
     
     
      avec
     
     
      [F:K]
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      (théorème
     
     
      de
     
     
      Puiseux).
     
     
      Il
     
     
      apparaît
     
     
      donc
     
     
      que,
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      analytique
     
     
      près,
     
     
      nous
     
     
      pouvons
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      toujours
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      m
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      divisible
     
     
      par
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      En
     
     
      effet
     
     
      supposons
     
     
      que
     
     
      m
     
     
      = 
     
     
      hn,
     
     
      h
     
     
      ç
     
     
      7L
     
     
      .
     
     
      Par
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      r
     
     
      x'
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      I
     
     
      ,
     
     
      h
     
     
      ly
     
     
      =
     
     
      y-a
     
     
      m
     
     
      x
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      analytique,
     
     
      la
     
     
      représentation
     
     
      paramétrique
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      devient
     
     
      :
     
     
      m+k
     
     
      Si
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      après
     
     
      ble
     
     
      par
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      premier
     
     
      terme
     
     
      non
     
     
      nul
     
     
      différent
     
     
      de
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      m
     
     
      m+k^O
     
     
      (mod
     
     
      n)
     
     
      c'est
     
     
      terminé,
     
     
      sinon
     
     
      on
     
     
      réitère
     
     
      le
     
     
      procédé.
     
     
      On
     
     
      sait
     
     
      la
     
     
      remarque
     
     
      précédente,
     
     
      qu'il
     
     
      existe
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      un
     
     
      a^
     
     
      /
     
     
      0
     
     
      non
     
     
      divisi-
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      Désormais
     
     
      nous
     
     
      supposerons
     
     
      toujours
     
     
      que
     
     
      m^O
     
     
      (mod
     
     
      n)
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      immédiat
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      entiers
     
     
      m
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      sont
     
     
      définis
     
     
      intrinsèquement
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      classe
     
     
      d'équivalence
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      (modulo
     
     
      isomorphisme
     
     
      analytique).
     
     
      Précisément
     
     
      :
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      entier
     
     
      positif
     
     
      de
     
     
      r
     
     
      =
     
     
      v(0),
     
     
      m
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      entier
     
     
      positif
     
     
      de
     
     
      T
     
     
      non
     
     
      divisible
     
     
      par
     
     
      n.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      paragraphe
     
     
      suivant,
     
     
      nous
     
     
      verrons
     
     
      que
     
     
      m
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      sont
     
     
      aussi
     
     
      des 
     
     
      invariants
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      classe
     
     
      d
     
     
      '
     
     
      équisingularité
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      C.
     
     
      c
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      un
     
     
      inva
     
     
      riant
     
     
      numérique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      classe
     
     
      d'équisingularité
     
     
      de
     
     
      C.
     
     
      3,
     
     
      Caractéristique
     
     
      d'une
     
     
      branche.
     
     
      Soit
     
     
      C
     
     
      la
     
     
      branche
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      représentation
     
     
      paramétrique
     
     
      (3.1)
     
     
      r
     
     
      ,
     
     
      n
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      t
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      2
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      ^
     
     
      i=m
     
     
      m
     
     
      > 
     
     
      n,
     
     
      m
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      (mod
     
     
      n)
     
     
      Définition
     
     
      3.2
     
     
      :
     
     
      La
     
     
      caractéristique
     
     
      d'une
     
     
      branche
     
     
      C
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      (n,(3
     
     
      ,...p
     
     
      )
     
     
      des
     
     
      g+
     
     
      1
     
     
      entiers
     
     
      suivants
     
     
      :
     
     
      1
     
     
      O
     
     
      a)
     
     
      n=e(C)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      multiplicité
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      branche
     
     
      b)
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      entier
     
     
      positif
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      a
     
     
      /O
     
     
      et
     
     
      p
     
     
      ^0
     
     
      (mod
     
     
      n
     
     
      P
     
     
      i
     
     
      1
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      Donc
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      .
     
     
      c)
     
     
      Soit
     
     
      =
     
     
      (n,p^)
     
     
      le
     
     
      p.g.c.d.
     
     
      de
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      p^
     
     
      .
     
     
      ■
     
     
      si
     
     
      e^
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      si
     
     
      m
     
     
      et
     
     
      n
     
     
      sont
     
     
      premiers
     
     
      entre
     
     
      eux,
     
     
      la 
     
     
      caractéristique
     
     
      de
     
     
      C
     
     
      sera
     
     
      par
     
     
      définition
     
     
      (n,p
     
     
      )=
     
     
      (n,m).
     
     
      ■
     
     
      si
     
     
      e^
     
     
      >
     
     
      1,
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      développement
     
     
      £
     
     
      t
     
     
      1
     
     
      de
     
     
      y,
     
     
      figurent
     
     
      effec-
     
     
      iâm
     
     
      tivement
     
     
      des
     
     
      termes
     
     
      dont
     
     
      l'exposant
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      divisible
     
     
      par
     
     
      e^
     
     
      (cf.
     
     
      2.5,
     
     
      ).
     
     
      Soit
     
     
      alors
     
     
      p
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      entier
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      a»
     
     
      £
     
     
      0
     
     
      et
     
     
      p
     
     
      ^0
     
     
      (mod
     
     
      e
     
     
      ).
     
     
      2
     
     
      >
     
     
      2
     
     
      2
     
     
      1
     
     
      P
     
     
      o
     
     
      s
     
     
      o
     
     
      n
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      =
     
     
      (
     
     
      e
     
     
      ,
     
     
      p
     
     
      )
     
     
      ,
     
     
      e
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      u
     
     
      n
     
     
      d
     
     
      i
     
     
      v
     
     
      i
     
     
      s
     
     
      e
     
     
      u
     
     
      r
     
     
      p
     
     
      r
     
     
      o
     
     
      p
     
     
      r
     
     
      e
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      (
     
     
      L
     
     
      1
     
     
      £
     
     
      t-
     
     
      1
     
     
      A
     
     
      nouveau,
     
     
      si
     
     
      =
     
     
      1,
     
     
      on
     
     
      s'arrête
     
     
      et
     
     
      (njp^p^)
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      caractéristique,
     
     
      sinon
     
     
      on
     
     
      itère
     
     
      le
     
     
      processus.
     
     
      Celui-ci
     
     
      s'arrête
     
     
      nécessairement
     
     
      car
     
     
      il
     
     
      fait
     
     
      apparaître
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      strictement
     
     
      décroissante
     
     
      e^>e^>
     
     
      de
     
     
      diviseurs
     
     
      de
     
     
      n.
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      alors
     
     
      un
     
     
      système
     
     
      d'entiers
     
     
      (n
     
     
      ;
     
     
      p^
     
     
      ,...,
     
     
      p
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      :
     
     
      e
     
     
      >
     
     
      e„
     
     
      >
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      >
     
     
      e
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      récurrence
     
     
      par
     
     
      e.
     
     
      =
     
     
      (e.
     
     
      „
     
     
      ,
     
     
      P
     
     
      .
     
     
      )
     
     
      (
     
     
      e
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      1
     
     
      2
     
     
      g
     
     
      r
     
     
      î
     
     
      i
     
     
      -
     
     
      l
     
     
      "
     
     
      i
     
     
      o
     
     
      P
     
     
      .
     
     
      e
     
     
      s
     
     
      t
     
     
      l
     
     
      e
     
     
      p
     
     
      l
     
     
      u
     
     
      s
     
     
      p
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      n
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      l
     
     
      q
     
     
      u
     
     
      e
     
     
      a
     
     
      „
     
     
      /
     
     
      0
     
     
      e
     
     
      t
     
     
      p
     
     
      .
     
     
      4
     
     
      0
     
     
      (
     
     
      m
     
     
      o
     
     
      d
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      r
     
     
      i
     
     
      p.
     
     
      î
     
     
      x-1
     
     
      î
     
     
      Théorème
     
     
      3,3
     
     
      :
     
     
      Deux
     
     
      branches
     
     
      sont
     
     
      équisingulières
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      elles
     
     
      ont
     
     
      même
     
     
      caractéristique
     
     
      [Zariski
     
     
      :
     
     
      S.E.S.
     
     
      III,
     
     
      p.
     
     
      983,
     
     
      théorème
     
     
      2.1].
     
     
      Le
     
     
      semi-groupe
     
     
      T
     
     
      =
     
     
      v(0)
     
     
      peut
     
     
      se
     
     
      calculer
     
     
      effectivement
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      caractéristique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      branche
     
     
      C
     
     
      d'anneau
     
     
      local
     
     
      Q.
     
     
      Soit
     
     
      h
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      grand
     
     
      entier
     
     
      positif
     
     
      ou
     
     
      nul
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      P
     
     
      +
     
     
      h
     
     
      e
     
     
      <
     
     
      P
     
     
      q
     
     
      qqqq+i
     
     
      (qç
     
     
      {1,2
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      g-
     
     
      1}
     
     
      ).
     
     
      Alors
     
     
      dans
     
     
      (3.1)
     
     
      le
     
     
      développement
     
     
      de
     
     
      Puiseux
     
     
      de
     
     
      y
     
     
      peut 
     
     
      s'écrire
     
     
      :
     
     
      .
     
     
      A
     
     
      Y
     
     
      /i
     
     
      +je
     
     
      i
     
     
      .A
     
     
      Y
     
     
      t
     
     
      p
     
     
      2+je
     
     
      2
     
     
      y
     
     
      -
     
     
      b
     
     
      t
     
     
      +
     
     
      £
     
     
      —
     
     
      •
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      „
     
     
      t
     
     
      +
     
     
      b
     
     
      0
     
     
      t
     
     
      +
     
     
      Z_i
     
     
      a
     
     
      _.
     
     
      0
     
     
      t
     
     
      +
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      0<
     
     
      jsh
     
     
      0<jsh
     
     
      r
     
     
      j,2
     
     
      (3.4)
     
     
      .
     
     
      + 
     
     
      b
     
     
      t
     
     
      &
     
     
      +
     
     
      2
     
     
      _,
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      t
     
     
      g
     
     
      J7i
     
     
      J
     
     
      >
     
     
      e
     
     
      V
     
     
      J
     
     
      où
     
     
      b
     
     
      ....
     
     
      b
     
     
      sont
     
     
      différents
     
     
      de
     
     
      zéro.
     
     
      En
     
     
      d'autres
     
     
      termes
     
     
      dans
     
     
      (3.1)
     
     
      nous
     
     
      1
     
     
      ’
     
     
      g
     
     
      avons
     
     
      a.
     
     
      = 
     
     
      0
     
     
      pour
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      i
     
     
      véri
     
     
      fi
     
     
      ant
     
     
      Pq
     
     
      <i<
     
     
      P
     
     
      qj
     
     
      .^
     
     
      et
     
     
      i
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      (mod
     
     
      e^)
     
     
      (qç
     
     
      {1,2
     
     
      ...
     
     
      g).
     
     
      Posons
     
     
      e
     
     
      Q
     
     
      =
     
     
      n,
     
     
      e
     
     
      g
     
     
      -
     
     
      1
     
     
      ;
     
     
      n^
     
     
      =
     
     
      e
     
     
      q
     
     
      _j/
     
     
      e
     
     
      q
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      q
     
     
      =
     
     
      1,2,...
     
     
      ,q
     
     
      .
     
     
      Les
     
     
      g
     
     
      entiers
     
     
      n^,...,n
     
     
      sont
     
     
      strictement
     
     
      plus
     
     
      grands
     
     
      que
     
     
      1
     
     
      et
     
     
      e
     
     
      =ne,P=me
     
     
      avec
     
     
      (m
     
     
      ,n
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      q-i
     
     
      q
     
     
      q
     
     
      q
     
     
      q
     
     
      q
     
     
      q
     
     
      q
     
     
      (3.4)
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      .....
     
     
      n
     
     
      q-
     
     
      1
     
     
      q
     
     
      q+1
     
     
      g
     
     
      (q€
     
     
      {
     
     
      1,2
     
     
      ...
     
     
      g})
     
     
      ;
     
     
      cas
     
     
      général
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      en
     
     
      particulier
     
     
      n
     
     
      --
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      Pour
     
     
      q
     
     
      £
     
     
      {2,3,...
     
     
      g]
     
     
      nous
     
     
      noterons
     
     
      z
     
     
      q
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      sommes
     
     
      partielles
     
     
      suivantes
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      série
     
     
      (3.4)
     
     
      P
     
     
      (3.6)
     
     
      =
     
     
      Z
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      t
     
     
      i
     
     
      .
     
     
      t
     
     
      v
     
     
      £
     
     
      -
     
     
      A
     
     
      +Je
     
     
      i
     
     
      m<i<p
     
     
      1
     
     
      0<jsh.
     
     
      a
     
     
      t
     
     
      3,1
     
     
      q-i
     
     
      vi.
     
     
      y
     
     
      0<
     
     
      jsh
     
     
      q-1
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      t
     
     
      J,
     
     
      q-i
     
     
      Pq_l+j
     
     
      e
     
     
      q
     
     
      _l
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      clair
     
     
      que
     
     
      z
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      multiforme
     
     
      à
     
     
      n
     
     
      „
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      déterminations
     
     
      q
     
     
      1
     
     
      q-1
     
     
      obtenues
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      permutation
     
     
      des
     
     
      racines
     
     
      n-ièmes
     
     
      de
     
     
      x.
     
     
      En
     
     
      effet
     
     
      tout
     
     
      entier
     
     
      i
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      m
     
     
      s
     
     
      i
     
     
      <
     
     
      (5
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      a.
     
     
      /
     
     
      0
     
     
      est
     
     
      divisible
     
     
      par
     
     
      e
     
     
      ;
     
     
      si
     
     
      nous
     
     
      posons
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      x
     
     
      VV'-Vi
     
     
      m^i<p
     
     
      D'autre
     
     
      part
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      grand
     
     
      commun
     
     
      diviseur
     
     
      des
     
     
      entiers
     
     
      n^r^.n
     
     
      p
     
     
      est
     
     
      1.
     
     
      OnaPp/m^-nq.i,
     
     
      Pp,
     
     
      =
     
     
      m
     
     
      2
     
     
      V
     
     
      '
     
     
      ‘
     
     
      Vl
     
     
      ’
     
     
      ’
     
     
      ‘
     
     
      P
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      'q-l
     
     
      et
     
     
      (m
     
     
      k
     
     
      ’
     
     
      V
     
     
      =
     
     
      1
     
     
      pour
     
     
      1
     
     
      s
     
     
      k
     
     
      s
     
     
      g)
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      f
     
     
      q
     
     
      (Z)
     
     
      le
     
     
      polynôme
     
     
      unitaire
     
     
      (unique)
     
     
      de
     
     
      degré
     
     
      n^...n
     
     
      ^
     
     
      ,
     
     
      à
     
     
      coef
     
     
      ɐ
     
     
      ficients
     
     
      dans
     
     
      Œ[[x]]
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      f
     
     
      q
     
     
      (z
     
     
      )
     
     
      -
     
     
      0
     
     
      ;
     
     
      soit
     
     
      (3.7)
     
     
      5
     
     
      q
     
     
      =
     
     
      f
     
     
      q
     
     
      (y>
     
     
      ,
     
     
      q€
     
     
      [2,
     
     
      3
     
     
      ...
     
     
      g
     
     
      }
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      0.
     
     
      Nous
     
     
      posons
     
     
      (3.8)
     
     
      Pq
     
     
      "
     
     
      që
     
     
      {2,3.
     
     
      ...g}
     
     
      P
     
     
      Q
     
     
      n
     
     
      v(x),
     
     
      P
     
     
      1
     
     
      rr
     
     
      p^
     
     
      -
     
     
      rn
     
     
      -
     
     
      v(y
     
     
      )
     
     
      P
     
     
      Q
     
     
      ,
     
     
      Pj,...p
     
     
      sont
     
     
      donc
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      du
     
     
      semi-groupe
     
     
      T
     
     
      Théorème
     
     
      3.9
     
     
      :
     
     
      a)
     
     
      Nous
     
     
      avons
     
     
      (3.10)
     
     
      p
     
     
      q
     
     
      =
     
     
      (n
     
     
      1
     
     
      -l)n
     
     
      2
     
     
      ...n
     
     
      q
     
     
      _
     
     
      1
     
     
      P
     
     
      1+ 
     
     
      (
     
     
      n
     
     
      2
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      n
     
     
      3
     
     
      ...
     
     
      +
     
     
      ...
     
     
      t
     
     
      ("^-Dp^
     
     
      +
     
     
      pour
     
     
      q£
     
     
      {2,3
     
     
      ---
     
     
      g},
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      et
     
     
      (par
     
     
      conséquent)
     
     
      les
     
     
      relations
     
     
      de
     
     
      récurrence
     
     
      suivantes
     
     
      :
     
     
      (3.11)
     
     
      0
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      6
     
     
      ,
     
     
      -
     
     
      P
     
     
      ,
     
     
      +
     
     
      P
     
     
      q
     
     
      q-l
     
     
      K
     
     
      q-l
     
     
      K
     
     
      q-1
     
     
      që
     
     
      {2,3.
     
     
      .
     
     
      .g]
     
     
      .
     
     
      b)
     
     
      Soit
     
     
      T]
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      O
     
     
      et
     
     
      soit
     
     
      d
     
     
      le
     
     
      degré
     
     
      du
     
     
      polynOme
     
     
      v|/
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      )
     
     
      à
     
     
      coef
     
     
      ɐ
     
     
      ficients
     
     
      dans
     
     
      Œ
     
     
      [[x]
     
     
      ]
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      d
     
     
      <
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      \)/
     
     
      (
     
     
      y
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      T)
     
     
      (q/
     
     
      est
     
     
      déterminé
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      q
     
     
      _
     
     
      unique
     
     
      par
     
     
      ces
     
     
      conditions)
     
     
      :
     
     
      si
     
     
      d<n
     
     
      ...n
     
     
      alors
     
     
      v(Tl)
     
     
      6
     
     
      v
     
     
      B
     
     
      TL
     
     
      .
     
     
      1
     
     
      q
     
     
      v
     
     
      ?o
     
     
      p
     
     
      v
     
     
      -
     
     
      En
     
     
      particulier
     
     
      0
     
     
      o
     
     
      ,0^,...0
     
     
      engendrent
     
     
      T
     
     
      sur
     
     
      TL
     
     
      .
     
     
      c)
     
     
      Le
     
     
      plus
     
     
      grand
     
     
      commun
     
     
      diviseur
     
     
      de
     
     
      e^
     
     
      ^
     
     
      et
     
     
      0^
     
     
      est
     
     
      e
     
     
      (qÇ
     
     
      {1,2...
     
     
      g}).
     
     
      De
     
     
      plus
     
     
      0
     
     
      q
     
     
      ble
     
     
      par
     
     
      e
     
     
      De
     
     
      plus
     
     
      0^
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      élément
     
     
      non
     
     
      nul
     
     
      de
     
     
      T
     
     
      qui
     
     
      n'est
     
     
      pas
     
     
      divisi-
     
     
      'q-i
     
     
      Démonstration
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      eu
     
     
      une
     
     
      racine
     
     
      primitive
     
     
      n-ième
     
     
      de
     
     
      l'unité
     
     
      et
     
     
      œ
     
     
      le
     
     
      --------------
     
     
      T
     
     
      v
     
     
      Œ-automorphisme
     
     
      de
     
     
      Œ[[t]]
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      <p^(t)=u)
     
     
      V
     
     
      t
     
     
      (
     
     
      v
     
     
      £
     
     
      {1,2...
     
     
      n}).
     
     
      L'ensemble
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      n
     
     
      automorphismes
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Galois
     
     
      de
     
     
      l'extension
     
     
      cyclique
     
     
      F/K.
     
     
      Les
     
     
      n
     
     
      n„
     
     
      ...
     
     
      n
     
     
      .
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supposer e(C) = v(x), c'est-a-dire sans supposer que x est un paramétre

transverse de O (ou de fagon équivalente sans supposer que v(x)< v(y)).
Nous supposerons donc que la formule (2.4) est vraie pour C, premiére

transformée quadratique de C, et nous considérerons deux cas selon que

n=v(x)=el(C) = e, ou que n= vix) > e(C) = e,

m ler cas : n= e, Nous pouvons alors supposer que v(y)> v(x) et
par suite que C est définie par 1'équation T(x,y) =0, ot y=y/x et
fx,y) = xnf(x,;) S

Nous avons alors f;: x"‘lf__' et par hypothése de récurrence

V(_}) = T ei(ei- 1) + n-1. La formule (2.4) se déduit alors de 1'égalité
i>0
1y = = TL) = o T
v(fy) n(n 1)+v(fy) eo(eo l)+v(fy)
m 2éme cas : n> eo . Dans ce cas nous avons v(y) = eo et le ler cas

nous montre que v(f;() =e -1+ I ei(ei -1)
i20
I1 faut noter que si g(X,y) est le polyndme minimal de x sur C[[y]],
g(X,Y) est le produit de f(Y,X) par une unité, ce qui montre que
V(g;‘(x,y)) = v(f"((y,x)). Si 1'on regarde alors le développement de Puiseux
i F(xf1) = ' ili 9 e /gr
de C, on voit que \(xfx) = v(yfy) (en utilisant ax = fy/ fx)
Donc n+ (e -1)+ T e.(le.-1) = e + v(f') et ceci établit (2.4)
0 i=0 - @ y
dans ce dernier cas.
Ceci termine la démonstration de (2.4) et de (2.1). ¢ est donc un invariant
numérique de la classe d'équisingularité de C.
Remarque 2.5 : Soient n et m les valuations respectives de x et y.
m Si m et n sont premiers entre eux, soit £€0. €= I ci‘],xl y‘]
§ i,]
avec j<n. La valuation de x' y‘] étant ni+mj, deux mondmes de £ ne peuvent
avoir m8me valuation. Sinon ni+mj = ni'+mj'
n(i-i') =m(j'-j) et j'-j<n,

ce qui entratne i=1i' et j=j'.

Le semi-groupe [ est alors engendré par m et n : I = mE¢ + nz‘ . Nous avons
déja fait dans ce cas le calcul de ¢ : ¢ = (m-1)(n-1).

m Dans le cas général, notons que les nombres de 1'ensemble formé
de n et des puissances de t apparaissant effectivement dans le développe-
ment de y n'ont pas de divi=-ur commun autre que 1. Sinon, soit e ce divi-
seur. s=t° est un paraméire pour C, ce onui s en contradiction avec
[F:K]=n (théoréme de Puiseux).

11 apparatt donc que, a un isomorphisme analytique pres, nous pouvons
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Dans ce dernier cadre la formule (2.2) est donnée dans [Zariski : An
Introduction to the Theory of Algebraic Surfaces, Springer Lecture Notes
n°® 83, p. 81). Cependant la démonstration y est seulement esquissée.

Pour la clarté de 1'exposé nous donnons ici une démonstration de la
formule (2.2) utilisant les notions de module complémentaire, de différen-
te et leurs propriétés élémentaires [Zariski-Samuel : loc. cit., p. 298
et p. 303-304]. 5

D'apres la définition de 9 nous avons S) =CZ /R , ou 06/11 est le modu-

le complémentaire de 5 par rapport a R. Sx et %/R sont deux F-modules et

Sx est un idéal de 3. Considérons aussi le module complémentaire ¢ ol

o/R
o=R[y]. Il est facile de voir que cO/Rzk.l/f;, (voir [Zariski-Samuel

loc. cit., p. 304, démonstration du théoréme 29]).
De la définition méme des modules complémentaires, il découle

=1 3 s =1
= £ A ' o i i
%‘/RC"’ /R 61/ v lors fyﬁ c0c®', ce qui revient a dire que f'D

est un idéal de @ contenu dans ¢. Donc I;Dxlct ou

(2.3) G f}'} c e

D'autre part, si £ est un élément de G et 7 un élément de G alors
ENE@®. Il s'en suit que TrF/K(gn.l/f;,)ER (voir [Zariski-Samuel : loc. cit.

’

-1

’

démonstration du théoréme 29, p. 304]). Ceci implique que /f‘ec S/R =
dest-a-dire £9 ¢ f; .

Nous avons donc montré que smxcaf;, , et ceci ajouté a (2.3) termine
la démonstration de (2.2).

Puisque x=t", n-1 est 1'exposant de ramification (réduit) e(m) de
1'idéal maximal 7= t3 de G sur 1'idéal maximal xR de R. Donc d'apreés
[Zariski-Samuel : loc. cit., théoréme 28, p. 302], n-1 est aussi 1'expo~
sant différentiel m(7) de 7 sur R, ce qui veut dire ®x=6tn-l. Donc pour
démontrer (2.1), il suffit de prouver que

WY - i
(2.4) v(fy) = i: ei(ei 1) +n-1 .
Nous ferons la démonstration par récurrence sur le nombre de trans-
formations quadratiques nécessaires pour désingulariser C. (Si n=e(C) =
la formule (2.4) est évidente, ses deux membres étant égaux a zéro).

Cependant la nature de la récurrence nous oblige & montrer (2.4) sans
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et (par conséquent) les relations de récurrence suivantes

(3.11) B Bq-l

- n F
q q-1 P

q-1 +l3q q€ {2,3...8])
b) Soit T un élément de O et soit d le degré du polyndme VW(y) & coef-
ficients dans €[[x]] tel que d<n et y(y) =17 (¥ est déterminé de fagon

unique par ces conditions) : si d<n_...n_ alors v() € g P oz .
1 q v T+

= s = v=0
En particulier [30 ’ Bl,...ﬂg engendrent [ sur Z+ B

c¢) Le plus grand commun diviseur de e <1 et Eq est eq (qge {1,2...g].
De plus Eq est le plus petit élément non nul de I qui n'est pas divisi-
ble par eq_.1 .
Démonstration : Soit y une racine primitive n-iéme de 1'unité et ¢ le
e —— v
C-automorphisme de C[[t]] défini par Wv(t) =w’t (ve {1,2...n}). L'ensemble

de ces n automorphismes est le groupe de Galois de 1'extension cyclique F/K.

Les LILP nq-l conjuguées zq M de z sont les éléments
s
z =g (2) (pe1,2,...,n ...n ) obtenus en substituant o't 4 t dans
QB TR g S q-1
la formule (3.6). Par définition du polyndme fq(Z) nous avons
nl..."q_l

fq(Z) = Z (Z-(pp(zq)). Donc par (3.7) et (3.8) nous obtenons

v=1

n_...n n . ...n

= 1 q-1 1 q-1
(3.12) B =V( Tr (y-2 )) = Z viy-z_ )

q e a,k =i Q.4

By, PRy By By, P
(p"(t Y=w t = et par suite qa“(t )=t * si et seulement si pp =0
(mod n), c'est-a-dire si et seulement si p=0 (mod nl) (car [3].=mle1 5

n=ne, et (ml,nl)zl ; voir (3.5)).

11 vient donc que v(y-z ):[31 si et seulement si p# 0 (mod "1)'

q,4
tandis que si p=0 (mod nl) alors v(y- 2y “)252 (puisque p=0 (mod nl)
,

e e
implique wp(t 1) =t 1, chaque terme de degré <By dans (3.6) disparatt

dans la différence y - zq L‘).
,
Ainsi le nombre de facteurs y - zq i de (3.12) tels que v(y- zq
,
est égal a(nlnz...nq_l) - (nzns...nq_l). On a donc

p =Py

B =(n, =-1n_ .n + viy-z )
Bq 1 2 q-lﬁl u; 1 a,nHy
Ba, P2 nitabe

De fagon analogue g (t )=t © si et seulement si w 1, c'est-a-
































OEBPS/replica.js
//var addEvent = (function () {

//  return function (el, type, fn) {

//    if (el && el.nodeName || el === window) {

//      el.addEventListener(type, fn, false);

//    } else if (el && el.length) {

//      for (var i = 0; i < el.length; i++) {

//        addEvent(el[i], type, fn);

//      }

//    }

//  };

//})();



//var prevent = function(event) {   

//  event.preventDefault();

//};



//function isEventSupported(eventName) {

//  var el = document.createElement('div');

//  eventName = 'on' + eventName;

//  var isSupported = (eventName in el);

//  if (!isSupported) {

//    el.setAttribute(eventName, 'return;');

//    isSupported = typeof el[eventName] == 'function';

//  }

//  el = null;

//  return isSupported;

//}



var isPad = (navigator.userAgent.match(/iPad/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPhone/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPod/i));





function addLoadEvent(fn) {

	window.addEventListener('load', fn, false);

}



function addClickEvent(id, fn) {

	var box = el3(id);

	// preventDefaultTouch(box);

	if (isPad) {

		box.addEventListener("touchend", fn, false);

	} else {

		box.addEventListener('click', fn, false);

		box.addEventListener('mouseover', (function() {

			box.style.cursor = 'pointer';

		}), false);

	}

}



function el3(id) {

	return document.getElementById(id);

}



function style3(id) {

	return document.getElementById(id).style;

}



function show3(id) {

	style3(id).visibility = "visible";

}



function hide3(id) {

	style3(id).visibility = "hidden";

}



function replaceAll(text, find, replace) {

	while (text.indexOf(find) > -1) {

		text = text.replace(find, replace);

	}

	return text;

}



function htmlize(html) {

	html = replaceAll(html, "[[", "<");

	html = replaceAll(html, "]]", ">");

	return html;

}



var closeAudioIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeAudioID();

};



var closeVideoIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeVideoID();

};



function closeAudioID() {

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		audio.pause();

		audio.parentElement.style.visibility = "hidden";

		audio.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function closeVideoID() {

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.pause();

		video.parentElement.style.visibility = "hidden";

		video.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function addAudioID(boxID, html) {

	closeAudioID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		// audio.setAttributeNS("http://apple.com/ibooks/html-extensions",

		// "pause-readaloud", "true");

		audio.load();

		audio.play();

	}

	addClickEvent("audioCloseID", closeAudioIDHandler);

}



function addVideoID(boxID, html) {

	closeVideoID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.load();

		video.play();

	}

	addClickEvent("videoCloseID", closeVideoIDHandler);

}



function clickPlayAudio(clickID, boxID, html) {

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addAudioID(boxID, html);

	});

}



function clickPlayVideo(clickID, boxID, html) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addVideoID(boxID, html);

	});

}



function clickModal(clickID, modalID) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		Popup.showModal(modalID, null, null, {

			'screenColor' : '#99ff99',

			'screenOpacity' : .6

		});

		return false;

	});

}



function clickShow(clickID, showID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        show3(showID);

    });

}



function clickHide(clickID, hideID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        hide3(hideID);

    });

}



function clickPlay(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.play();

        }

    });

}

    

function clickPause(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.pause();

        }

    });

}



function browserVersion(elID) {

    var box = el3(elID);

    box.innerHTML = null;

    box.innerHTML = navigator.userAgent;

}



function initJS() {



}



window.addEventListener("DOMContentLoaded", initJS, false);
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D'autre part le semi-groupe [' contient le semi-groupe aZ‘ +BE+ « T
est donc suffisant de montrer que le semi-groupe aZ +pZ contient tous
les entiers assez grands. (plus précisément az‘ ~Bﬂ£conti;nt tous les
entiers supérieurs ou égaux a (a =1(p-1).

En effet, soit v€Z , v2(a-1)(p-1). Montrons que vE€T ,c'est-
a-dire v =aqu+ v, ol u et vg z, .

Puisque (a,p) =1, il existe deux entiers relatifs a et b tels que
v = aa+ bp.

m Si a>0 et b=0, c'est terminé.

® Sinon, supposons, par exemple, b< 0 ; alors a est nécessairement
positif et aa=y-bp2y+p.

Mais y2> (e-1)(p-1) donc aa>vy+B2ap-a+1>alp-1), ce qui prouve
que a>p -1 soit a-p=20.

v s'écrit donc sous la forme a'a+ b'B avec a'=a-B>0 et b'=b+a>b.

m Si b'>0 la démonstration s'achéve.

m Si b'<0, la nouvelle décomposition de y vérifie les m8mes hypo-
théses que l'ancienne. On peut donc lui appliquer le raisonnement précédent.

Au bout de [-5] + 1 opérations de genre on obtient la décomposition
souhaitée pour y. Ceci achéve la démonstration de la proposition 1.

Remargue: Montrons que si [ se réduit a aZ, “BZ , (a-1)(B-1)-1£T.
Supposons qu'il existe deux entiers positifs ou nuls

a et b tels que (a-1)(Bp-1)-1 = ap-a-p = az+bp, alors :

B(b+ 1) = alp-1-a) 7comme a et p sont premiers entre eux, a divise b+ 1.

De meme B divise a- 1,ce qui montre que a = yp-1, b = da -1, et que

(@-1)(p=-1)-1 s'écrit yap-a+ 6ap -p, donc (y+6) = 1. L'un des deux en-

tiers y, & est nul, ce qui entratne que a ou b est négatif : contradic-

tion.

Proposition 1.2 : L'entier ¢ de la proposition 1.1 a la propriété suivan-
te : 1'idéal principal engendré par t¢ dans C[[t]] est contenu dans (3
mais t°" 1 go.

En d'autres termes : 1'idéal principal(tc)engendré par t¢ danx

C[[t]] est le plus grand idéal de @[[t]] contenu dans O (c'est donc un
idéal de O et c'est le conducteur de G dans C[[t]]).

Démonstration : La proposition 1.1 signifie exactement que pour tout cn-
tier nzc, il existe un élément g€ G, de valuation n. On veut montrer en
fait que tout élément de C[[t]] de valuation > c est déja dans 1'anneau

local O.
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en particulier n-n

Pour q€ {2,3,...g} nous noterons zq la fonction de x définie par les

sommes partielles suivantes de la série (3.4)

% p B,+ie
(3.6) g ait‘,blt‘.z Bt b Pega
a msi<p 0<jsh 3
q 1
= je
TS a. (Pa-1"3%-1
q-1 0<j<h J,a-1
q-1
Il est clair que zll est une fonction multiforme a "1"'“q-1 déterminations

obtenues par la permutation des racines n-iémes de x. En effet tout entier

i tel que m<i < Bq et que ailo est divisible par e ; si nous posons

q-1
alors i = Py eq-l nous avons

) nng...n
. E aixlz q-1

1 m<1<f
q

D'autre part le plus grand commun diviseur des entiers nlna‘.n 1 P
q-
(on a 051: m1n2...nq__1 3 gBZ B m2n3"'nq-1 3 e qu-lzmq_l et (mk N nk) =1

pour 1<k<g).

est 1.

Soit f (Z) le polyndme unitaire (unique) de degré nl...nq 10 a coef-

ficients dans @[[x]] tel que fq(zq) =0 ; soit

(3.7 gq = fq(y) , 9€({2,3...g}
gl,...gg sont des éléments de . Nous posons

Eq = vlg) q€ {2,3....g}
(3.8)

Eo-;n:v(x), El:ﬁlrmzv\'y)
B, pl""Eg sont donc des éléments du semi-groupe I .

Théoréme 3.9

a) Nous avons
(3.10) Bq = (nl—l)nz...nq_1ﬂ1 + ("2'1)“3-~~"q_152 et (nq-l-l)pq-l + Bq

pour g€ {2,3....g},

















OEBPS/images/1940x2830-05csd53691a2qt-s619.jpg
19

dire si et seulement si p1¢0 (mod nz), tandis que si ]J.IEO (mod n2) alors
B B a .

9 (t 2) =t 2 ot viy-z ) 2B, . Nous concluons alors (a la deuxiéme

L a0y 3

étape)

v(y—zq,nl”l)=(n2-1) ns..Anq_1ﬁ2+ Z viy -

Aprés q-1 étapes nous trouvons

Bq = (nl-l)nz...nq_151+ v # (“q_l‘”ﬂq_g" viy- zq’"1"'nq-1)

Pui e 7 =2 viy-z J= et ces deux derniéres
e b ‘q’nl"‘nq-l q’ y Q0 ...n Bq

q-1
formules donnent la partie a) du théoréme 3.9.

Nous allons montrer la partie b) par récurrence sur q.

= Siq=1, alors T]:Ao(x) + yAl(x)+ s ydAd(x) avec t'l<nl . Nous
avons v(ylAi(x))s im (mod n). Si i ?t J sont < ny et i/ j alors nécessai-
rement (i - j)m# 0 (mod n). Donc v(ylAi(x));év(yj.\j(x)) si if£jetiet
i< d.
* Nous aurons alors v(7) = v(Ai(x)yi) pour un i€ {0,1,...,d}, ce qui

montre que
v(Tl)EBlEgBOQ =mMZ 07
= Supposons maintenant que la partie b) du théoréme soit vraie pour
q-1.
Soit M€ @. Nous pouvons écrire le polyndme associé Y(Y) sous la forme

s
w(Y) = A (Y)+ AI(Y)Iq(Y) e AB(Y)(Tq(Y))

avec s<n_ et Ao As des polyndmes de degré < nyeeen
dans €[[x]]. On a donc

a coefficients
q-1

(3.13) LR WEORS WCOL A +As(y)(§q)s s<ng

=1
L'hypothése de récurrence montre que v(Ai(y))E E B Z . En particulier
v+
v=0
v(4; (y)) = 0(mod eq_l) (voir (3.10)). Il s'en suit que

iy =
v(Ai(y)gq) = 1Bq (mod eq_l).
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Chapitre IT:
Invariants d’équisingularité

Dans le chapitre précédent nous avons déterminé la clb8ture intégrale
de O dans son corps de fractions F : c'est l'anneau C[[t]] des séries
formelles & une indéterminée.

La valuation ordinaire définie sur les séries en fait un anneau de
valuation discréte. Cette valuation s'étend de fagon naturelle a T((t))=F
(en considérant le développement de Laurent d'un élément de F). C'est une

application surjective v: F'~Z vérifiant les propriétés habituelles
v(EM) = v(g)+ v(7)
v(g+ M) 2> inf(v(g),v(N)) (avec égalité si v(§) £v(M))

par convention : v(0)=w.
Nous allons étudier la restriction de v a & et plus précisément 1'ima-

ge de O par v.

1. Le semi-groupe [=v(0).

Proposition 1.1 : Le semi-groupe I'=v(0) contient tous les entiers assez
grands. Plus précisément

Jeso (#iéz’ izc=pi€el)

Faisons quelques remarques préliminaires

F étant le corps des fractions de O, tout élément £€ F est le quotient
—:—; de deux éléments de 0. On a donc v(g) = v(g,) - v(g,) avec vig;) €T (i=1,2)
v o F‘_) z étant surjective, tout élément de Z peut s'écrire comme
différence de deux éléments de I'. En particulier 1€Z donc : 1=a-§
avec a€T, p€T (a et p sont donc premiers entre eux). Il n'existe pas de

diviseur commun 7 1 a tous les éléments de T.

































OEBPS/images/1940x2830-4huryfzx0hw8p-s619.jpg






































































































































OEBPS/images/1940x2830-071901kupxkgc7-s619.jpg
Introduction

Le probléme des modules, pour les courbes algébriques de genre

donné g est un probléme classique qui remonte a Riemann.

Ce probléme, de nature globale, a 42¢3ja été résolu. On sait que
1'espace des modules est ur ouvert d'une varieté algébrique d- Adimension
3g-3 (si g> 1). Les compactifications de cette variété ont éte cgalement
étudiées.

L'article le plus récent sur ce sujet est celui de P. Deligne et D. Mumford
(Pub. Math. de 1'I.H.E.S. No 36).

Dans ce cours, nous étudions le probléme local analogue de 1'es-
pace des modules des branches d'une méme classe d'équisingularité, 1'équi-
valence birationnelle du probléme global est remplacée par 1'équivalence
analytique. On a trés peu écrit sur ce probléme : citons deux articles

1) 8. Ebey, The classification of singular points of algebraic curves,
Trans. of the AMS (1965) ;

2) K. Wollfardt, Variation of complex structure in a point, Amer. J.
of Math. (1968).

Le probléme de la description compléte de 1'espace des modules M
d'une classe d'équisingularité donnée est entiérement ouvert et les quelques
exemples du chapitre V montrent que M a une structure trop complexe pour

espérer répondre totalement a la question.

La question, pourtant plus restrictive, de la détermination de
la dimension de la "composante générique" de M n'est pas résolue. Nous

donnons cependant quelques résultats partiels pour la caractéristique (n,m)
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2. L'anneau local complet ¢ d'une branche est un anneau de Go-

renstein, on a donc
¢ = dimg (B/%) = 2 dimg (6/8) .

[Gorenstein : Transactions of the A.M.S., 1952]. c est donc un entier pair
et 1'on a %: dimma/o:»dimGO/C. C'est un résultat classique que

e (e, -1)
“im¢°/° =3 —i——%———— (ot lion se souvient que (ei) = e*(c) est la suite
i

des multiplicités de C et de ses transformées quadratiques successives).
Une démonstration algébrique de ce résultat est donnée dans [H. Hironaka :
On the Arithmetic Genera and the Effective Genera of Algebraic Curves,

° 3 (1957),
theorem 1, p. 185]. L'entier &6(P;C) qui apparaft dans la formulation d'Hi-

Memoirs College of Science,University of Kyoto, vol. XXX, n

ronaka a été défini par lui[p. 182 (définition 2) Jcomme dimaa/o. I1 vient

donc

(2.1) e = E ei(ei- 1)

Nous allons donner maintenant une autre démonstration qui repose sur

la formule suivante, qui sera établie plus loin (p. 11)
(2.2) ofy = €9,
5 et @ ont déja été définis plus haut. ﬂx est la différente de O sur
1'anneau R=@[[x]] (pour la définition de la différente voir [Zariski-
Samuel : Commutative Algebra, vol. 1, p. 298]). La formule (2.2) est va-
lide, plus généralement, sous les hypothéses suivantes
R est un anneau de Dedekind, F une extension algébrique finie et sépa-
rable du corps K des fractions de R, y un élément primitif de 1'exten-
sion F sur K entier sur R, f(Y) est le polyndme unitaire minimal de y
sur K (donc f(Y) €R[Y])),5=R[y] et G la clbture intégrale de R (donc
aussi de §8) dans F.

Dans le cas particulier des corps de nombres algébriques (ou 1'on
prend R=Z) , la formule (2.2) se trouve, par exemple, dans [Hecke
Vorlesungen Uber die Theorie der algebraischen Zahlen (1948), p. 134,
n° 67]. Mais la démonstration de Hecke peut s'appliquer sans modification

notable au cas plus général des anneaux de Dedekind.
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Pour cela il suffit de le montrer pour un entier N>c : en effet,

O contenant un élément de valuation N-1 (c <N-1) contient un élément de
la forme tN-I«. £ ou v(£) 2N. Par hypothése E€ @, donc C contient Y
donc tous les éléments de valuation N- 1. On raisonne ensuite par récurren-
ce jusqu'a c.

En d'autres termes il est suffisant de montrer que 3 contient un idéal
non réduit a zéro de C[[t]] (c'est-a-dire que O a un conducteur non nul dans
€[[t]] [Zariski-Samuel : Commutative Algebra, vol. 1, p. 269].

Nous utiliserons le théoréme général suivant [Van der Waerden : Alge-
bra, § 1, p. 79, ou Zariski-Samuel : Commutative Algebra, vol. 1, p. 2647 :
Soit R un anneau intégre, intégralement clos dans son corps de fractions
K, et soit L =K[a] une extension algébrique séparable de K. La cldture
intégrale R' de R dans L est contenue dans %R[a] ou A est le discrimi-

nant du polyndme minimal de a par rapport a 1'extension L/K.

R'C— L=K[a]

R 4, K

Dans la situation présente cela nous donne : Q[[t]] (= cldture inté-
grale de C[[X]] dans €((X))[y]) est contenu dans% 5 ¢[[X]][y]=-§.0 , ol
1

A est le discriminant de f(X,Y) = Yanl(X)Yn_ PO +An(X).

Considérons maintenant les inclusions
, 1
ome[[t]]esy . O

Ce qui veut dire : A.C[[t]]<OC. Or Ao.C[[t]] est un idéal de
€[[t]], anneau principal dont chaque idéal est engendré par un t% (qez ).

Tci A.Q[[t]]<> O est donc aussi un idéal de 3. L'ensemble des idéaux
communs & C[[t]] et O est non réduit a 1'idéal nul (1'extension L/K est
séparable). Puisqu'il est évident que t°"go, la proposition 1.2 est alors
démontrée. L'idéal principal tca[[t]], conducteur de C[[t]] dans G scra
noté 5(6,C[[t]]) ou plus simplement G.

L'anneau quotient O/ (resp. G/5) (ou BG=C[[t]],cldturc intégrale de I3
dans son corps de fractions) a une structure naturelle d'espace vectoriel
sur €, et nous avons dimc((_)/’i) =c.
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\ 5 .
ou n et m sont premiers entre eux .

Le chapitre VI est entiérement consacré a ce cas particulier et
nous y traitons seulement de la 'composante générique'. Nous déterminons
la dimension q de cette composante lorsque m=n+1. Nous avons pu également
trouver q dans le cas ol m=1 (mod n) mais nous donnons la formule sans

démonstration.

Au chapitre V nous donnons une description compléte de 1'espace
des modules pour les caractéristiques (n,m)¢ {(2,m),(3,m),(4,5),(5,6),(6,7)].
Dans le cas (6,7), le plus intéressant, on observe plusieurs des particula-

rités que peut présenter 1'espace des modules.

Au chapitre IV, nous montrons que M est guasi-compact (M est tou-
jours non séparé, sauf s'il est réduit a un point) seulement si la carac-

téristique est (n,m) (m et n premiers entre eux) ou (4,6,2s+1).

Dans les chapitres I, II, III, nous traitons de la structure
d'une branche singuliére et des principaux invariants numériques d'une
classe d'équisingularité (1'exposant du conducteur c¢, la caractéristique
de la classe, le semi-groupe I' des entiers positifs associés a la classe,
etc...). La plupart de ces notions sont classiques et bien connues, mais
il était essentiel pour nous et utile -croyons-nous- pour de jeunes lec-

teurs de les rassembler ici.

Nous espérons que ce cours stimulera de nouveaux travaux sur le
sujet. Un des problémes que nous recommandons au lecteur est celui-ci de
1'identification de 1'espace des modules avec un constructible d'une varié-

té V.

Rappelons qu'un constructible C d'une variété V est une union
finie d'ensembles de la forme C, - D, ou C; est une sous-variété irréduc-
tible de V, et Di une sous-variété stricte de Ci . Nous avons la caractéri-

suivante (non publiée) de la structure d'un ensemble constructible

* voir a ce sujet 1'article de Ch. Delorme, exposé au Groupe d'étude des

singularités 1974-75. Publ. du Département de Mathématiques, Université

Paris-Sud Orsay.
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Soit f une équation d'une branche algébro¥de C, et f= fn+ fn+1+ =, I
fn)( 0, la décomposition de f en somme de polynbmes homogénes.

L'entier n, degré de la forme initiale, ne change pas si l'on multiplie
f par une unité, et n est aussi indépendant du choix des coordonnées ; c'est
donc un invariant de la courbe. On 1'appelle la multiplicité de C a 1'origi-
ne : n=e(C).

Si f est irréductible, la forme initiale fn est une puissance d'un

facteur linéaire
£ = (aX+b)"
n

Quitte a faire un changement de coordonnées, on peut supposer : fn;é c.x“,
c'est-a-dire bZ 1 ; la transformation xl=x, Y1=ax+bY, est alors un iso-
morphisme analytique ; ceci nous montre que la forme initiale de f peut

toujours s'écrire, avec de bonnes coordonnées

Nous supposerons désormais n>1 (i.e. C singuliére).
Le théoréme de préparation de Weierstrass permet alors d'écrire f= uf*,

ol u est une unité de T[[X,Y]], et £* un polyndme distingué en Y de
eL[x]IrYl- £* est irréductible dans C[[X,Y]]. (zariski-Samuel, Vol. II,
Corollary 2 p. 146).

Faisons la transformation quadratique de centre l'origine définie par
X=X'; Y=X'Y',

£(X,Y) = £(X',x'y") = x'"

£r(xt,Y')
ce qui donne pour -l
w(X',XY) £, XY) = u(x,xry) X0t et (xe xryn)

et 1'on voit que 1% est le polyndme de Weierstrass distingué en Y' associé

a f'. Pour montrer que f' est irréductible, il suffit de montrer que o
1lest.

Supposons le contraire : f'*=?1'”f’2 dans C[[X]][Y], T et ?2 seront

1

deux polyndmes distingués en Y, de degré respectif n, et n, (n1+n

Puisque f*(x',X'Y') = X f'*(X',Y’), nous trouvons

1 =0,

2
* Py~ -
(%, XY =[x rl(x',v')][x' rz(x',v')], ce qui contredit 1'hypothése
£ irréductible.

f' définit donc une branche C', appelée la transformée quadratique
de C. On a e(C') <e(C) et le théoréme de la résolution des singularités

de courbes planes affirme que par une succession finie de transformations
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Donc y appartient a C[[t]] et s'exprime a 1'aide d'une série entiére
en t : ceci nous donne une représentation paramétrique de C (développe-

ment de Puiseux)

y= I a, t m>n
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quadratiques on obtient une branche C avec e(C) = 1, c'est-a-dire C non
singuliére.
Donc a une branche C donnée est associée une suite de transformées

¢

quadratiques C, C',..., yeo. telle que e(C)2e(C')2...2... .
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toujours supposer que m n'est pas divisible par n.
En effet supposons que m=hn, h¢ l+ . Par la transformation

(.

qui est un isomorphisme analytique, la représentation paramétrique de C

n

X

Yo X

devient

ou a ik est le premier terme non nul différent de a -

+

Si m+k#£0 (mod n) c'est terminé, sinon on réitére le procédé. On sait
d'aprés la remarque précédente, qu'il existe au moins un ai)!o non divisi-

ble par n.

Désormais nous supposerons toujours que m#ZO0 (mod n). Il est immédiat
que les deux entiers m et n sont définis intrinséquement par la classe
d'équivalence de C (modulo isomorphisme analytique).

Précisément : n est le plus petit entier positif de ['=v(G), m est
le plus petit entier positif de T non divisible par n.

Dans le paragraphe suivant, nous verrons que m et n sont aussi des

invariants de la classe d'équisingularité définie par C. c est donc un inva-

riant numérique de la classe d'équisingularité de C.
3. Caractéristique d'une branche.

Soit C la branche définie par la représentation paramétrique

x = t"
(3.1)
-~ i
y= T a t m>n, m£0 (mod n)
i=m
Définition 3.2 : La caractéristique d'une branche C est la suite

(n,ﬂl,...pg) des g+1 entiers suivants
a) n=e(C) est la multiplicité de la branche

b) Bl est le plus petit entier positif tel que aB £0 et [51#0 (mod n).
1
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Donc Blsm.

c) Soit e = (n,Bl) le p.g.c.d. de n et By

m si ey 1, c'est-a-dire si m et n sont premiers entre eux, la
caractéristique de C sera par définition (n,ﬁl) = (n,m).
m si e;> 1, dans le développement 3 a; t! de y, figurent effec-
izm
tivement des termes dont 1'exposant n'est pas divisible par ey (ef. 2.5,.).
Soit alors By le plus petit entier tel que : abzio et 52#0 (mod el).

Posons ey = (el,ﬂz), ey est un diviseur propre de e-

A nouveau, si ey = 1, on s'arrgte et (n;p ) est la caractéristique,

1"32
sinon on itére le processus.
Celui-ci s'arr®te nécessairement car il fait apparattre une suite
strictement décroissante e, > e2> ..., de diviseurs de n.

On obtient alors un systéme d'entiers (n;Bl,...,Bg) et une suite :
e>ep> e, = 1 définie par récurrence par e, = (ei-l’ﬂi) (e°=n),
p; est le plus petit entier tel que ag £0 et aigo (mod e 1)‘

A -
Théoréme 3.3 : Deux branches sont équisinguliéres si et seulement si
elles ont meme caractéristique [Zariski : S.E.S. III, p. 983, théoréme

2.47.

Le semi-groupe I = v(0) peut se calculer effectivement & partir de la
caractéristique de la branche C d'anneau local O.

Soit h_le plus grand entier positif ou nul tel que B_+ hqeq< Bq«-l
(qe {1,2...g-1}). Alors dans (3.1) le développement de Puiseux de y peut

s'écrire

B B, +ie B B,+ie
y:btl+z a, 8Ty p2, L .t 2R,

4 o<jsn, It 2 0<jsh, 3,2

(3.4) 8 ® Bg*J
bt By Xy A

g i e
ou bl"""bg sont différents de zéro. En d'autres termes dans (3.1) nous
avons a, =0 pour tous les i vérifiant bq< i<Bq‘1 et iZ0 (mod e )

(qe {1,2... g}. Posons e =1, es-l ;on :eq_l/eq,pour q=1,2,...,q9. Les g

q
entiers nl,...,ng sont strictement plus grands que 1 et
= =m e avec (m ,n)=1
fq-1 7 "q % Pq "M % q'q
(3.4)
= veatn el (qe {1,2...g]) ;
€q-1 = "g "gs1 g €| &)

"cas général'
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I1 existe une et une seule décomposition
c = (cl-nl)u(ca-nz)u....u(ck-Dk)

d'un ensemble constructible, satisfaisant les conditions suivantes

a) La décomposition n'est pas redondante (i.e. aucun des termes Ci

ne peut etre omis).

b) Les sous-variétés C, sont irréductibles et distinctes.

c) Les D; sont minimaux : plus précisément si D',Dé,....DR sont
des sous-variétés strictes CXCZ.A.Ch telles que ¥ i € {1,2,...,h}, D; c Di

et vérifiant
= - - ! ! = i e
C= (c1 l)i)u...u(ck D!) alors D! =D, ¥ i€ (1,2, ,h}
e) Si C.,>C, alors D,DC.
i J 1 J

Les h variétés Ci sont appelées les composantes irréductibles de C, Ci est
appelée une composante immergée s'il existe Cj tel que Cich .
Soit C' un autre ensemble constructible et soit

(- 1Dt 1ot
c' = (c1 Dl)u...u(ck, Dk,)
sa décomposition satisfaisant les conditions a, b, ¢, d, e. Nous disons
que C et C' sont isomorphes si les conditions suivantes sont satisfaites
1. hs=h'.
2. Pour un ordre convenable des composantes irréductibles nous avons

i ' '
Ciccj si et seulement si Ciccj'

3. Il existe un isomorphisme y: U C
i=1
p(Di) = D{ pour tous les indices i¢ {1,2,...,h].

tel que ¢(C.)=C} et

Ce résultat et la définition ci-dessus donnent un sens précis
a notre question concernant 1'isomorphisme entre M et un constructible
donné. Puisque la topologie de M n'est pas la topologie d'un constructible
(que ce soit la topologie forte ou la topologie de Zariski), la réponse a
la question n'est possible qu'a la condition qu'on mette une topologie con-

venable sur 1'ensemble constructible.
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f est donc, a une unité prés, un polyndme

£ = v“ql(x)v"'1+ 1

o* An(X) 3
ou Ai(X)Ea[[X]]. De plus, C étant de multiplicité n et - égal a Y",
Ai(x) est d'ordre > i.
On sait que le polynBme de Weierstrap est aussi irréductible en tant
que polyndme a coefficients dans K=@((X)). (Zariski-Samuel Vol. II p. 146).

Soit @ = C[[X,Y]]/(f) = €[[x,y]] ol x et y sont les classes de X et Y
dans O. O est un anneau local, intégre car f est irréductible. O est dit
1'anneau local de la branche C.

Désignons par F le corps des fractions de 3. On a

F = €((X)[Y)/() = K[Y])/(£)

ol K=@((X)) = corps local des fonctions méromorphes de X dans un voisinage

de 1'origine X=0.
- F = K[y]
- [F:K] =n

F est une extension de degré n de T((X)).
Le théoréme de Puiseux nous dit alors
a) F est une extension cyclique de K.

b) Il existe un élément t dans F tel que : t =X.

On a donc aussi : F=K[t] : y et t sont des éléments primitifs
pour 1'extension F/K. y est entier sur €[[X]], puisque c'est une racine
de f, donc @[[X]] et O=Q[[X]][y] ont la meme cldture intégrale dans F.
Mais t est entier sur @[[X]] t"=x), et C[[t]] est intégralement clos
dans F=K[t]=€((t)). Donc : G=C[[t]].

LX)} e—® &y B &e—, F

C[[t"]]e— 0 E[[t]]cs E((t)) .
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U et U' voisinages ouverts de l'origine dans (tz, tels que
a) C est définie dans U
D est définie cdans U'
(cela a un sens car une branche est définie par une série qui converge
dans un voisinage de l'origine) et
b) T(CnU) = DNU'.

On note L(C) 1'ensemble des branches D telles que : D=C. Si D et C
ont méme type topologique, on dit aussi que les deux branches sont équisin-
guliéres : L(C) s'appelle la classe d'équisingularité de C, et c'est dans
cet ensemble que nous allons nous placer maintenant.

A 1'instar du probléme de Riemann nous introduisons dans L(C) une re-
lation d'équivalence (plus fine que la premiére), qui est la relation d'iso-

morphisme analytique.

Définition 1.3 : On dira que C et D sont analytiquement équivalentes
(C=D) s'il existe un isomorphisme analytique T:U-U' tel que
C est définie dans U, D est définie dans U'
T(CNU) = DNU'

L'espace des modules d'une classe d'équisingularité L, est 1'espace
quotient de L par cette derniére relation d'équivalence. Nous verrons que
cet espace peut @tre muni d'une topologie (non séparée en général) ; mais on
ne peut pas le munir d'une structure d'ensemble algébrique, ni méme d'une

structure de schéma.

Remarque 1.4 : On pourrait considérer une situation en apparence plus
générale, en travaillant sur des séries formelles, a coefficients dans un
corps algébriquement clos de caractéristique zéro. L'équation d'une bran-

che (dite algébro¥de dans ce cas) est définie & un facteur unité prés.

Comment définit-on 1'analogue de 1'équivalence topologique dans le
cas algébrofde ? Zariski a introduit une notion abstraite d'équisingulari-
té, qui, dans le cas d'une seule branche, repose essentiellement sur la
notion de points infiniment voisins, due & M. Nether. Cette notion, une
fois restreinte au domaine convergent, cof¥ncide avec la notion topologique.
Nous rappelons briévement cette définition qui fait intervenir des trans-

formations quadratiques locales :
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ChapitreI:
Préliminaires

1. Classe d'équisingularité d'une branche. Espace des modules.

Définition 1.1 : Soit f un élément de 1'anneau C[[X,Y]] des séries for-
melles de deux variables a coefficients complexes. f sera toujours sup-
posé avoir les deux propriétés suivantes

a) f définit une série convergente dans un voisinage de 1'origine
de Cz

b) f est irréductible dans C[[X,Y]].
L'équation f£(X,Y) =0 définit alors une branche analytique (un germe de

courbe analytique irréductible) complexe C.

Ces branches vont jouer le rdle des courbes globales considérées par
Riemann.

Nous devons définir maintenant le type topologique d'une branche. On
peut tout de suite remarquer que n'importe quelle branche C est homéomor-
phe a (€,0) (germe & l'origine de la droite complexe), si 1'on munit C,
dans un voisinage de l'origine, de la topologie induite par celle de Ez.

Cet homéomorphisme peut 8tre obtenu en paramétrant la branche ; pour
le cusp (yar xa) par exemple : on a un homéomorphisme donné par lk(tz,tz)

On n'obtient pas en regardant de tels homéomorphismes une définition
raisonnable du type topologique. (On veut que le type topologique du cusp
soit différent de celui d'une courbe lisse). Il est donc nécessaire d'in-

troduire une relation d'équivalence plus stricte

Définition 1.2 : Deux branches analytiques C et D ont le meéme type topo-
logique, (on écrira C=D), si et seulement si C et D sont {opologiquement.
équivalentes en tant que surfaces plongées dans 12 (ou Rq) . ¢ est-a-dire

s'il existe un homéomorphisme

T:ULU'
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Posons e(C(i)) e, . Ona donc attaché a une branche quelconque une
suite de nombres entiers tous égaux a 1 a partir d'un certain rang.

So{t e*(C) les N premiers termes de cette suite, tels que ey = 4
eN-l‘ 1, nous pouvons alors définir formellement 1'équisingualrité de deux
branches algébrofdes C et D.

Définition 1.5 : (C=D)é=(e*(C)=e(D)) .

Dans ce cas complexe, les deux définitions de 1'équisingularité co¥n-
cident, et c'est un résultat non trivial.

Comme dans le cas convergent on introduit dans une classe d'équiva-
lence L de branches algébrofdes la relation d'isomorphisme analytique (for-
mel) et 1'on obtient 1'espace des modules L/=

Notre remarque est la suivante : le passage au domaine formel n'est
qu'une généralisation apparente du concept ; ceci vient du fait que

a) toute branche algébro¥de (resp. analytique) est isomorphe formel-
lement (resp. analytiquement) a une branche algébrique (c'est-a-dire dé-
finie par un polyndme) [Samuel : J. of Pure and Appl. Maths. No 35, 1956].

b) Si deux branches analytiques sont isomorphes formellement, elles

sont aussi isomorphes analytiquement.

La situation formelle n'est donc pas plus générale et il suffit de

considérer le cas analytique (ou meme algébrique).

2. Développement de Puiseux.

Nous nous posons maintenant le probléme suivant : construire une
application de L(C) dans un espace affine de dimension finie, de telle

sorte que deux branches ayant meme image soient analytiquement isomorphes.

Dans 1'image de L(C) il faudra ensuite identifier certains points
pour obtenir une description de 1'espace des modules; néanmoins, par cette
construction, nous obtenons un moyen de munir notre espace des modules

d'une structure topologique.

Quelques rappels algébriques : Soit C une branche d'équation f(X,Y) =0
ol 1'on a choisi les coordonnées dans ¢2 de maniére a avoir f (X,¥) =Y"
n

On peut appliquer alors le théoréme de préparation de Weierstrap









































