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      Introduction
     
     
      Ce
     
     
      cours
     
     
      d'Analyse
     
     
      Numérique
     
     
      est
     
     
      écrit
     
     
      pour
     
     
      des
     
     
      étudiants
     
     
      de
     
     
      deuxième
     
     
      année
     
     
      de
     
     
      premier
     
     
      cycle
     
     
      des
     
     
      universités.
     
     
      En
     
     
      général,
     
     
      le
     
     
      volume
     
     
      horaire
     
     
      alloué
     
     
      à
     
     
      l'enseignement
     
     
      de
     
     
      l'Analyse
     
     
      Numérique
     
     
      en
     
     
      premier
     
     
      cycle
     
     
      ne
     
     
      permet
     
     
      d
     
     
      'enseigner
     
     
      qu'environ
     
     
      la
     
     
      moitié
     
     
      du
     
     
      contenu
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      livre.
     
     
      On
     
     
      pourra
     
     
      donc
     
     
      1
     
     
      'utiliser
     
     
      également
     
     
      avec
     
     
      profit
     
     
      en
     
     
      second
     
     
      cycle
     
     
      (licence,
     
     
      maîtrise,
     
     
      for
     
     
      ɐ
     
     
      mation
     
     
      d'ingénieurs)
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fois
     
     
      comme
     
     
      "document
     
     
      de
     
     
      base"
     
     
      et
     
     
      texte
     
     
      de
     
     
      révision.
     
     
      Ce
     
     
      cours
     
     
      ne
     
     
      suppose
     
     
      connus
     
     
      que
     
     
      quelques
     
     
      notions
     
     
      et
     
     
      résultats
     
     
      de
     
     
      première
     
     
      année
     
     
      (en
     
     
      analyse
     
     
      :
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      valeur
     
     
      intermédiaire,
     
     
      de
     
     
      Rolle,
     
     
      des
     
     
      accroissements
     
     
      finis,
     
     
      de
     
     
      Taylor
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      d'une
     
     
      ou
     
     
      plusieurs
     
     
      va
     
     
      ɐ
     
     
      riables,
     
     
      du
     
     
      maximum
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      continue
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      compact,
     
     
      notion
     
     
      d'inté
     
     
      ɐ
     
     
      grale
     
     
      ;
     
     
      en
     
     
      algèbre
     
     
      :
     
     
      opérations
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      matrices,
     
     
      déterminants
     
     
      et
     
     
      formules
     
     
      de
     
     
      Cramer,
     
     
      valeurs
     
     
      propres,
     
     
      quelques
     
     
      résultats
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      polynômes).
     
     
      Tous
     
     
      les
     
     
      chapitres
     
     
      sont
     
     
      indépendants.
     
     
      Ils
     
     
      sont
     
     
      en
     
     
      général
     
     
      suivis
     
     
      d'exemples,
     
     
      d
     
     
      'exercices
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      thèmes
     
     
      de
     
     
      programmes.
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      I
     
     
      contient
     
     
      de
     
     
      quoi
     
     
      soutenir
     
     
      une
     
     
      conversation
     
     
      de
     
     
      salon
     
     
      sur
     
     
      l'Analyse
     
     
      Numérique.
     
     
      On
     
     
      pourra
     
     
      s'y
     
     
      reporter
     
     
      de
     
     
      temps
     
     
      à
     
     
      autre
     
     
      après
     
     
      avoir
     
     
      lu
     
     
      d'aütres
     
     
      chapitres.
     
     
      Les
     
     
      chapitres
     
     
      I
     
     
      I
     
     
      à
     
     
      IV
     
     
      relèvent
     
     
      du
     
     
      calcul
     
     
      numérique
     
     
      des
     
     
      nombres
     
     
      :
     
     
      les
     
     
      chapitres
     
     
      V
     
     
      à
     
     
      IX
     
     
      traitent
     
     
      des
     
     
      exemples
     
     
      de
     
     
      calcul
     
     
      numérique
     
     
      de
     
     
      fonction
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      ).
     
     
      (*)
     
     
      (*)
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      IX
     
     
      expose
     
     
      en
     
     
      fait
     
     
      une
     
     
      méthode
     
     
      de
     
     
      résolution
     
     
      de
     
     
      systèmes
     
     
      linéaii
     
     
      mais
     
     
      cette
     
     
      méthode
     
     
      ne
     
     
      s'impose
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      systèmes
     
     
      issus
     
     
      du
     
     
      calcul
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      d'une
     
     
      équation
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cours
     
     
      assez
     
     
      de
     
     
      matière
     
     
      pour
     
     
      une
     
     
      bonne
     
     
      vingtaine
     
     
      d'heures
     
     
      d
     
     
      'enseignement
     
     
      (Exercices
     
     
      et
     
     
      réalisation 
     
     
      de
     
     
      programmes
     
     
      non
     
     
      compris).
     
     
      Cela
     
     
      correspond
     
     
      à
     
     
      peu
     
     
      près
     
     
      au
     
     
      total
     
     
      actuellement
     
     
      enseigné
     
     
      à
     
     
      Lyon
     
     
      en 
     
     
      Analyse
     
     
      Numérique
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      tronc
     
     
      commun
     
     
      et
     
     
      1'
     
     
      option
     
     
      i
     
     
      nformatique
     
     
      du
     
     
      D.E.U.G.
     
     
      A.
     
     
      Un
     
     
      cours
     
     
      d'une
     
     
      demi-heure
     
     
      année
     
     
      pourrait
     
     
      comprendre
     
     
      les
     
     
      chapitres
     
     
      I,
     
     
      II,
     
     
      III,
     
     
      IV,
     
     
      (V
     
     
      ou
     
     
      VI),
     
     
      (VII
     
     
      ou
     
     
      VIII
     
     
      ou
     
     
      IX).
     
     
      On
     
     
      ne
     
     
      trouvera
     
     
      pas
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cours
     
     
      d'organigramme,
     
     
      mais
     
     
      comme
     
     
      il
     
     
      a
     
     
      déjà
     
     
      été
     
     
      dit,
     
     
      des
     
     
      thèmes
     
     
      de
     
     
      programmes
     
     
      sont
     
     
      proposés
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      fin
     
     
      de
     
     
      chaque
     
     
      chapitre.
     
     
      I
     
     
      1
     
     
      va
     
     
      de
     
     
      doi
     
     
      qu'une
     
     
      durée
     
     
      au
     
     
      moins
     
     
      égale
     
     
      à
     
     
      celle
     
     
      du
     
     
      cours
     
     
      doit
     
     
      être
     
     
      consacrée
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      réalisation
     
     
      de
     
     
      programmes-machine
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      l'étude
     
     
      expérimentale
     
     
      des
     
     
      méthodes
     
     
      décrites
     
     
      ici.
     
     
      Le
     
     
      texte
     
     
      est
     
     
      complété
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      bibliographie
     
     
      brièvement
     
     
      commentée,
     
     
      volontairement
     
     
      réduite
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      petit
     
     
      nombre
     
     
      d'ouvrages
     
     
      immédiatement
     
     
      abordables
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      étudiants
     
     
      de
     
     
      premier
     
     
      cycle.
     
     
      Il
     
     
      est
     
     
      conseillé
     
     
      de
     
     
      se
     
     
      reporter
     
     
      à
     
     
      cette
     
     
      bibliographie
     
     
      dès
     
     
      le
     
     
      début
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      lecture
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      cours.
     
     
      Un
     
     
      cours
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      niveau
     
     
      doit
     
     
      nécessairement
     
     
      beaucoup
     
     
      aux
     
     
      ouvrages
     
     
      d'Analyse
     
     
      Numérique
     
     
      qui
     
     
      l'ont
     
     
      précédé.
     
     
      J'ai
     
     
      été
     
     
      influencé,
     
     
      en
     
     
      particulier,
     
     
      pour
     
     
      certaines
     
     
      parties
     
     
      des
     
     
      chapitres
     
     
      II,
     
     
      V,
     
     
      VII
     
     
      et
     
     
      VIII
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      deux
     
     
      livres
     
     
      [
     
     
      h
     
     
      lj
     
     
      [
     
     
      h
     
     
      2
     
     
      ]
     
     
      de
     
     
      P.
     
     
      HENRICI
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      certaines
     
     
      parties
     
     
      du
     
     
      chapitre
     
     
      II
     
     
      par
     
     
      le
     
     
      livre
     
     
      [w
     
     
      f]
     
     
      de
     
     
      B.
     
     
      WENDROFF
     
     
      .
     
     
      Je
     
     
      remercie
     
     
      Monsieur 
     
     
      M.
     
     
      HAGEGE
     
     
      qui
     
     
      m'a
     
     
      suggéré
     
     
      des
     
     
      modifications
     
     
      des
     
     
      chapitres
     
     
      IV
     
     
      et
     
     
      V,
     
     
      Mesdames
     
     
      M.
     
     
      CHAMBAT
     
     
      et
     
     
      F.
     
     
      DUBAIL
     
     
      qui
     
     
      ont
     
     
      relu
     
     
      le
     
     
      manuscrit,
     
     
      Messieurs
     
     
      T.
     
     
      DUMONT
     
     
      et
     
     
      J.L.
     
     
      ROUTHIER
     
     
      qui
     
     
      ont
     
     
      effectué
     
     
      les
     
     
      essais
     
     
      numériques
     
     
      ainsi
     
     
      que
     
     
      Madame
     
     
      M.C.
     
     
      LEVENQ
     
     
      et
     
     
      Mademoiselle
     
     
      B.
     
     
      GUYADER
     
     
      qui
     
     
      ont
     
     
      dactylographie
     
     
      le
     
     
      manuscrit.
     
     
      LYON
     
     
      le
     
     
      15
     
     
      décembre
     
     
      1976
     
     
      J.
     
     
      BARANGER
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      CHAPITRE
     
     
      1
     
     
      Qu'est-ce
     
     
      que
     
     
      l'analyse
     
     
      numérique?
     
     
      (:)
     
     
      "Lei
     
     
      iolutloni
     
     
      analytique-!*
     
     
      exactes,
     
     
      qui
     
     
      iont
     
     
      rare*
     
     
      en
     
     
      phyilque,
     
     
      iont
     
     
      élégante*,
     
     
      mal*
     
     
      n'ont 
     
     
      pa
     
     
      *
     
     
      plui
     
     
      de
     
     
      valeur
     
     
      Intrlméque
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      *
     
     
      iolutloni
     
     
      numérlquei
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      ne
     
     
      doit
     
     
      pa
     
     
      *
     
     
      ioui-eitlmer la
     
     
      fiacxllté
     
     
      et
     
     
      la 
     
     
      puliiance
     
     
      dei
     
     
      méthodei
     
     
      de
     
     
      calcul
     
     
      numérique".
     
     
      M.
     
     
      A.
     
     
      RUDERMAN
     
     
      Cours
     
     
      de
     
     
      physique
     
     
      de
     
     
      Berkeley
     
     
      1
     
     
      -
     
     
      UNE
     
     
      "DEFINITION".
     
     
      Nous
     
     
      prendrons
     
     
      comme
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      départ
     
     
      l'affirmation
     
     
      suivante
     
     
      :
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      Analyse
     
     
      Numérique
     
     
      eit
     
     
      l'étude 
     
     
      de
     
     
      *
     
     
      méthodei
     
     
      permettant
     
     
      d'évaluer
     
     
      numériquement un
     
     
      (ou
     
     
      dei)
     
     
      nombre,
     
     
      une
     
     
      (
     
     
      ou
     
     
      dei
     
     
      )
     
     
      fonction.
     
     
      Cette
     
     
      phrase
     
     
      ne
     
     
      doit
     
     
      pas
     
     
      être
     
     
      considérée
     
     
      comme
     
     
      une
     
     
      définition,
     
     
      mais
     
     
      comme
     
     
      un
     
     
      résumé
     
     
      du
     
     
      Chapitre
     
     
      1.
     
     
      Nous
     
     
      allons
     
     
      donc,
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      suit,
     
     
      essayer
     
     
      de
     
     
      préciser
     
     
      les
     
     
      mots
     
     
      employés.
     
     
      2
     
     
      -
     
     
      LES
     
     
      NOMBRES.
     
     
      Il
     
     
      s'agit
     
     
      de
     
     
      nombres
     
     
      réels
     
     
      ou
     
     
      complexes
     
     
      (Un
     
     
      nombre
     
     
      complexe
     
     
      est
     
     
      du
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      vue
     
     
      numérique
     
     
      un
     
     
      couple
     
     
      de
     
     
      nombres
     
     
      réels)
     
     
      .
     
     
      2.1
     
     
      Connaissance
     
     
      numérique
     
     
      d'un
     
     
      nombre.
     
     
      Un
     
     
      nombre
     
     
      est
     
     
      connu
     
     
      numériquement
     
     
      si
     
     
      l'on
     
     
      dispose
     
     
      de
     
     
      son
     
     
      écriture
     
     
      en
     
     
      base
     
     
      10
     
     
      (
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      (
     
     
      3
     
     
      ).
     
     
      De
     
     
      ce
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      vue,
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      connaît
     
     
      donc
     
     
      exactement
     
     
      que
     
     
      (
     
     
      3
     
     
      )
     
     
      L'auteur
     
     
      espère
     
     
      bien
     
     
      sûr
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      lecteur
     
     
      aura
     
     
      une
     
     
      meilleure
     
     
      connaissan
     
     
      ɐ
     
     
      ce
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      qu'est
     
     
      l'Analyse
     
     
      Numérique
     
     
      après
     
     
      lecture
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      cours
     
     
      et
     
     
      conseille
     
     
      donc
     
     
      de
     
     
      relire
     
     
      de
     
     
      temps
     
     
      à
     
     
      autre
     
     
      ce
     
     
      chapitre
     
     
      après
     
     
      lecture
     
     
      des
     
     
      autres
     
     
      chapi
     
     
      ɐ
     
     
      tres.
     
     
      (
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      considérer
     
     
      cette
     
     
      phrase
     
     
      comme
     
     
      une
     
     
      définition.
     
     
      (
     
     
      3
     
     
      )
     
     
      Nous
     
     
      laissons
     
     
      de
     
     
      côté
     
     
      toute
     
     
      discussion
     
     
      "philosophique".
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      2
     
     
      QU'EST-CE
     
     
      QUE
     
     
      L'ANALYSE
     
     
      NUMÉRIQUE?
     
     
      des
     
     
      nombres
     
     
      décimaux
     
     
      ;
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      connaît
     
     
      pas
     
     
      /T
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      puisqu'on 
     
     
      ne
     
     
      peut
     
     
      écrire
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      chiffres
     
     
      de
     
     
      son
     
     
      développement
     
     
      décimal
     
     
      bien
     
     
      qu'on
     
     
      puisse
     
     
      en
     
     
      écrire
     
     
      "autant
     
     
      qu'on
     
     
      le
     
     
      veut"
     
     
      (
     
     
      4
     
     
      ).
     
     
      On
     
     
      considérera
     
     
      donc
     
     
      un
     
     
      réel
     
     
      comme
     
     
      connu
     
     
      numériquement
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      connaît
     
     
      un
     
     
      certain
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      chiffres
     
     
      de
     
     
      son
     
     
      développement
     
     
      décimal
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      préci
     
     
      ɐ
     
     
      sion
     
     
      avec
     
     
      laquelle
     
     
      ce
     
     
      développement
     
     
      approché
     
     
      est
     
     
      donné.
     
     
      Exemple
     
     
      :
     
     
      e=2,7183
     
     
      ±
     
     
      10
     
     
      ^
     
     
      .
     
     
      Est
     
     
      sous-jacente
     
     
      l'idée
     
     
      qu'avec
     
     
      des
     
     
      efforts
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      avoir
     
     
      une
     
     
      précision
     
     
      "aussi
     
     
      grande
     
     
      qu'on
     
     
      le
     
     
      veut",
     
     
      (on
     
     
      pourra
     
     
      réfléchir
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      propos
     
     
      à
     
     
      l'écri
     
     
      ɐ
     
     
      ture
     
     
      d'un
     
     
      algorithme
     
     
      C
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      permettant
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      gros
     
     
      ordinateur
     
     
      les
     
     
      50
     
     
      premiers
     
     
      chiffres
     
     
      du
     
     
      développement
     
     
      de
     
     
      p/q
     
     
      où
     
     
      p,q£lN
     
     
      et
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      ^
     
     
      <
     
     
      1)
     
     
      Dans
     
     
      la
     
     
      pratique,
     
     
      on
     
     
      travaillera,
     
     
      si
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      est
     
     
      simple,
     
     
      avec
     
     
      une
     
     
      précision
     
     
      fixée
     
     
      et
     
     
      contrôlée
     
     
      au
     
     
      cours
     
     
      du
     
     
      calcul
     
     
      (
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      ;
     
     
      si
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      est
     
     
      compliqué,
     
     
      on
     
     
      ne
     
     
      connaîtra
     
     
      même
     
     
      pas
     
     
      la
     
     
      précision,
     
     
      on
     
     
      aura
     
     
      seulement
     
     
      des
     
     
      croyances
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      validité
     
     
      du
     
     
      résultat.
     
     
      Remarque
     
     
      .
     
     
      Pseudo
     
     
      connaissance
     
     
      explicite
     
     
      :
     
     
      Certains
     
     
      réels
     
     
      sont
     
     
      considérés
     
     
      comme
     
     
      "bien
     
     
      connus".
     
     
      Exemple
     
     
      Æ,
     
     
      /3,
     
     
      it,
     
     
      e.
     
     
      C'est
     
     
      parce
     
     
      qu'on
     
     
      peut
     
     
      en
     
     
      trouver
     
     
      une
     
     
      valeur
     
     
      approchée
     
     
      "raisonnable"
     
     
      dans
     
     
      des
     
     
      tables
     
     
      (
     
     
      3
     
     
      ).
     
     
      Si
     
     
      on
     
     
      on
     
     
      souhaite
     
     
      une
     
     
      plus
     
     
      grande
     
     
      précision,
     
     
      il
     
     
      faudra
     
     
      écrire
     
     
      un
     
     
      algorithme
     
     
      (Par
     
     
      exemple
     
     
      comment
     
     
      calculer
     
     
      les
     
     
      1
     
     
      000
     
     
      premières
     
     
      décimales
     
     
      de
     
     
      Tt
     
     
      ou
     
     
      de
     
     
      e
     
     
      ?
     
     
      )
     
     
      2.2
     
     
      -
     
     
      Connaissance
     
     
      implicite
     
     
      d'un
     
     
      nombre.
     
     
      Voici
     
     
      une
     
     
      liste
     
     
      d'exemples
     
     
      fréquemment
     
     
      rencontrés
     
     
      :
     
     
      (!)
     
     
      La
     
     
      définition
     
     
      d'un
     
     
      algorithme
     
     
      est
     
     
      donnée
     
     
      au
     
     
      §4.1.
     
     
      Pour
     
     
      le
     
     
      moment,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      prendre
     
     
      algorithme
     
     
      =
     
     
      méthode.
     
     
      (
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      Cf.
     
     
      §5.2.
     
     
      (
     
     
      3
     
     
      )
     
     
      La
     
     
      valeur
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      tabulée
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      autre
     
     
      exemple
     
     
      de
     
     
      fonction
     
     
      "bien
     
     
      connue"
     
     
      (sin
     
     
      1,050,
     
     
      Log
     
     
      131,...)
     
     
      (
     
     
      4
     
     
      )
     
     
      Voir
     
     
      note
     
     
      (
     
     
      3
     
     
      )
     
     
      page
     
     
      précédente.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      3
     
     
      LES
     
     
      NOMBRES
     
     
      2.2.1
     
     
      Racine
     
     
      s_d
     
     
      '
     
     
      une_é<juat
     
     
      ion_ou_d^_un_sy
     
     
      s
     
     
      tème_d^équat
     
     
      ions
     
     
      .
     
     
      Ex
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      Systèmes
     
     
      linéaires
     
     
      :
     
     
      Trouver
     
     
      x€iR
     
     
      n
     
     
      tel
     
     
      <l
     
     
      ue
     
     
      :
     
     
      Ax
     
     
      =
     
     
      b
     
     
      ,
     
     
      A
     
     
      matrice
     
     
      carrée
     
     
      d'ordre
     
     
      n
     
     
      et
     
     
      b€IR
     
     
      n
     
     
      donnés.
     
     
      Ex
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      Polynômes
     
     
      :
     
     
      Trouver
     
     
      x£
     
     
      (E
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      a
     
     
      xn
     
     
      +
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      x
     
     
      11
     
     
      *
     
     
      +
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      +
     
     
      a
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      ,
     
     
      a
     
     
      [R
     
     
      (eu
     
     
      <C)
     
     
      i
     
     
      =
     
     
      0.
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      donné
     
     
      s
     
     
      .
     
     
      o
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      i
     
     
      Ex
     
     
      3
     
     
      :
     
     
      Valeur
     
     
      propre
     
     
      :
     
     
      Trouver
     
     
      A£.C
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      x
     
     
      €.
     
     
      CR
     
     
      n
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      Ax
     
     
      =
     
     
      Ax
     
     
      et
     
     
      x
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      .
     
     
      Ex
     
     
      4
     
     
      :
     
     
      Vecteur
     
     
      propre
     
     
      :
     
     
      Même
     
     
      cadre
     
     
      qu'à
     
     
      l'Ex
     
     
      3.
     
     
      Trouver
     
     
      x.
     
     
      2^2.2
     
     
      Suites
     
     
      et
     
     
      séries
     
     
      .
     
     
      Ex
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      Constante
     
     
      d'Euler.
     
     
      C
     
     
      =
     
     
      lim
     
     
      (1
     
     
      +
     
     
      —
     
     
      +...+
     
     
      2-
     
     
      -
     
     
      Log
     
     
      n)
     
     
      n-«°
     
     
      Ex
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      Séries
     
     
      a
     
     
      n=0
     
     
      (-l)
     
     
      n
     
     
      (2n+
     
     
      1)!
     
     
      l
     
     
      n=l
     
     
      Y
     
     
      I
     
     
      n=2
     
     
      (-o
     
     
      n
     
     
      Log
     
     
      n
     
     
      2-2
     
     
      —
     
     
      -Intégrales
     
     
      .
     
     
      Ex
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      (i)
     
     
      Ex
     
     
      2
     
     
      2
     
     
      2
     
     
      (x
     
     
      +y
     
     
      )dxdy
     
     
      D
     
     
      1.2
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      sin
     
     
      3x
     
     
      dx
     
     
      0.5
     
     
      (^)
     
     
      Nous
     
     
      écrivons
     
     
      indifféremment
     
     
      les
     
     
      nombres
     
     
      décimaux
     
     
      avec
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      ou
     
     
      une
     
     
      virgule
     
     
      (exemple
     
     
      2.7
     
     
      ou
     
     
      2,7).
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      QUE
     
     
      L'ANALYSE
     
     
      NUMÉRIQUE?
     
     
      sin<f>
     
     
      d9d<J>
     
     
      2.2.4
     
     
      Valeur
     
     
      d'une
     
     
      fonction
     
     
      "usuelle".
     
     
      S
     
     
      surface
     
     
      dans
     
     
      iR
     
     
      3
     
     
      Ex
     
     
      :
     
     
      sin
     
     
      1,03572
     
     
      Une
     
     
      première
     
     
      attitude
     
     
      face
     
     
      à
     
     
      ce
     
     
      problème
     
     
      consiste
     
     
      à
     
     
      regarder
     
     
      dans
     
     
      une
     
     
      table.
     
     
      On
     
     
      trouvera
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      sin
     
     
      1,035
     
     
      et
     
     
      sin
     
     
      1,036
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      inter
     
     
      ɐ
     
     
      polera
     
     
      C
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      .
     
     
      Une
     
     
      autre,
     
     
      plus
     
     
      rationnelle
     
     
      compte
     
     
      tenu
     
     
      du
     
     
      matériel
     
     
      dont
     
     
      on
     
     
      dispose
     
     
      actuellement
     
     
      est
     
     
      d'avoir
     
     
      inclus
     
     
      dans
     
     
      l'ordinateur
     
     
      un
     
     
      algo
     
     
      ɐ
     
     
      rithme
     
     
      permettant
     
     
      de
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      valeur
     
     
      cherchée
     
     
      (cf.
     
     
      §3.2).
     
     
      Remarque
     
     
      ■
     
     
      L'attitude
     
     
      n°
     
     
      I
     
     
      était
     
     
      la
     
     
      seule
     
     
      valable
     
     
      avant
     
     
      l'apparition
     
     
      des
     
     
      moyens
     
     
      modernes
     
     
      de
     
     
      calcul.
     
     
      C'est
     
     
      pourquoi
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      attaché
     
     
      tant
     
     
      d'impor
     
     
      ɐ
     
     
      tance
     
     
      aux
     
     
      "formules
     
     
      exactes"
     
     
      qui
     
     
      permettaient
     
     
      de
     
     
      ramener
     
     
      la
     
     
      recherche
     
     
      d'un
     
     
      nombre
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      valeur
     
     
      dans
     
     
      une
     
     
      table.
     
     
      Exemples
     
     
      :
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      =
     
     
      sinl
     
     
      radian,
     
     
      2
     
     
      B
     
     
      =
     
     
      tt
     
     
      /6,
     
     
      B,
     
     
      s'exprimera
     
     
      l'aide
     
     
      de
     
     
      primitives,
     
     
      ou
     
     
      aussi
     
     
      si
     
     
      D
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ^
     
     
      2
     
     
      cercle
     
     
      ou
     
     
      un
     
     
      rectangle
     
     
      mais
     
     
      pas
     
     
      en
     
     
      général,
     
     
      =
     
     
      4
     
     
      tt
     
     
      R
     
     
      si
     
     
      S
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      sphère
     
     
      de
     
     
      centre
     
     
      0
     
     
      de
     
     
      rayon
     
     
      R.
     
     
      Il
     
     
      n'y
     
     
      a
     
     
      pas
     
     
      intérêt
     
     
      actuellement
     
     
      à
     
     
      chercher
     
     
      à
     
     
      tout
     
     
      prix
     
     
      des
     
     
      formu
     
     
      ɐ
     
     
      les
     
     
      exactes.
     
     
      Une
     
     
      bonne
     
     
      méthode
     
     
      numérique
     
     
      sera
     
     
      souvent
     
     
      plus
     
     
      pratique
     
     
      (cf.
     
     
      la
     
     
      citation
     
     
      en
     
     
      tête
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      chapitre).
     
     
      2^2_;_5_Minimisation_d^une_f
     
     
      onction.
     
     
      Ex.
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      Trouver
     
     
      a,
     
     
      b,
     
     
      c£tR
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      2
     
     
      io
     
     
      =
     
     
      sup
     
     
      |y^-(ax^
     
     
      +
     
     
      bx^
     
     
      +
     
     
      c)
     
     
      |
     
     
      i=l..
     
     
      .n
     
     
      soit
     
     
      minimum 
     
     
      parmi
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      choix
     
     
      possibles
     
     
      de
     
     
      a,
     
     
      b,
     
     
      c.
     
     
      (1)
     
     
      L'interpolation
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      opération
     
     
      importante
     
     
      en
     
     
      A.N.
     
     
      mais
     
     
      surtout
     
     
      pour
     
     
      d'autres
     
     
      raisons
     
     
      que
     
     
      celle
     
     
      indiquée
     
     
      ici.
     
     
      On
     
     
      se
     
     
      contentera
     
     
      actuel
     
     
      ɐ
     
     
      lement
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      considérer
     
     
      comme
     
     
      une
     
     
      règle
     
     
      opératoire
     
     
      expliquée
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      mode
     
     
      d'emploi
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      table.
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Le
     
     
      problème
     
     
      est
     
     
      d'approcher
     
     
      "au 
     
     
      mieux'
     
     
      des
     
     
      points
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      parabole.
     
     
      -i
     
     
      —
     
     
      y.
     
     
      Ex
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      Même
     
     
      cadre
     
     
      ;
     
     
      calculer
     
     
      m.
     
     
      La
     
     
      quantité
     
     
      u/[(y
     
     
      j
     
     
      +
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .+y
     
     
      )
     
     
      /n]
     
     
      peut
     
     
      servir
     
     
      à
     
     
      apprécier
     
     
      s'il
     
     
      était
     
     
      ou
     
     
      non
     
     
      raisonnable
     
     
      d'approcher
     
     
      ces
     
     
      points
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      parabole.
     
     
      3
     
     
      -
     
     
      LES
     
     
      FONCTIONS.
     
     
      Il
     
     
      s'agit
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      définies
     
     
      sur
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      fi
     
     
      de
     
     
      IR
     
     
      n
     
     
      (ou
     
     
      Œ
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      à
     
     
      valeur
     
     
      dans
     
     
      K
     
     
      ou
     
     
      I.
     
     
      3.1
     
     
      -
     
     
      Connaissance
     
     
      numérique
     
     
      d'une
     
     
      fonction.
     
     
      Une
     
     
      fonction
     
     
      est
     
     
      connue
     
     
      numériquement
     
     
      si
     
     
      l'on
     
     
      peut
     
     
      calculer,
     
     
      au
     
     
      sens
     
     
      de
     
     
      2.1,
     
     
      sa
     
     
      valeur
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      (de
     
     
      fi).
     
     
      En
     
     
      ce
     
     
      sens,
     
     
      les
     
     
      seules
     
     
      fonctions
     
     
      connues
     
     
      exactement
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      rationnelles
     
     
      p(x)/q(x)
     
     
      où
     
     
      p
     
     
      et
     
     
      q
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      polynômes
     
     
      à
     
     
      coefficients
     
     
      décimaux
     
     
      (
     
     
      1
     
     
      ).
     
     
      On
     
     
      considérera
     
     
      donc
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      comme
     
     
      connue
     
     
      numériquement
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      en
     
     
      calculer
     
     
      une
     
     
      valeur
     
     
      approchée
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      avec
     
     
      indication
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      précision
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      valeur.
     
     
      Il
     
     
      y
     
     
      a,
     
     
      en
     
     
      gros,
     
     
      trois
     
     
      façons
     
     
      de
     
     
      pro
     
     
      ɐ
     
     
      céder
     
     
      :
     
     
      a)
     
     
      Avoir
     
     
      une
     
     
      table
     
     
      ou
     
     
      un
     
     
      algorithme
     
     
      en
     
     
      machine.
     
     
      C'est
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      fait
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      "usuelles"
     
     
      x
     
     
      a
     
     
      (a
     
     
      <£.
     
     
      R),
     
     
      Log
     
     
      x,
     
     
      e
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      ch
     
     
      x,
     
     
      sh
     
     
      x,
     
     
      sin
     
     
      >
     
     
      cos
     
     
      x,
     
     
      tg
     
     
      x.
     
     
      Pour
     
     
      les
     
     
      ordinateurs
     
     
      modernes,
     
     
      ces
     
     
      algorithmes
     
     
      sont
     
     
      fournis
     
     
      par
     
     
      le
     
     
      constructeur.
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      considérer
     
     
      qu'il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      ici
     
     
      pseudo
     
     
      connais
     
     
      ɐ
     
     
      sance
     
     
      explicite.
     
     
      b)
     
     
      Connaître
     
     
      un
     
     
      "développement"
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      cherchée
     
     
      f(x)
     
     
      sur
     
     
      une
     
     
      "base"
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      usuelles
     
     
      u
     
     
      (x)
     
     
      C
     
     
      1
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      valeurs
     
     
      décimales
     
     
      de
     
     
      x!
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      QUE
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      NUMÉRIQUE?
     
     
      f(x)
     
     
      =
     
     
      l
     
     
      a
     
     
      u
     
     
      (x)
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      n=
     
     
      1
     
     
      £
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      connue
     
     
      numériquement
     
     
      si
     
     
      on
     
     
      connaît
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      fini
     
     
      de
     
     
      a
     
     
      (avec
     
     
      l'idée
     
     
      qu'on
     
     
      peut
     
     
      en
     
     
      calculer
     
     
      autant
     
     
      qu'on
     
     
      le
     
     
      veut).
     
     
      c)
     
     
      Connaître
     
     
      les
     
     
      valeurs
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      aux
     
     
      points
     
     
      d'un
     
     
      "maillage"
     
     
      N,
     
     
      de
     
     
      l'espace.
     
     
      n
     
     
      /
     
     
      Y
     
     
      LJ
     
     
      Pour
     
     
      calculer
     
     
      la
     
     
      valeur
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      r
     
     
      J
     
     
      fonction
     
     
      en
     
     
      d'autres
     
     
      points,
     
     
      on
     
     
      "interpolera".
     
     
      -----
     
     
      -
      -
     
     
      k
     
     
      -
     
     
      j
     
     
      /
     
     
      Y-
     
     
      3.2
     
     
      -
     
     
      Connaissance
     
     
      implicite
     
     
      d'une
     
     
      fonction.
     
     
      Voici
     
     
      quelques
     
     
      exemples
     
     
      fréquemment
     
     
      rencontrés.
     
     
      3.2.1
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      reprendre
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      exemples
     
     
      de
     
     
      2.2
     
     
      avec
     
     
      un
     
     
      paramètre.
     
     
      On
     
     
      retrouve
     
     
      ainsi
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      "élémentaires".
     
     
      Ex
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      sin
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      J
     
     
      (
     
     
      -
     
     
      l)
     
     
      n
     
     
      n=0
     
     
      (2n+
     
     
      1)!
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      =
     
     
      I
     
     
      oo
     
     
      n
     
     
      X
     
     
      n=0
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      plupart
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      dites
     
     
      "spéciales".
     
     
      Ex
     
     
      2
     
     
      :
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      d'erreur
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      :
     
     
      erf(x)
     
     
      =
     
     
      /2
     
     
      tt
     
     
      -t
     
     
      2
     
     
      e
     
     
      dt
     
     
      0
     
     
      la
     
     
      fonction
     
     
      T(x)
     
     
      ,
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      Bessel,
     
     
      de
     
     
      Legendre..
     
     
      Remarque
     
     
      .
     
     
      Il
     
     
      Il
     
     
      existe
     
     
      des
     
     
      tables
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      fonctions.
     
     
      Elles
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      très
     
     
      utilisées
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      sont
     
     
      encore
     
     
      (peut-être
     
     
      trop
     
     
      ?
     
     
      ).
     
     
      Bon
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      fonctions
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      7
     
     
      LES
     
     
      FONCTIONS
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      introduites
     
     
      pour
     
     
      ramener
     
     
      la
     
     
      résolution
     
     
      numérique
     
     
      de
     
     
      certaines
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      ou
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      recherche
     
     
      de
     
     
      valeurs
     
     
      dans
     
     
      une
     
     
      table.
     
     
      Voici
     
     
      un
     
     
      exemple
     
     
      :
     
     
      Ex
     
     
      3
     
     
      :
     
     
      On
     
     
      cherche
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      u(r,Q)
     
     
      de
     
     
      1
     
     
      'équations
     
     
      Au+u
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      disque
     
     
      de
     
     
      centre
     
     
      0
     
     
      de
     
     
      rayon
     
     
      R.
     
     
      A
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      laplacien.
     
     
      On
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      Au
     
     
      3^u
     
     
      1
     
     
      3u
     
     
      1
     
     
      3
     
     
      u
     
     
      2
     
     
      +
     
     
      +
     
     
      ~2
     
     
      7
     
     
      3r
     
     
      r
     
     
      3r 
     
     
      r
     
     
      30
     
     
      La
     
     
      méthode
     
     
      de
     
     
      Fourier
     
     
      de
     
     
      séparation
     
     
      des
     
     
      variables
     
     
      consiste
     
     
      à
     
     
      chercher
     
     
      u(r,0)
     
     
      =
     
     
      Y(r)Z(6).
     
     
      On
     
     
      en
     
     
      déduit
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      1
     
     
      I
     
     
      (Y"
     
     
      +
     
     
      -
     
     
      Y'
     
     
      +
     
     
      Y)Z
     
     
      +
     
     
      -
     
     
      Y
     
     
      Z"
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      r
     
     
      r
     
     
      ou
     
     
      encore
     
     
      Y"+J-
     
     
      y'+Y
     
     
      Z"
     
     
      r
     
     
      Le
     
     
      premier
     
     
      membre
     
     
      est
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      r
     
     
      seul,
     
     
      le
     
     
      second
     
     
      de
     
     
      0
     
     
      seul,
     
     
      donc
     
     
      cette
     
     
      quantité
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      constante
     
     
      X.
     
     
      En
     
     
      particulier,
     
     
      Y
     
     
      vérifie
     
     
      :
     
     
      1
     
     
      X
     
     
      Y"
     
     
      +
     
     
      -
     
     
      Y'
     
     
      +
     
     
      (1
     
     
      -
     
     
      -
     
     
      -
     
     
      —
     
     
      )
     
     
      Y
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      r
     
     
      r
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      équation
     
     
      de
     
     
      Bessel
     
     
      dont
     
     
      certaines
     
     
      solutions
     
     
      sont
     
     
      tabulées
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      tables
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      Bessel.
     
     
      3^2^2_Ecjuations_dif
     
     
      férentielles
     
     
      .
     
     
      Ex
     
     
      1
     
     
      :
     
     
      Problème
     
     
      de
     
     
      conditions
     
     
      initiales
     
     
      :
     
     
      Trouver
     
     
      y
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      y'(x)
     
     
      =
     
     
      f(x,y(x)
     
     
      )
     
     
      V
     
     
      xe]a,b[
     
     
      et
     
     
      y(a)
     
     
      =
     
     
      a
     
     
      donné.
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CHAPITRE 1

Qu’est-ce que l'analyse numérique? ()

"les solutions analytiques exactes, qué sont rares en physique, sont
@légantes, mais n'ont pas plus de valewr intrinsique que Les solutions
numéniques. On ne doit pas sous-estimern La facilité et La puissance
des méthodes de caleul numénique".

M. A. RUDERMAN
Cours de physique de Berkeley

| - UNE "DEFINITION".

Nous prendrons comme point de départ 1'affirmation suivante :
L'Analyse Numérnique est £'Gtude des méthodes permettant d'Evaluer
numériquement un (ou des) nombre, une (ou des) fonction.

Cette phrase ne doit pas étre considérée comme une définition, mais
comme un résumé du Chapitre l. Nous allons donc, dans ce qui suit,

essayer de préciser les mots employés.

2 - LES NOMBRES.

I1 s'agit de nombres réels ou complexes (Un nombre complexe est

du point de vue numérique un couple de nombres réels).

2.1 Connaissance numérique d'un nombre.

Un nombre est connu numériquement si 1'on dispose de son écriture en

base 10 (2) (3). De ce point de vue, on ne connait donc exactement que

_—

(!) L'auteur espére bien siir que le lecteur aura une meilleure connaissan-
ce de ce qu'est 1'Analyse Numérique aprés lecture de ce cours et conseille
donc de relire de temps & autre ce chapitre aprés lecture des autres chapi-
tres.

(2) On peut considérer cette phrase comme une définition.

(3) Nous laissons de cOté toute discussion "philosophique".
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//var addEvent = (function () {

//  return function (el, type, fn) {

//    if (el && el.nodeName || el === window) {

//      el.addEventListener(type, fn, false);

//    } else if (el && el.length) {

//      for (var i = 0; i < el.length; i++) {

//        addEvent(el[i], type, fn);

//      }

//    }

//  };

//})();



//var prevent = function(event) {   

//  event.preventDefault();

//};



//function isEventSupported(eventName) {

//  var el = document.createElement('div');

//  eventName = 'on' + eventName;

//  var isSupported = (eventName in el);

//  if (!isSupported) {

//    el.setAttribute(eventName, 'return;');

//    isSupported = typeof el[eventName] == 'function';

//  }

//  el = null;

//  return isSupported;

//}



var isPad = (navigator.userAgent.match(/iPad/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPhone/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPod/i));





function addLoadEvent(fn) {

	window.addEventListener('load', fn, false);

}



function addClickEvent(id, fn) {

	var box = el3(id);

	// preventDefaultTouch(box);

	if (isPad) {

		box.addEventListener("touchend", fn, false);

	} else {

		box.addEventListener('click', fn, false);

		box.addEventListener('mouseover', (function() {

			box.style.cursor = 'pointer';

		}), false);

	}

}



function el3(id) {

	return document.getElementById(id);

}



function style3(id) {

	return document.getElementById(id).style;

}



function show3(id) {

	style3(id).visibility = "visible";

}



function hide3(id) {

	style3(id).visibility = "hidden";

}



function replaceAll(text, find, replace) {

	while (text.indexOf(find) > -1) {

		text = text.replace(find, replace);

	}

	return text;

}



function htmlize(html) {

	html = replaceAll(html, "[[", "<");

	html = replaceAll(html, "]]", ">");

	return html;

}



var closeAudioIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeAudioID();

};



var closeVideoIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeVideoID();

};



function closeAudioID() {

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		audio.pause();

		audio.parentElement.style.visibility = "hidden";

		audio.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function closeVideoID() {

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.pause();

		video.parentElement.style.visibility = "hidden";

		video.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function addAudioID(boxID, html) {

	closeAudioID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		// audio.setAttributeNS("http://apple.com/ibooks/html-extensions",

		// "pause-readaloud", "true");

		audio.load();

		audio.play();

	}

	addClickEvent("audioCloseID", closeAudioIDHandler);

}



function addVideoID(boxID, html) {

	closeVideoID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.load();

		video.play();

	}

	addClickEvent("videoCloseID", closeVideoIDHandler);

}



function clickPlayAudio(clickID, boxID, html) {

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addAudioID(boxID, html);

	});

}



function clickPlayVideo(clickID, boxID, html) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addVideoID(boxID, html);

	});

}



function clickModal(clickID, modalID) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		Popup.showModal(modalID, null, null, {

			'screenColor' : '#99ff99',

			'screenOpacity' : .6

		});

		return false;

	});

}



function clickShow(clickID, showID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        show3(showID);

    });

}



function clickHide(clickID, hideID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        hide3(hideID);

    });

}



function clickPlay(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.play();

        }

    });

}

    

function clickPause(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.pause();

        }

    });

}



function browserVersion(elID) {

    var box = el3(elID);

    box.innerHTML = null;

    box.innerHTML = navigator.userAgent;

}



function initJS() {



}



window.addEventListener("DOMContentLoaded", initJS, false);
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Le probléme est d'approcher "au mieux"

des points par une parabole.

Ex 2 : Méme cadre ; calculer w.
La quantité M/Kyl+...+yn)/n] peut servir a apprécier s'il était ou

non raisonnable d'approcher ces points par une parabole.

3 - LES FONCTIONS.

11 s'agit de fonctions définies sur une partie 2 de R" (ou ¢ a

valeur dans R ou C.

3.1 - Connaissance numérique d'une fonction.

Une fonction est connue numériquement si 1'on peut calculer, au
sens de 2.1, sa valeur en tout point (de 2). En ce sens, les seules
fonctions connues exactement sont les fonctions rationnelles

p(x)/q(x) ol p et q sont des polyndmes i coefficients décimaux ().

On considérera donc une fonction comme connue numériquement si on
peut en calculer une valeur approchée en tout point avec indication
de la précision de cette valeur. Il y a, en gros, trois fagons de pro-

céder :

a) Avoir une table ou un algorithme en machine. C'est ce qui est
fait pour les fonctions "usuelles" x* (¢ € R), Log x, ex, ch x, sh x, sin »
cos x, tg x. Pour les ordinateurs modernes, ces algorithmes sont fournis
par le constructeur. On peut considérer qu'il y a ici pseudo connais-

sance explicite.

b) Connaitre un "développement" de la fonction cherchée f(x) sur une

"base" de fonctions usuelles un(x)

(1) et pour les valeurs décimales de x!
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4 QU’EST-CE QUE L'ANALYSE NUMERIQUE?

£ . S surface dans R3

2.2.4 Valeur_d'une_fonction_'"usuelle".

Ex : sin 1,03572

Une premiére attitude face d ce probléme consiste & regarder dans
une table. On trouvera par exemple sin 1,035 et sin 1,036 et on inter-
polera (1). Une autre, plus rationnelle compte tenu du matériel dont

on dispose actuellement est d'avoir inclus dans 1'ordinateur un algo-

rithme permettant de calculer la valeur cherchée (cf. §3.2).

Remarque. L'attitude n° | était la seule valable avant 1'apparition

des moyens modernes de calcul. C'est pourquoi on a attaché tant d'impor-
tance aux "formules exactes" qui permettaient de ramener la recherche
d'un nombre 3 une valeur dans une table. Exemples : on a a = sinl radian,
8 = w2/6, 8 s'exprime a 1'aide de primitives, a, aussi si D est un
cercle ou un rectangle mais pas en général, BZ = AnRz si S est la

sphére de centre 0 de rayon R.

Il n'y a pas intér@t actuellement 3 chercher a tout prix des formu-
les exactes. Une bonne méthode numérique sera souvent plus pratique

(cf. la citation en t@te de ce chapitre).

2
w= sup [y;=(ax] + bx; + o)

i=l...n

soit minimum parmi tous les choix possibles de a, b, c.

(1) L'interpolation est une opération importante en A.N. mais surtout
pour d'autres raisons que celle indiquée ici. On se contentera actuel-
lement de la considérer comme une régle opératoire expliquée dans le
mode d'emploi de la table.
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Introduction

Ce cours d'Analyse Numérique est écrit pour des &étudiants de deuxiéme
année de premier cycle des universités. En général, le volume horaire
alloué 3 1'enseignement de 1'Analyse Numérique en premier cycle ne permet
d 'enseigner qu'environ la moitié du contenu de ce livre. On pourra donc
1'utiliser également avec profit en second cycle (licence, maitrise, for-

mation d'ingénieurs) a la fois comme "document de base" et texte de révision.

Ce cours ne suppose connus que quelques notions et résultats de premiére
année (en analyse : théoréme de la valeur intermédiaire, de Rolle, des
accroissements finis, de Taylor pour les fonctions d'une ou plusieurs va-
riables, du maximum d'une fonction continue sur un compact, notion d'inté-
grale ; en algébre : opérations sur les matrices, déterminants et formules

de Cramer, valeurs propres, quelques résultats sur les polyndmes).

Tous les chapitres sont indépendants. Ils sont en général suivis d'exemples,
d 'exercices et de thémes de programmes. Le chapitre I contient de quoi
soutenir une conversation de salon sur 1'Analyse Numérique. On pourra s'y
reporter de temps & autre aprés avoir lu d'autres chapitres. Les chapitres
II a IV relévent du calcul numérique des nombres : les chapitres V i IX

traitent des exemples de calcul numérique de fonction (!).

(!) Le chapitre IX expose en fait une méthode de résolution de systémes linéaii
mais cette méthode ne s'impose que pour les systémes issus du calcul des
solutions d'une équation aux dérivées partielles.
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6 QU'EST-CE QUE L'ANALYSE NUMERIQUE?

£(x) = | au (x)
n=1

f est alors connue numériquement si on connait un nombre fini de a

(avec 1'idée qu'on peut en calculer autant qu'on le veut).

c) Connaitre les valeurs de la fonction aux points d'un "maillage"

de 1'espace.

Pour calculer la valeur de la
fonction en d'autres points,

on "interpolera".

3.2 - Connaissance implicite d'une fonction.

Voici quelques exemples fréquemment rencontrés.

3.2.1 On peut reprendre tous les exemples de 2.2 avec un paramétre. On

retrouve ainsi les fonctions "élémentaires".

Ex 1 @ n ® n
n % x *

sin x = Z 1) —F— ¥ e = Z —

(2n+1)! n!

n=0

et la plupart des fonctions dites '"spéciales".

Ex 2 : La fonction d'erreur définie par :

1 2
erf(x) = —— [ e dt 5
Van 0

la fonction I'(x), les fonctions de Bessel, de Legendre...

Remarque.
11 existe des tables de ces fonctions. Elles ont &té trés utilisées

et le sont encore (peut-&tre trop ? ). Bon nombre de ces fonctions
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3 LES NOMBRES

Ex | : Systémes linéaires : Trouver x€R" tel que :

. - n =
Ax = b , A matrice carrée d'ordre n et bER donnés.

Ex 2 : Polyndmes : Trouver x€ € tel que :
a x" + ax“_l +...+a =0 5 a€ R@® i = 0...n donnés.
o 1 n i
Ex 3 : Valeur propre : Trouver AEC pour lequel il existe x € R" tel que :

Ax = Ax et x # 0 .

Ex 4 : Vecteur propre : Méme cadre qu'a 1'Ex 3. Trouver x.

2.2.2 Suites_et séries.

Ex 1 : Constante d'Euler.

C=1lim (I +%+...+%-ng n)

n o

Ex 2 : Séries

® -n" ? 1"
Sl Nl A ALY
n=0 (2nt+1)! a=1 n=2
2.2.3 Intégrales.
Ex 1 : (1)
7 A 1.2
3 & asb o Bl =J e” sin 3x dx
1 0.5
,o-
Ex 2 3

a, = ” (x2+y2)dxdy
D

_—_—
(1’) Nous &crivons indifféremment les nombres décimaux avec un point ou une
virgule (exemple 2.7 ou 2,7).
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PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

v
PROBLEME DE DIRICHLET POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

X
METHODE DE GAUSS SEIDEL POUR LA RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES
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I1 y a dans ce cours assez de matiére pour une bonne vingtaine d'heures
d 'enseignement (Exercices et réalisation de programmes non compris). Cela
correspond 4 peu prés au total actuellement enseigné @& Lyon en Analyse
Numérique dans le tronc commun et 1'option informatique du D.E.U.G. A.
Un cours d'une demi-heure année pourrait comprendre les chapitres I,
11, III, IV, (V ou VI), (VII ou VIII ou IX).

On ne trouvera pas dans ce cours d'organigramme, mais comme il a déja
été dit, des thémes de programmes sont proposés i la fin de chaque chapitre.
I1 va de doi qu'une durée au moins égale @ celle du cours doit &tre consacrée
a4 la réalisation de programmes-machine et i 1'étude expérimentale des
méthodes décrites ici.
Le texte est complété par une bibliographie briévement commentée,
volontairement réduite a un petit nombre d'ouvrages immédiatement abordables

par des étudiants de premier cycle. Il est conseillé de se reporter a cette

bibliographie dés le début de la lecture de ce cours.

Un cours & ce niveau doit nécessairement beaucoup aux ouvrages d'Analyse
Numérique qui 1'ont précédé. J'ai été influencé, en particulier, pour
certaines parties des chapitres II, V, VII et VIII par les deux livres [H l]
[H 2] de P. HENRICI et pour certaines parties du chapitre II par le livre
[w 1] de B. WENDROFF.

Je remercie Monsieur M. HAGEGE qui m'a suggéré des modifications des
chapitres IV et V, Mesdames M. CHAMBAT et F. DUBAIL qui ont relu le
manuscrit, Messieurs T. DUMONT et J.L. ROUTHIER qui ont effectué les
e ssais numériques ainsi que Madame M.C. LEVENQ et Mademoiselle B. GUYADER

qui ont dactylographié le manuscrit.

LYON le 15 décembre 1976

J. BARANGER
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2 QU’EST-CE QUE L'ANALYSE NUMERIQUE?

des nombres décimaux ; on ne connait pas V2 par exemple puisqu'on ne
peut écrire tous les chiffres de son développement décimal bien qu'on

puisse en écrire "autant qu'on le veut" (%).

On considérera donc un réel comme connu numériquement si on connait
un certain nombre de chiffres de son développement décimal et la préci-
sion avec laquelle ce développement approché est donné.

Exemple : e=2,7183 # 10_6 .

Est sous-jacente 1'idée qu'avec des efforts on peut avoir une précision
"aussi grande qu'on le veut'", (on pourra réfléchir a ce propos 3 1'écri-
ture d'un algorithme (!) permettant de calculer sur un gros ordinateur

les 50 premiers chiffres du développement de p/q ol p,qe N et O < E <.

Dans la pratique, on travaillera, si le probléme est simple, avec
une précision fixée et contrdlée au cours du calcul (2) ; si le probléme
est compliqué, on ne connaltra méme pas la précision, on aura seulement

des croyances sur la validité du résultat.

Remarque. Pseudo connaissance explicite : Certains réels sont considérés
comme "bien connus". Exemple v2, V3, 7, e. C'est parce qu'on peut en
trouver une valeur approchée "raisonnable" dans des tables (3). Si on
on souhaite une plus grande précision, il faudra écrire un algorithme
(Par exemple comment calculer les 1 000 premiéres décimales de m ou de
e?)

2.2 - Connaissance implicite d'un nombre.

Voici une liste d'exemples fréquemment rencontrés :

_—

(!) La définition d'un algorithme est donnée au §4.1. Pour le moment,

on peut prendre algorithme = méthode.

(£): €Fs §5.2-

(3) La valeur en un point d'une fonction tabulée est un autre exemple de
fonction "bien connue" (sin 1,050,Log 131,...)

(%) Voir note (3) page précédente.

























































































































































































































































































































































































































OEBPS/images/cover.jpg
Jacques Baranger

HERMANN @Wb EDITEURS DES SCIENCES ET DES ARTS

MIETHODIES



















OEBPS/images/1680x2638-031xhv3ddu2dw0-s714.jpg
7 LES FONCTIONS

ont été introduites pour ramener la résolution numérique de certaines

équations différentielles ou aux dérivées partielles a la recherche

de valeurs dans une table. Voici un exemple :

Ex 3 : On cherche des solutions u(r,0) de 1'équations Autu = 0 dans
le disque de centre 0 de rayon R. A est le laplacien. On montre que

Bzu 1 3u 1 Bzu

M = —— + — — + — ——
arz r r rz 362

La méthode de Fourier de séparation des variables consiste 3 chercher
u(r,8) = Y(r)Z(6). On en déduit que :
1 1

"+ =Y + V24—, Y2 =0
r 3

Oou encore

wlobig “ge
r

Z

Le premier membre est fonction de r seul, le second de 8 seul, donc

cette quantité est une constante A. En particulier, Y vérifie :

1 A
Y"+—Y‘+(l——2)Y=o
r r

qui est une équation de Bessel dont certaines solutions sont tabulées

dans les tables de fonctions de Bessel.

Ex 1 : Probléme de conditions initiales :

Trouver y tel que

y'(x) = £(x,y(x)) Y x €]a,b[ et y(a) = o donné.









































































































