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			AVANT-PROPOS

			Ce livre atypique s’adresse aussi bien aux élèves de collège ou de lycée – voire aux étudiants – qu’aux passionnés ou aux simples amateurs curieux de (re)découvrir les mathématiques.

			Dans ces pages, vous traverserez l’ensemble des programmes du collège et du lycée, avec parfois même quelques détours par des notions enseignées dans le supérieur ; vous y rencontrerez naturellement les différents objets géométriques – du simple point aux solides de Platon en passant par les triangles – mais aussi les transformations qui permettent de les déplacer ou d’en changer les formes et les repères qui lient géométrie et nombres. Vous y trouverez donc tout ce qui est enseigné en classe et bien plus encore ! Vous réaliserez probablement en chemin que les mathématiques sont plus riches et plus belles que vous ne le pensiez.

			Alors que vous cheminerez ainsi à travers l’Histoire des mathématiques et ses petites histoires fictionnelles, vous y croiserez quelques noms connus et d’autres moins, depuis un chantier de construction antique sur la rive sud de la Méditerranée jusqu’à l’été de 1795, à cartographier une bande de terre entre Baltique et mer du Nord ; vous contemplerez en passant le désastre d’une des guerres puniques sous les murs de Syracuse et un plafond d’une maison bourgeoise d’Amsterdam au 17e siècle…

			Même si la promenade se révèle agréable, n’hésitez pas, quand vous en sentirez le besoin, à prendre des chemins de traverse, à feuilleter les pages à la recherche d’une illustration ou à suivre une idée d’un chapitre à l’autre… bref, soyez des lecteurs libres !

			Bon voyage !
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			MODE D’EMPLOI

			Ce livre est divisé en chapitres qui abordent chacun soit un concept mathématique, soit un moment de l’Histoire des mathématiques. Ces chapitres s’enchaînent en suivant, autant que possible, la chronologie historique, faite d’avancées successives ou de changements de point de vue, de généralisations ou d’applications imprévues d’idées antérieures. Il se trouve que ce cheminement est peu ou prou parallèle à celui suivi par un élève au cours de sa scolarité.

			La lecture peut bien sûr s’effectuer dans l’ordre des pages, mais aussi en suivant les nombreux renvois – sous la forme « retrouvez-le au chap. 3 sect. 1 ss-sect. 2 » par exemple – ou bien d’illustration en illustration, ou encore d’histoires en Histoire.

			Afin que celui qui voyage dans ces pages puisse en saisir facilement les particularités les plus remarquables, les propriétés et les formules sont encadrées, afin de pouvoir être identifiées plus aisément au cœur du texte.

			Quant aux passages plus techniques, souvent des démonstrations, ils apparaissent sur un fond gris afin de permettre aux lecteurs de les passer si, par goût ou par nécessité, ils ne souhaitent pas interrompre le rythme de leur lecture (les démonstrations étant l’essence même des mathématiques, il sera néanmoins important de profiter d’un temps plus calme ou plus propice à la réflexion pour les lire).

			Enfin, en gras, apparaissent les concepts nouveaux dont on fournit justement une définition.

			Niveaux

			Chaque chapitre mathématique du livre est accompagné d’une référence au niveau correspondant de l’enseignement secondaire : « Collège », « Lycée » ou « Supérieur ». Si la plupart des notions abordées dans le livre figurent explicitement dans les programmes de l’Éducation Nationale, ce n’est pas le cas de certaines démonstrations ou développements pour lesquels le niveau annoncé est donc plus subjectif.

			Le niveau de langue et de réflexion a été lui aussi adapté à celui de la notion abordée : plus basique pour les notions simples de niveau Collège et plus élaboré pour les notions les plus complexes de niveau Lycée ou Supérieur.

			Bien sûr, en aucun cas ces indications de niveau ne doivent constituer des barrières : l’ensemble du livre est accessible au lecteur curieux, y compris les quelques paragraphes siglés « Supérieur » qui ont pour ambition d’ouvrir des perspectives au-delà du programme de mathématiques du secondaire et qui font souvent appel à plusieurs notions abordées en différents chapitres l’ouvrage.

			Histoire(s)

			L’histoire des mathématiques est abordée de deux façons complémentaires dans ce livre.

			D’une part, des fictions romancées autour de grandes figures des mathématiques permettent au lecteur de vivre leurs découvertes « de l’intérieur ». Ces chapitres consacrés à des épisodes et des personnages de l’histoire des mathématiques sont de la pure fiction : on pourra leur reprocher d’un peu trop personnaliser l’Histoire, voire de prendre quelques libertés avec la réalité mais pas d’ennuyer le lecteur.

			D’autre part, l’histoire des idées, des symboles et des techniques mathématiques est présentée au fur et à mesure de leur apparition dans le livre. Si la connaissance de l’histoire des mathématiques, de l’enchaînement et de la diffusion des idées est importante en elle-même, elle permet également de mieux comprendre comment s’est construite, brique par brique, avec parfois des hésitations ou des retours en arrière suivis de soudaines élévations, la cathédrale de nos mathématiques contemporaines.

			Applications

			Si ce livre fournit quelques exemples d’applications des concepts mathématiques à des situations « réelles », il occulte volontairement tout côté « utilitariste » : les seules applications qui y figurent sont donc des « énigmes » ou des jeux – de société ou sportifs.

			Les mathématiques sont d’ailleurs elles-mêmes assez proches d’un jeu, dont les axiomes et la logique constituent les règles de base.

			Figures, Solides et…

			Les figures et les solides, des plus simples au plus complexes, ne constituent pas à eux seuls toutes les mathématiques ! Ce livre consacré à la géométrie est lui-même une partie d’un ensemble plus large comprenant trois tomes, partageant la même ambition d’exhaustivité et de rigueur mais aussi de vulgarisation :

			•Nombres

			•Figures et Solides

			•Fonctions et Données

			Les deux premiers tomes sont en général rassemblés de nos jours sous le nom d’algèbre et le dernier rassemble des théories, connues sous le nom d’analyse.

			Même si ces divisions sont classiques, la scission des mathématiques en différents domaines se révèle toujours un peu artificielle tant les liens sont nombreux, entre nombres et figures, entre courbes et fonctions ou entre théorie des nombres et analyse, par exemple !

		


		
			HISTOIRE 1

			LA MAISON D’EUCLIDE

			▶Alexandrie, Égypte, 290 avant J.-C.

			Ce matin, Euclide est heureux de constater que les esclaves sont bien au travail sur le chantier de sa nouvelle demeure, dans le quartier grec d’Alexandrie, en Égypte. Le soleil est déjà haut mais la chaleur n’est pas encore écrasante, et une petite brise marine bienvenue vient rafraîchir les hommes qui peinent à décharger des blocs de pierre.

			Depuis sa future demeure, Euclide apercevra le port d’Alexandrie à l’entrée duquel, tel un mirage flottant sur l’horizon de flots azur, se dresse le chantier du futur phare1 ; au-delà, s’étend l’immense Mer2 et, par-delà encore, les terres de sa Grèce natale. Ptolémée Ier, Basileus3 d’Égypte, a décidé la construction de cet ouvrage, destiné autant à guider les bateaux vers sa nouvelle capitale qu’à la faire rayonner dans le monde. C’est aussi à sa demande qu’Euclide est venu s’installer à Alexandrie, séduit par la légende militaire du bras droit d’Alexandre le Grand autant que par ses projets « pharaoniques » de Phare et, plus encore, de Grande Bibliothèque…

			[image: ]

			Figure 1 – Un Phare pour éclairer le monde

			La surface au sol a enfin été terrassée et le plan carré de la future maison d’Euclide commence à apparaître clairement. Sous les ordres de l’architecte Oikodomos, les esclaves délimitent à l’aide de ficelles tendues entre des piquets les emplacements des futures pièces, autour de la cour centrale. Euclide est heureux de voir enfin se concrétiser les formes qu’il a lui-même conçues puis dessinées. Les solides de son imagination devenus figures sur le plan, ces formes inspirées elles-mêmes de l’observation de la nature, ne seront donc restés que peu de temps à l’état d’idées ou de dessin.

			Euclide connaît un peu l’art de la construction : il sait que le terrassement puis les fondations y sont essentiels. Même si ces étapes ne sont pas les plus spectaculaires aux yeux du profane, aucun édifice, si bien conçu soit-il, ne saurait résister au temps sans de solides bases ou sur un terrain bancal. De même, les mathématiques ne peuvent se construire qu’après un travail fastidieux et parfois ingrat de préparation. Les définitions des nombres, points, droites sont comme les murs de la maison et les propriétés comme les poutres qui les relient. Mais que les postulats4 qui fondent les mathématiques soient négligés et bien vite l’on verra les murs se fissurer, les poutres s’écrouler puis l’édifice tout entier réduit en poussière.

			« Qu’est-ce que tu fabriques, toi là-bas ? »

			Oikodomos vient d’interpeller ainsi un esclave de haute taille à la peau très claire, un de ces barbares venus du Nord, terribles au combat mais qui dépérissent dans les travaux civils. On les emploie en général dans les mines ou les carrières, où leur force et leur résistance les rendent très efficaces, le temps que leur moral s’affaisse et qu’ils deviennent tout à fait inutiles. Celui-ci devait tendre une ficelle, matérialisant le mur extérieur Nord, perpendiculairement à celle déjà tendue pour le mur extérieur Ouest. Et il est bien en train de tendre la ficelle… mais en une perpendiculaire très approximative ! Oikodomos s’approche et ramasse au passage la corde à treize nœuds, présente sur le chantier ainsi que sur tous les chantiers d’Égypte depuis des centaines d’années. Euclide, évidemment intéressé, l’a suivi. S’ensuit une explication de l’utilisation de l’outil :

			« Regarde-moi ! » intime Oikodomos, s’accompagnant du geste pour communiquer. Tout en continuant ses explications, il s’exécute :

			« Tu prends la corde et tu places une première portion le long du mur Ouest de façon que le quatrième nœud soit au coin Nord-Ouest. Tu tends la corde et tu fixes le premier et le quatrième nœud à l’aide d’un piquet ! ».

			Il a brandi chaque nœud et les a ostensiblement comptés. Le grand barbare opine du chef sans avoir l’air de comprendre où Oikodomos veut en venir.

			« Maintenant, le plus délicat… il faut réussir à tendre le reste de la corde avec un piquet au huitième nœud de façon que le treizième nœud vienne refermer un triangle avec le premier nœud. Regarde comment je fais ! ».

			Oikodomos tend la corde et, à l’aide d’un troisième piquet au huitième nœud conjugué à son expérience, finit rapidement par refermer son triangle… rectangle !

			[image: ]

			Figure 2 – Corde à 13 nœuds

			« Allez à toi ! Essaye ! ».

			Oikodomos défait rapidement son triangle et tend la corde au barbare qui s’en saisit à son tour et s’exécute : miracle, il a bien compris comment s’en servir ! Euclide lit dans ses yeux un mélange d’incompréhension et de fascination : ce savoir égyptien ancestral lui semble magique !

			C’est pour cette raison qu’Euclide a entrepris la rédaction de ses Éléments, compilation de tous les savoirs mathématiques de son époque. Pour que les fondations et la structure des mathématiques soient enfin solides, comme celles de sa maison ou celles de la future Grande Bibliothèque. Mais aussi pour que tous, depuis l’instruit Oikodomos jusqu’à cet esclave inculte, puissent enfin comprendre que la corde à treize nœuds n’a rien de magique. En fait, son « pouvoir » se déduit des cinq postulats de la géométrie : il n’est qu’un cas particulier de la proposition 48 du livre I de ses Éléments, qu’il vient justement de finir de rédiger :

			« Si, dans un triangle, le carré sur l’un des côtés est égal aux carrés sur les deux côtés restants du triangle, l’angle contenu par les deux côtés restants du triangle est droit »5.

			Ici le carré du grand côté est de grandeur6 [image: ] et les carrés des deux autres côtés sont de grandeur [image: ] et [image: ] ; comme [image: ], le premier est bien égal aux deux autres et les côtés perpendiculaires.

			Bien sûr, il en va des mathématiques comme de la construction : elles demandent des efforts ! Comme ces esclaves qui peinent en plein soleil sur le chantier de la maison d’Euclide, celui qui voudra, à sa suite, reconstruire l’édifice des mathématiques en lisant ses Éléments devra peiner. Le soleil ne brûlera pas sa peau, il n’usera pas ses mains sur l’arête des pierres et ne courbera pas le dos sous leur charge mais il devra accepter de lire et relire les passages difficiles, de ne pas trouver le sommeil quand les idées nouvelles danseront sous son crâne et même parfois de perdre la faim, quand le vertige de la connaissance l’aura saisi.

			Esclave, architecte, ou même Basileus, le chemin est identique et c’est ce chemin qu’Euclide trace patiemment dans son ouvrage. Pourtant il ne se considère pas comme un explorateur ou un découvreur de contrées nouvelles mais plutôt comme un maïeuticien7, tel l’illustre Socrate en son temps. Il ne fait que donner naissance, sous une forme nouvelle, à toutes ces idées millénaires, ces relations entre nombres et figures qu’avant lui bien d’autres ont découvertes, établies et parfois démontrées. Scribes de Babylone et d’Égypte, Pythagoriciens et philosophes grecs, Euclide a mis ses pas dans les leurs, il a refait leur chemin et l’a balisé pour ceux qui le suivront.

			Quelques mois plus tard, le moment est venu d’inaugurer la maison. Parmi les nombreux invités, marchands grecs, artisans de la construction, philosophes et magistrats, Euclide y retrouve avec surprise l’esclave ! Oikodomos lui explique qu’il a découvert chez ce barbare – désormais nommé Télégonos, en référence à ses origines lointaines8 – une soif d’apprendre étonnante ! Des subtilités de la langue grecque jusqu’aux techniques de construction les plus élaborées, rien ne semble assouvir sa vive intelligence.

			« Un jour peut-être, Oikodomos, satisfait de ses services, décidera de l’affranchir, et de lui rendre une partie de sa liberté – pense Euclide. Mais, sans même attendre la décision de son maître, par son envie de comprendre et de progresser sur le chemin du savoir, ce Télégonos a lui-même débuté son affranchissement ! »

			Une maison nouvelle s’élève désormais à Alexandrie, la nouvelle capitale d’Égypte ; bientôt le Phare y attirera les marins et les marchands et la Grande Bibliothèque les savants. Mais c’est de l’œuvre d’un homme que va naître une science nouvelle, une science faite de postulats et de raisonnements, une science qui va éclairer le monde pour les siècles à venir9.

			


				
					1. Le mot « phare » dérive justement du nom de l’île qui abritait celui d’Alexandrie, l’île de « Pharos ».

				

				
					2. Il s’agit de la Méditerranée, bien sûr.

				

				
					3. Basileus signifie « Roi » en grec. Ptolémée qui était macédonien, comme Alexandre le Grand, a logiquement pris ce titre quand il a « hérité » de l’Égypte à la mort d’Alexandre. Son fils Ptolémée II prendra, lui, le titre de Pharaon, comme les souverains de l’Égypte antique.

				

				
					4. Aujourd’hui nous dirions « axiomes ».

				

				
					5. Nous appelons aujourd’hui cette proposition « réciproque du théorème de Pythagore » ; voir le chap. 3 sect. 5 ss-sect. 2.

				

				
					6. Ici la grandeur désigne l’aire du carré construit sur le côté. Si l’unité de longueur est la distance entre deux nœuds de la corde, cette aire est mesurée en unité au carré.

				

				
					7. « Maïeuticien » signifie « accoucheur » en grec. Le philosophe Socrate, plus de cent ans avant Euclide, voulait par ses questions faire naître de l’esprit de ses interlocuteurs une part de Vérité ou de Beauté.

				

				
					8. En grec ancien, « qui est né au loin ».

				

				
					9. D’autres mathématicien(ne)s illustres vécurent à Alexandrie dans l’Antiquité, et la présence de la Grande Bibliothèque n’y est pas étrangère. On peut citer Eratosthène juste après Euclide, puis, quelques siècles plus tard, Claude Ptolémée (retrouvez-les au chap. 4 sect. 5 ss-sect. 2), Diophante d’Alexandrie ou Théon d’Alexandrie et sa fille Hypatie, à la destinée tragique.

				

			

		


		
			CHAPITRE 1

			POINTS ET DROITES

			Avant même de décrire les points et les droites, les parallélogrammes et les cercles, d’apprendre à les tracer ou à les mesurer, il nous faut passer quelques lignes à expliquer d’où viennent tous ces objets géométriques…

			En fait, les figures, des plus élémentaires aux plus complexes, du simple point à la cycloïde, sont des abstractions1 : on ne rencontre pas, dans la nature, de point infiniment petit ni de ligne parfaitement droite et, encore moins, infinie dans les deux directions. L’abstraction est une manifestation de notre intelligence et est à la base même des mathématiques : c’est grâce à elle que le langage regroupe des objets ou des sensations similaires sous un seul et même mot ; toutes les figures à trois côtés droits deviennent des « triangles » et si elles sont de dimensions importantes elles sont « grandes ». C’est également grâce à l’abstraction que les mathématiques relient ces objets par des propriétés et des théorèmes…

			Bien sûr, ces abstractions nous sont inspirées par le monde bien concret qui nous entoure, ou au moins par l’image que nos sens nous en donnent. En effet, lorsque nous bougeons, nous ressentons ce qu’est une distance ou un angle ; nous pouvons aussi mesurer des longueurs avec une règle, des angles avec un rapporteur, construire des perpendiculaires avec un fil à plomb ou une équerre et des cercles avec un compas. Il ne faut d’ailleurs surtout pas oublier que la géométrie est née, avant tout, de besoins pratiques : construire une maison, un temple ou délimiter un champ. C’est pourquoi les outils y ont joué un rôle important, un peu comme les abaques ou les machines à calculer dans l’histoire des nombres : réfléchir sur le moyen de construire une figure permet souvent de mieux la comprendre et de se poser des questions intéressantes la concernant !

			Plus encore que les nombres, les figures ont contraint les mathématiciens, dès l’antiquité, à s’interroger : comment définir le point, la droite, l’angle droit puis comment démontrer les propriétés du parallélogramme ou du carré ?

			La grande œuvre d’Euclide – dont on sait peu de choses excepté qu’il vécut à Alexandrie vers 300 avant J.-C. – a probablement été de compiler des connaissances antérieures et de les rassembler dans ses Éléments, sous la forme d’une construction logique, qui allait devenir le modèle en mathématiques, jusqu’à nos jours. Cette construction est basée sur les éléments suivants :

			•les postulats ou axiomes sont des règles qu’on ne peut pas démontrer, ce sont les fondations de notre cathédrale ;

			•les définitions forment les murs de l’édifice ;

			•les propriétés, théorèmes etc. sont le reste de la structure, les poutres et les poteaux qui relient les objets entre eux ;

			•le ciment des démonstrations tient le tout ensemble.

			Que l’on change un axiome ou une définition et nous construisons une géométrie différente… à défaut d’aborder les géométries non-euclidiennes, nous nous amuserons brièvement au chap. 2 sect. 3 à modifier la notion de distance et à observer ce qui se passe alors !

			1	PlanCOLLÈGE

			La géométrie « de base » que nous allons étudier se déroule dans un plan, dont la forme est équivalente à la surface d’une caverne préhistorique, à celle d’une feuille – de papyrus ou de papier –, d’un tableau de salle de classe ou à celle d’un écran d’ordinateur. Mais le plan de la géométrie, contrairement aux exemples ci-dessus, est, lui, infini dans toutes ses directions : cette première abstraction est sans doute plus facile à comprendre qu’à imaginer ou à formaliser.

			Contentons-nous donc pour l’instant de dire que, dans ce plan, toutes les directions jouent le même rôle et qu’un objet y possède une forme et une position. Selon les propriétés géométriques étudiées nous nous intéresserons plutôt à l’une ou à l’autre : les formes pour les propriétés des figures et leurs positions pour les transformations que nous nommerons isométries ou similitudes.

			2	PointsCOLLÈGE


			Commençons par l’élément le plus simple, la brique élémentaire de la géométrie : le point.

			Il se trouve que les objets géométriques les plus simples sont souvent bien délicats à définir. Faisons donc confiance à un géomètre illustre et, pour utiliser les mots d’Euclide, disons :

			« Un point est ce qui n’a aucune partie. »

			Avec cette définition, on comprend que, contrairement aux briques d’une maison, ou même aux atomes qui constituent la matière, le point mathématique n’est constitué de rien de plus petit, et qu’on ne peut ni le diviser, ni le mesurer.

			Le point géométrique est donc bien une abstraction ! Cela n’enlève rien ni à son utilité ni à la cohérence ou à la beauté de l’édifice qu’il va nous aider à bâtir…

			On représente le point, dans une construction géométrique, par une croix qui permet d’en repérer aisément la position et on le nomme en général d’une lettre majuscule :

			[image: ]

			Figure 3 – Points…

			Les géomètres ont donné d’autres définitions du point mais souvent en faisant référence à la « ligne » ce qui demande d’avoir au préalable réussi à donner de celle-ci une définition correcte. C’est justement ce à quoi nous allons nous atteler maintenant…

			3	Lignes et DroitesCOLLÈGE

			Définir correctement une ligne et dans quel cas celle-ci est droite s’avère assez compliqué. S’y essayer avec le vocabulaire usuel est d’ailleurs un exercice intéressant – à pratiquer de préférence avec un prétentieux (par exemple, avec votre tonton « de mon temps, on faisait de vraies maths au collège ! »)

			En s’inspirant de sa définition du point, Euclide nous en fournit une pour la ligne :

			« Une ligne est une longueur sans largeur. »

			Euclide ne distingue pas ici la ligne courbe de la droite mais il utilise simplement une considération de « dimension » : le long d’une ligne on ne peut qu’avancer ou reculer mais pas se déplacer « sur le côté » ! Pensons à une route très étroite, voire – pour les plus agiles – à une corde de funambule.

			Nous pouvons aussi dire qu’une ligne est un ensemble de points, puisque ceux-ci sont les briques élémentaires de la géométrie, mais un ensemble de points organisés dans une « longueur sans largeur » !

			Qu’est-ce qui distingue alors la ligne droite d’une ligne courbe, par exemple d’un arc de cercle ?

			Quand on pose la question à une classe de collège, on se retrouve rapidement avec des définitions circulaires : par exemple, « une droite est un ensemble de points alignés » et « des points sont alignés s’ils sont sur la même droite », voire « une droite c’est quand on va tout droit ! ».

			Il y a en fait plusieurs façons de définir le droit par rapport au courbe, chacune d’elles ayant ses limites. On peut faire référence au mouvement ; par exemple, une définition due à Peyrard au 19e siècle affirme que, contrairement à la corde à sauter2 :

			« La ligne droite est celle qui peut tourner autour de ses extrémités immobiles sans changer de place. »

			La ligne droite nous est également bien connue car, dès que nous commençons à essayer d’attraper des objets, voire, quelques mois plus tard, à ramper sur le sol, nous constatons qu’une des trajectoires demande moins d’effort :

			La ligne droite est le plus court chemin d’un point à un autre

			Mais cette définition, comme ses cousines, repose sur la notion de distance, dont nous aimerions bien nous passer pour l’instant !

			Enfin, toute une série de définitions définissent une ligne droite à partir de deux de ses points ; la plus célèbre reste celle donnée par Euclide :

			« La droite est une ligne qui est également placée entre ses points. »

			On comprend, dans cette définition, bien qu’un peu vague, que dans une droite tous les points ont le même rôle, qu’il n’y a ni sommet, ni même de variations de trajectoire. Cette définition rejoint ainsi ce que nos sens en disent : la droite est la trajectoire que l’on suit entre deux points si, à chaque instant, on ne privilégie ni la droite ni la gauche.

			Avec les droites, viennent les premiers axiomes – ou postulats. Ces axiomes sont les « évidences » qu’on ne peut démontrer mais qui forment les fondations sur lesquelles on bâtit le reste des propriétés qui constituent l’édifice de la géométrie, à l’aide de démonstrations. Le premier postulat d’Euclide s’écrirait en langage moderne :

			Par deux points distincts, il passe toujours une et une seule droite.

			Ce postulat pourrait très bien servir de définition abstraite d’une droite ; on pourrait alors se contenter de dire que deux points distincts définissent une et une seule droite3.

			Enfin, une droite étant formée d’une infinité de points, un point donné A peut appartenir ou ne pas appartenir à une droite donnée [image: ], ce qui se note, selon le cas, soit [image: ] soit [image: ].

			Deux droites distinctes ont alors soit un seul point en commun, c’est leur point d’intersection et on dit qu’elles sont sécantes, soit aucun point en commun, et on dit qu’elles sont parallèles.

			4	ParallèlesCOLLÈGE

			On vient de voir que deux droites qui n’ont aucun point commun s’appellent des parallèles. Quelles autres propriétés élémentaires possèdent ces droites parallèles ?

			Vient d’abord le fameux cinquième postulat d’Euclide :

			Par un point A donné, passe toujours une 
et une seule parallèle à une droite [image: ] donnée4.

			[image: ]

			Figure 4 – Cinquième postulat d’Euclide

			La construction pratique d’une telle parallèle, à l’aide de l’équerre, sera expliquée au chap. 2 sect. 2 ss-sect. 1.

			La propriété suivante est une « conséquence » de ce postulat :

			Si deux droites sont parallèles, alors toute droite parallèle à l’une est parallèle à l’autre.

			Une particularité des parallèles c’est que notre sens « principal », la vue, nous les montre en général sécantes :

			[image: ]

			Figure 5 – Vision de parallèles

			Toutes ces droites – les bords de la route, celles qui joignent les pieds des arbres et des lampadaires ou leurs sommets – sont en réalité parallèles mais nous les voyons sécantes. C’est ainsi que l’idée abstraite de parallèles nous permet de mieux décrire la réalité que ce que nous en voyons !

			Il faudrait en effet que nous nous déplacions le long de ces droites pour réellement ressentir leur parallélisme. Si nous étions incapables de bouger, tels des statues douées de la vue, nous serions bien en peine de définir lesquelles se coupent ou ne se coupent pas. Notre géométrie se limiterait alors aux objets tels qu’ils se projettent sur le « plan » de notre rétine : elle serait exclusivement projective (la section 5 du chapitre 5 constituera une brève introduction à cette intéressante géométrie projective) !

			5	Segments et demi-droitesCOLLÈGE

			On peut aussi ne s’intéresser qu’à des parties5 de droites6… Rappelons d’abord qu’une droite est infinie des deux côtés : on peut donc en prendre une partie qui soit, elle, finie des deux côtés – c’est un segment – ou une partie qui soit finie d’un seul côté – c’est une demi-droite. Les deux points qui « finissent » le segment sont ses extrémités ; le point qui « débute » la demi-droite est son origine.

			[image: ]

			Figure 6 – « Parties » de droites

			Toutes ces lignes droites étant composées pour tout ou partie des mêmes points comment distinguer la droite passant par A et B du segment d’extrémités A et B ou des demi-droites d’origines A ou B ?

			À cette fin, nous utilisons les parenthèses et les crochets ; la parenthèse signifie que notre ligne se poursuit au-delà du point et le crochet que la ligne s’y arrête. Ainsi [image: ] est la droite passant par A et B, qui continue donc au-delà de A et de B, [image: ] est le segment d’extrémités A et B, qui s’arrête à chacune de ses extrémités et [image: ] est la demi-droite d’origine A passant par B.

			6	Propriétés d’incidenceSUPÉRIEUR

			La géométrie que nous venons de décrire, composée de points et de droites, est une géométrie d’incidence. En effet, toutes les propriétés entre droites et points – appartenance, concourance, parallélisme, alignement, intersection etc. – peuvent se ramener à des relations entre ensembles7 de points, par exemple :

			« [image: ] est parallèle à [image: ] » équivaut à « l’intersection de [image: ] et [image: ] est vide »

			« [image: ] et [image: ] se coupent en A » équivaut à « l’intersection de [image: ] et [image: ] est A »

			« A, B, C sont alignés » équivaut à « il existe une droite [image: ] telle que [image: ] soit inclus dans [image: ] »

			On peut alors aller plus loin dans l’analyse des éléments – points et droites et leurs propriétés – que nous venons de définir. En effet, leur définition importe moins en réalité que les relations qui les lient :

			Par deux points distincts passe une et une seule droite

			Par un point passe une unique parallèle à une autre droite

			Deux droites qui sont parallèles à une troisième sont parallèles entre elles

			Tous les objets mathématiques qui vérifient de telles relations sont alors semblables dans leurs propriétés à des points et des droites. C’est un des principes qui régit la géométrie projective dans sa dualité avec la géométrie classique (voir chap. 5 sect. 5). Ces relations d’incidence trouvent également une application étonnante dans la construction du jeu de Dobble…

			7	Application : dimensionnement 
du DobbleSUPÉRIEUR

			Nous allons découvrir que derrière un petit jeu récent et populaire, d’apparence simple, se cachent des propriétés d’incidence qui le rapprochent étonnamment de la géométrie.

			Dobble est un jeu d’observation et de rapidité. Il est constitué de 55 cartes et sur chacune de ces cartes figurent 8 symboles différents. Ce qui fait le sel du jeu c’est qu’entre deux cartes, n’importe lesquelles, il y a toujours un et un seul symbole en commun ! Les différentes règles demandent justement de trouver le plus rapidement ce symbole commun entre deux cartes.

			[image: ]

			Figure 7 – Cartes de Dobble

			Comment concevoir un tel jeu ? Combien de symboles et de cartes sont nécessaires ?

			Si on essaye de numéroter cartes et symboles et de les associer, le problème s’avère complexe.

			La clé du problème réside dans la phrase :

			« Entre deux cartes il y a toujours un et un seul symbole en commun. »

			Cette phrase rappelle fortement le premier postulat d’Euclide (revoir la section 6) :

			« Par deux points passe une et une seule droite »

			Finalement, considéré sous cet angle géométrique, le Dobble est semblable à un plan constitué de points – les cartes – et de droites – les symboles. Si cette similitude fonctionne, on doit pouvoir aligner sur une même droite les cartes ayant un symbole donné en commun ; par exemple la droite « boulier » des cartes/points possédant ce symbole :

			[image: ]

			Figure 8 – Droite de cartes

			Revenons donc à notre question de départ, avec en tête cette analogie géométrique : avec combien de cartes et de symboles peut-on concevoir un jeu de Dobble ?

			Nous pourrions imaginer construire notre Dobble comme un double du plan, en imprimant une carte par point du plan et en concevant un symbole par droite du plan. Malheureusement, un tel jeu est condamné à rester imaginaire car il devrait être infini ! Notre Dobble doit donc être basé sur une géométrie finie… pour comprendre comment procéder fixons-nous d’abord l’objectif, modeste, d’un Dobble à 4 cartes/points.

			Comment concevoir un plan fini constitué de seulement 4 points et d’un nombre fini de droites associées ? Première idée : repérer les points par leurs 2 coordonnées cartésiennes et les droites par les coefficients de leurs équations (voir chap. 6 sect. 2). Seulement comme nous venons de le voir, si nous utilisons pour ces coordonnées tous les nombres réels – voire les seuls entiers – nous nous retrouvons avec une infinité de points ; il faut donc se restreindre à un ensemble fini de nombres.

			De plus, étant donné que nos équations de droites font intervenir addition et multiplication, nous souhaitons avoir un ensemble de « nombres » sur lequel on puisse effectuer ces opérations sans sortir de cet ensemble. C’est exactement ce que permettent les corps finis… Si l’on utilise le plus simple d’entre eux – le corps à deux éléments notés [image: ] et [image: ] – on obtient bien 4 points de coordonnées : [image: ] [image: ] [image: ] et [image: ]. Les tables d’opérations8 de ce corps sont données par :
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			Une figure nous montre que nous avons alors 6 droites, passant chacune par exactement 2 des 4 points existants ; traduit en langage Dobble, nous avons créé un jeu de 4 cartes et 6 symboles, chaque symbole figurant sur 2 cartes.

			[image: ]

			Figure 9 – Dobble à 4 cartes et 6 symboles

			Attention ! Contrairement à ce que semble indiquer la figure, il n’y a pas de point à l’intersection des droites « diagonales », car nous avons volontairement limité notre plan à 4 points/cartes. En réalité, chacune des droites n’est constituée que des deux points par lesquels elle passe ! La représentation ci-dessus est donc trompeuse, mais confortable pour notre esprit habitué à la géométrie infinie « classique ».

			On peut également retrouver ces droites par leurs équations ; une droite du plan a pour équation [image: ] ou [image: ]. Chaque coefficient a, b ou c ne peut prendre que deux valeurs [image: ] ou [image: ] ; si on se rappelle que [image: ], on retrouve alors 6 équations correspondant à nos 6 droites ci-dessus :

			•[image: ] : droite qui passe par [image: ] et [image: ]

			•[image: ] : droite qui passe par [image: ] et [image: ]

			•[image: ] : droite qui passe par [image: ] et [image: ]

			•[image: ] : droite qui passe par [image: ] et [image: ]

			•[image: ] : droite qui passe par [image: ] et [image: ]

			•[image: ] : droite qui passe par [image: ] et [image: ]

			Mais, ce Dobble à 4 éléments peut être encore complété et cette fois c’est la géométrie projective qui va nous venir en aide – celle des points de fuite de la perspective ou de l’espace projeté sur la rétine de l’œil (voir à ce sujet le chap. 5 sect. 5). La géométrie projective considère que des droites parallèles se coupent mais en un point « situé » à l’infini – le point de fuite des peintres – et que l’ensemble de ces points forme alors une droite elle aussi « située » à l’infini – l’horizon des peintres et de notre œil !

			Dans notre géométrie à 4 cartes/points, nous avons 3 faisceaux de droites qui ne se coupent pas et qui sont donc « parallèles » entre elles : 
« plein » [image: ] « brique », « hachure » [image: ] « blanc » et, malgré les apparences, « traits » [image: ] « quadrillé ». Ces 3 faisceaux nous permettent donc de rajouter à notre géométrie 3 cartes/points « à l’infini » et 1 symbole/droite, également situé « à l’infini », qui les joint. On peut alors représenter cette nouvelle géométrie finie et projective, complétée par la droite « à l’infini », correspondant à un nouveau symbole [image: ] et rassemblant les 3 points/cartes sur lesquelles il apparaît :

			[image: ]

			Figure 10 – Dobble projectif

			Nous avons alors construit un Dobble à 7 cartes/points et 7 symboles/droites, plus riche que la version non projective, car il nécessite moins de symboles par rapport au nombre de cartes, et plus « symétrique », car il y a alors autant de cartes que de symboles.

			Revenons-en à notre « vrai » Dobble et ses 55 cartes. Sa construction est basée sur la même logique que ci-dessus, mais au lieu de partir du corps à 2 éléments on part cette fois du corps à 7 éléments ; 7 étant un nombre premier, ce corps est celui des entiers modulo 7 : [image: ]. En version non projective ce Dobble a alors [image: ] coordonnées possibles donc 49 cartes/points. Il a également 7 droites verticales et [image: ] droites d’équation [image: ] (7 possibilités pour a et 7 pour b) ; au total il a donc 56 symboles/droites.

			Malheureusement il serait trop compliqué de représenter la totalité de la géométrie de ce Dobble… à titre d’exemple, la figure ci-dessous « représente » les 49 points et les droites d’équations [image: ] et [image: ] :

			[image: ]

			Figure 11 – De drôles de droites…

			Les droites n’apparaissent plus « droites » mais on peut toujours identifier leurs points d’intersection9. Ici les deux droites se coupent en [image: ]. En effet, ces coordonnées vérifient bien les équations de nos deux droites : [image: ] et [image: ], si l’on se souvient que les calculs s’effectuent ici modulo 7.

			
				
					
				

			

			Reste enfin à compléter cette géométrie avec 1 symbole/droite à l’infini et les cartes/points correspondants aux faisceaux de parallèles : 1 carte/point à l’infini pour les droites verticales et 7 autres cartes/points à l’infini pour chacun des coefficients directeurs a possibles des droites d’équations [image: ] ; soit au total 8 nouvelles cartes/points.

			On obtient finalement un jeu à [image: ] symboles et [image: ] cartes.

			Ce jeu ainsi complété possède donc autant de cartes que de symboles (57), chaque symbole apparaît sur le même nombre de cartes (8 points par droite donc 8 cartes par symbole) et réciproquement chaque carte possède le même nombre de symboles (8 également10). Et, bien sûr, pour 2 cartes/points donnés il existe un et un seul symbole/droite commun !

			Ce à quoi on peut ajouter une dernière propriété « inattendue » : pour 2 symboles/droites donnés il existe une et une seule carte/point commune.

			Les lecteurs les plus avisés auront en effet remarqué que, dans ce Dobble issu d’une géométrie finie projective, à chaque propriété sur les cartes correspond la même propriété sur les symboles. C’est dû à la dualité de la géométrie projective qui en fait toute la puissance (voir encore une fois le chap. 5 sect. 5) !

			En revanche, pourquoi le jeu de Dobble du commerce ne comprend lui que 55 cartes au lieu des 57 attendues ? Voilà un mystère dont la réponse n’est, de toute évidence, pas du ressort des mathématiques…

			


				
					1. Tout comme les nombres d’ailleurs…

				

				
					2. La courbe formée par une corde – à sauter ou non – soumise à son seul poids et dont on fixe deux extrémités n’est évidemment pas une droite mais une chaînette : la détermination de son équation à l’aide d’exponentielles est un exercice classique de mécanique.

				

				
					3. Certains couples de points définissent cependant la même droite, ce n’est donc pas si simple. Pas de problème cependant dans le cas d’une géométrie « finie », comme celle du Dobble que nous découvrirons à la section 7.

				

				
					4. Il s’agit d’une version « équivalente » à celle d’Euclide, donnée par Proclus dans ses commentaires des Éléments.

				

				
					5. Ici, des parties « en un seul morceau » ou « connexes ».

				

				
					6. Ce faisant, on effectue un peu le chemin inverse d’Euclide dans ses Éléments, dont les premier et deuxième postulats traitent justement du segment existant entre deux points et de la possibilité de prolonger ce segment en une droite.

				

				
					7. Les mathématiques, la géométrie comme l’arithmétique, peuvent d’ailleurs être construites sur cette simple base d’ensembles et de relations entre eux !

				

				
					8. [image: ] peut représenter l’ensemble des nombres pairs et [image: ] celui des nombres impairs ; les résultats des opérations répondent alors aux questions du type : quelle est la parité de la somme de deux nombres pairs ?

				

				
					9. Rappelons que, dans notre géométrie finie, il n’y a rien entre deux points d’une même droite et que le trait qui les relie n’est qu’une commodité pour les représenter.

				

				
					10. Par un point passent exactement huit droites. Pensez aux coordonnées de ce point et aux équations possibles de droites qu’elles vérifient…

				

			

		


		
			CHAPITRE 2

			MESURES – DISTANCES ET ANGLES

			1	DistanceCOLLÈGE

			Alors que vous étiez encore des bébés et que vous essayiez d’attraper vos premiers objets ou, quelques mois plus tard, lorsque vous rampiez pour la première fois sur quelques mètres, vous commenciez déjà à ressentir la notion de distance : plus la distance à parcourir était longue plus l’effort à fournir était important ! Une fois un peu plus âgés, vous avez commencé à voir les distances – ou plutôt votre cerveau a commencé à analyser ce qu’il percevait : plus un objet était loin plus vous le voyiez petit !

			C’est donc de notre expérience que naît la notion de distance telle qu’elle apparaît dans la géométrie euclidienne. Notre expérience de l’espace qui nous entoure serait-elle différente que notre perception de la distance s’en trouverait probablement changée (voir à ce sujet quelques distances différentes de celle que nous connaissons à la section 3) !

			1 Distance entre deux pointsCOLLÈGE

			C’est donc notre expérience qui nous apprend que la distance la plus courte entre deux points est la ligne droite et que donc c’est en ligne droite que nous devons la mesurer, à l’aide d’une règle !

			Notre règle est également graduée et c’est la lecture de ces graduations qui nous permet de trouver la distance mesurée. On retrouve d’ailleurs dans ces graduations l’organisation des nombres – positifs – le long de la fameuse demi-droite des nombres :

			[image: ]

			Figure 12 – La règle graduée

			On y retrouve aussi les divisions décimales des nombres : si l’unité de mesure est le centimètre, on le divise en dix parties égales pour mesurer plus précisément et on obtient une nouvelle unité, le millimètre etc.

			Ainsi, chaque fois que l’on multiplie, ou que l’on divise, une unité de longueur par dix, on obtient une nouvelle unité. En partant du mètre, un préfixe grec permet de préciser le nombre de multiplications ou divisions décimales (on retrouve ces préfixes pour d’autres unités physiques) : « kilo » correspond à [image: ], « centi » à [image: ] etc.

			Pour passer d’une longueur exprimée dans une unité, à sa valeur exprimée dans une autre unité, on utilise alors un tableau de conversion :
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			On y écrit notre longueur en prenant soin que le chiffre des unités figure dans la colonne correspondant à l’unité de départ : par exemple, pour écrire 35,42 m dans le tableau ci-dessus, on place le chiffre 5 des unités dans la colonne des mètres.

			On peut alors transformer ce nombre en hectomètres ou en millimètres, en rajoutant si nécessaire des « 0 » à gauche ou à droite et en plaçant la virgule au bon endroit pour que le nouveau chiffre des unités figure dans la colonne de l’unité d’arrivée :

			[image: ]

			[image: ]

			L’utilisation du tableau de conversion évite les erreurs de calcul, lorsque l’on essaye mentalement de multiplier ou diviser par 10, 100, 1 000 etc. pour passer d’une unité à l’autre. Le même principe sera utilisé au chapitre 4, avec un ajustement dimensionnel, pour les aires à la section 1 et les volumes à la section 2.

			La distance entre deux points A et B mesure donc la longueur du segment [image: ] 
et est notée AB. Notons que la distance pour aller de A à B est « évidemment » égale à celle pour aller de B à A : la notion de distance est symétrique.

			Dès le début de cette sous-section, nous avons constaté par expérience que :

			Le chemin le plus court entre deux points est la ligne droite.

			Une conséquence directe de cette propriété s’appelle l’inégalité triangulaire et s’énonce ainsi :

			Pour trois points A, B, C, on a toujours : [image: ].

			[image: ]

			Figure 13 – Inégalité triangulaire

			Il s’agit d’une propriété, plus générale que la précédente, qui énonce à nouveau que la distance directe doit être la plus courte.

			La symétrie et l’inégalité triangulaire sont des propriétés fondamentales dans la notion de distance : nous les retrouverons aussi lorsque nous « inventerons » des distances plus étranges, comme à la section 3, ou lorsque nous définirons la distance à l’aide d’un produit scalaire entre vecteurs au chap. 7 sect. 4 ss-sect. 1…

			Enfin, en géométrie, deux segments de longueurs égales sont codés sur les figures par un symbole identique :

			[image: ]

			Figure 14 – Segments de mêmes longueurs

			2 CercleCOLLÈGE

			Si maintenant, on souhaite juste reporter sur une figure une distance sans en connaître la mesure, on peut remplacer la règle par une simple ficelle tendue… Si on fixe une extrémité de cette ficelle sur un point O et qu’on la fait tourner, on obtient tous les points qui sont situés à la même distance de O :

			[image: ]

			Figure 15 – Tracé de cercle

			On dit alors que tous ces points sont équidistants de O.

			Nous découvrons ainsi une nouvelle forme, complètement différente de celles que l’on peut tracer à la règle mais tellement « naturelle » : le cercle, une ligne qui n’est pas droite. Et nous découvrons également un nouvel outil, une fois la ficelle rudimentaire remplacée par une pointe et deux branches : le compas.

			Le cercle est donc la forme qui est naturellement associée à la notion de distance1 : l’ensemble des points situés à une même distance R d’un point donné O forme le cercle de centre O et de rayon R.

			L’existence de cette première figure « fermée » permet de délimiter deux parties du plan : les points situés à l’intérieur du cercle et ceux situés à l’extérieur2. Le lien qui existe entre cercle et distance s’étend également à ces deux parties : les points situés à l’intérieur sont exactement ceux qui sont à une distance inférieure à R du centre, ceux à l’extérieur à une distance supérieure à R.

			Une – légère – source de confusion3 provient du fait que les segments qui joignent le centre du cercle aux points du cercle portent le même nom de rayon que la mesure de leur longueur. Cette confusion existe aussi pour les segments, qui joignent deux points du cercle en passant par le centre, et que l’on nomme diamètres, le même nom que leur longueur, double du rayon.

			Un segment qui rejoint deux points du cercle est une corde, dont la longueur est nécessairement inférieure au diamètre. Enfin, comme pour les droites, si l’on prend une partie « en un seul morceau » du cercle, on obtient un arc de cercle :

			[image: ]

			Figure 16 – Géométrie élémentaire du cercle

			Comme pour les droites et les points, on peut définir des propriétés d’incidences entre cercles et points, à commencer par l’appartenance, ou pas, d’un point à un cercle. Deux cercles peuvent également se couper, définissant des points d’intersection. Contrairement aux droites, deux cercles sécants auront, le plus souvent, deux points d’intersection mais il existe un cas où ils n’en ont qu’un, on dit alors qu’ils sont tangents :



OEBPS/Images/H01_Eqn067.png





OEBPS/Images/H01_Eqn024.png





OEBPS/Images/H01_Eqn075.png
y=ax+hb





OEBPS/Images/H01_Eqn083.png
49 +8=757





OEBPS/Images/H01_Eqn059.png





OEBPS/Images/H01_Eqn008.png





OEBPS/Images/H01_Eqn022.png






OEBPS/Images/H01_Eqn065.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_16.png





OEBPS/Images/H01_Eqn026.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_8.png






OEBPS/Images/9782340100336.jpg
& SOLIDES

FIGURES

Victor Delétang






OEBPS/Images/H01_Eqn077.png





OEBPS/Images/H01_Eqn057.png





OEBPS/Images/H01_Eqn081.png





OEBPS/Images/H01_Eqn001.png
5X5





OEBPS/Images/Figures_Figure_1.png





OEBPS/Images/H01_Eqn050.png





OEBPS/Images/H01_Eqn063.png





OEBPS/Images/H01_Eqn020.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_14.png





OEBPS/Images/H01_Eqn028.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_2.png





OEBPS/Images/H01_Eqn010.png





OEBPS/Images/H01_Eqn053.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_11.png





OEBPS/Images/H01_Eqn012.png





OEBPS/Images/H01_Eqn087.png
35,42m = 35420 mm





OEBPS/Images/H01_Eqn047.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_4.png





OEBPS/Images/H01_Eqn004.png
16 +9 = 25





OEBPS/Images/H01_Eqn476.png





OEBPS/Images/2.png
Conception graphique couverture : Eric VIGIER
Conception graphique intérieur : Charline PINTO
Mise en pages : Nord Compo

ISBN 9782340-100336
Dépot 1égal : Décembre 2024

, DANGER
©Ellipses Edition Marketing S.A., 2024 PROTOCOPLLAGE
8/10 rue la Quintinie 75015 Paris

Le Code de la propriété intellectuelle n’autorisant, aux termes de I’article L. 122-5.2° et
3°a), d’une part, que les « copies ou reproductions strictement réservées a 1’usage privé
du copiste et non destinées a une utilisation collective », et d’autre part, que les analyses
et les courtes citations dans un but d’exemple et d’illustration, « toute représentation ou
reproduction intégrale ou partielle faite sans le consentement de I’auteur ou de ses ayants
droit ou ayants cause est illicite » (art. L. 122-4).

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit constituerait une
contrefagon sanctionnée par les articles L. 335-2 et suivants du Code de la propriété
intellectuelle.

TUELE LIVRE

www.editions-ellipses.fr





OEBPS/Images/H01_Eqn055.png





OEBPS/Images/H01_Eqn006.png
Ac(d)





OEBPS/Images/H01_Eqn085.png





OEBPS/Images/H01_Eqn079.png





OEBPS/Images/H01_Eqn023.png





OEBPS/Images/H01_Eqn072.png
Z[7Z





OEBPS/Images/H01_Eqn049.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_6.png
demi ~ droite [CD)
droite (AB)

segment (EF]





OEBPS/Images/Figures_Figure_7.png





OEBPS/Images/H01_Eqn007.png
Ad(d)





OEBPS/Images/Figures_Figure_15.png





OEBPS/Images/H01_Eqn066.png





OEBPS/Images/H01_Eqn068.png





OEBPS/Images/H01_Eqn025.png





OEBPS/Images/H01_Eqn475.png





OEBPS/Images/H01_Eqn074.png





OEBPS/Images/H01_Eqn082.png
56 +1=57





OEBPS/Images/H01_Eqn013.png





OEBPS/Images/1.jpg
FIGURES ET SOLIDES

De récits en théoremes

Victor Delétang





OEBPS/Images/H01_Eqn021.png
{A;B;C}





OEBPS/Images/H01_Eqn009.png





OEBPS/Images/H01_Eqn027.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_9.png





OEBPS/Images/H01_Eqn064.png





OEBPS/Images/H01_Eqn051.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_13.png






OEBPS/Images/H01_Eqn058.png





OEBPS/Images/H01_Eqn076.png





OEBPS/Images/H01_Eqn045.png





OEBPS/Images/H01_Eqn002.png
4x4=16





OEBPS/Images/H01_Eqn015.png





OEBPS/Images/H01_Eqn080.png





OEBPS/Images/H01_Eqn062.png





OEBPS/Images/H01_Eqn088.png





OEBPS/Images/H01_Eqn089.png
AB<AC+CB





OEBPS/Images/H01_Eqn046.png





OEBPS/Images/H01_Eqn003.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_3.png
*o





OEBPS/Images/H01_Eqn029.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_12.png
‘i] 141 Y Y L it A A i 0 M A ,l:,”&)







OEBPS/Images/H01_Eqn052.png





OEBPS/Images/H01_Eqn056.png





OEBPS/Images/H01_Eqn018.png





OEBPS/Images/H01_Eqn086.png
35,42m =0,3542hm





OEBPS/Images/H01_Eqn005.png





OEBPS/Images/H01_Eqn030.png
=]





OEBPS/Images/H01_Eqn078.png





OEBPS/Images/H01_Eqn048.png





OEBPS/Images/H01_Eqn073.png





OEBPS/Images/H01_Eqn060.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_5.png





OEBPS/Images/H01_Eqn071.png





OEBPS/Images/H01_Eqn011.png





OEBPS/Images/H01_Eqn084.png





OEBPS/Images/H01_Eqn054.png





OEBPS/Images/Figures_Figure_10.png





