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      INTRODUCTION
     
     
      Ces
     
     
      deux
     
     
      volumes,
     
     
      Méthodes
     
     
      résurgentes
     
     
      et
     
     
      Méthodes
     
     
      différentielles,
     
     
      réunissent
     
     
      les
     
     
      conférences
     
     
      du
     
     
      symposium
     
     
      franco-japonais
     
     
      sur
     
     
      “
     
     
      l'analyse
     
     
      algébrique
     
     
      des
     
     
      perturbations
     
     
      singulières
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      qui
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      réuni
     
     
      au
     
     
      CIRM
     
     
      à
     
     
      Marseille-Luminy,
     
     
      du
     
     
      20
     
     
      au
     
     
      26
     
     
      octobre
     
     
      1991.
     
     
      Elles
     
     
      portent
     
     
      sur
     
     
      l'utilisation
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      ressommation
     
     
      dans
     
     
      l'étude
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      et
     
     
      sur
     
     
      des
     
     
      sujets
     
     
      apparentés
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles.
     
     
      Voici
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      abord
     
     
      une
     
     
      présentation
     
     
      du
     
     
      sujet
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      thèmes
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      symposium.
     
     
      Dans
     
     
      son
     
     
      étude
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      hypergéométrique
     
     
      B.
     
     
      Riemann
     
     
      nous
     
     
      a
     
     
      montré
     
     
      comment
     
     
      la
     
     
      connaissance
     
     
      globale
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      configuration
     
     
      géométrique
     
     
      des
     
     
      singularités,
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      du
     
     
      prolongement
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      fonctions
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      domaine
     
     
      complexe
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      leur
     
     
      ramification,
     
     
      donne
     
     
      des
     
     
      renseignements
     
     
      profonds
     
     
      et
     
     
      très
     
     
      complets
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      problème.
     
     
      Le
     
     
      travail
     
     
      de
     
     
      Riemann
     
     
      en
     
     
      a
     
     
      inspiré
     
     
      beaucoup
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      autres,
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      à
     
     
      points
     
     
      singuliers
     
     
      (réguliers
     
     
      ou
     
     
      non).
     
     
      Les
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      à
     
     
      points
     
     
      singuliers
     
     
      généralisent
     
     
      naturellement
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équation
     
     
      hypergéométrique.
     
     
      On 
     
     
      sait
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      elles
     
     
      ont
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      suivante
     
     
      (qui
     
     
      pratiquement
     
     
      les
     
     
      caractérisent)
     
     
      :
     
     
      leurs
     
     
      solutions
     
     
      se 
     
     
      calculent
     
     
      comme
     
     
      sommes
     
     
      de
     
     
      séries
     
     
      convergentes
     
     
      dont
     
     
      les
     
     
      termes
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      “
     
     
      monômes
     
     
      ”
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      c
     
     
      z
     
     
      a
     
     
      (Log
     
     
      z)P
     
     
      (c=constante,
     
     
      ae
     
     
      C,
     
     
      p
     
     
      entier
     
     
      >0
     
     
      borné)
     
     
      ;
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Riemann-Hilbert
     
     
      montre
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      elles
     
     
      sont
     
     
      essentiellement
     
     
      caractérisées
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      façon
     
     
      dont
     
     
      elles
     
     
      se
     
     
      reproduisent
     
     
      quand
     
     
      on
     
     
      les
     
     
      prolonge
     
     
      le
     
     
      long
     
     
      de
     
     
      chemins
     
     
      fermés
     
     
      (monodromie).
     
     
      Les
     
     
      solutions
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      équations
     
     
      à
     
     
      points
     
     
      singuliers
     
     
      irréguliers
     
     
      admettent
     
     
      des
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      similaires,
     
     
      en
     
     
      monômes
     
     
      du
     
     
      type
     
     
      c
     
     
      e^*
     
     
      1
     
     
      ^
     
     
      z^og
     
     
      z)P
     
     
      (c
     
     
      constante,
     
     
      q
     
     
      polynôme,
     
     
      d
     
     
      entier
     
     
      >0,
     
     
      ae
     
     
      C,
     
     
      p
     
     
      entier
     
     
      >0
     
     
      borné)
     
     
      ;
     
     
      mais
     
     
      ces
     
     
      développements
     
     
      sont en
     
     
      général
     
     
      divergents
     
     
      ;
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      équations
     
     
      irrégulières
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      plus
     
     
      caractérisées
     
     
      par
     
     
      leur
     
     
      monodromie.
     
     
      Une
     
     
      part
     
     
      importante
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      à
     
     
      points
     
     
      singuliers
     
     
      réguliers
     
     
      a
     
     
      un
     
     
      analogue
     
     
      “
     
     
      à
     
     
      plusieurs
     
     
      variables
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles.
     
     
      Dans
     
     
      ces
     
     
      problèmes
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      Nilsson,
     
     
      qui
     
     
      généralisent
     
     
      les
     
     
      fonctions
     
     
      hypergéométriques,
     
     
      interviennent
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      fondamentale
     
     
      :
     
     
      rappelons
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      Nilsson,
     
     
      pour
     
     
      une
     
     
      hypersurface
     
     
      Y
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      analytique
     
     
      complexe
     
     
      X,
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      revêtement
     
     
      universel
     
     
      de
     
     
      X-Y
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      (i)
     
     
      les
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      différentes
     
     
      déterminations
     
     
      de
     
     
      f
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      X-Y
     
     
      engendrent
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      vectoriel
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie
     
     
      (ii)
     
     
      f 
     
     
      est
     
     
      “
     
     
      à
     
     
      croissance
     
     
      modérée
     
     
      ”
     
     
      le
     
     
      long
     
     
      de
     
     
      Y.
     
     
      Les
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      Nilsson
     
     
      interviennent
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      essentielle
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      du
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      Cauchy
     
     
      pour
     
     
      un
     
     
      opérateur
     
     
      hyperbolique,
     
     
      comme
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ont
     
     
      montré
     
     
      Petrovski
     
     
      et 
     
     
      J.
     
     
      Leray
     
     
      ;
     
     
      elles
     
     
      interviennent
     
     
      aussi
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles,
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      les
     
     
      solutions
     
     
      élémentaires
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      équations
     
     
      fondamentales
     
     
      comme
     
     
      l'équation
     
     
      des
     
     
      ondes
     
     
      ou
     
     
      l'équation
     
     
      de Laplace
     
     
      sont
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      de Nilsson.
     
     
      Vers
     
     
      les
     
     
      années
     
     
      1970
     
     
      les
     
     
      mathématiciens
     
     
      japonais
     
     
      M.
     
     
      Sato,
     
     
      T.
     
     
      Kawai,
     
     
      M.
     
     
      Kashiwara
     
     
      ont
     
     
      développé
     
     
      une
     
     
      théorie
     
     
      algébrique
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles,
     
     
      dont
     
     
      un
     
     
      des
     
     
      aspects
     
     
      les
     
     
      plus
     
     
      frappants
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      D-modules
     
     
      holonômes,
     
     
      qui
     
     
      généralise
     
     
      et
     
     
      met
     
     
      en
     
     
      lumière
     
     
      les
     
     
      aspects
     
     
      algébriques
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      Nilsson,
     
     
      ou
     
     
      de
     
     
      celle
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      connexions
     
     
      à
     
     
      points singuliers,
     
     
      réguliers
     
     
      ou
     
     
      irréguliers.
     
     
      Des
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      analogues
     
     
      à
     
     
      ceux
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      impliquent
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      au
     
     
      moyen
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      Nilsson,
     
     
      ou
     
     
      du
     
     
      même
     
     
      type
     
     
      mais
     
     
      divergents
     
     
      comme
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      équation
     
     
      à
     
     
      points
     
     
      singuliers
     
     
      irréguliers,
     
     
      interviennent
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équation
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      chaleur
     
     
      (dont
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      élémentaire
     
     
      a
     
     
      une
     
     
      propriété
     
     
      de
     
     
      finitude,
     
     
      ou
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      holonomie
     
     
      au
     
     
      sens
     
     
      ci-dessous,
     
     
      mais
     
     
      est
     
     
      “
     
     
      irrégulière
     
     
      ”
     
     
      i.e.
     
     
      ne
     
     
      remplit
     
     
      pas
     
     
      le
     
     
      condition
     
     
      de
     
     
      croissance
     
     
      modérée),
     
     
      et
     
     
      aussi
     
     
      dans
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      perturbation
     
     
      singulière,
     
     
      dont
     
     
      le
     
     
      modèle
     
     
      est
     
     
      l'équation
     
     
      de
     
     
      Schrôdinger
     
     
      -h
     
     
      2
     
     
      Af+V(x)f=Ef 
     
     
      (E=constante),
     
     
      dans
     
     
      lequel
     
     
      la
     
     
      constante
     
     
      de
     
     
      Planck
     
     
      h
     
     
      est
     
     
      considérée
     
     
      comme
     
     
      un
     
     
      “
     
     
      petit
     
     
      paramètre
     
     
      ”
     
     
      :
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      problème
     
     
      on
     
     
      cherche
     
     
      à
     
     
      décrire
     
     
      asymptotiquement
     
     
      en
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      h
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      de
     
     
      carré
     
     
      sommable
     
     
      (il
     
     
      est
     
     
      parfois
     
     
      commode
     
     
      de
     
     
      tout
     
     
      ramener
     
     
      au
     
     
      “
     
     
      grand
     
     
      paramètre
     
     
      ”
     
     
      x=l/h).
     
     
      La
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      holonômes,
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      opérations
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      elle
     
     
      décrit
     
     
      agréablement
     
     
      (comme
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      image
     
     
      directe
     
     
      ou
     
     
      intégrale
     
     
      le
     
     
      long
     
     
      des 
     
     
      fibres)
     
     
      permet
     
     
      de
     
     
      rendre
     
     
      compte
     
     
      agréablement
     
     
      des
     
     
      opérations
     
     
      algébriques
     
     
      rencontrées
     
     
      dans
     
     
      certaines
     
     
      (pas
     
     
      toutes)
     
     
      constructions
     
     
      relatives
     
     
      aux
     
     
      problèmes
     
     
      linéaires
     
     
      évoqués
     
     
      ci-dessus,
     
     
      comme
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      élémentaire
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      opérateurs
     
     
      familers,
     
     
      ou
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      du
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      Cauchy.
     
     
      Les
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      provenant
     
     
      des
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      perturbation
     
     
      singulière,
     
     
      bien
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      analogues,
     
     
      ne
     
     
      sont
     
     
      en
     
     
      général
     
     
      pas
     
     
      holonômes
     
     
      ;
     
     
      ils
     
     
      ont
     
     
      néanmoins
     
     
      souvent
     
     
      tendance
     
     
      à
     
     
      être
     
     
      “
     
     
      résurgent
     
     
      ”
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      situation
     
     
      est
     
     
      encore
     
     
      pire
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      problèmes
     
     
      non
     
     
      linéaires,
     
     
      pour
     
     
      lesquels
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      linéaire
     
     
      des
     
     
      modules
     
     
      holonômes
     
     
      généralement
     
     
      insuffisante,
     
     
      bien
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      puisse
     
     
      souvent
     
     
      construire
     
     
      des
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      analogues
     
     
      à
     
     
      ceux
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      linéaires
     
     
      irrégulières
     
     
      ci-dessus
     
     
      (mais
     
     
      encore
     
     
      plus
     
     
      généraux).
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      observé
     
     
      depuis
     
     
      longtemps
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      construits
     
     
      dans
     
     
      ces
     
     
      problèmes,
     
     
      même
     
     
      s'ils
     
     
      sont
     
     
      divergents,
     
     
      d'une
     
     
      part
     
     
      caractérisent
     
     
      complètement,
     
     
      ou
     
     
      avec
     
     
      une
     
     
      ambiguité
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      sait
     
     
      analyser,
     
     
      les
     
     
      solutions
     
     
      dont
     
     
      ils
     
     
      sont
     
     
      asymptote,
     
     
      et
     
     
      d'autre
     
     
      part
     
     
      donnent
     
     
      souvent
     
     
      une
     
     
      approximation
     
     
      remarquablement
     
     
      précise
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      quand
     
     
      on
     
     
      les
     
     
      somme
     
     
      jusqu'à
     
     
      leur
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      terme.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Plusieurs
     
     
      procédés
     
     
      de
     
     
      sommation
     
     
      (ou
     
     
      ressommation)
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      imaginés
     
     
      pour
     
     
      fabriquer
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      tels
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      une
     
     
      vraie
     
     
      fonction
     
     
      solution
     
     
      du
     
     
      problème.
     
     
      La
     
     
      théorie
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      de
     
     
      J.
     
     
      Ecalle
     
     
      fait
     
     
      une
     
     
      large
     
     
      synthèse
     
     
      de 
     
     
      ces
     
     
      procédés,
     
     
      et
     
     
      propose
     
     
      en
     
     
      même
     
     
      temps,
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      des
     
     
      dérivations
     
     
      étrangères,
     
     
      une
     
     
      analyse
     
     
      intelligible
     
     
      des
     
     
      ambiguités
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      ressommation
     
     
      lorsqu'il
     
     
      y
     
     
      en
     
     
      a,
     
     
      et
     
     
      aussi
     
     
      pour
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      problèmes,
     
     
      une
     
     
      collection
     
     
      “
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      invariants
     
     
      ”
     
     
      permettant
     
     
      une
     
     
      classification
     
     
      partielle
     
     
      ou
     
     
      complète
     
     
      dans
     
     
      des
     
     
      cas
     
     
      où
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      analyse
     
     
      classique
     
     
      était
     
     
      impuissante.
     
     
      Les
     
     
      méthodes
     
     
      de
     
     
      resommation
     
     
      de séries
     
     
      divergentes
     
     
      qui
     
     
      apparaissent
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      perturbations
     
     
      singulières
     
     
      suscitent
     
     
      maintenant
     
     
      un
     
     
      intérêt
     
     
      renouvelé,
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      grâce
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      de
     
     
      J.
     
     
      Ecalle.
     
     
      A
     
     
      propos
     
     
      de
     
     
      l'analyse
     
     
      WKB
     
     
      faite
     
     
      par
     
     
      A.
     
     
      Voros
     
     
      de
     
     
      l'oscillateur
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      dimension,
     
     
      M.
     
     
      Sato
     
     
      remarqua,
     
     
      au
     
     
      cours
     
     
      d'une
     
     
      conférence
     
     
      de
     
     
      F.
     
     
      Pham
     
     
      lors
     
     
      d'un
     
     
      congrès
     
     
      tenu
     
     
      à
     
     
      Delphes
     
     
      en
     
     
      Septembre
     
     
      1989,
     
     
      un
     
     
      phénomène
     
     
      intriguant.
     
     
      Ceci
     
     
      l'incita,
     
     
      avec 
     
     
      T.
     
     
      Kawai,
     
     
      K.
     
     
      Uchimaya
     
     
      à
     
     
      avoir
     
     
      avec
     
     
      F.
     
     
      Pham
     
     
      des
     
     
      échanges
     
     
      fréquents
     
     
      à
     
     
      propos
     
     
      du
     
     
      calcul
     
     
      étranger,
     
     
      et
     
     
      a 
     
     
      été
     
     
      le
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      départ
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      symposium
     
     
      franco-japonais
     
     
      sur
     
     
      l'analyse
     
     
      algébrique
     
     
      des
     
     
      perturbations
     
     
      singulières.
     
     
      Nos
     
     
      collègues
     
     
      japonais
     
     
      ont
     
     
      remarqué
     
     
      que
     
     
      l'analyse
     
     
      de
     
     
      Voros
     
     
      a
     
     
      de
     
     
      larges
     
     
      applications
     
     
      :
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      monodromique
     
     
      globale
     
     
      d'une
     
     
      équation
     
     
      différentielle
     
     
      ordinaire
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      déterminée
     
     
      “
     
     
      explicitement
     
     
      ”
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      technique
     
     
      WKB
     
     
      développée
     
     
      par
     
     
      Voros.
     
     
      Un
     
     
      des
     
     
      buts
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      symposium
     
     
      était
     
     
      de
     
     
      combiner
     
     
      ceci
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      systèmes
     
     
      intégrables
     
     
      non-linéaires
     
     
      développée
     
     
      par
     
     
      M.
     
     
      Sato,
     
     
      et 
     
     
      l'étude
     
     
      semi-classique
     
     
      des 
     
     
      opérateurs
     
     
      de
     
     
      Schrôdinger
     
     
      de
     
     
      A.
     
     
      Voros,
     
     
      J.
     
     
      Zinn-Justin
     
     
      ou
     
     
      J.
     
     
      Sjôstrand.
     
     
      Un
     
     
      aspect
     
     
      important
     
     
      des
     
     
      perturbations
     
     
      singulières
     
     
      est
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      coefficients
     
     
      des
     
     
      séries
     
     
      asymptotiques
     
     
      qui
     
     
      en
     
     
      résultent
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      calculés
     
     
      algébriquement.
     
     
      Comme
     
     
      nous
     
     
      l'avons
     
     
      dit
     
     
      ces
     
     
      séries
     
     
      sont
     
     
      en
     
     
      général
     
     
      divergentes,
     
     
      et
     
     
      ceci
     
     
      est
     
     
      sans
     
     
      doute
     
     
      une
     
     
      des
     
     
      principales
     
     
      raisons
     
     
      pour
     
     
      lesquelles
     
     
      les
     
     
      mathématiciens
     
     
      s'en
     
     
      sont
     
     
      peu
     
     
      occupées
     
     
      jusqu'à
     
     
      présent.
     
     
      Mais
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      n'est
     
     
      en
     
     
      réalité
     
     
      qu'apparent
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      études
     
     
      récentes
     
     
      faites
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      Français
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      Japonais
     
     
      des
     
     
      perturbations
     
     
      singulières
     
     
      devraient
     
     
      porter
     
     
      fruit.
     
     
      Nous
     
     
      espérons
     
     
      que
     
     
      ces
     
     
      actes
     
     
      du
     
     
      colloque
     
     
      contribueront
     
     
      à
     
     
      mettre
     
     
      ceci
     
     
      en
     
     
      évidence,
     
     
      et
     
     
      inciteront
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      collaboration
     
     
      poursuivie
     
     
      et
     
     
      intensifiée
     
     
      entre
     
     
      les
     
     
      parties
     
     
      concernées.
     
     
      Le
     
     
      symposium
     
     
      franco-japonais
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      analyse
     
     
      algébrique
     
     
      des
     
     
      perturbations
     
     
      singulières
     
     
      a
     
     
      accueilli
     
     
      une
     
     
      quarantaine
     
     
      de
     
     
      participants,
     
     
      principalement
     
     
      français
     
     
      et
     
     
      japonais,
     
     
      qui 
     
     
      se
     
     
      sont
     
     
      réunis
     
     
      au
     
     
      CIRM
     
     
      (université
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      Aix-Marseille
     
     
      n,
     
     
      Luminy
     
     
      )
     
     
      du
     
     
      20
     
     
      au
     
     
      26
     
     
      octobre
     
     
      1991,
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      donné
     
     
      lieu
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      vingtaine
     
     
      de
     
     
      conférences
     
     
      ou
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      “
     
     
      ateliers
     
     
      ”
     
     
      portant
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      étranger,
     
     
      les
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      valeurs
     
     
      propres,
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      structure
     
     
      monodromique,
     
     
      l'analyse
     
     
      semi-classique
     
     
      de 
     
     
      l'opérateur
     
     
      de
     
     
      Schrôdinger,
     
     
      les
     
     
      systèmes
     
     
      non
     
     
      linéaires
     
     
      intégrables
     
     
      etc.
     
     
      Nous
     
     
      regroupons
     
     
      dans
     
     
      ces
     
     
      deux
     
     
      volumes
     
     
      les
     
     
      conférences
     
     
      qui
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      rédigées.
     
     
      Bien
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      exposés
     
     
      aient
     
     
      tous
     
     
      été
     
     
      faits
     
     
      en
     
     
      anglais
     
     
      pour
     
     
      ne
     
     
      pas
     
     
      gêner
     
     
      les
     
     
      participants
     
     
      japonais,
     
     
      certaines
     
     
      des
     
     
      rédactions
     
     
      présentes
     
     
      sont
     
     
      en
     
     
      français,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      nous
     
     
      l'espérons
     
     
      ne
     
     
      gênera
     
     
      personne
     
     
      aussi
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      longtemps
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      mathématique
     
     
      reste
     
     
      la
     
     
      seule
     
     
      discipline
     
     
      scientifique
     
     
      qui
     
     
      soit
     
     
      encore
     
     
      lue
     
     
      et
     
     
      entendue
     
     
      en
     
     
      français
     
     
      à
     
     
      l'étranger.
     
     
      Les
     
     
      exposés
     
     
      retenus
     
     
      se
     
     
      regroupent
     
     
      sous
     
     
      plusieurs
     
     
      thèmes
     
     
      :
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      premier
     
     
      volume,
     
     
      Méthodes
     
     
      Résurgentes
     
     
      nous
     
     
      avons
     
     
      regroupé
     
     
      les
     
     
      exposés
     
     
      qui
     
     
      relèvent
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      nettement
     
     
      des 
     
     
      méthodes
     
     
      résurgentes.
     
     
      Il
     
     
      s'agit
     
     
      des
     
     
      exposés
     
     
      de
     
     
      caractère
     
     
      fondamental
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      (Ecalle,
     
     
      Delabaere),
     
     
      de 
     
     
      ceux
     
     
      qui
     
     
      utilisent
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      fondamentale
     
     
      pour
     
     
      décrire
     
     
      un
     
     
      phénomène
     
     
      physique
     
     
      (Zinn-Justin)
     
     
      ou
     
     
      mathématique
     
     
      :
     
     
      ainsi
     
     
      les
     
     
      participants
     
     
      japonais,
     
     
      en
     
     
      partie
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      des
     
     
      conversations
     
     
      avec
     
     
      F.
     
     
      Pham
     
     
      mentionnées
     
     
      plus
     
     
      haut,
     
     
      nous
     
     
      ont
     
     
      décrit
     
     
      leur
     
     
      point
     
     
      de 
     
     
      vue
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      dépendant
     
     
      d'un
     
     
      grand
     
     
      (ou
     
     
      petit)
     
     
      paramètre,
     
     
      lorsque
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      dépend
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      résurgente
     
     
      du
     
     
      paramètre
     
     
      (ce
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      en
     
     
      gros
     
     
      toujours
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      pour
     
     
      les 
     
     
      équations
     
     
      à
     
     
      coefficients
     
     
      polynomiaux)
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      leur
     
     
      conception
     
     
      des
     
     
      lignes
     
     
      de
     
     
      Stokes
     
     
      qui
     
     
      interviennent
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      asymptotique
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      d'équations
     
     
      différentielles
     
     
      dépendant
     
     
      d'un
     
     
      grand
     
     
      paramètre
     
     
      et
     
     
      comment
     
     
      ils
     
     
      sont
     
     
      amenés
     
     
      à
     
     
      faire
     
     
      jouer
     
     
      un
     
     
      rôle
     
     
      à
     
     
      de
     
     
      nouveaux
     
     
      “
     
     
      points
     
     
      tournants
     
     
      ”
     
     
      (qui
     
     
      n'en
     
     
      sont pas
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      ordinaire)
     
     
      pour
     
     
      mieux
     
     
      rendre
     
     
      compte
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      géométrie
     
     
      des
     
     
      lignes
     
     
      de
     
     
      Stokes
     
     
      ;
     
     
      aussi
     
     
      comment
     
     
      les
     
     
      méthodes
     
     
      de
     
     
      resommation
     
     
      fournissent
     
     
      une
     
     
      formulation
     
     
      exacte
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      monodromie
     
     
      d'une
     
     
      équation
     
     
      différentielle
     
     
      (Aoki,
     
     
      Kawai,
     
     
      Takei,
     
     
      Majima,
     
     
      Uchiyama)
     
     
      ;
     
     
      enfin
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      des
     
     
      edp
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      classes
     
     
      de
     
     
      Gevrey
     
     
      (H.
     
     
      Komatsu).
     
     
      Le
     
     
      deuxième
     
     
      volume,
     
     
      Méthodes
     
     
      Différentielles,
     
     
      regroupe
     
     
      les
     
     
      exposés
     
     
      dont
     
     
      le
     
     
      thème
     
     
      est
     
     
      immédiatement
     
     
      lié
     
     
      à
     
     
      ceux
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      résurgence,
     
     
      sans
     
     
      nécessairement
     
     
      utiliser
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      aussi
     
     
      directe
     
     
      les
     
     
      techniques
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      :
     
     
      fondements
     
     
      physiques
     
     
      (Voros),
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      D-modules
     
     
      holonômes
     
     
      (B.
     
     
      Malgrange),
     
     
      asymptotique
     
     
      semi-classique
     
     
      (J.
     
     
      Sjôstrand),
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      hyperboliques
     
     
      et
     
     
      du
     
     
      prolongement
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      domaine
     
     
      complexe
     
     
      de
     
     
      leurs
     
     
      solutions
     
     
      (J.
     
     
      Leray,
     
     
      J. 
     
     
      Vaillant,
     
     
      C.
     
     
      Wagschal).
     
     
      Notre
     
     
      président
     
     
      d'honneur
     
     
      J.
     
     
      Leray
     
     
      nous
     
     
      a
     
     
      fait
     
     
      lire
     
     
      sa
     
     
      commu
     
     
      ɐ
     
     
      nication
     
     
      sur
     
     
      ses
     
     
      travaux
     
     
      récents
     
     
      avec
     
     
      Y.
     
     
      Hamada
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      problèmes
     
     
      de
     
     
      Goursat
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      Cauchy
     
     
      ramifiés,
     
     
      qui
     
     
      prolongent
     
     
      ses
     
     
      travaux
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      Cauchy,
     
     
      et
     
     
      sont
     
     
      à
     
     
      l'origine
     
     
      de
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      problèmes 
     
     
      de
     
     
      prolongement
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      domaine 
     
     
      complexe 
     
     
      qui
     
     
      motivent
     
     
      ce
     
     
      symposium.
     
     
      Nous
     
     
      remercions
     
     
      le 
     
     
      JSPS,
     
     
      le
     
     
      CNRS,
     
     
      le 
     
     
      CI
     
     
      RM
     
     
      et
     
     
      l'Université
     
     
      de
     
     
      Paris
     
     
      VI
     
     
      qui
     
     
      ont
     
     
      contribué
     
     
      au
     
     
      financement
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      rencontre
     
     
      et 
     
     
      l'ont 
     
     
      rendue
     
     
      possible.
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      RÉSUMÉS
     
     
      T.
     
     
      Aoki,
     
     
      T.
     
     
      Kawai,
     
     
      Y.
     
     
      Takei
     
     
      -
     
     
      New
     
     
      turning
     
     
      points
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      exact
     
     
      WKB
     
     
      analysis
     
     
      for
     
     
      higher-
     
     
      order
     
     
      ordinary
     
     
      differential
     
     
      equations.
     
     
      Dans
     
     
      cet
     
     
      article
     
     
      Aoki,
     
     
      Kawai
     
     
      et
     
     
      Takei
     
     
      généralisent
     
     
      aux
     
     
      équations
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      ordre
     
     
      supérieur
     
     
      la
     
     
      méthode
     
     
      de
     
     
      Voros,
     
     
      qui
     
     
      utilise
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      d'Ecalle
     
     
      pour
     
     
      étudier
     
     
      une
     
     
      équation
     
     
      différentielle
     
     
      du
     
     
      second
     
     
      ordre
     
     
      dépendant
     
     
      d'un
     
     
      petit
     
     
      paramètre
     
     
      h
     
     
      (ou
     
     
      d'un
     
     
      grand
     
     
      paramètre
     
     
      X=l/h).
     
     
      L'étude
     
     
      d'une
     
     
      équation
     
     
      d'ordre
     
     
      3
     
     
      +
     
     
      3a(x)
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      ^
     
     
      +
     
     
      b(x)
     
     
      X,
     
     
      3
     
     
      (qu'on
     
     
      associe
     
     
      à
     
     
      l'équation
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles
     
     
      qu'on
     
     
      obtient
     
     
      en
     
     
      remplaçant
     
     
      X
     
     
      par
     
     
      g-
     
     
      )
     
     
      les
     
     
      amène
     
     
      à
     
     
      définir
     
     
      de
     
     
      nouveaux
     
     
      “
     
     
      points
     
     
      tournants
     
     
      ”
     
     
      pour
     
     
      ces
     
     
      problèmes.
     
     
      Ceux-ci
     
     
      ne
     
     
      relèvent
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      usuelle
     
     
      (points
     
     
      initiaux
     
     
      de
     
     
      lignes
     
     
      de
     
     
      Stokes)
     
     
      et
     
     
      correspondent
     
     
      plutôt
     
     
      aux
     
     
      points
     
     
      de
     
     
      self-
     
     
      intersection
     
     
      des
     
     
      bicaractéristiques
     
     
      complexes
     
     
      du
     
     
      problème
     
     
      ;
     
     
      mais
     
     
      ils 
     
     
      jouent
     
     
      un
     
     
      rôle
     
     
      similaire
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      asymptotique
     
     
      et
     
     
      géométrique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      monodromie.
     
     
      E.
     
     
      Delabaere
     
     
      - 
     
     
      A
     
     
      glance
     
     
      at
     
     
      the
     
     
      resurgence
     
     
      of
     
     
      Voros.
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      court
     
     
      article
     
     
      Delabaere
     
     
      fait
     
     
      une
     
     
      revue
     
     
      du
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      vue
     
     
      qu'il
     
     
      a
     
     
      développé
     
     
      avec
     
     
      F.
     
     
      Pham
     
     
      et
     
     
      H.
     
     
      Dillinger
     
     
      pour
     
     
      étudier
     
     
      la
     
     
      “
     
     
      résurgence
     
     
      de
     
     
      Voros”
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      groupe
     
     
      des
     
     
      symboles
     
     
      de
     
     
      Voros,
     
     
      qui
     
     
      se
     
     
      présentent
     
     
      dans
     
     
      l'étude
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      équation
     
     
      de
     
     
      Schrôdinger
     
     
      en
     
     
      dimension
     
     
      1.
     
     
      Ce
     
     
      texte
     
     
      décrit
     
     
      les
     
     
      résultats
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      techniques
     
     
      du
     
     
      livre
     
     
      de
     
     
      Pham,
     
     
      Delabaere
     
     
      et
     
     
      Dillinger.
     
     
      J.
     
     
      Ecalle
     
     
      -
     
     
      Convolution
     
     
      pondérée
     
     
      et
     
     
      résurgence 
     
     
      attachée
     
     
      aux
     
     
      perturbations
     
     
      singulières.
     
     
      Il
     
     
      s'agit
     
     
      d'un
     
     
      article
     
     
      de
     
     
      fondement
     
     
      original
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      calcul
     
     
      résurgent,
     
     
      dans
     
     
      lequel
     
     
      Ecalle
     
     
      distingue
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      équationnelle,
     
     
      qui
     
     
      se
     
     
      produit
     
     
      pour
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      formelles
     
     
      divergentes,
     
     
      mais
     
     
      résurgentes
     
     
      d'équations
     
     
      locales
     
     
      (différentielles,
     
     
      fonctionnelles,
     
     
      ...)
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      coéquationnelle,
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      par
     
     
      rapport
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      paramètre
     
     
      (tel
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      constante
     
     
      de 
     
     
      Planck)
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      solution
     
     
      d'une
     
     
      équation
     
     
      locale
     
     
      dépendant
     
     
      du
     
     
      paramètre,
     
     
      pour
     
     
      lesquels
     
     
      Ecalle
     
     
      définit
     
     
      les
     
     
      monômes
     
     
      principaux
     
     
      qui
     
     
      entreront
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      développements
     
     
      résurgents
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      décrit
     
     
      les
     
     
      propriétés
     
     
      :
     
     
      “
     
     
      Les
     
     
      équations
     
     
      différentielles
     
     
      singulières
     
     
      ont
     
     
      généralement
     
     
      des
     
     
      solutions
     
     
      formelles
     
     
      divergentes
     
     
      mais
     
     
      résurgentes.
     
     
      Plus
     
     
      précisément,
     
     
      selon
     
     
      qu'on
     
     
      développe
     
     
      ces
     
     
      solutions
     
     
      en
     
     
      série
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      variable
     
     
      ou
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      paramètre
     
     
      de
     
     
      perturbation
     
     
      singulière,
     
     
      on
     
     
      se
     
     
      heurte
     
     
      à
     
     
      deux
     
     
      types
     
     
      de
     
     
      résurgence
     
     
      distinctes
     
     
      quoique
     
     
      “duales
     
     
      ”
     
     
      :
     
     
      les
     
     
      résurgences
     
     
      équationnelles
     
     
      et
     
     
      coéquationnelles.
     
     
      Cet
     
     
      article
     
     
      étudie
     
     
      leurs
     
     
      rapports
     
     
      à
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      aide
     
     
      de
     
     
      quatre
     
     
      familles
     
     
      de
     
     
      monômes
     
     
      de
     
     
      résurgence,
     
     
      construits
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      autant
     
     
      de
     
     
      convolutions
     
     
      pondérées
     
     
      et
     
     
      permettant
     
     
      à
     
     
      leur
     
     
      tour
     
     
      de 
     
     
      “
     
     
      tout
     
     
      ”
     
     
      exprimer.
     
     
      Il
     
     
      s
     
     
      ’
     
     
      avère
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      résurgence
     
     
      coéquationnelle
     
     
      possède
     
     
      sa
     
     
      structure
     
     
      propre,
     
     
      régie
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      coefficients
     
     
      tes
     
     
      w
     
     
      dits
     
     
      de
     
     
      tessellation,
     
     
      qui
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      constantes
     
     
      par
     
     
      morceaux
     
     
      sur
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      symplectique
     
     
      C
     
     
      2r
     
     
      ”
     
     
      .
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      T.
     
     
      Kawai,
     
     
      Y.
     
     
      Takei
     
     
      -
     
     
      Secular
     
     
      equations
     
     
      through
     
     
      the
     
     
      exact
     
     
      WKB
     
     
      analysis.
     
     
      Dans
     
     
      cet
     
     
      article
     
     
      Kawai
     
     
      et
     
     
      Takei
     
     
      s'intéressent
     
     
      au
     
     
      travail
     
     
      de
     
     
      Bender
     
     
      et
     
     
      Wu
     
     
      sur
     
     
      l'oscillateur
     
     
      anharmonique
     
     
      et
     
     
      leur
     
     
      méthode 
     
     
      d'étude
     
     
      de
     
     
      l'équation
     
     
      séculaire
     
     
      :
     
     
      ce
     
     
      problème
     
     
      peut
     
     
      se
     
     
      reformuler
     
     
      comme
     
     
      l'étude
     
     
      d'une
     
     
      équation
     
     
      dépendant
     
     
      d'un
     
     
      grand
     
     
      paramètre
     
     
      du
     
     
      type
     
     
      étudié
     
     
      par
     
     
      Aoki-
     
     
      Kawai-Takei,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      permet
     
     
      d'utiliser
     
     
      les
     
     
      méthodes
     
     
      résurgentes.
     
     
      Comme
     
     
      le
     
     
      premier
     
     
      article,
     
     
      celui-ci
     
     
      illustre
     
     
      bien
     
     
      les
     
     
      idées
     
     
      de
     
     
      ressommation
     
     
      de
     
     
      développements
     
     
      asymptotiques
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      résurgence
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      différentielles.
     
     
      H.
     
     
      Komatsu
     
     
      -
     
     
      Growth
     
     
      order
     
     
      of
     
     
      holomorphic
     
     
      solutions
     
     
      of
     
     
      linear
     
     
      partial
     
     
      differential
     
     
      equation.
     
     
      Dans
     
     
      cet
     
     
      article
     
     
      H.
     
     
      Komatsu
     
     
      rappelle
     
     
      la
     
     
      définition
     
     
      de
     
     
      l'irrégularité
     
     
      pour
     
     
      une
     
     
      équation
     
     
      différentielle
     
     
      et
     
     
      montre 
     
     
      comment
     
     
      celle-ci
     
     
      se
     
     
      généralise
     
     
      aux 
     
     
      équations
     
     
      ou
     
     
      systèmes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles,
     
     
      en
     
     
      relation
     
     
      avec
     
     
      l'étude
     
     
      de
     
     
      la 
     
     
      croissance
     
     
      ou
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      régularité
     
     
      Gevrey
     
     
      des
     
     
      solutions.
     
     
      K.
     
     
      Uchiyama
     
     
      -
     
     
      On
     
     
      an
     
     
      example
     
     
      ofVoros
     
     
      analysis
     
     
      in
     
     
      complex
     
     
      WKB
     
     
      theory.
     
     
      Etude
     
     
      de
     
     
      deux
     
     
      exemples
     
     
      significatifs
     
     
      d'équations
     
     
      différentielles
     
     
      (l'oscillateur
     
     
      d
     
     
      2
     
     
      n
     
     
      2
     
     
      d
     
     
      3
     
     
      9
     
     
      d
     
     
      9
     
     
      harmonique^?
     
     
      *
     
     
      x
     
     
      (4
     
     
      -
     
     
      1)
     
     
      et
     
     
      l'équation
     
     
      du
     
     
      troisième
     
     
      ordre
     
     
      +
     
     
      3x
     
     
      z
     
     
      ^
     
     
      -
     
     
      ix
     
     
      J
     
     
      q)
     
     
      par
     
     
      lesquels
     
     
      Uchimaya
     
     
      illustre
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      de
     
     
      Voros
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      signification
     
     
      des
     
     
      nouveaux
     
     
      points
     
     
      tournants
     
     
      présentées
     
     
      dans
     
     
      l'article
     
     
      de
     
     
      Aoki,
     
     
      Kawai,
     
     
      Takei.
     
     
      J.
     
     
      Zinn-Justin 
     
     
      -
     
     
      From
     
     
      instantons
     
     
      to
     
     
      exact
     
     
      results.
     
     
      Cet
     
     
      article
     
     
      décrit
     
     
      des
     
     
      conjectures
     
     
      formulées
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      quelques
     
     
      années
     
     
      à
     
     
      propos
     
     
      des
     
     
      développements
     
     
      semi-classiques
     
     
      exacts
     
     
      aux
     
     
      bas
     
     
      niveaux
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      énergie
     
     
      (h
     
     
      —
     
     
      >0,
     
     
      énergies
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ordre
     
     
      de
     
     
      grandeur
     
     
      de
     
     
      h),
     
     
      et
     
     
      explique
     
     
      leurs
     
     
      relations
     
     
      et
     
     
      leurs
     
     
      différences
     
     
      avec
     
     
      les
     
     
      développements
     
     
      WKB
     
     
      correspondants,
     
     
      valables
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      grandes
     
     
      énergies
     
     
      ;
     
     
      (cette
     
     
      correspondance
     
     
      est
     
     
      précisée
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      calculs
     
     
      explicites
     
     
      en
     
     
      appendice).
     
     
      Il
     
     
      montre
     
     
      comment
     
     
      ces
     
     
      conjectures
     
     
      résultent
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      une
     
     
      évaluation
     
     
      de
     
     
      contributions
     
     
      “
     
     
      multi-instanton
     
     
      ”
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      description
     
     
      en
     
     
      termes
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      intégrales
     
     
      fonctionnelles
     
     
      de
     
     
      mécanique
     
     
      quantique.
     
     
      Lorsque
     
     
      le
     
     
      potentiel
     
     
      présente
     
     
      des
     
     
      minima
     
     
      dégénérés,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      des
     
     
      séries
     
     
      perturbatives
     
     
      non
     
     
      resommables
     
     
      au
     
     
      sens
     
     
      de
     
     
      Borel,
     
     
      et
     
     
      la
     
     
      barrière
     
     
      de
     
     
      pénétration
     
     
      engendre
     
     
      des
     
     
      contributions
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      ordre
     
     
      de
     
     
      exp(-const/h)
     
     
      dont
     
     
      on
     
     
      doit
     
     
      tenir
     
     
      compte
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      développement,
     
     
      de
     
     
      sorte
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      reconstruction
     
     
      des
     
     
      bas
     
     
      niveaux
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      énergie
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      de
     
     
      leurs
     
     
      développements
     
     
      pose
     
     
      un
     
     
      problèmenon
     
     
      trivial.
     
     
      Les
     
     
      conjectures
     
     
      en
     
     
      question
     
     
      donnent
     
     
      un
     
     
      procédé
     
     
      systématique
     
     
      pour
     
     
      reconstruire
     
     
      un
     
     
      niveau
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      énergie
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      un
     
     
      développement
     
     
      asymptotique
     
     
      contenant
     
     
      des
     
     
      puissances
     
     
      de
     
     
      h,
     
     
      log
     
     
      h
     
     
      et
     
     
      exp(-const/h).
     
     
      On
     
     
      conjecture
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      séries
     
     
      formelles
     
     
      qui
     
     
      apparaissent
     
     
      sont
     
     
      engendrées
     
     
      par
     
     
      deux
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      entre
     
     
      elles,
     
     
      qu
     
     
      ’
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      déduire
     
     
      par
     
     
      une
     
     
      transformation
     
     
      convenable
     
     
      des
     
     
      développements
     
     
      WKB
     
     
      correspondants.
     
     
      La
     
     
      relation
     
     
      avec
     
     
      les
     
     
      développements
     
     
      WKB
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      est
     
     
      pas
     
     
      complètement
     
     
      triviale
     
     
      -
     
     
      en
     
     
      fait
     
     
      cette
     
     
      étude
     
     
      est
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      analogue
     
     
      semi-classique
     
     
      de
     
     
      l
     
     
      ’
     
     
      étude
     
     
      de
     
     
      singularités
     
     
      confluentes
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      équations
     
     
      différentielles.
     
     
      Plusieurs
     
     
      des
     
     
      conjectures
     
     
      décrites
     
     
      ici
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      expliquées
     
     
      et
     
     
      démontrées
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cadre
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      d
     
     
      ’
     
     
      Ecalle
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      résurgentes.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      ABSTRACTS
     
     
      T.
     
     
      Aoki,
     
     
      T.
     
     
      Kawai,
     
     
      Y.
     
     
      Takei
     
     
      -
     
     
      New
     
     
      turning
     
     
      points
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      exact
     
     
      WKB
     
     
      analysis
     
     
      for
     
     
      higher-
     
     
      order
     
     
      ordinary
     
     
      differential
     
     
      equations.
     
     
      In
     
     
      this
     
     
      article
     
     
      Aoki,
     
     
      Kawai
     
     
      and
     
     
      Takei
     
     
      extend
     
     
      to
     
     
      higher-order
     
     
      ordinary
     
     
      differential
     
     
      equations
     
     
      the
     
     
      exact
     
     
      WKB
     
     
      method
     
     
      developed
     
     
      by
     
     
      Voros,
     
     
      using
     
     
      Ecalle's
     
     
      resurgence
     
     
      theory,
     
     
      to
     
     
      study
     
     
      second
     
     
      order
     
     
      differential
     
     
      equations
     
     
      with
     
     
      a
     
     
      small
     
     
      parameter
     
     
      h
     
     
      (or
     
     
      a
     
     
      large
     
     
      parameter
     
     
      X=l/h).
     
     
      The
     
     
      study
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      third
     
     
      order
     
     
      differential
     
     
      equation
     
     
      +
     
     
      3a(x)
     
     
      X
     
     
      2
     
     
      ^
     
     
      +
     
     
      b(x)
     
     
      X.
     
     
      3
     
     
      (to
     
     
      which
     
     
      one
     
     
      associates
     
     
      a
     
     
      partial
     
     
      differential
     
     
      equation
     
     
      replacing
     
     
      X
     
     
      by^-)
     
     
      leads
     
     
      them
     
     
      to
     
     
      define
     
     
      “
     
     
      new
     
     
      turning
     
     
      points
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      which
     
     
      do
     
     
      not
     
     
      enter
     
     
      the
     
     
      usual
     
     
      definition:
     
     
      they
     
     
      are
     
     
      not
     
     
      initial
     
     
      points
     
     
      of
     
     
      Stoke's
     
     
      lines
     
     
      but
     
     
      rather
     
     
      self
     
     
      intersections
     
     
      of 
     
     
      complex
     
     
      bicharacteristics;
     
     
      however
     
     
      they
     
     
      play
     
     
      a
     
     
      similar
     
     
      and
     
     
      important
     
     
      role
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      geometrical
     
     
      description
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      asymptotic
     
     
      monodromy.
     
     
      The
     
     
      analysis
     
     
      also
     
     
      leads
     
     
      to
     
     
      exact
     
     
      ressummation
     
     
      formulas
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      monodromy
     
     
      of
     
     
      differential
     
     
      equations.
     
     
      E.
     
     
      Delabaere
     
     
      -
     
     
      A
     
     
      glance
     
     
      at
     
     
      the
     
     
      resurgence
     
     
      of
     
     
      Voros.
     
     
      In
     
     
      this
     
     
      short
     
     
      paper
     
     
      Delabaere
     
     
      reviews
     
     
      the
     
     
      point
     
     
      of
     
     
      view
     
     
      he
     
     
      has
     
     
      developed
     
     
      with
     
     
      F.
     
     
      Pham
     
     
      and
     
     
      H.
     
     
      Dillinger
     
     
      to
     
     
      study
     
     
      the
     
     
      so-called
     
     
      Voros
     
     
      resurgence
     
     
      (the
     
     
      “
     
     
      group
     
     
      of
     
     
      Voros
     
     
      symbols
     
     
      ”
     
     
      )
     
     
      which
     
     
      occurs
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      one-dimensional
     
     
      Schrodinger
     
     
      equation.
     
     
      J. 
     
     
      Ecalle
     
     
      -
     
     
      Convolution
     
     
      pondérée
     
     
      et
     
     
      résurgence
     
     
      attachée
     
     
      aux
     
     
      perturbations
     
     
      singulières.
     
     
      ■
     
     
      This
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      original
     
     
      paper
     
     
      on
     
     
      foundations
     
     
      of
     
     
      resurgent
     
     
      calculus,
     
     
      in
     
     
      which
     
     
      Ecalle
     
     
      discusses
     
     
      two
     
     
      distinct
     
     
      but
     
     
      related
     
     
      forms
     
     
      of
     
     
      resurgence
     
     
      :
     
     
      equational
     
     
      and
     
     
      coequational
     
     
      -
     
     
      the
     
     
      first
     
     
      with
     
     
      respect
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      variable
     
     
      for
     
     
      solutions
     
     
      of
     
     
      local
     
     
      equations
     
     
      (functional,
     
     
      differential,
     
     
      etc.),
     
     
      the
     
     
      second
     
     
      with
     
     
      respect
     
     
      to
     
     
      a
     
     
      small
     
     
      parameter
     
     
      such
     
     
      as
     
     
      the
     
     
      Planck
     
     
      constant
     
     
      h,
     
     
      or
     
     
      the
     
     
      parameter
     
     
      in
     
     
      a
     
     
      singular
     
     
      perturbation.
     
     
      For
     
     
      these
     
     
      Ecalle
     
     
      describes
     
     
      the
     
     
      “
     
     
      principal
     
     
      monomials
     
     
      ”
     
     
      which
     
     
      are
     
     
      the
     
     
      building
     
     
      blocks
     
     
      for
     
     
      resurgent
     
     
      series
     
     
      from
     
     
      which
     
     
      everything
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      reconstructed:
     
     
      “
     
     
      As
     
     
      a
     
     
      rule,
     
     
      singular
     
     
      differential
     
     
      equations,
     
     
      linear
     
     
      or
     
     
      non-linear,
     
     
      give
     
     
      rise
     
     
      to
     
     
      two
     
     
      distinct,
     
     
      yet
     
     
      unmistakably
     
     
      related
     
     
      (and
     
     
      even
     
     
      loosely
     
     
      “dual
     
     
      ”
     
     
      ),
     
     
      types
     
     
      of
     
     
      divergence-cum-resurgence,
     
     
      depending
     
     
      on
     
     
      whether
     
     
      we
     
     
      expand
     
     
      the
     
     
      formal
     
     
      solutions
     
     
      in
     
     
      power
     
     
      series
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      variable
     
     
      itself
     
     
      (equational
     
     
      resurgence)
     
     
      or
     
     
      of
     
     
      a 
     
     
      singular
     
     
      perturbation
     
     
      parameter
     
     
      (coequational
     
     
      resurgence).
     
     
      In
     
     
      this
     
     
      monograph
     
     
      -
     
     
      the
     
     
      first
     
     
      of 
     
     
      a
     
     
      contemplated
     
     
      series
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      subject
     
     
      -
     
     
      we
     
     
      investigate
     
     
      the
     
     
      similarities/dissimilarities
     
     
      between
     
     
      the
     
     
      two
     
     
      types
     
     
      of
     
     
      resurgence
     
     
      at
     
     
      the
     
     
      most
     
     
      basic
     
     
      level,
     
     
      namely
     
     
      that
     
     
      of
     
     
      resurgence
     
     
      monomials.
     
     
      It
     
     
      turns
     
     
      out
     
     
      that
     
     
      four
     
     
      types
     
     
      of
     
     
      “
     
     
      weighted
     
     
      convolutions
     
     
      ”
     
     
      suffice
     
     
      to
     
     
      define
     
     
      all
     
     
      the
     
     
      “
     
     
      elementary
     
     
      building
     
     
      blocks
     
     
      ”
     
     
      required
     
     
      to
     
     
      express
     
     
      “
     
     
      everything
     
     
      ”
     
     
      ,
     
     
      and
     
     
      furthermore,
     
     
      that
     
     
      coequational
     
     
      resurgence
     
     
      is
     
     
      governed
     
     
      by
     
     
      a
     
     
      specific
     
     
      structure,
     
     
      encoded
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      tessellation
     
     
      coefficients
     
     
      tes
     
     
      w
     
     
      ,
     
     
      which
     
     
      are
     
     
      piecewise
     
     
      constant
     
     
      functions
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      symplectic
     
     
      space
     
     
      C
     
     
      21
     
     
      ”
     
     
      .
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      T.
     
     
      Kawai,
     
     
      Y.
     
     
      Takei
     
     
      -
     
     
      Secular
     
     
      equations
     
     
      through
     
     
      exact
     
     
      WKB
     
     
      analysis.
     
     
      In
     
     
      this
     
     
      article
     
     
      Kawai
     
     
      and
     
     
      Takei
     
     
      investigate
     
     
      the
     
     
      work
     
     
      of
     
     
      Bender
     
     
      and
     
     
      Wu
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      anharmonic
     
     
      oscillator
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      method
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      secular
     
     
      equation:
     
     
      this
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      reformulated
     
     
      as
     
     
      the
     
     
      study
     
     
      of
     
     
      a
     
     
      differential
     
     
      equation
     
     
      depending
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      large
     
     
      parameter,
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      type
     
     
      studied
     
     
      by
     
     
      Aoki-
     
     
      Kawai-Takei
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      preceding
     
     
      article,
     
     
      and
     
     
      this
     
     
      enables
     
     
      the
     
     
      authors
     
     
      to
     
     
      use
     
     
      resurgent
     
     
      methods.
     
     
      H.
     
     
      Komatsu 
     
     
      -
     
     
      Growth
     
     
      order
     
     
      of
     
     
      holomorphic solutions 
     
     
      of
     
     
      linear
     
     
      partial
     
     
      differential
     
     
      equations.
     
     
      In
     
     
      this
     
     
      article
     
     
      Komatsu
     
     
      recalls
     
     
      the
     
     
      definition
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      irregularity
     
     
      for
     
     
      a 
     
     
      singular
     
     
      differential
     
     
      equation
     
     
      and
     
     
      extends
     
     
      this
     
     
      to
     
     
      partial
     
     
      differential
     
     
      equations
     
     
      or
     
     
      systems
     
     
      of
     
     
      partial
     
     
      differential
     
     
      equation
     
     
      R
     
     
      n
     
     
      in
     
     
      relation
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      growth
     
     
      at
     
     
      infinity
     
     
      or
     
     
      Gevrey
     
     
      regularity
     
     
      of
     
     
      solutions.
     
     
      K.
     
     
      Uchiyama
     
     
      -
     
     
      On
     
     
      an
     
     
      example
     
     
      ofVoros
     
     
      analysis
     
     
      in
     
     
      complex
     
     
      WKB
     
     
      theory.
     
     
      This
     
     
      article
     
     
      contains
     
     
      the
     
     
      study
     
     
      of
     
     
      two
     
     
      significant
     
     
      examples
     
     
      of
     
     
      2nd
     
     
      and
     
     
      3rd
     
     
      order
     
     
      differential
     
     
      equations
     
     
      depending
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      large
     
     
      parameter,
     
     
      illustrating
     
     
      the
     
     
      resurgent
     
     
      methods
     
     
      for
     
     
      singular
     
     
      perturbations.
     
     
      J.
     
     
      Zinn-Justin
     
     
      -
     
     
      From
     
     
      instantons
     
     
      to
     
     
      exact
     
     
      results.
     
     
      This
     
     
      article
     
     
      describes
     
     
      conjectures
     
     
      formulated
     
     
      a
     
     
      few
     
     
      years
     
     
      ago
     
     
      about
     
     
      the
     
     
      exact
     
     
      semi-
     
     
      classical
     
     
      expansion
     
     
      of
     
     
      low
     
     
      energy
     
     
      levels
     
     
      for
     
     
      potentials
     
     
      with
     
     
      degenerate
     
     
      minima,
     
     
      and
     
     
      explain
     
     
      their
     
     
      relation
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      corresponding
     
     
      WKB
     
     
      expansions
     
     
      (explicit
     
     
      calculations
     
     
      showing
     
     
      the
     
     
      correspondence
     
     
      are
     
     
      presented
     
     
      in
     
     
      appendix).
     
     
      It
     
     
      is
     
     
      shown
     
     
      how
     
     
      these
     
     
      conjectures
     
     
      naturally
     
     
      emerge
     
     
      from
     
     
      an
     
     
      evaluation
     
     
      of
     
     
      multi-instanton
     
     
      contributions
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      path
     
     
      integral
     
     
      formulation
     
     
      of
     
     
      quantum
     
     
      mechanics:
     
     
      “
     
     
      We
     
     
      recall
     
     
      a
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      conjectures
     
     
      about
     
     
      the
     
     
      form
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      perturbative
     
     
      expansion
     
     
      of 
     
     
      the
     
     
      energy
     
     
      levels
     
     
      of
     
     
      a
     
     
      quantum
     
     
      hamiltonian
     
     
      H,
     
     
      in
     
     
      case
     
     
      where
     
     
      the
     
     
      potential
     
     
      has
     
     
      degenerate
     
     
      minima.
     
     
      These
     
     
      are
     
     
      expansions
     
     
      for
     
     
      h-»0,
     
     
      valid
     
     
      for
     
     
      energies
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      h,
     
     
      in
     
     
      contrast
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      expansion
     
     
      where
     
     
      energies
     
     
      are
     
     
      non-vanishing
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      limit
     
     
      (WKB
     
     
      approximation
     
     
      applies
     
     
      to
     
     
      large
     
     
      quantum
     
     
      numbers).
     
     
      When
     
     
      the
     
     
      potential
     
     
      has
     
     
      degenerate
     
     
      minima,
     
     
      perturbation
     
     
      series
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      shown
     
     
      to
     
     
      be
     
     
      non-Borel
     
     
      summable.
     
     
      Moreover
     
     
      barrier
     
     
      penetration
     
     
      effects
     
     
      generate
     
     
      contributions
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      energies
     
     
      of
     
     
      order
     
     
      exp(-const/h)
     
     
      which
     
     
      have
     
     
      to
     
     
      be
     
     
      added
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      perturbative
     
     
      expansion
     
     
      so
     
     
      that
     
     
      reconstruction
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      energies
     
     
      from
     
     
      their
     
     
      expansions
     
     
      for
     
     
      h
     
     
      small
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      non
     
     
      ɐ
     
     
      trivial
     
     
      problem.
     
     
      The
     
     
      conjectures
     
     
      we
     
     
      explain
     
     
      give
     
     
      a
     
     
      systematic
     
     
      procedure
     
     
      to
     
     
      reconstruct
     
     
      an
     
     
      energy
     
     
      level
     
     
      from
     
     
      an
     
     
      expansion
     
     
      which
     
     
      contains
     
     
      powers
     
     
      of
     
     
      h,
     
     
      lnh
     
     
      and
     
     
      exp(-const/h).
     
     
      The
     
     
      series
     
     
      which
     
     
      appear
     
     
      in
     
     
      such
     
     
      formal
     
     
      expansions
     
     
      are
     
     
      conjectured
     
     
      to
     
     
      derive
     
     
      from
     
     
      only
     
     
      two
     
     
      of
     
     
      them,
     
     
      which
     
     
      can
     
     
      be
     
     
      extracted
     
     
      by
     
     
      suitable
     
     
      transformations
     
     
      from
     
     
      the
     
     
      corresponding
     
     
      WKB
     
     
      expansions.
     
     
      Note
     
     
      that
     
     
      the
     
     
      relation
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      expansion
     
     
      is
     
     
      not
     
     
      completely
     
     
      trivial.
     
     
      Indeed
     
     
      the
     
     
      perturbative
     
     
      expansion,
     
     
      corresponds
     
     
      from
     
     
      the
     
     
      point
     
     
      of
     
     
      view
     
     
      of 
     
     
      semi-classical
     
     
      expansion,
     
     
      to
     
     
      a 
     
     
      case
     
     
      with
     
     
      confluent
     
     
      singularities
     
     
      and
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      expressions
     
     
      for
     
     
      barrier
     
     
      penetration
     
     
      are
     
     
      not
     
     
      uniform
     
     
      when
     
     
      the
     
     
      energy
     
     
      goes
     
     
      to
     
     
      zero.
     
     
      It
     
     
      should
     
     
      be
     
     
      mentioned
     
     
      that
     
     
      several
     
     
      of
     
     
      these
     
     
      conjectures
     
     
      have
     
     
      now
     
     
      been
     
     
      proved
     
     
      and
     
     
      have
     
     
      found
     
     
      a
     
     
      natural
     
     
      explanation
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      framework
     
     
      of
     
     
      Ecalle
     
     
      ’
     
     
      s
     
     
      theory
     
     
      of
     
     
      resurgent
     
     
      functions
     
     
      ”
     
     
      .
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      A
     
     
      glance
     
     
      at
     
     
      the
     
     
      Resurgence
     
     
      de
     
     
      Voros
     
     
      ÉRIC
     
     
      DELEBAERE
     
     
      The
     
     
      purpose
     
     
      of
     
     
      my
     
     
      talk
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      short
     
     
      presentation
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      so-called
     
     
      "Resurgence
     
     
      de
     
     
      Voros"
     
     
      and
     
     
      I
     
     
      shall
     
     
      follow
     
     
      the
     
     
      point
     
     
      of
     
     
      view
     
     
      developped
     
     
      by
     
     
      F.Pham,
     
     
      H.Dillinger
     
     
      and
     
     
      myself
     
     
      [1]
     
     
      after,
     
     
      mainly,
     
     
      A.Voros
     
     
      [2]
     
     
      and
     
     
      J.Ecalle
     
     
      [3].
     
     
      The
     
     
      problem
     
     
      is
     
     
      to
     
     
      study
     
     
      the
     
     
      Schrôdinger
     
     
      stationary
     
     
      equation
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      one
     
     
      dimensional
     
     
      case,
     
     
      namely
     
     
      (0)
     
     
      ^
     
     
      =
     
     
      x
     
     
      2
     
     
      W(q))'P
     
     
      where
     
     
      x
     
     
      is
     
     
      considered
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      large
     
     
      complex
     
     
      parameter
     
     
      and
     
     
      W(q)
     
     
      belongs
     
     
      to
     
     
      C[q]
     
     
      of
     
     
      degree
     
     
      m.
     
     
      I
     
     
      shall
     
     
      suppose
     
     
      that
     
     
      qj
     
     
      .....
     
     
      q
     
     
      m
     
     
      are
     
     
      the
     
     
      m
     
     
      simple
     
     
      zeros
     
     
      of
     
     
      W(q)
     
     
      and
     
     
      I
     
     
      call
     
     
      them
     
     
      the
     
     
      transition
     
     
      points.
     
     
      Locally
     
     
      on
     
     
      C=E\{qj,...,q
     
     
      m
     
     
      }
     
     
      we
     
     
      consider
     
     
      then
     
     
      some
     
     
      formal
     
     
      solutions
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      equation
     
     
      (0),
     
     
      the
     
     
      well-known
     
     
      TO
     
     
      symbols
     
     
      which
     
     
      are
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      form:
     
     
      9
     
     
      =
     
     
      q>e'
     
     
      xS(q)
     
     
      ,
     
     
      <pe
     
     
      0£[[x'
     
     
      5
     
     
      ]],
     
     
      and
     
     
      dq
     
     
      S(q)=p(q)
     
     
      where
     
     
      p(q)=W(q)
     
     
      1/2
     
     
      .
     
     
      The
     
     
      symbol
     
     
      <p
     
     
      is
     
     
      unique
     
     
      up
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      choice
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      square
     
     
      root
     
     
      of
     
     
      W
     
     
      (the
     
     
      impulse
     
     
      of
     
     
      q>))
     
     
      and
     
     
      up
     
     
      to
     
     
      multiplication
     
     
      by
     
     
      an
     
     
      invertible
     
     
      normalization
     
     
      factor
     
     
      âeC[[x-
     
     
      ,
     
     
      ]]*e
     
     
      xtü
     
     
      (cû€C).
     
     
      In
     
     
      order
     
     
      to
     
     
      consider
     
     
      the
     
     
      choice
     
     
      of
     
     
      W
     
     
      1/2,
     
     
      I
     
     
      shall
     
     
      suppose
     
     
      by
     
     
      now
     
     
      <p
     
     
      as
     
     
      defined
     
     
      on
     
     
      (t
     
     
      2
     
     
      Riemann
     
     
      surface
     
     
      of
     
     
      p(q)=W(q)
     
     
      1/2
     
     
      ,
     
     
      two
     
     
      sheets
     
     
      analytic
     
     
      covering
     
     
      over
     
     
      it.
     
     
      Two
     
     
      aspects
     
     
      of
     
     
      these
     
     
      formal
     
     
      solutions
     
     
      are
     
     
      particularly
     
     
      interesting
     
     
      and
     
     
      intricated:
     
     
      formal
     
     
      monodromy,
     
     
      that
     
     
      is
     
     
      to
     
     
      say
     
     
      the
     
     
      description
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      analytic
     
     
      conu'nuation
     
     
      of
     
     
      <p
     
     
      along
     
     
      some
     
     
      loops
     
     
      on£
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      and
     
     
      resurgence.
     
     
      As
     
     
      we
     
     
      shall
     
     
      see,
     
     
      the
     
     
      link
     
     
      between
     
     
      these
     
     
      two
     
     
      aspects
     
     
      are
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      of
     
     
      Voros 
     
     
      symbols.
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      A
     
     
      third
     
     
      problem
     
     
      is
     
     
      then
     
     
      to
     
     
      study
     
     
      the
     
     
      variations
     
     
      of
     
     
      this
     
     
      group
     
     
      with
     
     
      the
     
     
      coefficients
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      polynom
     
     
      W
     
     
      where
     
     
      the
     
     
      main
     
     
      tool
     
     
      appears
     
     
      to
     
     
      be
     
     
      the
     
     
      Picard-
     
     
      Lefschetz
     
     
      theory,
     
     
      but
     
     
      I
     
     
      shall
     
     
      not
     
     
      talk
     
     
      about it
     
     
      (see
     
     
      [1]).
     
     
      I.
     
     
      Formal
     
     
      monodromy 
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      symbols.
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      see
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      symbol
     
     
      tp
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      germ
     
     
      of
     
     
      analytic
     
     
      function
     
     
      at
     
     
      on
     
     
      Ê
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      want
     
     
      to
     
     
      consider
     
     
      the
     
     
      action
     
     
      of
     
     
      <p
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      first 
     
     
      homotopy
     
     
      group
     
     
      7tj(q
     
     
      0
     
     
      ,C
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      This
     
     
      action
     
     
      is
     
     
      commutative
     
     
      because
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      symbols
     
     
      are
     
     
      locally
     
     
      defined
     
     
      up
     
     
      to
     
     
      normalization,
     
     
      so
     
     
      the
     
     
      formal
     
     
      monodromy
     
     
      depends
     
     
      only
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      first
     
     
      homology
     
     
      group
     
     
      H
     
     
      j
     
     
      (C
     
     
      2
     
     
      ),
     
     
      and
     
     
      we
     
     
      can
     
     
      forget
     
     
      the
     
     
      base
     
     
      point 
     
     
      q^.
     
     
      Then
     
     
      it
     
     
      is
     
     
      easy
     
     
      to
     
     
      find
     
     
      Proposition:
     
     
      If
     
     
      y
     
     
      belongs
     
     
      to
     
     
      Hj(
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      )
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      formula
     
     
      occur:
     
     
      Y9
     
     
      =(-1
     
     
      )sen
     
     
      W
     
     
      à
     
     
      j,
     
     
      cp
     
     
      where:
     
     
      1°)
     
     
      y
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      homology
     
     
      class
     
     
      of
     
     
      yin
     
     
      Hj(L)
     
     
      where
     
     
      L
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      algebraic
     
     
      curve
     
     
      p
     
     
      2
     
     
      =W(q)
     
     
      in
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      .
     
     
      2°)
     
     
      sgn(y)=n(y)/2
     
     
      (mod.2)
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      signature
     
     
      of
     
     
      y,
     
     
      where
     
     
      n(y)
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      index
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      projection
     
     
      of
     
     
      y
     
     
      on
     
     
      ID
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      -XCl)
     
     
      y
     
     
      ,
     
     
      3°)
     
     
      y
     
     
      —
     
     
      »
     
     
      =
     
     
      a^,
     
     
      e
     
     
      •
     
     
      ,
     
     
      Cûj,=Jj,
     
     
      P
     
     
      dq,
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      representation
     
     
      of
     
     
      Hj(L)
     
     
      into
     
     
      the
     
     
      multiplicative
     
     
      groupC[[x
     
     
      ]]
     
     
      e
     
     
      where
     
     
      Q.
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      lattice
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      periods.
     
     
      The
     
     
      set
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      a^
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      group
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Voros
     
     
      symbols.
     
     
      II.
     
     
      -
     
     
      Resurgence
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      symbols.
     
     
      1.
     
     
      Geodesics
     
     
      and
     
     
      Stokes
     
     
      lines.
     
     
      We
     
     
      define
     
     
      a
     
     
      geodesic
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      path
     
     
      on
     
     
      L
     
     
      such
     
     
      that
     
     
      its
     
     
      image
     
     
      by
     
     
      a
     
     
      primitive
     
     
      of
     
     
      pdq
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      segment
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      complex
     
     
      plane.
     
     
      The
     
     
      direction
     
     
      a
     
     
      of
     
     
      this
     
     
      oriented
     
     
      segment
     
     
      is
     
     
      called
     
     
      the
     
     
      direction
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      geodesic.
     
     
      In
     
     
      particular,
     
     
      the
     
     
      Stokes
     
     
      lines
     
     
      with
     
     
      direction
     
     
      a
     
     
      are
     
     
      the
     
     
      projection
     
     
      on
     
     
      C
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      geodesics
     
     
      of
     
     
      direction
     
     
      a
     
     
      which
     
     
      anrives
     
     
      or
     
     
      starts
     
     
      from
     
     
      a
     
     
      transition
     
     
      point.
     
     
      A
     
     
      geodesic
     
     
      loop
     
     
      with
     
     
      origin
     
     
      q
     
     
      is
     
     
      a
     
     
      path
     
     
      on
     
     
      L
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      A
     
     
      glance
     
     
      al
     
     
      the
     
     
      resurgence
     
     
      de
     
     
      Voros
     
     
      3
     
     
      which
     
     
      starts
     
     
      at
     
     
      q,
     
     
      follows
     
     
      a
     
     
      geodesic
     
     
      up
     
     
      to
     
     
      a
     
     
      transition
     
     
      point
     
     
      and
     
     
      then
     
     
      goes
     
     
      back
     
     
      on
     
     
      the
     
     
      other
     
     
      sheet
     
     
      of
     
     
      L
     
     
      (considered
     
     
      as
     
     
      a
     
     
      ramified
     
     
      analytic
     
     
      covering).
     
     
      A
     
     
      geodesic
     
     
      cycle
     
     
      f
     
     
      is
     
     
      both
     
     
      a
     
     
      (compact)
     
     
      cycle
     
     
      on
     
     
      L
     
     
      and
     
     
      a
     
     
      geodesic;
     
     
      its
     
     
      direction
     
     
      is
     
     
      called
     
     
      a
     
     
      critical
     
     
      direction.
     
     
      At
     
     
      last,
     
     
      the
     
     
      value
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      primitive
     
     
      of
     
     
      pdq
     
     
      over
     
     
      a
     
     
      geodesic
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      period
     
     
      of
     
     
      this
     
     
      geodesic.
     
     
      2.
     
     
      Resurgence
     
     
      In
     
     
      the
     
     
      following,
     
     
      I
     
     
      refer
     
     
      to
     
     
      [4]
     
     
      for
     
     
      the
     
     
      Ecalle
     
     
      ’
     
     
      s
     
     
      theory.
     
     
      Theorem
     
     
      (Ecalle
     
     
      [3]).
     
     
      Fora
     
     
      convenient
     
     
      choice
     
     
      of
     
     
      their
     
     
      normalization,
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      symbols
     
     
      <p
     
     
      are
     
     
      resurgent
     
     
      (summable
     
     
      )
     
     
      in
     
     
      x,
     
     
      with
     
     
      a 
     
     
      finite
     
     
      number
     
     
      of
     
     
      singular
     
     
      directions:
     
     
      i)
     
     
      The
     
     
      movable
     
     
      singular
     
     
      directions.
     
     
      They
     
     
      are
     
     
      those
     
     
      which
     
     
      depend
     
     
      on
     
     
      q;
     
     
      the
     
     
      seen
     
     
      movable
     
     
      singularities
     
     
      are
     
     
      the
     
     
      periods
     
     
      of
     
     
      the 
     
     
      geodesic
     
     
      loops
     
     
      with
     
     
      origin
     
     
      q.
     
     
      ii)
     
     
      The
     
     
      fixed
     
     
      singular
     
     
      direction.
     
     
      They
     
     
      are
     
     
      locally
     
     
      independent
     
     
      on
     
     
      q.
     
     
      Let
     
     
      now
     
     
      be
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      (fixed
     
     
      or
     
     
      movable)
     
     
      singular
     
     
      direction
     
     
      and
     
     
      suppose
     
     
      it
     
     
      is
     
     
      isolated
     
     
      for
     
     
      q
     
     
      in
     
     
      an
     
     
      open
     
     
      set
     
     
      U.
     
     
      Then
     
     
      the
     
     
      symbol
     
     
      (s
     
     
      a
     
     
      <p
     
     
      )(q)
     
     
      is
     
     
      solution
     
     
      in
     
     
      U
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      Schrôdinger
     
     
      equation.
     
     
      It
     
     
      follows
     
     
      that
     
     
      each
     
     
      of
     
     
      its
     
     
      components
     
     
      is
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      form
     
     
      9*
     
     
      =(
     
     
      P*
     
     
      e
     
     
      xS
     
     
      *^,
     
     
      where
     
     
      dS„/dq
     
     
      is
     
     
      one
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      two
     
     
      determinations
     
     
      of
     
     
      W(q)
     
     
      1/2
     
     
      .
     
     
      We
     
     
      thus
     
     
      obtain:
     
     
      Proposition:
     
     
      i)
     
     
      If
     
     
      a
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      isolated
     
     
      movable
     
     
      singular
     
     
      direction,
     
     
      then
     
     
      2
     
     
      a
     
     
      (p
     
     
      = 
     
     
      <î.+A
     
     
      Cûq),
     
     
      where
     
     
      co=co(q)
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      period
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      unique
     
     
      geodesic
     
     
      loop
     
     
      with
     
     
      direction
     
     
      a.
     
     
      ii)
     
     
      If
     
     
      a
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      isolated
     
     
      fixed
     
     
      singular
     
     
      direction,
     
     
      then
     
     
      oj?
     
     
      (q,x)=A(x)
     
     
      4
     
     
      >(q,x)
     
     
      ,
     
     
      where
     
     
      Â(x)
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      invertible
     
     
      resurgent
     
     
      symbol,
     
     
      called
     
     
      factor
     
     
      of
     
     
      resurgence
     
     
      of
     
     
      <p
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      direction
     
     
      a
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      3.
     
     
      Resurgent
     
     
      structure
     
     
      in
     
     
      a
     
     
      movable
     
     
      singular
     
     
      direction
     
     
      According
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      previous
     
     
      proposition,
     
     
      the
     
     
      problem
     
     
      is
     
     
      to
     
     
      compute
     
     
      the
     
     
      term
     
     
      9
     
     
      .
     
     
      The
     
     
      main
     
     
      idea,
     
     
      due
     
     
      to
     
     
      Voros
     
     
      [2]
     
     
      ,
     
     
      is
     
     
      to
     
     
      notice
     
     
      that
     
     
      the
     
     
      problem
     
     
      is
     
     
      essentially
     
     
      local
     
     
      around
     
     
      the
     
     
      transition
     
     
      point
     
     
      linked
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      geodesic
     
     
      loop
     
     
      we
     
     
      consider
     
     
      and
     
     
      to
     
     
      remark
     
     
      that,
     
     
      in
     
     
      spite
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      monodromy
     
     
      of
     
     
      the
     
     
      WKB
     
     
      symbol
     
     
      at
     
     
      a
     
     
      transition
     
     
      point,
     
     
      the
     
     
      Borel
     
     
      sum
     
     
      of
     
     
      such
     
     
      a
     
     
      symbol
     
     
      is
     
     
      an
     
     
      entire
     
     
      function
     
     
      of
     
     
      q.
     
     
      So
     
     
      the
     
     
      Stokes
     
     
      phenomena
     
     
      have
     
     
      to
     
     
      compensate
     
     
      the
     
     
      formal
     
     
      monodromy.
     
     
      That
     
     
      gives
     
     
      the
     
     
      following
     
     
      result:
     
     
      Theorem.
     
     
      If
     
     
      a
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      movable
     
     
      direction
     
     
      of
     
     
      a
     
     
      geodesic
     
     
      loop
     
     
      l
     
     
      with
     
     
      origin
     
     
      q,
     
     
      then
     
     
      for
     
     
      q
     
     
      in
     
     
      a
     
     
      suitable
     
     
      domain,
     
     
      2
     
     
      a
     
     
      <î>
     
     
      =
     
     
      <M
     
     
      +
     
     
      <î>
     
     
      .
     
     
      ,
     
     
      0
     
     
      where
     
     
      l
     
     
      is
     
     
      the
     
     
      path
     
     
      of
     
     
      C
     
     
      2
     
     
      which
     
     
      follows
     
     
      i
     
     
      and
     
     
      turn
     
     
      around
     
     
      the
     
     
      transition
     
     
      point
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      direct
     
     
      way.
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      see
     
     
      now
     
     
      this
     
     
      result
     
     
      by
     
     
      another
     
     
      point
     
     
      of
     
     
      view.
     
     
      Let
     
     
      us
     
     
      consider
     
     
      a
     
     
      WKB
     
     
      symbol
     
     
      9
     
     
      and
     
     
      a
     
     
      direction
     
     
      a
     
     
      which
     
     
      is
     
     
      not
     
     
      fixed
     
     
      singular
     
     
      direction
     
     
      for
     
     
      9
     
     
      .
     
     
      When
     
     
      q
     
     
      cross
     
     
      a
     
     
      Stokes
     
     
      line,
     
     
      a
     
     
      Stokes
     
     
      phenomena
     
     
      happens
     
     
      iff
     
     
      the
     
     
      symbol
     
     
      9 
     
     
      dominates
     
     
      on
     
     
      this
     
     
      line,
     
     
      that
     
     
      is
     
     
      if
     
     
      its
     
     
      impulse
     
     
      corresponds
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      sheet
     
     
      fc
     
     
      2
     
     
      where
     
     
      the
     
     
      geodesic
     
     
      of
     
     
      direction
     
     
      a
     
     
      is
     
     
      oriented
     
     
      to
     
     
      the
     
     
      transition
     
     
      point.
     
     
      Consider
     
     
      now
     
     
      the
     
     
      picture
     
     
      1.
     
     
      The
     
     
      WKB
     
     
      symbol
     
     
      9
     
     
      is
     
     
      locally
     
     
      defined
     
     
      in
     
     
      the
     
     
      white
     
     
      Stokes
     
     
      domain
     
     
      and
     
     
      Stokes
     
     
      phenomena
     
     
      occur
     
     
      on
     
     
      9
     
     
      only
     
     
      when
     
     
      q
     
     
      cross
     
     
      the
     
     
      two
     
     
      Stokes
     
     
      lines
     
     
      which
     
     
      are
     
     
      drawn
     
     
      near
     
     
      a
     
     
      transition
     
     
      point.
     
     
      Picture
     
     
      1
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ABSTRACTS

T. Aoki, T. Kawai, Y. Takei - New turning points in the exact WKB analysis for higher-
order ordinary differential equations.

In this article Aoki, Kawai and Takei extend to higher-order ordinary differential
equations the exact WKB method developed by Voros, using Ecalle's resurgence theory, to
study second order differential equations with a small parameter h (or a large parameter

; : ; S d
A=1/h). The study of the third order differential equation 33 * 3200 Azd—x +b(x) A3 (to

which one associates a partial differential equation replacing A by%) leads them to define

“new turning points”, which do not enter the usual definition: they are not initial points of
Stoke's lines but rather self intersections of complex bicharacteristics; however they play a
similar and important role in the geometrical description of the asymptotic monodromy. The
analysis also leads to exact ressummation formulas for the monodromy of differential
equations.

E. Delabaere - A glance at the resurgence of Voros.

In this short paper Delabaere reviews the point of view he has developed with F. Pham
and H. Dillinger to study the so-called Voros resurgence (the “group of Voros symbols™)
which occurs in the one-dimensional Schrédinger equation.

J. Ecalle - Convolution pondérée et résurgence arnachée aux perturbations singuliéres. -

This is an original paper on foundations of resurgent calculus, in which Ecalle discusses
two distinct but related forms of resurgence : equational and coequational - the first with
respect to the variable for solutions of local equations (functional, differential, etc.), the
second with respect to a small parameter such as the Planck constant h, or the parameter in a
singular perturbation. For these Ecalle describes the “principal monomials™ which are the
building blocks for resurgent series from which everything can be reconstructed: “As a rule,
singular differential equations, linear or non-linear, give rise to two distinct, yet unmistakably
related (and even loosely “dual”), types of divergence-cum-resurgence, depending on whether
we expand the formal solutions in power series of the variable itself (equational resurgence)
or of a singular perturbation parameter (coequational resurgence). In this monograph - the
first of a contemplated series on the subject - we investigate the similarities/dissimilarities
between the two types of resurgence at the most basic level, namely that of resurgence
monomials. It turns out that four types of “weighted convolutions” suffice to define all the
“elementary building blocks” required to express “everything”, and furthermore, that
coequational resurgence is governed by a specific structure, encoded in the tessellation
coefficients tes¥, which are piecewise constant functions on the symplectic space c>,
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Plusieurs procédés de sommation (ou ressommation) ont été imaginés pour fabriquer 2 partir
de tels développements asymptotiques une vraie fonction solution du probléme. La théorie de
la résurgence de J. Ecalle fait une large synthése de ces procédés, et propose en méme temps,
avec la définition des dérivations étrangeres, une analyse intelligible des ambiguités de la
ressommation lorsqu'il y en a, et aussi pour nombre de problémes, une collection
“d’invariants” permettant une classification partielle ou complete dans des cas ol I'analyse
classique était impuissante.

Les méthodes de resommation de séries divergentes qui apparaissent dans la théorie des
perturbations singuliéres suscitent maintenant un intérét renouvelé, en particulier grice 2 la
théorie de la résurgence de J. Ecalle. A propos de I'analyse WKB faite par A. Voros de
l'oscillateur 2 une dimension, M. Sato remarqua, au cours d'une conférence de F. Pham lors
d'un congres tenu 2 Delphes en Septembre 1989, un phénomene intriguant. Ceci l'incita, avec
T. Kawai, K. Uchimaya 2 avoir avec F. Pham des échanges fréquents 2 propos du calcul
étranger, et a été le point de départ de ce symposium franco-japonais sur l'analyse algébrique
des perturbations singulires. Nos colldgues japonais ont remarqué que I'analyse de Voros a
de larges applications : par exemple la structure monodromique globale d'une équation
différentielle ordinaire peut &étre déterminée “explicitement” par la technique WKB
développée par Voros. Un des buts de ce symposium était de combiner ceci avec la théorie
des syst2mes intégrables non-linéaires développée par M. Sato, et I'étude semi-classique des
opérateurs de Schrédinger de A. Voros, J. Zinn-Justin ou J. Sjdstrand. Un aspect important
des perturbations singulieres est que les coefficients des séries asymptotiques qui en résultent
peuvent étre calculés algébriquement. Comme nous 1'avons dit ces séries sont en général
divergentes, et ceci est sans doute une des principales raisons pour lesquelles les
mathématiciens s'en sont peu occupées jusqu'd présent. Mais le probléme n'est en réalité
qu'apparent et les études récentes faites par les Frangais et les Japonais des perturbations
singulidres devraient porter fruit. Nous espérons que ces actes du colloque contribueront 2
mettre ceci en évidence, et inciteront 2 une collaboration poursuivie et intensifiée entre les
parties concernées. Le symposium franco-japonais sur I'analyse algébrique des perturbations
singuligres a accueilli une quarantaine de participants, principalement frangais et japonais, qui
se sont réunis au CIRM (université d'Aix-Marseille I, Luminy ) du 20 au 26 octobre 1991, et
a donné lieu A une vingtaine de conférences ou d** ateliers” portant sur le calcul étranger, les
problémes de valeurs propres, et de structure monodromique, I'analyse semi-classique de
T'opérateur de Schrdinger, les syst¢mes non linéaires intégrables etc.

Nous regroupons dans ces deux volumes les conférences qui ont été rédigées. Bien que
les exposés aient tous été faits en anglais pour ne pas géner les participants japonais, certaines
des rédactions présentes sont en frangais, ce qui nous l'espérons ne génera personne aussi
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T. Kawai, Y. Takei - Secular equations through exact WKB analysis.

In this article Kawai and Takei investigate the work of Bender and Wu on the
anharmonic oscillator and the method of the secular equation: this can be reformulated as the
study of a differential equation depending on a large parameter, of the type studied by Aoki-
Kawai-Takei in the preceding article, and this enables the authors to use resurgent methods.

H. Komatsu - Growth order of holomorphic solutions of linear partial differential equations.

In this article Komatsu recalls the definition of the irregularity for a singular differential
equation and extends this to partial differential equations or systems of partial differential
equation R™ in relation with the growth at infinity or Gevrey regularity of solutions.

K. Uchiyama - On an example of Voros analysis in complex WKB theory.

This article contains the study of two significant examples of 2nd and 3rd ‘order
differential equations depending on a large parameter, illustrating the resurgent methods for
singular perturbations.

J. Zinn-Justin - From instantons to exact results.

This article describes conjectures formulated a few years ago about the exact semi-
classical expansion of low energy levels for potentials with degenerate minima, and explain
their relation with the corresponding WKB expansions (explicit calculations showing the
correspondence are presented in appendix). It is shown how these conjectures naturally
emerge from an evaluation of multi-instanton contributions in the path integral formulation of
quantum mechanics: “We recall a set of conjectures about the form of the perturbative
expansion of the energy levels of a quantum hamiltonian H, in case where the potential has
degenerate minima. These are expansions for h—0, valid for energies of order h, in contrast
with the WKB expansion where energies are non-vanishing in the limit (WKB approximation
applies to large quantum numbers). When the potential has degenerate minima, perturbation
series can be shown to be non-Borel summable. Moreover barrier penetration effects generate
contributions to the energies of order exp(-const/h) which have to be added to the perturbative
expansion so that reconstruction of the energies from their expansions for h small is a non-
trivial problem. The conjectures we explain give a systematic procedure to reconstruct an
energy level from an expansion which contains powers of h, Inh and exp(-consth). The
series which appear in such formal expansions are conjectured to derive from only two of
them, which can be extracted by suitable transformations from the corresponding WKB
expansions. Note that the relation with the WKB expansion is not completely trivial. Indeed
the perturbative expansion, corresponds from the point of view of semi-classical expansion,
to a case with confluent singularities and the WKB expressions for barrier penetration are not
uniform when the energy goes to zero. It should be mentioned that several of these
conjectures have now been proved and have found a natural explanation in the framework of
Ecalle’s theory of resurgent functions”.
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A glance at the Resurgence de Voros

ERIC DELEBAERE

The purpose of my talk is a short presentation of the so-called "Resurgence
de Voros" and I shall follow the point of view developped by F.Pham,
H.Dillinger and myself [1] after, mainly, A.Voros (2] and J.Ecalle [3] .

The problem is to study the Schrédinger stationary equation in the one
dimensional case, namely

d2 2
©) I‘z‘l’ =x"W(Q)¥
where x is considered as a large complex parameter and W(q) belongs to C[q]

of degree m. I shall suppose that q,,....q,, are the m simple zeros of W(q) and I
call them the transition points.

Locally on f:[\{ql.....qm) we consider then some formal solutions of the
equation (0), the well-known WKB symbols which are of the following form:

&= 9e%, 9 0 [(x™)), and d S()=p(q) where p@}=W()"".

The symbol ¢ is unique up to the choice of the square root of W (the
impulse of §)) and up to multiplication by an invertible normalization factor
e C[[x))" e*Ywe ).

In order to consider the choice of W12, I shall suppose by now ¢ as
defined on Cz Riemann surface of p(q)=W(q)l/ 2. two sheets analytic covering
over €.

Two aspects of these formal solutions are particularly interesting and

intricated: formal monodromy, that is to say the description of the analytic
continuation of § along some loops ontz, and resurgence. As we shall see, the

link between these two aspects are the group of Voros symbols.
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Le theme des conférences du symposium franco-japonais sur I'analyse algébrique des pertur-
bations singulieres (CIRM, 20 — 26 octobre 1991), publiées en deux volumes, était I'utilisation
de la théorie de larésurgence et de la ressommation dans 1'étude des équations différentielles et
aux dérivées partielles. Ce premier volume regroupe les exposés qui relévent des fondements
des méthodes résurgentes, ou les utilisent de fagon fondamentale pour décrire un phénomene
physique ou mathématique.

The papers delivered at the Franco-Japanese symposium on algebraic analysis of singular
perturbations (CIRM, Oct. 2026, 1991), whose theme was the resurgence and ressummation
theory and its applications to ordinary and partial differential equations, are published in two
volumes. This first volume contains the papers dealing with resurgent methods fundamentally,
or using resurgence theory in an essential manner to describe physical or mathematical pheno-
mena.
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longtemps que la mathématique reste la seule discipline scientifique qui soit encore lue et
entendue en frangais 2 I'étranger.

Les exposés retenus se regroupent sous plusieurs thémes : dans le premier volume,
Meéthodes Résurgentes nous avons regroupé les exposés qui relévent le plus nettement des
méthodes résurgentes. Il s'agit des exposés de caractere fondamental sur la résurgence
(Ecalle, Delabaere), de ceux qui utilisent la résurgence de fagon fondamentale pour décrire un
phénomene physique (Zinn-Justin) ou mathématique : ainsi les participants japonais, en partie
2 la suite des conversations avec F. Pham mentionnées plus haut, nous ont décrit leur point de
vue sur les équations différentielles dépendant d'un grand (ou petit) paramétre, lorsque la
solution dépend de fagon résurgente du parametre (ce qui est en gros toujours le cas pour les
équations 2 coefficients polynomiaux) en particulier leur conception des lignes de Stokes qui
interviennent dans la description asymptotique des solutions d'équations différentielles
dépendant d'un grand parameétre et comment ils sont amenés 2 faire jouer un rble 2 de
nouveaux “points tournants” (qui n'en sont pas dans la définition ordinaire) pour mieux rendre
compte de la géométrie des lignes de Stokes ; aussi comment les méthodes de resommation
fournissent une formulation exacte de la monodromie d'une équation différentielle (Aoki,
Kawai, Takei, Majima, Uchiyama) ; enfin 1'étude des edp dans les classes de Gevrey
(H. Komatsu).

Le deuxieme volume, Méthodes Différentielles, regroupe les exposés dont le théme est
immédiatement lié A ceux de la résurgence, sans nécessairement utiliser de fagon aussi directe
les techniques de la résurgence : fondements physiques (Voros), théorie des D-modules
holondmes (B. Malgrange), asymptotique semi-classique (J. Sjéstrand), théorie des équations
hyperboliques et du prolongement dans le domaine complexe de leurs solutions (J. Leray,
J. Vaillant, C. Wagschal). Notre président d'honneur J. Leray nous a fait lire sa commu-
nication sur ses travaux récents avec Y. Hamada sur les problémes de Goursat et de Cauchy
ramifiés, qui prolongent ses travaux sur le probléme de Cauchy, et sont 2 l'origine de tous les
problémes de prolongement dans le domaine complexe qui motivent ce symposium.

Nous remercions le JSPS, le CNRS, le CIRM et 'Université de Paris VI qui ont contribué au financement
de cette rencontre et I'ont rendue possible.
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2 Eric Delebaere

A third problem is then to study the variations of this group with the
coefficients of the polynom W where the main tool appears to be the Picard-
Lefschetz theory, but I shall not talk about it (see [1]).

1. Formal monodromy of the WKB symbols.

Let us see the WKB symbol ¢ as a germ of analytic function at qyon I.Zz.
We want to consider the action of ¢ of the first homotopy group nl(qo,f. 2) This

action is commutative because the WKB symbols are locally defined up to
normalization, so the formal monodromy depends only on the first homology
group H;(C,), and we can forget the base point 9 Then it is easy to find

Proposition: If ybelongs to H ( c ) the following formula occur:

Yo =(-1)°8"M 3,  where:
1°) 7 is the homology class of yin H‘(L) wheré L is the algebraic curve
p2=W(q) inC2
2°) sgn(y)=n(y)/2 (mod.2) is the signature of y, where n(y) is the index of the
projection of yon C.
a 4
multiplicative groupt[[x'lll. e where Qs the lattice of the periods.

)y = e-xmr, mi’='l?’ p dq, is a representation of H,(L) into the

The set of the 53, is the group of the Voros symbols.

IL. - Resurgence of the WKB symbols.

1. Geodesics and Stokes lines.

We define a geodesic as a path on L such that its image by a primitive of
pdq is a segment in the complex plane. The direction a of this oriented segment
is called the direction of the geodesic. In particular, the Stokes lines with
direction a are the projection on ¢ of the geodesics of direction o which arrives
or starts from a transition point. A geodesic loop with origin q is a path on L
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différentes déterminations de f en un point de X-Y engendrent un espace vectoriel de
dimension finie (ii) f est “d croissance modérée” le long de Y. Les fonctions de classe de
Nilsson interviennent de fagon essentielle dans 1'étude du probléme de Cauchy pour un
opérateur hyperbolique, comme 1’ont montré Petrovski et J. Leray ; elles interviennent aussi
dans la description des solutions des équations aux dérivées partielles, par exemple les
solutions élémentaires d'équations fondamentales comme 1'équation des ondes ou l'équation
de Laplace sont de classe de Nilsson.

Vers les années 1970 les mathématiciens japonais M. Sato, T. Kawai, M. Kashiwara ont
développé une théorie algébrique des équations aux dérivées partielles, dont un des aspects
les plus frappants est la théorie des D-modules holondmes, qui généralise et met en lumiére
les aspects algébriques de la théorie des fonctions de classe de Nilsson, ou de celle des
équations différentielles et des connexions 2 points singuliers, réguliers ou irréguliers.

Des développements asymptotiques analogues A ceux qu’impliquent la description au
moyen de fonctions de classe de Nilsson, ou du méme type mais divergents comme dans le
cas des solutions d’une équation 2 points singuliers irréguliers, interviennent dans 1I’étude de
I'équation de la chaleur (dont la solution élémentaire a une propriété de finitude, ou
d’holonomie au sens ci-dessous, mais est “irréguliere” i.e. ne remplit pas le condition de
croissance modérée), et aussi dans 1'étude des problemes de perturbation singuliere, dont le
modele est 'équation de Schrodinger -h2Af+V(x)f=Ef (E=constante), dans lequel la constante
de Planck h est considérée comme un “petit parametre” : dans ce probléme on cherche 2
décrire asymptotiquement en fonction de h des solutions de carré sommable (il est parfois
commode de tout ramener au “grand parametre” x=1/h). La théorie des modules holondmes,
et des opérations qu’elle décrit agréablement (comme 1’'image directe ou intégrale le long des
fibres) permet de rendre compte agréablement des opérations algébriques rencontrées dans
certaines (pas toutes) constructions relatives aux problémes linéaires évoqués ci-dessus,
comme la description de la solution élémentaire d’opérateurs familers, ou la solution du
probleme de Cauchy.

Les développements asymptotiques provenant des problémes de perturbation singuliere,
bien qu’analogues, ne sont en général pas holondmes ; ils ont néanmoins souvent tendance 2
&tre “résurgent”. La situation est encore pire pour les probl2mes non linéaires, pour lesquels
la théorie linéaire des modules holondmes généralement insuffisante, bien qu’on puisse
souvent construire des développements asymptotiques analogues 2 ceux des équations
linéaires irrégulidres ci-dessus (mais encore plus généraux). On a observé depuis longtemps
que les développements asymptotiques construits dans ces problémes, méme s'ils sont
divergents, d'une part caractérisent compltement, ou avec une ambiguité qu'on sait analyser,
les solutions dont ils sont asymptote, et d'autre part donnent souvent une approximation
remarquablement précise de la solution quand on les somme jusqu'2 leur plus petit terme.
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T. Kawai, Y. Takei - Secular equations through the exact WKB analysis.

Dans cet article Kawai et Takei s'intéressent au travail de Bender et Wu sur l'oscillateur
anharmonique et leur méthode d'étude de I'équation séculaire : ce probléme peut se reformuler
comme 1'étude d'une équation dépendant d'un grand paramétre du type étudié par Aoki-
Kawai-Takei, ce qui permet d'utiliser les méthodes résurgentes. Comme le premier article,
celui-ci illustre bien les idées de ressommation de développements asymptotiques et de
résurgence dans la théorie des équations différentielles.

H. Komatsu - Growth order of holomorphic solutions of linear partial differential equation.

Dans cet article H. Komatsu rappelle la définition de l'irrégularité pour une équation
différentielle et montre comment celle-ci se généralise aux équations ou systémes d’équations
aux dérivées partielles, en relation avec I'étude de la croissance ou de la régularité Gevrey des
solutions.

K. Uchiyama - On an example of Voros analysis in complex WKB theory.
Etude d2c deux exemples significatifs d'équations diffégentielles (l'oscillateur
. @ 5 A ’ . - d: 2d .3
harmomqueaz X @4- 1) et I'quation du troisiéme ordre aa-;«’- 3x dq ix’q) par
lesquels Uchimaya illustre la théorie de Voros et la signification des nouveaux points
tournants présentées dans l'article de Aoki, Kawai, Takei.

J. Zinn-Justin - From instantons to exact results.

Cet article décrit des conjectures formulées il y a quelques années 2 propos des
développements semi-classiques exacts aux bas niveaux d’énergie (h—0, énergies de 1'ordre
de grandeur de h), et explique leurs relations et leurs différences avec les développements
WKB correspondants, valables pour les grandes énergies ; (cette correspondance est précisée
par des calculs explicites en appendice). Il montre comment ces conjectures résultent d'une
évaluation de contributions “multi-instanton” dans la description en termes d’intégrales
fonctionnelles de mécanique quantique. Lorsque le potentiel présente des minima dégénérés,
on obtient des séries perturbatives non resommables au sens de Borel, et la barriere de
pénétration engendre des contributions de I'ordre de exp(-consth) dont on doit tenir compte
dans le développement, de sorte que la reconstruction des bas niveaux d'énergie 2 partir de
leurs développements pose un problémenon trivial. Les conjectures en question donnent un
procédé systématique pour reconstruire un niveau d’énergie 2 partir d’un développement
asymptotique contenant des puissances de h, log h et exp(-const/h). On conjecture que les
séries formelles qui apparaissent sont engendrées par deux d’entre elles, quon peut déduire
par une transformation convenable des développements WKB correspondants. La relation
avec les développements WKB n’est pas completement triviale - en fait cette étude est
I'analogue semi-classique de 1'étude de singularités confluentes pour les équations
différentielles. Plusieurs des conjectures décrites ici ont été expliquées et démontrées dans le
cadre de la théorie d’Ecalle des fonctions résurgentes.
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INTRODUCTION

Ces deux volumes, Méthodes résurgentes et Méthodes différentielles, réunissent les
conférences du symposium franco-japonais sur “l'analyse algébrique des perturbations
singulidres”, qui s’est réuni au CIRM 2 Marseille-Luminy, du 20 au 26 octobre 1991. Elles
portent sur l'utilisation de la théorie de la résurgence et de la ressommation dans I'étude des
équations différentielles et sur des sujets apparentés de la théorie des équations aux dérivées
partielles.

Voici d’abord une présentation du sujet et des themes de ce symposium. Dans son étude
des fonctions hypergéométrique B. Riemann nous a montré comment la connaissance globale
de la configuration géométrique des singularités, en particulier 1’étude du prolongement de
ces fonctions dans le domaine complexe et de leur ramification, donne des renseignements
profonds et trés complets sur le probléme. Le travail de Riemann en a inspiré beaucoup
d’autres, sur les équations différentielles 2 points singuliers (réguliers ou non). Les équations
différentielles 2 points singuliers généralisent naturellement 1'équation hypergéométrique. On
sait qu’elles ont la propriété suivante (qui pratiquement les caractérisent) : leurs solutions se
calculent comme sommes de séries convergentes dont les termes sont des “mondmes” de la
forme ¢ z (Log z)P (c=constante, ae C, p entier 20 borné) ; le théoréme de Riemann-Hilbert
montre qu’elles sont essentiellement caractérisées par la fagon dont elles se reproduisent
quand on les prolonge le long de chemins fermés (monodromie). Les solutions d’équations &
points singuliers irréguliers admettent des développements asymptotiques similaires, en
mondmes du type ¢ eaxl’d z%Logz)P (c constante, q polyndme, d entier 20, ae C, p entier
20 bomné) ; mais ces développements sont en général divergents ; et les équations irréguligres
ne sont plus caractérisées par leur monodromie. Une part importante de la théorie des
équations 2 points singuliers réguliers a un analogue “2 plusieurs variables”, et pour la théorie
des équations aux dérivées partielles. Dans ces probleémes les fonctions de classe de Nilsson,
qui généralisent les fonctions hypergéométriques, interviennent de fagon fondamentale :
rappelons qu’une fonction f de classe de Nilsson, pour une hypersurface Y d’une variété
analytique complexe X, est une fonction sur le revétement universel de X-Y telle que (i) les































































OEBPS/images/1890x2800-5nysu8nhug9t-s635.jpg
RESUMES

T. Aoki, T. Kawai, Y. Takei - New turning points in the exact WKB analysis for higher-
order ordinary differential equations.

Dans cet article Aoki, Kawai et Takei généralisent aux équations d'ordre supérieur la
méthode de Voros, qui utilise la théorie de la résurgence d'Ecalle pour étudier une équation
différentielle du second ordre dépendant d'un petit parametre h (ou d'un grand parametre

A=1/h). L'étude d'une équation d'ordre 3 :ij + 3a(x) 12% +b(x) A3 (qu'on associe 2

I'équation aux dérivées partielles qu'on obtient en remplagant A par % ) les amene 2 définir de

nouveaux “points tournants” pour ces problemes. Ceux-ci ne relevent pas de la définition
usuelle (points initiaux de lignes de Stokes) et correspondent plutdt aux points de self-
intersection des bicaractéristiques complexes du probléme ; mais ils jouent un rdle similaire
pour la description asymptotique et géométrique de la monodromie.

E. Delabaere - A glance at the resurgence of Voros.

Dans ce court article Delabaere fait une revue du point de vue qu'il a développé avec
F. Pham et H. Dillinger pour étudier la “résurgence de Voros” et le groupe des symboles de
Voros, qui se présentent dans 1'étude de 1'équation de Schrédinger en dimension 1. Ce texte
décrit les résultats et les techniques du livre de Pham, Delabaere et Dillinger.

J. Ecalle - Convolution pondérée et résurgence attachée aux perturbations singuliéres.

11 s'agit d'un article de fondement original sur le calcul résurgent, dans lequel Ecalle
distingue la résurgence équationnelle, qui se produit pour des solutions formelles divergentes,
mais résurgentes d'équations locales (différentielles, fonctionnelles, ...) et la résurgence
coéquationnelle, qui est la résurgence par rapport 2 un paramétre (tel que la constante de
Planck) de la solution d'une équation locale dépendant du parameétre, pour lesquels Ecalle
définit les mondmes principaux qui entreront dans les développements résurgents et en décrit
les propriétés : “Les équations différentielles singulidres ont généralement des solutions
formelles divergentes mais résurgentes. Plus précisément, selon qu'on développe ces solutions
en série de la variable ou d'un paramétre de perturbation singuliére, on se heurte A deux
types de résurgence distinctes quoique “duales” : les résurgences équationnelles et
coéquationnelles. Cet article étudie leurs rapports 2 I'aide de quatre familles de mondmes de
résurgence, construits & partir d’autant de convolutions pondérées et permettant a leur tour de
“tout” exprimer. Il s’avére que la résurgence coéquationnelle posséde sa structure propre,
régie par les coefficients tes¥ dits de ressellation, qui sont des fonctions constantes par
morceaux sur 1'espace symplectique 2",
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A glance at the resurgence de Voros 3

which starts at q, follows a geodesic up to a transition point and then goes back
on the other sheet of & (considered as a ramified analytic covering). A geodesic
cycle ¥ is both a (compact) cycle on £ and a geodesic; its direction is called a
critical direction. At last, the value of the primitive of pdq over a geodesic is the
period of this geodesic.

2. Resurgence
In the following, I refer to [4] for the Ecalle’s theory.

Theorem (Ecalle [3]). For a convenient choice of their normalization, the WKB
symbols ¢ are resurgent (summable) in x, with a finite number of singular
directions:

i) The movable singular directions. They are those which depend on q; the
seen movable singularities are the periods of the geodesic loops with origin q.

ii) The fixed singular direction. They are locally independent on q.

Let now be a a (fixed or movable) singular direction and suppose it is
isolated for q in an open set U. Then the symbol (g, $ )(q) is solution in U of

the Schrédinger equation. It follows that each of its components is of the form
S

¢,=0,6 %Y, where dS,/dq is one of the two determinations of W(g)/2. We
thus obtain:
Proposition: i) If a is an isolated movable singular direction, then
0, b=+,
where w=w(q) is the period of the unique geodesic loop with direction o.
ii) If ais an isolated fixed singular direction, then

G, (@X=AX)p(qX)

where A(x) is an invertible resurgent symbol, called factor of resurgence of ¢ in
the direction o
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4 Eric Delebaere

3. Resurgent structure in a movable singular direction

According to the previous proposition, the problem is to compute the term
A“, ®. The main idea, due to Voros [2], is to notice that the problem is
essentially local around the transition point linked to the geodesic loop we
consider and to remark that, in spite of the monodromy of the WKB symbol at a
transition point, the Borel sum of such a symbol is an entire function of q. So
the Stokes phenomena have to compensate the formal monodromy. That gives
the following result:

Theorem. If o is the movable direction of a geodesic loop L with origin q, then
for q in a suitable domain,

9 b= 0+1%% .
where L* is the path of tz which follows L and turn around the transition

point in the direct way.

Let us see now this result by another point of view. Let us consider a WKB
symbol ¢ and a direction & which is not fixed singular direction for $. When q
cross a Stokes line, a Stokes phenomena happens iff the symbol ¢ dominates on
this line, that is if its impulse corresponds to the sheet tz where the geodesic
of direction a is oriented to the transition point. Consider now the picture 1. The
WKB symbol ¢ is locally defined in the white Stokes domain and Stokes
phenomena occur on § only when g cross the two Stokes lines which are drawn
near a transition point.

Picture 1
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