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      Le
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      départ
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      thèse
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      théorème
     
     
      démontré
     
     
      (en
     
     
      1982)
     
     
      par
     
     
      J.
     
     
      Elton
     
     
      :
     
     
      Si
     
     
      x.
     
     
      ,
     
     
      ....
     
     
      x
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      éléments
     
     
      d'un
     
     
      Banach
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      11
     
     
      <
     
     
      (*)
     
     
      et
     
     
      1
     
     
      E
     
     
      +
     
     
      e
     
     
      .
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      i
     
     
      ôn
     
     
      alors
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      AC
     
     
      {1
     
     
      »
     
     
      2,
     
     
      „..
     
     
      n}
     
     
      le
     
     
      que
     
     
      (x.)._„
     
     
      vérifie
     
     
      i
     
     
      î
     
     
      C
     
     
      h
     
     
      de
     
     
      cardinal
     
     
      a
     
     
      |
     
     
      è
     
     
      6
     
     
      ’
     
     
      n
     
     
      tel-
     
     
      (**)
     
     
      V(a
     
     
      i
     
     
      )
     
     
      CIR
     
     
      A
     
     
      |
     
     
      E
     
     
      a
     
     
      .
     
     
      x
     
     
      .
     
     
      ||
     
     
      i
     
     
      <$"
     
     
      E
     
     
      !
     
     
      a
     
     
      J
     
     
      I
     
     
      •
     
     
      i£A
     
     
      1
     
     
      1
     
     
      i£A
     
     
      où
     
     
      6'
     
     
      et
     
     
      6"
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      nombres
     
     
      positifs
     
     
      ne
     
     
      dépendant
     
     
      que
     
     
      de
     
     
      6
     
     
      (cette
     
     
      der
     
     
      ɐ
     
     
      nière
     
     
      précision
     
     
      est
     
     
      essentielle)
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      propriété
     
     
      (*)
     
     
      est
     
     
      donc
     
     
      un
     
     
      critère
     
     
      pour
     
     
      trouver
     
     
      de
     
     
      grandes
     
     
      parties
     
     
      A
     
     
      vérifiant
     
     
      (**)
     
     
      ,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      soit
     
     
      <5
     
     
      "-équivalent
     
     
      à
     
     
      Î,*,
     
     
      Ce
     
     
      théorème
     
     
      difficile
     
     
      est
     
     
      important
     
     
      :
     
     
      d'une
     
     
      part,
     
     
      on
     
     
      reconnaît
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      finie
     
     
      dimensionnelle
     
     
      d'un
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Rosenthal
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      sous-suites
     
     
      A*,
     
     
      d'autre
     
     
      part,
     
     
      cet
     
     
      énoncé
     
     
      généralise
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      utilisés
     
     
      récemment
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      ensembles
     
     
      lacunaires
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      Sidon.
     
     
      La
     
     
      démonstration
     
     
      originale
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      théorème
     
     
      d'
     
     
      Elton
     
     
      était 
     
     
      mal
     
     
      comprise,
     
     
      comme
     
     
      en
     
     
      témoigne
     
     
      la
     
     
      principale
     
     
      question
     
     
      laissée
     
     
      ouverte
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      papier
     
     
      d'
     
     
      Elton
     
     
      :
     
     
      son
     
     
      théorème
     
     
      s'étend-il
     
     
      au
     
     
      cas
     
     
      complexe
     
     
      ?
     
     
      En
     
     
      effet,
     
     
      contrairement
     
     
      aux
     
     
      habi
     
     
      ɐ
     
     
      tudes,
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      de
     
     
      coefficients
     
     
      complexes
     
     
      dans
     
     
      (**)
     
     
      soulevait
     
     
      de
     
     
      très
     
     
      sérieu
     
     
      ɐ
     
     
      ses
     
     
      difficultés,
     
     
      et
     
     
      pas
     
     
      seulement
     
     
      de
     
     
      nature
     
     
      technique»
     
     
      Ce
     
     
      problème
     
     
      est
     
     
      résolu
     
     
      ici.
     
     
      Pour
     
     
      cela,
     
     
      Pajor
     
     
      a
     
     
      dû
     
     
      repenser
     
     
      complètement
     
     
      la
     
     
      démonstration
     
     
      d'Elton,
     
     
      inventant
     
     
      de
     
     
      nouveaux
     
     
      lemmes
     
     
      combinatoires
     
     
      qui
     
     
      ont
     
     
      leur
     
     
      intérêt
     
     
      propre.
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      su
     
     
      aussi
     
     
      exploiter
     
     
      le
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      vue
     
     
      de
     
     
      l'entropie
     
     
      métrique
     
     
      (à
     
     
      la
     
     
      Dudley)
     
     
      pour
     
     
      estimer
     
     
      les
     
     
      intégrales
     
     
      du
     
     
      type
     
     
      (*),
     
     
      comme
     
     
      on
     
     
      le
     
     
      fait
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      pro
     
     
      ɐ
     
     
      cessus
     
     
      gaussiens
     
     
      ou
     
     
      sous-gaussiens.
     
     
      Par
     
     
      ailleurs,
     
     
      il
     
     
      a
     
     
      découvert
     
     
      l'utilité
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      des
     
     
      volumes
     
     
      mixtes
     
     
      pour
     
     
      simplifier
     
     
      et
     
     
      améliorer
     
     
      le
     
     
      travail
     
     
      d'Elton.
     
     
      En
     
     
      passant,
     
     
      il
     
     
      obtient
     
     
      plusieurs
     
     
      résultats
     
     
      intéressants
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      nombres
     
     
      d'entropie
     
     
      des
     
     
      opérateurs.
     
     
      Les
     
     
      résultats
     
     
      principaux
     
     
      se
     
     
      trouvent
     
     
      au
     
     
      chapitre
     
     
      III,
     
     
      où
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      d'Elton
     
     
      est
     
     
      démontré
     
     
      d'une
     
     
      manière
     
     
      originale,
     
     
      avec
     
     
      de
     
     
      plus
     
     
      plusieurs
     
     
      améliorations
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      dépendance
     
     
      de
     
     
      6',
     
     
      6"
     
     
      en
     
     
      fonction
     
     
      de
     
     
      6.
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      nouveau
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      vue,
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      complexe
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      obtenu
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      partie
     
     
      III.
     
     
      B
     
     
      à
     
     
      l'aide,
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      combinatoire
     
     
      III.
     
     
      14,
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      nouveau
     
     
      lui
     
     
      aussi.
     
     
      Les
     
     
      idées
     
     
      de
     
     
      Pajor
     
     
      permettent
     
     
      de
     
     
      donner
     
     
      également 
     
     
      une
     
     
      démonstration
     
     
      transparente
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Rosenthal
     
     
      complexe,
     
     
      à
     
     
      partir
     
     
      du
     
     
      cas
     
     
      réel
     
     
      (ce
     
     
      qui
     
     
      a
     
     
      posé
     
     
      un
     
     
      pro
     
     
      ɐ
     
     
      blème
     
     
      en
     
     
      son
     
     
      temps)
     
     
      „
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      IV
     
     
      reprend
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      sous
     
     
      un
     
     
      angle
     
     
      diffé-
     
     
     
     
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      rent.
     
     
      Le
     
     
      principal
     
     
      résultat
     
     
      donne
     
     
      un
     
     
      critère,
     
     
      en
     
     
      termes
     
     
      de
     
     
      volume,
     
     
      pour
     
     
      qu'un
     
     
      convexe
     
     
      compact
     
     
      de
     
     
      iR
     
     
      n
     
     
      admette
     
     
      une
     
     
      projection
     
     
      de
     
     
      grande
     
     
      dimension
     
     
      contenant
     
     
      un
     
     
      cube
     
     
      de
     
     
      longueur
     
     
      de
     
     
      côté
     
     
      donné,,
     
     
      Là
     
     
      encore,
     
     
      la
     
     
      méthode
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      résultat
     
     
      sont
     
     
      nouveaux
     
     
      et
     
     
      intéressants.
     
     
      En
     
     
      outre,
     
     
      au
     
     
      chapitre
     
     
      V,
     
     
      Pajor
     
     
      combine
     
     
      ses
     
     
      idées
     
     
      avec
     
     
      les
     
     
      travaux
     
     
      (entre
     
     
      autres)
     
     
      de
     
     
      Vapnik Cervonenkis
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      des
     
     
      grands
     
     
      nombres
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      distributions
     
     
      empiriques
     
     
      relatives
     
     
      à
     
     
      une
     
     
      classe
     
     
      d'ensembles
     
     
      îÿ.
     
     
      Il
     
     
      retrouve
     
     
      d'abord
     
     
      aisément
     
     
      plusieurs
     
     
      résultats
     
     
      connus
     
     
      faisant
     
     
      intervenir
     
     
      l'entropie
     
     
      métrique
     
     
      de
     
     
      pour
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      de
     
     
      distances
     
     
      aléatoires.
     
     
      Ensuite,
     
     
      Pajor
     
     
      introduit
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      des
     
     
      nombres
     
     
      aléatoires
     
     
      4
     
     
      e)
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      peut
     
     
      penser
     
     
      à
     
     
      IJV.
     
     
      e)
     
     
      en
     
     
      quelque
     
     
      sorte
     
     
      comme
     
     
      le
     
     
      cardinal
     
     
      k
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      plus
     
     
      grande
     
     
      sous-suite
     
     
      e-équivalente
     
     
      à
     
     
      que
     
     
      l'on
     
     
      peut
     
     
      extraire
     
     
      de
     
     
      l'échantillon
     
     
      aléatoire
     
     
      {x.
     
     
      ,
     
     
      ..
     
     
      „
     
     
      ,
     
     
      X
     
     
      }.
     
     
      Il
     
     
      démontre
     
     
      que
     
     
      n
     
     
      ^
     
     
      ^
     
     
      0
     
     
      p.s„
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      e
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      n
     
     
      seulement
     
     
      si
     
     
      ^est
     
     
      une
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      Glivenko-Cantelli
     
     
      ,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      établit
     
     
      une
     
     
      jolie
     
     
      connection
     
     
      entre
     
     
      ces
     
     
      travaux 
     
     
      probabilistes
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      résultats
     
     
      d'analyse
     
     
      fonc
     
     
      ɐ
     
     
      tionnelle
     
     
      des
     
     
      parties
     
     
      précédentes.
     
     
      Gilles
     
     
      Pisier
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      INTRODUCTION
     
     
      Un
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Rosenthal
     
     
      [20I
     
     
      affirme
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      (
     
     
      )
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      bornée
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      Banach
     
     
      ,
     
     
      elle
     
     
      admet
     
     
      une
     
     
      sous-suite
     
     
      de
     
     
      Cauchy
     
     
      faible
     
     
      ou
     
     
      une
     
     
      sous-suite
     
     
      équivalente
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      base
     
     
      canonique
     
     
      de
     
     
      Z^.
     
     
      L'un
     
     
      des
     
     
      objectifs
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      travail,
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cadre
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      locale
     
     
      des
     
     
      espaces
     
     
      de
     
     
      Banach,
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      donner
     
     
      une
     
     
      version
     
     
      fini-dimensionnelle
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Rosenthal.
     
     
      On
     
     
      étu-
     
     
      k
     
     
      k
     
     
      die
     
     
      les
     
     
      prolongements
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      Z
     
     
      (c'est-à-dire
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      IR
     
     
      munit
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      norme
     
     
      ||(x.
     
     
      )
     
     
      ||
     
     
      =
     
     
      [
     
     
      |x.
     
     
      |)
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      espaces
     
     
      de
     
     
      Banach.
     
     
      1
     
     
      iSk
     
     
      1
     
     
      Pour
     
     
      introduire
     
     
      cette
     
     
      étude,
     
     
      nous
     
     
      citerons
     
     
      deux
     
     
      résultats.
     
     
      Considérons
     
     
      d'abord
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      particulier
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      en
     
     
      ɐ
     
     
      semble
     
     
      T,
     
     
      ne
     
     
      prenant
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      valeurs
     
     
      ±
     
     
      1.
     
     
      Soit
     
     
      S
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
     
     
      points
     
     
      (x
     
     
      i
     
     
      (t))ién
     
     
      l°
     
     
      rs<
     
     
      î
     
     
      ue
     
     
      t
     
     
      décrit
     
     
      T
     
     
      et
     
     
      |s|
     
     
      le
     
     
      cardinal
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      Un
     
     
      résultat
     
     
      dû
     
     
      indépendamment
     
     
      à
     
     
      Sauer
     
     
      [2lJ,Shelah
     
     
      [22]
     
     
      ,
     
     
      Vapnik
     
     
      et
     
     
      Cervonenkis
     
     
      [25^]
     
     
      permet
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      |s|
     
     
      >
     
     
      £
     
     
      (?)
     
     
      ,
     
     
      alors
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      I
     
     
      i<k
     
     
      1
     
     
      de
     
     
      {l,2,...,n}
     
     
      de
     
     
      cardinal
     
     
      k
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      (x.).^
     
     
      (muni
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      norme
     
     
      «...
     
     
      .
     
     
      k
     
     
      uniforme)
     
     
      soit
     
     
      isométrique
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      base
     
     
      canonique
     
     
      de
     
     
      Z.
     
     
      .
     
     
      Cet
     
     
      argument
     
     
      combi-
     
     
      k
     
     
      natoire
     
     
      permet
     
     
      donc
     
     
      de
     
     
      plonger
     
     
      isométriquement
     
     
      l'espace
     
     
      Z
     
     
      ^
     
     
      dans
     
     
      l'espace
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      (x.).
     
     
      dans
     
     
      Z
     
     
      (T).
     
     
      On
     
     
      estime
     
     
      alors
     
     
      k
     
     
      en
     
     
      fonction
     
     
      du
     
     
      nombre
     
     
      1
     
     
      i<n
     
     
      00
     
     
      de
     
     
      points
     
     
      de
     
     
      S.
     
     
      Avant
     
     
      de
     
     
      présenter
     
     
      le
     
     
      deuxième
     
     
      exemple,
     
     
      fixons
     
     
      la
     
     
      notation
     
     
      suivante
     
     
      :
     
     
      étant
     
     
      donné
     
     
      X|,.,x^
     
     
      des
     
     
      vecteurs
     
     
      d'un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      Banach,
     
     
      nous
     
     
      désignons
     
     
      par
     
     
      M
     
     
      la
     
     
      moyenne
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      2°
     
     
      choix
     
     
      de
     
     
      signes
     
     
      e.
     
     
      =
     
     
      ±
     
     
      1
     
     
      des
     
     
      n
     
     
      1
     
     
      nombres
     
     
      ||
     
     
      £
     
     
      e.x.||.
     
     
      Nous
     
     
      considérons
     
     
      maintenant
     
     
      (x
     
     
      .....
     
     
      x
     
     
      }
     
     
      des
     
     
      caractères
     
     
      i=l
     
     
      11
     
     
      1
     
     
      n
     
     
      d'un
     
     
      groupe
     
     
      compact
     
     
      commutatif
     
     
      T.
     
     
      Un
     
     
      résultat
     
     
      de
     
     
      Pisier
     
     
      Q
     
     
      8]
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      ensem
     
     
      ɐ
     
     
      bles
     
     
      de
     
     
      Sidon,
     
     
      montre
     
     
      qu'il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      I
     
     
      de
     
     
      {1,2,.,
     
     
      n}
     
     
      de
     
     
      cardinal
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      de
     
     
      C(T)
     
     
      soit
     
     
      d-isomorphe
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      base
     
     
      k
     
     
      Ï
     
     
      cM
     
     
      /n
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      base
     
     
      (x.).
     
     
      T
     
     
      î
     
     
      îel
     
     
      k
     
     
      canonique
     
     
      de
     
     
      (où
     
     
      c
     
     
      et
     
     
      d
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      constantes
     
     
      universelles).
     
     
      En
     
     
      s'inspirant
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      dernier
     
     
      résultat
     
     
      et
     
     
      en
     
     
      utilisant
     
     
      le
     
     
      lemme
     
     
      de
     
     
      Sauer,
     
     
      Milman
     
     
      (joj
     
     
      montre
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      sur
     
     
      T
     
     
      à
     
     
      valeurs
     
     
      ±
     
     
      1,
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      I
     
     
      de
     
     
      {l,2,.,n}
     
     
      de
     
     
      cardinal
     
     
      k
     
     
      S
     
     
      cM^/n
     
     
      Log
     
     
      n
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      (xd
     
     
      soit
     
     
      isométrique
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      base
     
     
      canonique
     
     
      de
     
     
      Ce
     
     
      théorème
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      point
     
     
      de
     
     
      départ
     
     
      de
     
     
      notre
     
     
      étude.
     
     
      Il
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      amélioré
     
     
      par
     
     
      Pisier
     
     
      M
     
     
      91.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      général
     
     
      où
     
     
      x,,x„,.,x
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      vecteurs
     
     
      I
     
     
      z
     
     
      n
     
     
      d'un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      Banach
     
     
      quelconque,
     
     
      J.
     
     
      Elton
     
     
      QQ
     
     
      a
     
     
      montré
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      la
     
     
      moyenne
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      proportionnelle
     
     
      à
     
     
      n,
     
     
      alors
     
     
      l'espace
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      (x.).^
     
     
      contient
     
     
      î
     
     
      i$n
     
     
      •
     
     
      k
     
     
      »
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      isomorphe
     
     
      â
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      proportionnelle
     
     
      â
     
     
      n.
     
     
      Ce
     
     
      théorème
     
     
      obtenu
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cadre
     
     
      réel
     
     
      est
     
     
      généralisé
     
     
      ici
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cadre
     
     
      des
     
     
      espaces
     
     
      de
     
     
      Banach
     
     
      complexes,
     
     
      â
     
     
      l'aide
     
     
      d'un
     
     
      nouveau
     
     
      résultat
     
     
      combinatoire.
     
     
      Nous
     
     
      donnons
     
     
      ensuite
     
     
      (th.
     
     
      3.1)
     
     
      une
     
     
      version
     
     
      fini-dimensionnelle
     
     
      du
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Rosenthal
     
     
      qui
     
     
      implique
     
     
      les
     
     
      trois
     
     
      résultats
     
     
      cités
     
     
      au
     
     
      para
     
     
      ɐ
     
     
      graphe
     
     
      précédent.
     
     
      Nous
     
     
      en
     
     
      déduisons
     
     
      une
     
     
      caractérisation
     
     
      de
     
     
      1
     
     
      'extrémalité
     
     
      des
     
     
      constantes
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      T
     
     
      n
     
     
      (X)
     
     
      d'un
     
     
      espace
     
     
      de
     
     
      Banach
     
     
      en
     
     
      montrant
     
     
      que
     
     
      celle-ci
     
     
      P
     
     
      k
     
     
      traduit
     
     
      l'existence
     
     
      dans
     
     
      X
     
     
      d'un
     
     
      sous-espace
     
     
      isomorphe
     
     
      à
     
     
      £j
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      proportionnelle
     
     
      â
     
     
      n.
     
     
      L'étude
     
     
      des
     
     
      sous-espaces
     
     
      £"
     
     
      des
     
     
      espaces
     
     
      de
     
     
      Banach
     
     
      nous
     
     
      permet
     
     
      d'établir
     
     
      une
     
     
      nouvelle
     
     
      caractérisation
     
     
      des
     
     
      classes
     
     
      de
     
     
      Glivenko-Cantelli
     
     
      ;
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      des
     
     
      classes
     
     
      de
     
     
      fonctions
     
     
      intégrables
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      probabilisé
     
     
      qui
     
     
      vérifient
     
     
      la
     
     
      loi
     
     
      uniforme
     
     
      des
     
     
      grands
     
     
      nombres.
     
     
      Ces
     
     
      classes
     
     
      ont
     
     
      été
     
     
      caractérisées
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      conditions
     
     
      de
     
     
      nature
     
     
      entropique
     
     
      par
     
     
      Vapnik
     
     
      et
     
     
      Cervonenkis
     
     
      [26]
     
     
      et
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      article
     
     
      récent,
     
     
      Talagrand
     
     
      [~
     
     
      24]
     
     
      en
     
     
      a
     
     
      donné
     
     
      une
     
     
      nouvelle
     
     
      description
     
     
      .
     
     
      Trois
     
     
      types
     
     
      d'outils
     
     
      sont
     
     
      utilisés
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      travail.
     
     
      D'une
     
     
      part,
     
     
      l'outil
     
     
      combinatoire
     
     
      qui
     
     
      nous
     
     
      permet
     
     
      d'établir
     
     
      des
     
     
      lemmes
     
     
      de
     
     
      densité.
     
     
      D'autre
     
     
      part,
     
     
      une
     
     
      technique
     
     
      entropique
     
     
      qui
     
     
      s'appuie
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      "condition
     
     
      d'entropie"
     
     
      introduite
     
     
      par
     
     
      Dudley
     
     
      dans
     
     
      l'étude
     
     
      des
     
     
      trajectoires
     
     
      des
     
     
      processus
     
     
      gaussiens.
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Enfin,
     
     
      un
     
     
      outil
     
     
      géométrique,
     
     
      à
     
     
      savoir
     
     
      les
     
     
      volumes
     
     
      mixtes
     
     
      introduits
     
     
      par
     
     
      Minkowski
     
     
      qui
     
     
      permettent
     
     
      une
     
     
      approche
     
     
      volumique
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      construction
     
     
      de
     
     
      bases
     
     
      .
     
     
      Ces
     
     
      trois
     
     
      techniques
     
     
      sont
     
     
      présentées
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      chapitre
     
     
      I.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      chapitre
     
     
      II,
     
     
      on
     
     
      étudie
     
     
      certaines
     
     
      relations
     
     
      entre
     
     
      entropie
     
     
      métrique,
     
     
      volumes
     
     
      mixtes
     
     
      et
     
     
      épaisseur
     
     
      mixte
     
     
      d'un
     
     
      convexe
     
     
      de
     
     
      iR
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      en
     
     
      déduisons
     
     
      une
     
     
      nouvelle
     
     
      inégalité
     
     
      entre
     
     
      entropie
     
     
      métrique
     
     
      et
     
     
      épaisseur
     
     
      mixte
     
     
      et
     
     
      donnons
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      au
     
     
      calcul
     
     
      des
     
     
      nombres
     
     
      d'entropie
     
     
      de
     
     
      certains
     
     
      opérateurs.
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      III
     
     
      est
     
     
      consacré
     
     
      aux
     
     
      résultats
     
     
      sur
     
     
      les
     
     
      sous-espaces
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      IV
     
     
      n'entre
     
     
      pas
     
     
      vraiment
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cadre
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      géométrie
     
     
      des
     
     
      espaces
     
     
      de
     
     
      Banach.
     
     
      La
     
     
      construction
     
     
      de
     
     
      bases
     
     
      ,
     
     
      par
     
     
      dualité,
     
     
      se
     
     
      pose
     
     
      k
     
     
      en
     
     
      terme
     
     
      de
     
     
      construction
     
     
      de
     
     
      boules
     
     
      t
     
     
      ,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      de
     
     
      cubes,
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      projections
     
     
      d'un
     
     
      convexe
     
     
      compact
     
     
      symétrique
     
     
      de
     
     
      IR
     
     
      .
     
     
      Nous
     
     
      étudions
     
     
      ce
     
     
      dernier
     
     
      problème
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      cas
     
     
      général
     
     
      d'un
     
     
      convexe
     
     
      compact.
     
     
      Dans
     
     
      le
     
     
      chapitre
     
     
      V,
     
     
      on
     
     
      étudie
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      de
     
     
      Glivenko-Cantelli
     
     
      .
     
     
      Certains
     
     
      résultats
     
     
      qui
     
     
      y
     
     
      figurent
     
     
      sont
     
     
      connus
     
     
      et
     
     
      notre
     
     
      propos
     
     
      a
     
     
      été
     
     
      de
     
     
      montrer
     
     
      les
     
     
      liens
     
     
      étroits
     
     
      qui
     
     
      existent
     
     
      entre
     
     
      ce
     
     
      problème
     
     
      et
     
     
      celui
     
     
      des
     
     
      sous-
     
     
      „n
     
     
      espaces
     
     
      Lj
     
     
      .
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      CHAPITRE
     
     
      I
     
     
      Entropie
     
     
      métrique
     
     
      et
     
     
      densité
     
     
      combinatoire
     
     
      Nous
     
     
      développons
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      premier
     
     
      chapitre,
     
     
      les
     
     
      outils
     
     
      de
     
     
      base
     
     
      qui
     
     
      nous
     
     
      serviront
     
     
      notamment
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      construction
     
     
      de
     
     
      bases
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      espaces
     
     
      de
     
     
      Banach.
     
     
      Donnons
     
     
      auparavant
     
     
      quelques
     
     
      notations.
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      ensemble
     
     
      fini
     
     
      A,
     
     
      |A|
     
     
      désignera
     
     
      le
     
     
      cardinal
     
     
      de
     
     
      A.
     
     
      Soit
     
     
      T
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      muni
     
     
      d'un
     
     
      écart
     
     
      d.
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      z
     
     
      >
     
     
      0,
     
     
      nous
     
     
      noterons
     
     
      N(T,d;e)
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      nombre
     
     
      de
     
     
      d-boules
     
     
      ouvertes
     
     
      de
     
     
      rayon
     
     
      de
     
     
      e
     
     
      qui
     
     
      forment
     
     
      un
     
     
      recouvrement
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      T.
     
     
      Nous
     
     
      noterons
     
     
      K(T,d;e)
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      grand
     
     
      cardinal
     
     
      des
     
     
      familles
     
     
      de
     
     
      points
     
     
      de
     
     
      T
     
     
      formées
     
     
      de
     
     
      points
     
     
      à
     
     
      distance
     
     
      mutuelle
     
     
      supérieure
     
     
      à
     
     
      z.
     
     
      Nous
     
     
      désignerons
     
     
      par
     
     
      (e^)
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      de
     
     
      Rademacher
     
     
      sur
     
     
      [0,1].
     
     
      Il
     
     
      revient
     
     
      au
     
     
      même
     
     
      de
     
     
      considérer
     
     
      une
     
     
      suite
     
     
      de
     
     
      variables
     
     
      aléatoires
     
     
      (en
     
     
      abrégé
     
     
      v.a.)
     
     
      indépendantes
     
     
      prenant
     
     
      les
     
     
      valeurs
     
     
      +1
     
     
      et
     
     
      -1
     
     
      avec
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      1/2.
     
     
      1
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      A.
     
     
      ENTROPIE
     
     
      METRIQUE
     
     
      .
     
     
      Soit
     
     
      (fi,
     
     
      Q.,P)
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      probabilisé
     
     
      et
     
     
      Ÿ
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      convexe
     
     
      croissante
     
     
      de
     
     
      (R
     
     
      +
     
     
      dans
     
     
      (R
     
     
      +
     
     
      ,
     
     
      nulle
     
     
      à
     
     
      l'origine.
     
     
      On
     
     
      considère
     
     
      l'espace
     
     
      y
     
     
      d'Orlicz
     
     
      associé
     
     
      L
     
     
      (fi,
     
     
      CL,P),
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      fonctions
     
     
      mesu
     
     
      ɐ
     
     
      rables
     
     
      X
     
     
      pour
     
     
      lesquelles
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      nombre
     
     
      c
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      :
     
     
      ËŸ(|x|/c)
     
     
      <
     
     
      +
     
     
      °°
     
     
      .
     
     
      y
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      espace
     
     
      L
     
     
      (fi,
     
     
      CL,IP)
     
     
      est
     
     
      muni
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      norme
     
     
      :
     
     
      ||x||
     
     
      y
     
     
      =
     
     
      Inf
     
     
      (c
     
     
      >
     
     
      0
     
     
      I
     
     
      lEf
     
     
      (
     
     
      |
     
     
      X
     
     
      |
     
     
      /
     
     
      c
     
     
      )
     
     
      £
     
     
      1}.
     
     
      1.1.-
     
     
      femme
     
     
      .
     
     
      -
     
     
      i=n
     
     
      V
     
     
      Soit
     
     
      CL
     
     
      (fi,Û-,IP),
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      l'inégalité
     
     
      :
     
     
      IE
     
     
      sup
     
     
      |
     
     
      X.
     
     
      |
     
     
      S
     
     
      f
     
     
      -1
     
     
      (N)
     
     
      Sup
     
     
      |
     
     
      |X. 
     
     
      |
     
     
      |
     
     
      .
     
     
      UN
     
     
      1
     
     
      UN
     
     
      1
     
     
      VmonAtsuvtion
     
     
      :
     
     
      Par
     
     
      homogénéité,
     
     
      on
     
     
      peut
     
     
      supposer
     
     
      que
     
     
      ||X-J|y
     
     
      $
     
     
      1,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      lEf(|x.J)
     
     
      $
     
     
      1
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      i
     
     
      $
     
     
      N.
     
     
      La
     
     
      fonction
     
     
      f
     
     
      étant
     
     
      convexe
     
     
      croissante,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      H'(IE
     
     
      Sup
     
     
      |
     
     
      X.
     
     
      |
     
     
      )
     
     
      £
     
     
      lEf
     
     
      (Sup
     
     
      |
     
     
      X.
     
     
      |
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      !E
     
     
      Sup
     
     
      f(|x.
     
     
      |) 
     
     
      .
     
     
      UN
     
     
      1
     
     
      UN
     
     
      1
     
     
      UN
     
     
      1
     
     
      N
     
     
      £
     
     
      l
     
     
      IET
     
     
      (
     
     
      |
     
     
      X
     
     
      .
     
     
      |
     
     
      )
     
     
      £
     
     
      N.
     
     
      i=l
     
     
      1
     
     
      D
     
     
      ’
     
     
      oü
     
     
      £
     
     
      Sup
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      métrique,
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      Log
     
     
      N(T,d;e),
     
     
      a
     
     
      été
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      dans
     
     
      l'étude
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      continuité
     
     
      des
     
     
      trajectoires
     
     
      des
     
     
      processus
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      par
     
     
      Dudley.
     
     
      Nous
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      une
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      d'un
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      Q
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      Soit
     
     
      (T,d)
     
     
      un
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      et
     
     
      (X
     
     
      fc
     
     
      )
     
     
      ^
     
     
      C
     
     
      L*
     
     
      (fi, 
     
     
      CL,(P)
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      aléatoire.
     
     
      On
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      dans
     
     
      l'énoncé
     
     
      qui
     
     
      suit,
     
     
      la
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      Sup
     
     
      X
     
     
      ,
     
     
      au
     
     
      sens
     
     
      du
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      de
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      L^
     
     
      (fi,
     
     
      Q.
     
     
      ,tP)
     
     
      .
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      on
     
     
      a
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      )
     
     
      teT
     
     
      C
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      pour
     
     
      tout
     
     
      s
     
     
      et
     
     
      t
     
     
      dans
     
     
      T,
     
     
      une
     
     
      fonction
     
     
      aléatoire
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      lively
     
     
      «
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      On
     
     
      a
     
     
      alors
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      D
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      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      e
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      0
     
     
      tel
     
     
      que
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      1.
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      on
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      D2
     
     
      n
     
     
      .
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      Si
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      la
     
     
      boule
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      de
     
     
      rayon
     
     
      e,
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      en
     
     
      t,
     
     
      on
     
     
      peut
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      une
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      A
     
     
      de
     
     
      T
     
     
      et
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      une
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      TT
     
     
      de
     
     
      A
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      dépend
     
     
      pas
     
     
      de
     
     
      t.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      alors
     
     
      Sup
     
     
      |X
     
     
      |
     
     
      S
     
     
      |x°|
     
     
      V
     
     
      l
     
     
      Sup
     
     
      |x"
     
     
      -
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      ’
     
     
      |
     
     
      teT
     
     
      L
     
     
      nSl
     
     
      teT
     
     
      et
     
     
      notons
     
     
      que
     
     
      Sup
     
     
      |x"
     
     
      -
     
     
      X"
     
     
      1
     
     
      |
     
     
      teT
     
     
      =
     
     
      Sup{|x
     
     
      n
     
     
      (A)
     
     
      -
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      (B)
     
     
      |
     
     
      ;
     
     
      A
     
     
      e
     
     
      A
     
     
      n
     
     
      ,B
     
     
      e
     
     
      A^.
     
     
      a
     
     
      n
     
     
      b
     
     
      +
     
     
      0}.
     
     
      n
     
     
      n-
     
     
      1
     
     
      Maintenant,
     
     
      si
     
     
      t
     
     
      e
     
     
      A
     
     
      fl
     
     
      B
     
     
      X
     
     
      JT
     
     
      (A)
     
     
      X
     
     
      n
     
     
      (B)
     
     
      n
     
     
      n-
     
     
      1
     
     
      Il
     
     
      «
     
     
      l|x
     
     
      n
     
     
      <A)
     
     
      -
     
     
      Xjl
     
     
      *
     
     
      ||X
     
     
      t
     
     
      -X
     
     
      n
     
     
      n-1
     
     
      $
     
     
      d(n
     
     
      (A)
     
     
      ,
     
     
      t)
     
     
      +
     
     
      d(n
     
     
      ,
     
     
      (B)
     
     
      ,
     
     
      t)
     
     
      n
     
     
      n-1
     
     
      g
     
     
      e
     
     
      +
     
     
      n
     
     
      'n-1
     
     
      3e
     
     
      .
     
     
      n
     
     
      Il
     
     
      résulte
     
     
      alors
     
     
      du
     
     
      lemme
     
     
      précédent
     
     
      que
     
     
      IE
     
     
      Sup
     
     
      teT
     
     
      K-xr
     
     
      ’
     
     
      i
     
     
      $:
     
     
      3Y
     
     
      (
     
     
      |
     
     
      A
     
     
      |
     
     
      |A
     
     
      '
     
     
      n
     
     
      n-1
     
     
      l>
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      4
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      D'où
     
     
      E
     
     
      Sup
     
     
      |
     
     
      X
     
     
      |
     
     
      £
     
     
      e
     
     
      |
     
     
      x
     
     
      °|
     
     
      +
     
     
      3
     
     
      £
     
     
      T
     
     
      1
     
     
      (N
     
     
      2
     
     
      (T,d;e
     
     
      n
     
     
      ))e
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      teT
     
     
      nil
     
     
      Enfin,
     
     
      en
     
     
      comparant
     
     
      avec
     
     
      l'intégrale,
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      :
     
     
      r
     
     
      D/2
     
     
      E
     
     
      Sup
     
     
      I
     
     
      X
     
     
      I
     
     
      * 
     
     
      E|X
     
     
      J
     
     
      +
     
     
      6
     
     
      teT
     
     
      C
     
     
      C
     
     
      T
     
     
      1
     
     
      (N
     
     
      2
     
     
      (T,d;e))de.
     
     
      0
     
     
      RemoAque.
     
     
      :
     
     
      Soit
     
     
      X
     
     
      une
     
     
      variable
     
     
      aléatoire
     
     
      centrée
     
     
      bornée
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      l'inégalité
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      reste
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      pour
     
     
      des
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      à
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      (avec
     
     
      la
     
     
      constante
     
     
      2/H)
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      lieu
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      n
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      CS
     
     
      var
     
     
      ^
     
     
      a
     
     
      ^^
     
     
      es
     
     
      de
     
     
      Bernoulli
     
     
      indépendantes
     
     
      ne
     
     
      prenant
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      valeurs
     
     
      ±
     
     
      1
     
     
      avec
     
     
      une
     
     
      probabilité
     
     
      égale.
     
     
      Nous
     
     
      allons
     
     
      appliquer
     
     
      le
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Dudley
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      processus
     
     
      d'un
     
     
      type
     
     
      particulier.
     
     
      Le
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      qui
     
     
      suit
     
     
      joue
     
     
      un
     
     
      rôle
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      les
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      des
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      à
     
     
      valeurs
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      ou
     
     
      1
     
     
      l
     
     
      n
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      définies
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      T.
     
     
      On
     
     
      pose
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      s
     
     
      et
     
     
      t
     
     
      dans
     
     
      T
     
     
      :
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      une
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      ]
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      t
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      T,
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      X
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      £
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      i=l
     
     
      1
     
     
      1
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      la
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      (1.1)
     
     
      qui
     
     
      précède,
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On en déduit, si ¥(x) = e -1, 1'inégalité

a.n 13 %01y < BT 1x 112012
isN igN L

Ce type d'inégalité reste valable pour des variables 3 valeurs complexes

(avec la constante 2/10 au lieu de /6). 0

Soient el.cz,...,en des variables de Bernoulli indépendantes mne
prenant que les valeurs * | avec une probabilité égale. Nous allons
appliquer le théor2me de Dudley 3 un processus d'un type particulier. Le

corollaire qui suit joue un rdle important dans les chapitres suivants.

1.3.- Conollaire.-
Soient X|pXgsenenX des fonctions bornées 3 valeurs réelles ou

complexes, définies sur un ensemble T. On pose pour tout s et t dans

T 3
d(s,t) -({ Ix; () = x (t)l2 12
i=1
On a alors
n D
E|| fcixi|| o € C(sup( 5 |x (:)|2 b2 f (Log N(T,d56))  2ae)
i=1 £(1) teT i=1 0

ol C est une constante universelle et D = Sup( 5 |x (t)|2 ”2

teT i=1

Démons thation :

I ~3

Pour tout t dans T, posons X =

x.(t)e. .
t 1()1

i=1

D'aprés la remarque (1.1) qui précéde,
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CHAPITRE |

Entropie métrique et densité combinatoire

Nous développons dans ce premier chapitre, les outils de base
. 2 n
qui nous serviront notamment 3 la construction de bases [] dans les

espaces de Banach.

Donnons auparavant quelques notations. Pour tout ensemble fini
A, |A| désignera le cardinal de A. Soit T un ensemble muni d'un
écart d. Pour tout € > 0, nous noterons N(T,d;e) le plus petit
nombre de d-boules ouvertes de rayon de € qui forment un recouvrement
de 1'espace T. Nous noterons K(T,d;e) le plus grand cardinal des
familles de points de T formées de points 3 distance mutuelle supérieure
34 €. Nous désignerons par (s.l) la suite des fonctions de Rademacher
sur [0,!]. I1 revient au méme de considérer une suite de variables
aléatoires (en abrégé v.a.) indépendantes prenant les valeurs +1 et -1

avec une probabilité 1/2.
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INTRODUCTION

Un théoréme de Rosenthal [20] affirme que 8% (J:n) est une suite
bornée dans un espace de Banach, elle admet une sous-suite de Cauchy faible
ou une sous-suite équivalente d la base canonique de EJ. L'un des objectifs
de ce travail, dans le cadre de la théorie locale des espaces de Banach, est
de donner une version fini-dimensionnelle du théor@me de Rosenthal. On &tu-
die les prolongements de 1'espace ILI; (c'est-a-dire de 1'espace \Rk munit
de la norme ||(xi)|] = Z |xi|) dans les espaces de Banach.

igk

Pour introduire cette &tude, nous citerons deux résultats.
Considérons d'abord le cas particulier de fonctions X seeesX  SUF uUn en-
semble T, ne prenant que les valeurs * 1. Soit S 1'ensemble des points

(xi(t))i(n lorsque t décrit T et |S| le cardinal de S. Un résultat

dli indépendamment 3 Sauer [2 l],Shelah [22] , Vapnik et Cervonenkis [25]
permet de montrer que si |S| > [ ('.1‘), alors il existe une partie I
i<k

de {1,2,...,n} de cardinal k telle que (xi) (muni de la norme

i€l
uniforme) soit isométrique 3 la base canonique de l:‘. Cet argument combi-
natoire permet donc de plonger isométriquement 1'espace Z‘; dans 1'espace
engendré par (xi)i‘n dans Zm('l‘). On estime alors k en fonction du nombre
de points de S. Avant de présenter le deuxiéme exemple, fixons la notation

suivante : &tant donné KpseaXy des vecteurs d'un espace de Banach, nous
. n . .
désignons par M la moyenne sur les 2 choix de signes Ei =t ] des
n
nombres || ) Cixil |. Nous considérons maintenant {xl,...,xn} des caractéres
i=]

d'un groupe compact commutatif T. Un résultat de Pisier DB] sur les ensem-

bles de Sidon, montre qu'il existe une partie I de {1,2,.,n} de cardinal
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//var addEvent = (function () {

//  return function (el, type, fn) {

//    if (el && el.nodeName || el === window) {

//      el.addEventListener(type, fn, false);

//    } else if (el && el.length) {

//      for (var i = 0; i < el.length; i++) {

//        addEvent(el[i], type, fn);

//      }

//    }

//  };

//})();



//var prevent = function(event) {   

//  event.preventDefault();

//};



//function isEventSupported(eventName) {

//  var el = document.createElement('div');

//  eventName = 'on' + eventName;

//  var isSupported = (eventName in el);

//  if (!isSupported) {

//    el.setAttribute(eventName, 'return;');

//    isSupported = typeof el[eventName] == 'function';

//  }

//  el = null;

//  return isSupported;

//}



var isPad = (navigator.userAgent.match(/iPad/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPhone/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPod/i));





function addLoadEvent(fn) {

	window.addEventListener('load', fn, false);

}



function addClickEvent(id, fn) {

	var box = el3(id);

	// preventDefaultTouch(box);

	if (isPad) {

		box.addEventListener("touchend", fn, false);

	} else {

		box.addEventListener('click', fn, false);

		box.addEventListener('mouseover', (function() {

			box.style.cursor = 'pointer';

		}), false);

	}

}



function el3(id) {

	return document.getElementById(id);

}



function style3(id) {

	return document.getElementById(id).style;

}



function show3(id) {

	style3(id).visibility = "visible";

}



function hide3(id) {

	style3(id).visibility = "hidden";

}



function replaceAll(text, find, replace) {

	while (text.indexOf(find) > -1) {

		text = text.replace(find, replace);

	}

	return text;

}



function htmlize(html) {

	html = replaceAll(html, "[[", "<");

	html = replaceAll(html, "]]", ">");

	return html;

}



var closeAudioIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeAudioID();

};



var closeVideoIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeVideoID();

};



function closeAudioID() {

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		audio.pause();

		audio.parentElement.style.visibility = "hidden";

		audio.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function closeVideoID() {

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.pause();

		video.parentElement.style.visibility = "hidden";

		video.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function addAudioID(boxID, html) {

	closeAudioID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		// audio.setAttributeNS("http://apple.com/ibooks/html-extensions",

		// "pause-readaloud", "true");

		audio.load();

		audio.play();

	}

	addClickEvent("audioCloseID", closeAudioIDHandler);

}



function addVideoID(boxID, html) {

	closeVideoID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.load();

		video.play();

	}

	addClickEvent("videoCloseID", closeVideoIDHandler);

}



function clickPlayAudio(clickID, boxID, html) {

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addAudioID(boxID, html);

	});

}



function clickPlayVideo(clickID, boxID, html) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addVideoID(boxID, html);

	});

}



function clickModal(clickID, modalID) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		Popup.showModal(modalID, null, null, {

			'screenColor' : '#99ff99',

			'screenOpacity' : .6

		});

		return false;

	});

}



function clickShow(clickID, showID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        show3(showID);

    });

}



function clickHide(clickID, hideID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        hide3(hideID);

    });

}



function clickPlay(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.play();

        }

    });

}

    

function clickPause(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.pause();

        }

    });

}



function browserVersion(elID) {

    var box = el3(elID);

    box.innerHTML = null;

    box.innerHTML = navigator.userAgent;

}



function initJS() {



}



window.addEventListener("DOMContentLoaded", initJS, false);
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L'entropie métrique, c'est-a-dire Log N(T,d;c), a &té introduite
dans 1'étude de la continuité des trajectoires des processus gaussiens par

Dudley. Nous &nongons ci-dessous une version d'un théoréme de Dudley LZ], [16] .

Soit (T,d) un espace précompact et (X ) c Ll(ﬂ,Q_,IP) une

t’teT
fonction aléatoire. On considérera dans 1'énoncé qui suit, la variable
Sup X_ , au sens du treillis de Banach ' Ll(ﬂ,a,ﬂ’). En particulier, on a :
teT

E Sup |X | = Sup{E Sup |X_| isc T, S fini}.
ter °© tes ¢

1.2.- Théordme.-

Soit (x) . CLY(2,0,P) une fonction aléatoire vérifiant

tteT

pour tout s et t dans T,
llxt-xs||w < d(t,s).
On a alors :

D12 iy
€ Sup |X | € Sup lElth +6 f ¥ (NT(T,d;8)de
teT teT (o]

ol D est le plus petit € > 0 tel que N(T,d;e) = 1I.

Démonsthation :

Pour tout entier n, on pose en-DZ_n. Soit A“ un cn-réseau
de (T,d) tel que lAnI = N(T,d;e“). Si B(t,e) désigne la boule ouverte
de rayon €, centrée en t, on peut trouver une partition An de T et

une application "n de An dans An telles que :

la,] < N(T,d;e ) et Vae B AC B (A)e ).
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rent. Le principal résultat donne un critére, en termes de volume, pour qu'un
convexe compact de RM admette une projection de grande dimension contenant
un cube de longueur de c6té donné. La encore, la méthode et le résultat sont
nouveaux et intéressants. En outre, au chapitre V, Pajor combine ses idées
avec les travaux (entre autres) de Vapnik Cervonenkis sur la loi des grands
nombres pour les distributions empiriques relatives a une classe d'ensembles
% . Il retrouve d'abord aisément plusieurs résultats connus faisant intervenir
l'entropie métrique de pour une suite de distances aléatoires. Ensuite,
Pajor introduit la suite des nombres aléatoires an(g, €). On peut penser a

ln('g, €) en quelque sorte comme le cardinal k de la plus grande sous-suite

que l'on peut extraire de l'échantillon aléatoire
n(#, €
n

e-équivalente a 1‘;

(Xl' % Xn}. I1 démontre que + 0 p.s. pour tout € > 0 si et

seulement si & est une classe de Glivenko-Cantelli, ce qui établit une jolie
connection entre tes travaux probabilistes et les résultats d'analyse fonc-
tionnelle des parties précédentes.

Gilles Pisier
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k 3 clen telle que la base (xi)icl de C(T) soit d-isomorphe 3 la base

canonique de ll; (ot ¢ et d sont des constantes universelles).

En s'inspirant de ce dernier résultat et en utilisant le lemme de

Sauer, Milman [lo] montre que 8% Tyseens, sont des fonetions sur T a

valeurs + 1, <l existe une partie I de {1,2,.,n} de cardinal

k 3 cMZ/n Log n telle que (Ii)ieI soit isométrique d la base canonique de

k
11.

par Pisier [l9:| Dans le cas général ol X Xy e X sont des vecteurs

Ce théoréme est le point de départ de notre &étude. Il a &té amélioré

d'un espace de Banach quelconque, J. Elton [5] a montré que si la moyenne

M est proportionnelle 3 n, alors l'espace engendré par (xi)i<n contient

un espace isomorphe 2 Cll( de dimension proportionnelle & n. Ce théoréme
obtenu dans le cadre réel est généralisé ici dans le cadre des espaces de

Banach complexes, 3 1'aide d'un nouveau résultat combinatoire.

Nous donnons ensuite (th. 3.1) une version fini-dimensionnelle
du théoréme de Rosenthal qui implique les trois résultats cités au para-
graphe précédent. Nous en dé&duisons une caractérisation de 1'extrémalité
des constantes de type T;(X) d'un espace de Banach en montrant que celle-ci
traduit 1'existence dans X d'un sous-espace isomorphe 3 CT de dimension

proportionnelle 2 n.

L'étude des sous-espaces 1.'; des espaces de Banach nous permet
d'établir une nouvelle caractérisation des classes de Glivenko-Cantelli ;
c'est-a-dire des classes de fonctions intégrables sur un espace probabilisé
qui vérifient la loi uniforme des grands nombres. Ces classes ont &té
caractérisées par des conditions de nature entropique par Vapnik et Cervonenkis
[26] et dans un article récent, Talagrand [24] en a donné une nouvelle

description.

Trois types d'outils sont utilisés dans ce travail. D'unme part,
1'outil combinatoire qui nous permet d'établir des lemmes de densité. D'autre
part, une technique entropique qui s'appuie sur la "condition d'entropie"

introduite par Dudley dans 1'@tude des trajectoires des processus gaussiens.
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Enfin, un outil géométrique, A savoir les volumes mixtes introduits par
Minkowski qui permettent une approche volumique de la construction de bases

l‘; . Ces trois techniques sont présentées dans le chapitre I. Dans le

chapitre II, on étudie certaines relations entre entropie métrique, volumes
P ¢ d n s

mixtes et &paisseur mixte d'un convexe de R . Nous en déduisons une
nouvelle inégalité entre entropie métrique et &paisseur mixte et donnons

une application au calcul des nombres d'entropie de certains opérateurs.

Le chapitre III est consacré aux résultats sur les sous-espaces l‘]‘.

Le chapitre IV n'entre pas vraiment dans le cadre de la géométrie
des espaces de Banach. La construction de bases lll(,

en terme de construction de boules l:, c'est-a-dire de cubes, dans les

par dualité, se pose

projections d'un convexe compact symétrique de R". Nous &tudions ce dernier

probléme dans le cas général d'un convexe compact.

Dans le chapitre V, on é&tudie le probl2me de Glivenko-Cantelli.
Certains résultats qui y figurent sont connus et notre propos a été de
montrer les liens &troits qui existent entre ce probléme et celui des sous-

espaces IL[]'.
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A. ENTROPIE METRIQUE.

Soit (Q,@,P) un espace probabilisé et ¥ une fonction convexe
croissante de R' dans R+, nulle 3 1'origine. On considére 1'espace
d'Orlicz associé L‘y(ﬂ,a,,@), c'est-a-dire 1'espace des fonctions mesu-

rables X pour lesquelles il existe un nombre ¢ > 0 tel que :

lE‘l’(le/c) < 4+ o,
L'espace LW(Q,(L,P) est muni de la norme :

[1%[]y = 1nf {c > 0 | B¥(|X|/c) & 1).

1.1.- Lerme.-

Soit (xi):'l‘ch(n,a.,rp), on a 1'inggalité :

=1
E sup |X,| € ¥ () Sup ||X.]]y-
ien  * iey b ¥

Démonstration :
Par homogénéité, on peut supposer que HX.1| l‘l‘ <1, c'est-a-dire
IEW(IXiI) < 1 pour tout i < N. La fonction ¥ &tant convexe croissante,

on a :

Y(E Sup |X;[) < E¥(Sup [X,]) =€ Sup ¥(|x;]).

igN igN igN
N
< ] E¥(x;]) < N
i=1

D'od E Sup [X;| ¢ ¥ (W),
igN
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Le point de départ de cette these est un théorzme démontré (en 1982) par

J. Elton : Si xl, S xn sont des éléments d'un Banach tels que

”;-'lS 1 et

3 "z 6n
(*) — Bty 3yt
- 1
alors il existe une partie A C {1, 2, ... n} de cardinal IA[ 2 §'n tel-
le que (xi)1CA vérifie
A - ]u l .
- V) € (|t ey xllzem T oy
R i 1en *F i€a

o 6' et 6" sont des nombres positifs ne dépendant que de § (cette der-
nidre précision est essentielle).

La propriété (*) est donc un critére pour trouver de grandes parties A
vérifiant (**), c'est-a-dire telles que (xi)iCA soit §"-équivalent a

9.1. Ce théordme difficile est important : d'une part, on reconnait dans

la démonstration une forme finie dimensionnelle d'un théoréme de Rosenthal
sur les sous-suites 11, d'autre part, cet énoncé généralise des résultats
utilisés récemment dans la théorie des ensembles lacunaires et de Sidon.

La démonstration originale de ce théor&me d'Elton était mal comprise, comme
en témoigne la principale question laissée ouverte dans le papier d'Elton :
son théor&me s'étend-il au cas complexe ? En effet, contrairement aux habi-
tudes, le cas de coefficients complexes dans (**) soulevait de trés sérieu-
ses difficultés, et pas seulement de nature technique. Ce probleZme est résolu
ici. Pour cela, Pajor a dd repenser complétement la démonstration d'Elton,
inventant de nouveaux lemmes combinatoires qui ont leur intérét propre. Il a
su aussi exploiter le point de vue de l'entropie métrique (2 la Dudley) pour
estimer les intégrales du type (*), comme on le fait dans la théorie des pro-
cessus gaussiens ou sous-gaussiens. Par ailleurs, il a découvert 1l'utilité de
la théorie des volumes mixtes pour simplifier et améliorer le travail d'Elton.
En passant, il obtient plusieurs résultats intéressants sur les nombres
d'entropie des opérateurs. Les résultats principaux se trouvent au chapitre
III, ol le théor2me d'Elton est démontré d'une manidre originale, avec de plus
plusieurs améliorations sur la dépendance de &', 8" en fonction de 6. Dans
ce nouveau point de vue, le cas complexe peut étre obtenu dans la partie III.B
a l'aide du théor&me combinatoire III.14, qui est nouveau lui aussi. Les idées
de Pajor permettent de donner également une démonstration transparente du
théoréme de Rosenthal complexe, & partir du cas réel (ce qui a posé un pro-
bléme en son temps). Le chapitre IV reprend le probleme sous un angle diffé-
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On définit alors la fonction aléatoire suivante :

n
X () = AEA 'A“)xnn(A)(“’)'
n

Ecrivons

o n n-1
xt Xt % 2 (xt xt )
nzl

oil X': ne dépend pas de t.

On a alors

5 -1
sup X | € [XO] + ] sup [xT - x"7}|
teT °© £ n2l teT ¢ t

et notons que :

n n-1
Sup lxt =%, | = Sup(IXnn(A) - xnn-l(B)l A€l BEA _LANB £ @)

teT
Maintenant, si t € AN B

[1x - X Il < [x - x L+ LIk - x I
m@ "t @ (INCOR: )

€ Al (A),t) + d@m _, (8),t)

n
L)
+
o
]

w
0

I1 résulte alors du lemme précédent que

E Sup lx: - X:_]| < BW-I(IAnIIAn_l[)cn.
teT
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D'oll

€ Sup [x | < £|x [ +3 § v (NZ(T.d;e“))en.
teT n3l

Enfin, en comparant avec l'intégrale, on obtient :

02 o,
€ Sup |x | le|x | + Gf ¥ (NT(T,d;e)de.
teT 0

Remarque : Soit X une variable aléatoire centrGe bornée. On a 1'inégalité
suivante :

2
E exp tX € exp(Ef |[X||2m)
L

On en déduit une estimation de type sous-gaussien de la distri-

bution de la somme de variables bornées indépendantes.

i=N

Soit (xi)i=l c LQ(Q,(L,P) des variables aléatoires réelles

centrées et bornées : on a :

Eexp t( ] X, ;) € exp Ei Cylx |[2 )
ien ¢ g Ty

Ceci nous conduit a 1'inégalité classique :

2
eflf, 5l > LI s 2o s,

igN
Par suite

E exp[z %, /e ] 1%, || ”T - l.j:m []5 X, |>e(tog ©'/2( | 1% ”— )”ﬂ

€N igN igN igN =

+00 2
sl+2f S LT N I
1 e =2
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