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      l'étude
     
     
      des
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      Spencer,
     
     
      S.
     
     
      Sternberg
     
     
      et
     
     
      V.
     
     
      Guillemin
     
     
      ont
     
     
      mis
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      ɐ
     
     
      vées
     
     
      partielles
     
     
      "localement
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      constants".
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      à
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      qui
     
     
      nous
     
     
      a
     
     
      encouragé
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      travail,
     
     
      et
     
     
      qui
     
     
      a
     
     
      bien
     
     
      voulu
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      le
     
     
      résultat
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      la
     
     
      collection
     
     
      "Travaux
     
     
      en
     
     
      cours"
     
     
      qu'il
     
     
      dirige.
     
     
      Nous
     
     
      remercions
     
     
      également
     
     
      Madame
     
     
      Mori,
     
     
      qui
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      dactylographié
     
     
      avec
     
     
      soin
     
     
      et
     
     
      patience
     
     
      notre
     
     
      manuscrit
     
     
      C.
     
     
      Albert
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      P.
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      avec
     
     
      les
     
     
      notions
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      base
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      champs
     
     
      d'éléments
     
     
      de
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      fibrés
     
     
      vectoriels
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      etc...
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      exemple
     
     
      sur
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      [
     
     
      ddn
     
     
      ].
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      chapitre,
     
     
      nous
     
     
      présentons
     
     
      certaines
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      notions
     
     
      dans
     
     
      le
     
     
      langage
     
     
      et
     
     
      avec
     
     
      les
     
     
      notations
     
     
      qui
     
     
      seront
     
     
      utilisés
     
     
      systématiquement
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      X
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      Y
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      espaces
     
     
      topologiques.
     
     
      Une
     
     
      application
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      de
     
     
      X
     
     
      dans
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      9
     
     
      :
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      -*
     
     
      Im
     
     
      9
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      et
     
     
      Im
     
     
      9
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      ouverts
     
     
      [éventuellement
     
     
      vides]
     
     
      respectivement
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      9
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      homéomorphisme
     
     
      local
     
     
      si
     
     
      9
     
     
      :
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      -•
     
     
      Im
     
     
      9
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      homéomor
     
     
      ɐ
     
     
      phisme
     
     
      .
     
     
      Un
     
     
      pseudogroupe
     
     
      d'homéomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      Y
     
     
      d'homéomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      [c'est-à-dire
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      dans
     
     
      X]
     
     
      satisfaisant
     
     
      aux
     
     
      conditions
     
     
      suivantes
     
     
      :
     
     
      P1_
     
     
      -
     
     
      Si
     
     
      9
     
     
      €
     
     
      T,
     
     
      alors
     
     
      9
     
     
      '
     
     
      €
     
     
      Y
     
     
      P2
     
     
      -
     
     
      Si
     
     
      9
     
     
      ,
     
     
      1(1
     
     
      P
     
     
      T,
     
     
      alors
     
     
      90
     
     
      €
     
     
      T
     
     
      P2
     
     
      -
     
     
      Si
     
     
      9
     
     
      €
     
     
      T
     
     
      et
     
     
      si
     
     
      U
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ouvert
     
     
      de
     
     
      X,
     
     
      alors
     
     
      9
     
     
      ]^
     
     
      €
     
     
      r
     
     
      P4
     
     
      -
     
     
      Si
     
     
      9
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      homéomorphisme
     
     
      local
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      tel
     
     
      que,
     
     
      V
     
     
      x
     
     
      6
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      i|i
     
     
      f
     
     
      T
     
     
      avec
     
     
      x
     
     
      ë
     
     
      Dom
     
     
      t|i
     
     
      et
     
     
      9
     
     
      =
     
     
      i|r
     
     
      dans
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      fl
     
     
      Dom
     
     
      \|>,
     
     
      alors
     
     
      9
     
     
      6
     
     
      T.
     
     
      1
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      n
     
     
      -
     
     
      idj
     
     
      e
     
     
      r
     
     
      où
     
     
      cp*
     
     
      :
     
     
      Im
     
     
      cp
     
     
      -*
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      est
     
     
      l'application
     
     
      réciproque
     
     
      de
     
     
      cp.tpoili
     
     
      l'appli
     
     
      ɐ
     
     
      cation
     
     
      composée
     
     
      qui
     
     
      va
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      (im
     
     
      ^
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      )
     
     
      dans
     
     
      9
     
     
      (
     
     
      Im
     
     
      if
     
     
      H
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      ),
     
     
      et
     
     
      9
     
     
      ^
     
     
      la
     
     
      restriction
     
     
      de
     
     
      9
     
     
      à
     
     
      U,
     
     
      qui
     
     
      va
     
     
      de
     
     
      U
     
     
      fl
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      dans
     
     
      9(ü
     
     
      H
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      ).
     
     
      Le
     
     
      pseudogroupe
     
     
      T
     
     
      est
     
     
      dit
     
     
      transitif
     
     
      [sur
     
     
      X]
     
     
      si
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      x,
     
     
      y
     
     
      6
     
     
      X
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      9
     
     
      ë
     
     
      T
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      x
     
     
      ë
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      et
     
     
      9
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      y.
     
     
      Etant
     
     
      donné
     
     
      le
     
     
      pseudogroupe
     
     
      T,
     
     
      un
     
     
      f-atlas
     
     
      sur
     
     
      1'
     
     
      espace
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ensemble
     
     
      G
     
     
      d'homéomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      Y
     
     
      dans
     
     
      X
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      A1
     
     
      -
     
     
      U
     
     
      Dom
     
     
      9
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      9
     
     
      ÉG
     
     
      _
     
     
      1
     
     
      A2
     
     
      -
     
     
      Si
     
     
      9
     
     
      ,
     
     
      \|i
     
     
      6
     
     
      G
     
     
      alors
     
     
      o
     
     
      9
     
     
      £
     
     
      T
     
     
      Les
     
     
      éléments
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      cartes
     
     
      de
     
     
      l'atlas.
     
     
      Le
     
     
      T-atlas
     
     
      est
     
     
      dit
     
     
      complet
     
     
      si
     
     
      tout
     
     
      homéomorphisme
     
     
      local
     
     
      9
     
     
      de
     
     
      Y
     
     
      dans
     
     
      X
     
     
      compatible
     
     
      avec
     
     
      G
     
     
      [c'est-
     
     
      à-dire
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      90^6
     
     
      T
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      i(r
     
     
      €
     
     
      G]
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      carte
     
     
      de
     
     
      G.
     
     
      Tout
     
     
      A
     
     
      T-atlas
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      contenu
     
     
      dans
     
     
      un
     
     
      unique
     
     
      T-atlas
     
     
      complet
     
     
      G,
     
     
      formé
     
     
      de
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      homéomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      Y
     
     
      dans
     
     
      X
     
     
      compatibles
     
     
      avec
     
     
      G.
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      dit
     
     
      complété
     
     
      de
     
     
      G.
     
     
      Une
     
     
      f-structure
     
     
      sur
     
     
      l'espace
     
     
      topologique
     
     
      Y
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      F-atlas
     
     
      complet.
     
     
      0.2.
     
     
      VARIETES
     
     
      DIFFERENTIABLES
     
     
      ;
     
     
      SOUS-VARIETES
     
     
      STRICTES
     
     
      Dans
     
     
      la
     
     
      suite,
     
     
      "différentiable"
     
     
      signifie
     
     
      toujours
     
     
      "différentiable
     
     
      GO
     
     
      de
     
     
      classe
     
     
      C
     
     
      "
     
     
      .
     
     
      Quand
     
     
      nous
     
     
      parlerons
     
     
      de
     
     
      "variétés"
     
     
      il
     
     
      s'agira
     
     
      de
     
     
      variétés
     
     
      différentia
     
     
      ɐ
     
     
      bles
     
     
      séparées,
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      finie,
     
     
      paracompactes
     
     
      et
     
     
      sans
     
     
      bord.
     
     
      De
     
     
      même
     
     
      les
     
     
      applications,
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs,
     
     
      formes
     
     
      etc...,
     
     
      seront
     
     
      supposés
     
     
      sauf
     
     
      avis
     
     
      contraire
     
     
      différentiables.
     
     
      Observons
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      différentiable
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      définie
     
     
      en
     
     
      termes
     
     
      de
     
     
      T-structures
     
     
      :
     
     
      un
     
     
      difféomorphisme
     
     
      local
     
     
      de
     
     
      IR
     
     
      n
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      homéomorphisme
     
     
      local
     
     
      9
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      9
     
     
      et
     
     
      9
     
     
      ^
     
     
      soient
     
     
      diffé
     
     
      ɐ
     
     
      rentiables
     
     
      ;
     
     
      l'ensemble
     
     
      Diff(<R
     
     
      n
     
     
      )
     
     
      de
     
     
      tous
     
     
      ces
     
     
      difféomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      forme
     
     
      alors
     
     
      un
     
     
      pseudogroupe
     
     
      transitif
     
     
      d'homéomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      IR
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      une
     
     
      Diff(E
     
     
      n)-structure
     
     
      sur
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      topologique
     
     
      séparé
     
     
      paracompact
     
     
      V
     
     
      n'est
     
     
      2
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      rien
     
     
      d'autre
     
     
      qu'une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      [n-variété]
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      En
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      concerne
     
     
      les
     
     
      sous-variétés,
     
     
      en
     
     
      plus
     
     
      des
     
     
      notions
     
     
      classiques
     
     
      de
     
     
      sous-variété
     
     
      immergée
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      sous-variété
     
     
      plongée,
     
     
      nous
     
     
      utiliserons
     
     
      sou
     
     
      ɐ
     
     
      vent
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      de
     
     
      "sous-variété
     
     
      stricte".
     
     
      Rappelons
     
     
      qu'une
     
     
      sous-variété
     
     
      immergée
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      variété
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      ¥
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      munie
     
     
      d'une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      pour
     
     
      laquelle
     
     
      l'injection
     
     
      W
     
     
      -•
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      immersion
     
     
      ;
     
     
      on
     
     
      remarquera
     
     
      qu'une
     
     
      même
     
     
      partie
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      peut
     
     
      parfois
     
     
      être
     
     
      munie
     
     
      de
     
     
      plusieurs
     
     
      structures
     
     
      différentes
     
     
      de
     
     
      sous-variété
     
     
      immergée.
     
     
      Une
     
     
      sous-variété
     
     
      -plongée
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      immergée
     
     
      W
     
     
      dont
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      coïncide
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      induite
     
     
      ;
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      sous-variété
     
     
      immergée
     
     
      de
     
     
      W
     
     
      est
     
     
      unique.
     
     
      Enfin
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      stricte
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      immergée
     
     
      W
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      é
     
     
      W
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      voisinage
     
     
      ouvert
     
     
      U
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      dans
     
     
      V
     
     
      pour
     
     
      lequel
     
     
      la
     
     
      composante
     
     
      connexe
     
     
      par
     
     
      arcs
     
     
      différentiables
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      dans
     
     
      W
     
     
      H
     
     
      U
     
     
      [pour
     
     
      la
     
     
      topologie
     
     
      de
     
     
      V]
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      plongée
     
     
      de
     
     
      V.
     
     
      Dans
     
     
      ce
     
     
      cas,
     
     
      W
     
     
      possède
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      caractéristique
     
     
      suivante
     
     
      :
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      variété
     
     
      S
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      toute
     
     
      application
     
     
      différentiable
     
     
      f
     
     
      i
     
     
      S
     
     
      "T
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      f(s)
     
     
      c
     
     
      W,
     
     
      l'application
     
     
      f
     
     
      :
     
     
      S
     
     
      -•
     
     
      W
     
     
      est
     
     
      différentiable
     
     
      ;
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      ceci
     
     
      implique
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      sous-variété
     
     
      immergée
     
     
      de
     
     
      W
     
     
      est
     
     
      unique.
     
     
      Bien
     
     
      entendu,
     
     
      toute
     
     
      sous-variété
     
     
      plongée
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      stricte.
     
     
      0.3.
     
     
      PSEUD0GR0UPE3DE
     
     
      TRANSFORMATIONS
     
     
      ET
     
     
      T-STRUCTURES
     
     
      DIFFERENTIABLES.
     
     
      Soit
     
     
      M
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n.
     
     
      L'ensemble
     
     
      Diff(M)
     
     
      des
     
     
      difféo-
     
     
      morphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      pseudogroupe
     
     
      transitif
     
     
      d'homéomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      M.
     
     
      Sur
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      topologique
     
     
      séparé
     
     
      paracompact
     
     
      V,
     
     
      une
     
     
      Diff(M)-
     
     
      structure
     
     
      sera
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      modelée
     
     
      sur
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      En
     
     
      fait,
     
     
      toute
     
     
      varié
     
     
      ɐ
     
     
      té
     
     
      modelée
     
     
      sur
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      .naturelle
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n,
     
     
      et
     
     
      réciproquement
     
     
      toute
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      n
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      regardée
     
     
      comme
     
     
      mode
     
     
      ɐ
     
     
      lée
     
     
      sur
     
     
      M.
     
     
      Il
     
     
      arrivera
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      suite
     
     
      qu'en
     
     
      fonction
     
     
      du
     
     
      problème
     
     
      étudié
     
     
      on
     
     
      choisisse
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      n-variétés
     
     
      un
     
     
      autre
     
     
      modèle
     
     
      que
     
     
      lR
     
     
      n
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      que
     
     
      si
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      connexe
     
     
      l'ensemble
     
     
      TRANS(M)
     
     
      des
     
     
      difféomor-
     
     
      phismes
     
     
      globaux
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      sur
     
     
      elle-même
     
     
      [ou
     
     
      transformations
     
     
      globales
     
     
      de
     
     
      M]
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      groupe
     
     
      opérant
     
     
      transitivement
     
     
      sur
     
     
      M.
     
     
      3
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      On
     
     
      appelle
     
     
      pseudogroupe
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      tout
     
     
      sous-pseudogroupe
     
     
      T
     
     
      jj
     
     
      de
     
     
      Diff(M),
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      toute
     
     
      partie
     
     
      de
     
     
      Diff(M)
     
     
      satisfaisant
     
     
      elle-même
     
     
      aux
     
     
      conditions
     
     
      P1_
     
     
      à
     
     
      P^..
     
     
      Sur
     
     
      un
     
     
      espace
     
     
      topologique
     
     
      séparé
     
     
      paracompact
     
     
      V,
     
     
      une
     
     
      r,,-structure
     
     
      définit
     
     
      alors
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      modelée
     
     
      sur
     
     
      M.
     
     
      M
     
     
      Dans
     
     
      la
     
     
      pratique,
     
     
      V
     
     
      sera
     
     
      déjà
     
     
      souvent
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      s'intéressera
     
     
      aux
     
     
      T^-structures
     
     
      compatibles
     
     
      avec
     
     
      sa
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      [î^-
     
     
      structures
     
     
      diffé
     
     
      ɐ
     
     
      rentiables
     
     
      j.
     
     
      L'objet
     
     
      essentiel
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      livre
     
     
      est
     
     
      l'étude
     
     
      d'une
     
     
      classe
     
     
      particulière
     
     
      de
     
     
      pseudogroupes
     
     
      de
     
     
      transformations,
     
     
      les
     
     
      pseudogroupes
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      transitifs
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      T-structures
     
     
      correspondantes,
     
     
      appelées
     
     
      simplement
     
     
      structures
     
     
      diffé
     
     
      ɐ
     
     
      rentiables
     
     
      transitives
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      définira
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      précise
     
     
      au
     
     
      chapitre
     
     
      VI
     
     
      les
     
     
      pseu
     
     
      ɐ
     
     
      dogroupes
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      transitifs
     
     
      ;
     
     
      essentiellement
     
     
      ce
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      pseudogroupes
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      transitifs
     
     
      définis
     
     
      par
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles.
     
     
      Nous
     
     
      nous
     
     
      contenterons
     
     
      pour
     
     
      l'instant
     
     
      de
     
     
      donner
     
     
      dans
     
     
      les
     
     
      paragraphes
     
     
      suivants
     
     
      quelques
     
     
      exemples
     
     
      classiques
     
     
      qui
     
     
      joueront
     
     
      un
     
     
      rôle
     
     
      fondamental
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      théorie
     
     
      générale
     
     
      .
     
     
      0.4.
     
     
      PREMIER
     
     
      EXEMPLE
     
     
      :
     
     
      FEUILLETAGES.
     
     
      Soit
     
     
      p
     
     
      un
     
     
      entier,
     
     
      0
     
     
      <
     
     
      p
     
     
      <
     
     
      n,
     
     
      et
     
     
      notons
     
     
      q
     
     
      =
     
     
      n
     
     
      -
     
     
      p.
     
     
      On
     
     
      identifie
     
     
      |R
     
     
      n
     
     
      P
     
     
      Q
     
     
      /
     
     
      no
     
     
      au
     
     
      produit
     
     
      IR
     
     
      x
     
     
      IR
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      désigné
     
     
      par
     
     
      n
     
     
      la
     
     
      projections
     
     
      naturelle
     
     
      IR
     
     
      -*
     
     
      K
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      appelle
     
     
      espace
     
     
      vertical
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      u
     
     
      de
     
     
      (R
     
     
      n
     
     
      le
     
     
      noyau
     
     
      de
     
     
      l'applicaticn
     
     
      ■
     
     
      tangente
     
     
      tt
     
     
      *
     
     
      en
     
     
      ce
     
     
      point
     
     
      .
     
     
      Prenons
     
     
      M
     
     
      =
     
     
      IR
     
     
      n
     
     
      ,
     
     
      étant
     
     
      le
     
     
      pseudogroupe
     
     
      des
     
     
      difféomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      dont
     
     
      l'application
     
     
      tangente
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      envoie
     
     
      l'espace
     
     
      vertical
     
     
      en
     
     
      ce
     
     
      point
     
     
      sur
     
     
      l'espace
     
     
      vertical
     
     
      au
     
     
      point
     
     
      image.
     
     
      En
     
     
      d'autres
     
     
      termes,
     
     
      cp
     
     
      Ç
     
     
      Diff(M)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      élément
     
     
      de
     
     
      r„
     
     
      s'il
     
     
      est
     
     
      localement
     
     
      pro
     
     
      jetable
     
     
      par
     
     
      tt
     
     
      sur
     
     
      IR
     
     
      q
     
     
      .
     
     
      Sur
     
     
      une
     
     
      n-variété
     
     
      V,
     
     
      une
     
     
      f^-structure
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      feuilletage
     
     
      de
     
     
      codimen
     
     
      ɐ
     
     
      sion
     
     
      q
     
     
      ■
     
     
      Soit
     
     
      G
     
     
      une
     
     
      telle
     
     
      structure.
     
     
      Si
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      V,
     
     
      choisissons
     
     
      une
     
     
      carte
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      .
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      cp
     
     
      f
     
     
      G
     
     
      tel
     
     
      que
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      Dom
     
     
      cp.
     
     
      Le
     
     
      sous-espace
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      tan
     
     
      ɐ
     
     
      gent
     
     
      T
     
     
      V
     
     
      dont
     
     
      l'image
     
     
      par
     
     
      l'application
     
     
      linéaire
     
     
      tangente
     
     
      cp
     
     
      #
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      est
     
     
      l'espace
     
     
      vertical
     
     
      en
     
     
      cp(x)
     
     
      ne
     
     
      dépend
     
     
      pas
     
     
      du
     
     
      choix
     
     
      de
     
     
      cp
     
     
      dans
     
     
      G.
     
     
      p
     
     
      =
     
     
      u
     
     
      P
     
     
      x€V
     
     
      X
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      un
     
     
      sous-fibré
     
     
      vectoriel
     
     
      de
     
     
      rang
     
     
      p
     
     
      de
     
     
      TV,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      un
     
     
      champ
     
     
      4
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      de
     
     
      o-éléments
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      qui
     
     
      sera
     
     
      dit
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      remarquera
     
     
      que
     
     
      P
     
     
      détermine
     
     
      à
     
     
      son
     
     
      tour
     
     
      G
     
     
      :
     
     
      un
     
     
      difféomorphisme
     
     
      local
     
     
      cp
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      dans
     
     
      M
     
     
      appartient
     
     
      à
     
     
      G
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      £
     
     
      Dom
     
     
      cp,
     
     
      cp^P^)
     
     
      est
     
     
      l'espace
     
     
      vertical
     
     
      en
     
     
      cp(x).
     
     
      Le
     
     
      champ
     
     
      de
     
     
      p-éléments
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      P
     
     
      est
     
     
      en
     
     
      involution
     
     
      :
     
     
      si
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      tangents
     
     
      à
     
     
      P
     
     
      -
     
     
      autrement
     
     
      dit
     
     
      des
     
     
      secticns
     
     
      du
     
     
      fibre
     
     
      vectoriel
     
     
      P
     
     
      -*
     
     
      V
     
     
      -,
     
     
      le
     
     
      crochet
     
     
      [X,Y]
     
     
      est
     
     
      encore
     
     
      tangent
     
     
      à
     
     
      P.
     
     
      Ré
     
     
      ɐ
     
     
      ciproquement
     
     
      d'ailleurs,
     
     
      d'après
     
     
      le
     
     
      classique
     
     
      Théorème
     
     
      de
     
     
      Frobenius
     
     
      ,
     
     
      voir
     
     
      [GDB],
     
     
      si
     
     
      P
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      p-éléments
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      en
     
     
      involution
     
     
      sur
     
     
      V,
     
     
      il
     
     
      est
     
     
      intégrable
     
     
      ,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      associé
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      feuilletage.
     
     
      La
     
     
      feuille
     
     
      F^
     
     
      du
     
     
      feuilletage
     
     
      G
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      l'ensem
     
     
      ɐ
     
     
      ble
     
     
      des
     
     
      points
     
     
      que
     
     
      l'on
     
     
      peut
     
     
      joindre
     
     
      à
     
     
      x
     
     
      par
     
     
      un
     
     
      arc
     
     
      continu
     
     
      différentiable
     
     
      par
     
     
      morceaux
     
     
      [arc
     
     
      brisé]
     
     
      tangent
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point
     
     
      à
     
     
      P.
     
     
      Les
     
     
      feuilles
     
     
      définis
     
     
      ɐ
     
     
      sent
     
     
      une
     
     
      partition
     
     
      3
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      en
     
     
      variétés
     
     
      intégrales
     
     
      maximales
     
     
      de
     
     
      P.
     
     
      Chaque
     
     
      feuille
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      stricte
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      .
     
     
      L'espace
     
     
      tangent
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      à
     
     
      F
     
     
      est
     
     
      l'élément
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      P
     
     
      .
     
     
      La
     
     
      partition
     
     
      3
     
     
      détermine
     
     
      x
     
     
      x
     
     
      complètement
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      différentiable
     
     
      des
     
     
      feuilles,
     
     
      donc
     
     
      le
     
     
      champ
     
     
      de
     
     
      p-éléments
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      P,
     
     
      et
     
     
      par
     
     
      suite
     
     
      le
     
     
      feuilletage
     
     
      G.
     
     
      Aussi
     
     
      abandonnera-
     
     
      t-on
     
     
      en
     
     
      général
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      abstraire
     
     
      d'atlas
     
     
      complet
     
     
      et
     
     
      parlera-t-on
     
     
      du
     
     
      feuil
     
     
      ɐ
     
     
      letage
     
     
      3
     
     
      .
     
     
      les
     
     
      cartes
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      étant
     
     
      appelées
     
     
      cartes
     
     
      locales
     
     
      adaptées
     
     
      au
     
     
      feuil
     
     
      ɐ
     
     
      letage
     
     
      .
     
     
      0.5.
     
     
      DEUXIEME
     
     
      EXEMPLE
     
     
      :
     
     
      STRUCTURES
     
     
      SYMPLECTIQUES
     
     
      ET
     
     
      DE
     
     
      CONTACT.
     
     
      Sur
     
     
      M
     
     
      =
     
     
      îR
     
     
      ^
     
     
      11
     
     
      dont
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      (u'
     
     
      ,
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      .
     
     
      ,u^
     
     
      m
     
     
      )
     
     
      les
     
     
      coordonnées
     
     
      standard,
     
     
      on
     
     
      considère
     
     
      la
     
     
      2
     
     
      -forme
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      m
     
     
      +1
     
     
      m
     
     
      2
     
     
      m
     
     
      =
     
     
      du
     
     
      A
     
     
      du
     
     
      +.
     
     
      ..
     
     
      +
     
     
      du
     
     
      A
     
     
      du
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      désigne
     
     
      par
     
     
      F^
     
     
      le
     
     
      pseudogroupe
     
     
      formé
     
     
      des
     
     
      difféomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      qui
     
     
      laissent
     
     
      invariante.
     
     
      Soit
     
     
      G
     
     
      une
     
     
      F
     
     
      -structure
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      2m-variété
     
     
      V.
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      cp
     
     
      ë
     
     
      G
     
     
      M
     
     
      T
     
     
      on
     
     
      définit
     
     
      sur
     
     
      Dom
     
     
      cp
     
     
      la
     
     
      2-forme
     
     
      =
     
     
      cp*^.
     
     
      Si
     
     
      \|t
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      autre
     
     
      carte
     
     
      de
     
     
      G,
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      coïncident
     
     
      sur
     
     
      Dom
     
     
      cp
     
     
      A
     
     
      Dom
     
     
      \|i
     
     
      et
     
     
      par
     
     
      suite
     
     
      les
     
     
      formes
     
     
      locales
     
     
      aty
     
     
      se
     
     
      recollent
     
     
      en
     
     
      une
     
     
      2-forme
     
     
      o^.
     
     
      sur
     
     
      V.
     
     
      est
     
     
      fermée
     
     
      et
     
     
      5
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      de
     
     
      rang
     
     
      2
     
     
      m
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point,
     
     
      ce
     
     
      qui
     
     
      veut
     
     
      dire
     
     
      que
     
     
      (a^)
     
     
      ne
     
     
      s'annule
     
     
      jamais.
     
     
      En
     
     
      d'autres
     
     
      termes,
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      forme
     
     
      symplectique
     
     
      sur
     
     
      V.
     
     
      D'ailleurs,
     
     
      détermine
     
     
      G
     
     
      :
     
     
      un
     
     
      difféomorphisme
     
     
      local
     
     
      cp
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      dans
     
     
      M
     
     
      appartient
     
     
      à
     
     
      G
     
     
      si,
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si,
     
     
      cp*a^
     
     
      =
     
     
      Réciproquement,
     
     
      soit
     
     
      a
     
     
      P
     
     
      A^(v)
     
     
      [nous
     
     
      désignons
     
     
      par
     
     
      A^(v)
     
     
      l'espace
     
     
      des
     
     
      p-formes
     
     
      sur
     
     
      V]
     
     
      une
     
     
      2-forme
     
     
      fermée
     
     
      et
     
     
      de
     
     
      rang
     
     
      2m
     
     
      =
     
     
      dim
     
     
      V
     
     
      en
     
     
      tout
     
     
      point.
     
     
      D'après
     
     
      le
     
     
      Théorème
     
     
      de
     
     
      Darboux
     
     
      ,
     
     
      voir
     
     
      [GDB]
     
     
      ,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      V
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      voisinage
     
     
      ouvert
     
     
      U
     
     
      de
     
     
      x
     
     
      dans
     
     
      V
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      coordonnées
     
     
      locales
     
     
      (x\...,x^
     
     
      m
     
     
      )
     
     
      dans
     
     
      U
     
     
      telles
     
     
      que
     
     
      ,
     
     
      1
     
     
      .
     
     
      ,
     
     
      m
     
     
      +1
     
     
      ,
     
     
      m
     
     
      .
     
     
      ,
     
     
      2
     
     
      m
     
     
      a
     
     
      -
     
     
      dx
     
     
      A
     
     
      dx
     
     
      +...+
     
     
      dx
     
     
      A
     
     
      dx
     
     
      La
     
     
      carte
     
     
      locale
     
     
      cp
     
     
      correspondante
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      vérifie
     
     
      alors
     
     
      cp*cx,
     
     
      =
     
     
      o
     
     
      t,
     
     
      et
     
     
      l'ensem
     
     
      ɐ
     
     
      ble
     
     
      des
     
     
      cartes
     
     
      locales
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      ayant
     
     
      cette
     
     
      propriété
     
     
      forme
     
     
      une
     
     
      I^-structure
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      ;
     
     
      ces
     
     
      cartes
     
     
      sont
     
     
      dites
     
     
      adaptées
     
     
      à
     
     
      et
     
     
      .
     
     
      Ainsi,
     
     
      la
     
     
      donnée
     
     
      d'une
     
     
      structure
     
     
      est
     
     
      équivalente
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      donnée
     
     
      d'une
     
     
      forme
     
     
      symplectique.
     
     
      Si
     
     
      maintenant
     
     
      on
     
     
      prend
     
     
      M
     
     
      =
     
     
      tR
     
     
      ^
     
     
      m+1
     
     
      et
     
     
      pour
     
     
      le
     
     
      pseudogroupe
     
     
      des
     
     
      difféomor
     
     
      phis
     
     
      mes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      qui
     
     
      laissent
     
     
      invariante
     
     
      la
     
     
      1
     
     
      -forme
     
     
      g^
     
     
      défi
     
     
      ɐ
     
     
      nie
     
     
      en
     
     
      coordonnées
     
     
      standard
     
     
      (u°,u\
     
     
      ...
     
     
      ,u^
     
     
      m
     
     
      )
     
     
      par
     
     
      „
     
     
      -,
     
     
      o
     
     
      1
     
     
      ,
     
     
      m
     
     
      m,
     
     
      2
     
     
      m
     
     
      Pjl
     
     
      =
     
     
      du
     
     
      +
     
     
      u
     
     
      du
     
     
      +...+
     
     
      u
     
     
      du
     
     
      ,
     
     
      on
     
     
      vérifie
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      analogue
     
     
      que
     
     
      la
     
     
      donnée
     
     
      d'une
     
     
      f^
     
     
      -structure
     
     
      sur
     
     
      une
     
     
      (
     
     
      2
     
     
      m
     
     
      +1
     
     
      )
     
     
      -variété
     
     
      est
     
     
      équivalente
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      donnée
     
     
      d'une
     
     
      forme
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      ,
     
     
      c
     
     
      '
     
     
      est-à-
     
     
      dire
     
     
      d'une
     
     
      1-forme
     
     
      g
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      g
     
     
      A
     
     
      (dg)
     
     
      m
     
     
      ne
     
     
      s'annule
     
     
      jamais.
     
     
      0.6.
     
     
      TROISIEME
     
     
      EXEMPLE
     
     
      :
     
     
      STRUCTURES
     
     
      COMPLEXES.
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      ici
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      C
     
     
      m
     
     
      ,
     
     
      considéré
     
     
      comme
     
     
      variété
     
     
      de
     
     
      dimen
     
     
      ɐ
     
     
      sion
     
     
      [réelle]
     
     
      2
     
     
      m,
     
     
      et
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      pseudogroupe
     
     
      des
     
     
      transformations
     
     
      locales
     
     
      holomorphes
     
     
      de
     
     
      M.
     
     
      En
     
     
      chaque
     
     
      point
     
     
      u
     
     
      f
     
     
      M,
     
     
      la
     
     
      multiplication
     
     
      par
     
     
      /-T
     
     
      défi
     
     
      ɐ
     
     
      nit
     
     
      un
     
     
      automorphisme
     
     
      iR-linéaire
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      tangent
     
     
      T^M.
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      ainsi
     
     
      une
     
     
      section
     
     
      du
     
     
      fibré
     
     
      T*M
     
     
      ®
     
     
      TM,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      un
     
     
      tenseur
     
     
      de
     
     
      type
     
     
      (
     
     
      1,1
     
     
      ),
     
     
      vérifiant
     
     
      pour
     
     
      la
     
     
      composition
     
     
      des
     
     
      automorphismes
     
     
      =
     
     
      “
     
     
      r
     
     
      M
     
     
      peut
     
     
      alors
     
     
      être
     
     
      caractérisé
     
     
      comme
     
     
      l'ensemble
     
     
      des
     
     
      difféomorphismes
     
     
      locaux
     
     
      de
     
     
      TM
     
     
      qui
     
     
      laissent
     
     
      invariant.
     
     
      6
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Sur
     
     
      une
     
     
      2m-variété
     
     
      V,
     
     
      une
     
     
      T
     
     
      -structure
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      lu
     
     
      A
     
     
      variété
     
     
      analytique
     
     
      complexe
     
     
      de
     
     
      dimension
     
     
      complexe
     
     
      m
     
     
      .
     
     
      Si
     
     
      cp
     
     
      G
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      carte
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      V,
     
     
      on
     
     
      définit
     
     
      l'automorphisme
     
     
      J
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      T
     
     
      X
     
     
      V
     
     
      par
     
     
      %
     
     
      °
     
     
      J
     
     
      rr
     
     
      'P*
     
     
      X
     
     
      '*
     
     
      <p(x)
     
     
      Cet
     
     
      automorphisme
     
     
      ne
     
     
      dépend
     
     
      pas
     
     
      du
     
     
      choix
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      carte
     
     
      cp
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      obtient
     
     
      ainsi
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      une
     
     
      section
     
     
      [différentiable]
     
     
      J
     
     
      y
     
     
      de
     
     
      T*V
     
     
      ®
     
     
      TV
     
     
      vérifiant
     
     
      Jy
     
     
      0
     
     
      Jy
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      Id^y.
     
     
      Le
     
     
      tenseur
     
     
      Jy
     
     
      détermine
     
     
      entièrement
     
     
      G
     
     
      :
     
     
      un
     
     
      difféomorphisme
     
     
      local
     
     
      tp
     
     
      de
     
     
      ï
     
     
      dans
     
     
      M
     
     
      appartient
     
     
      à
     
     
      G
     
     
      si
     
     
      et
     
     
      seulement
     
     
      si,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      Ç
     
     
      Dom
     
     
      cp,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      =
     
     
      cp
     
     
      #
     
     
      o
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      cp^.
     
     
      On
     
     
      observera
     
     
      aussi
     
     
      que,
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      les
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      X,Y
     
     
      sur
     
     
      V,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      :
     
     
      [jyX.JyY]
     
     
      -
     
     
      [X,
     
     
      Y]
     
     
      -
     
     
      J
     
     
      V
     
     
      U,J
     
     
      V
     
     
      Y]
     
     
      -
     
     
      J
     
     
      v
     
     
      [jyX,Y]
     
     
      =
     
     
      0.
     
     
      Réciproquement,
     
     
      soient
     
     
      V
     
     
      une
     
     
      2m-variété
     
     
      et
     
     
      J
     
     
      une
     
     
      section
     
     
      de
     
     
      T*V
     
     
      ®
     
     
      TV
     
     
      vérifiant
     
     
      J
     
     
      o
     
     
      J
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      Id
     
     
      .
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      J
     
     
      définit
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      presque
     
     
      complexe
     
     
      .
     
     
      Quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      les
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      X,Y
     
     
      sur
     
     
      V,
     
     
      posons
     
     
      N
     
     
      (X,Y)
     
     
      =
     
     
      [JX.JY]
     
     
      -
     
     
      [X,Y]
     
     
      -
     
     
      j[X,JY]
     
     
      -
     
     
      j[jX,Y],
     
     
      J
     
     
      La
     
     
      valeur
     
     
      de
     
     
      N
     
     
      (X,Y)
     
     
      en
     
     
      un
     
     
      point
     
     
      ne
     
     
      dépend
     
     
      que
     
     
      des
     
     
      valeurs
     
     
      de
     
     
      X
     
     
      et
     
     
      Y
     
     
      J
     
     
      en
     
     
      ce
     
     
      point,
     
     
      et
     
     
      par
     
     
      suite
     
     
      N
     
     
      peut
     
     
      être
     
     
      regardé
     
     
      comme
     
     
      une
     
     
      section
     
     
      de
     
     
      2
     
     
      ,
     
     
      J
     
     
      A
     
     
      T*V
     
     
      ®
     
     
      TV,
     
     
      appelée
     
     
      torsion
     
     
      de
     
     
      Hi.ienhuis
     
     
      de
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      presque
     
     
      complexe
     
     
      .
     
     
      Le
     
     
      célèbre
     
     
      théorème
     
     
      de
     
     
      Newlander-Mirenberg
     
     
      .
     
     
      voir
     
     
      par
     
     
      exemple
     
     
      [M
     
     
      L
     
     
      G]
     
     
      assure
     
     
      que,
     
     
      si
     
     
      N
     
     
      est
     
     
      nulle,
     
     
      la
     
     
      structure
     
     
      presque
     
     
      complexe
     
     
      est
     
     
      "intégrable",
     
     
      «J
     
     
      A
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      qu'il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      T^-structure
     
     
      G
     
     
      [nécessairement
     
     
      unique]
     
     
      sur
     
     
      V
     
     
      pour
     
     
      laquelle
     
     
      le
     
     
      tenseur
     
     
      associé
     
     
      Jy
     
     
      coïncide
     
     
      avec
     
     
      J.
     
     
      0.7.
     
     
      GROUPES
     
     
      DE
     
     
      LIE
     
     
      ;
     
     
      VARIETES
     
     
      HOMOGENES.
     
     
      ■
     
     
      Rappelons
     
     
      qu'un
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      munie
     
     
      d'une
     
     
      struc
     
     
      ɐ
     
     
      ture
     
     
      de
     
     
      groupe
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      l'application
     
     
      G
     
     
      X
     
     
      G
     
     
      -*
     
     
      G
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      (a,b)
     
     
      i-
     
     
      ab^ 
     
     
      soit
     
     
      différentiable.
     
     
      On
     
     
      note
     
     
      Y&
     
     
      [respectivement
     
     
      6
     
     
      &
     
     
      ]
     
     
      la
     
     
      transformation
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      la
     
     
      translation
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      [resp.
     
     
      à
     
     
      droite]
     
     
      associée
     
     
      à
     
     
      l'élément
     
     
      a
     
     
      i/
     
     
      Y
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      ax
     
     
      [ê
     
     
      (x)
     
     
      =
     
     
      xa].
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      7
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Un
     
     
      champ
     
     
      de
     
     
      vecteur
     
     
      X
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      invariant
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      [resp.
     
     
      à
     
     
      droite]
     
     
      si,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      a
     
     
      6
     
     
      G,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      Y
     
     
      X
     
     
      =
     
     
      X
     
     
      [resp.
     
     
      6
     
     
      X
     
     
      =
     
     
      X].
     
     
      L
     
     
      ’
     
     
      ensemble
     
     
      9
     
     
      des
     
     
      a*
     
     
      a*
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      invariants
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      de
     
     
      l'al
     
     
      ɐ
     
     
      gèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      ï(G)
     
     
      des
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      sur
     
     
      G,
     
     
      et
     
     
      l'application
     
     
      d'éva
     
     
      ɐ
     
     
      luation
     
     
      à
     
     
      l'élément
     
     
      neutre
     
     
      e
     
     
      définit
     
     
      un
     
     
      isomorphisme
     
     
      linéaire
     
     
      de
     
     
      g
     
     
      sur
     
     
      T
     
     
      G
     
     
      qui
     
     
      permet
     
     
      d'identifier
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      naturelle
     
     
      ces
     
     
      espaces.
     
     
      De
     
     
      même,
     
     
      les
     
     
      e
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      invariants
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      forment
     
     
      une
     
     
      sous-algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      g
     
     
      de
     
     
      ï(G)
     
     
      dont
     
     
      l'espace
     
     
      vectoriel
     
     
      sous-jacent
     
     
      s'identifie
     
     
      à
     
     
      T^G,
     
     
      et
     
     
      P
     
     
      ar
     
     
      suite
     
     
      à
     
     
      g.
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      A
     
     
      €
     
     
      g,
     
     
      on
     
     
      note
     
     
      A
     
     
      le
     
     
      champ
     
     
      invariant
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      prenant
     
     
      la
     
     
      même
     
     
      valeur
     
     
      en
     
     
      e.
     
     
      L'algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      g
     
     
      est
     
     
      dite
     
     
      algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      [à
     
     
      gauche]
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      L'algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      g
     
     
      est
     
     
      dite
     
     
      algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      .
     
     
      C'est
     
     
      l'algèbre
     
     
      opposée
     
     
      de
     
     
      g,
     
     
      car
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      [A,B]
     
     
      =
     
     
      -
     
     
      [A,B]
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      A,
     
     
      B
     
     
      €
     
     
      g.
     
     
      Les
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      invariants
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      et
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      sont
     
     
      complets
     
     
      .
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      engendrent
     
     
      des
     
     
      groupes
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      paramètre
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      de
     
     
      G.
     
     
      Si
     
     
      (cp^).^
     
     
      [g
     
     
      et
     
     
      ^t^t€
     
     
      tR
     
     
      son
     
     
      ^
     
     
      -*-
     
     
      es
     
     
      groupes
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      paramètre
     
     
      respectivement
     
     
      associés
     
     
      à
     
     
      A
     
     
      €
     
     
      g
     
     
      et
     
     
      A
     
     
      6
     
     
      g,
     
     
      posons
     
     
      cp^
     
     
      (e)
     
     
      =
     
     
      ^
     
     
      (e)
     
     
      =
     
     
      exp
     
     
      A.
     
     
      On
     
     
      a
     
     
      alors
     
     
      cp
     
     
      =
     
     
      6
     
     
      ,
     
     
      et
     
     
      ili
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      T
     
     
      t
     
     
      exptA
     
     
      ’
     
     
      t
     
     
      exptA
     
     
      La
     
     
      correspondance
     
     
      A
     
     
      h
     
     
      exp
     
     
      A
     
     
      définit
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      différentiable
     
     
      exp
     
     
      :
     
     
      g
     
     
      -*
     
     
      G
     
     
      dont
     
     
      l'application
     
     
      linéaire
     
     
      tangente
     
     
      en
     
     
      0
     
     
      est
     
     
      l'identifi
     
     
      ɐ
     
     
      cation
     
     
      naturelle
     
     
      8
     
     
      -I 
     
     
      C.
     
     
      e
     
     
      La
     
     
      forme
     
     
      de
     
     
      Maurer-Cartan
     
     
      Là
     
     
      gauche]
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      1
     
     
      -forme
     
     
      11
     
     
      à
     
     
      va
     
     
      ɐ
     
     
      leurs
     
     
      dans
     
     
      g
     
     
      définie
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      par
     
     
      T\(X
     
     
      )
     
     
      -
     
     
      y
     
     
      ,
     
     
      (X
     
     
      )
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      a
     
     
      P
     
     
      G
     
     
      et
     
     
      X
     
     
      €
     
     
      T
     
     
      G.
     
     
      a
     
     
      -l
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      *
     
     
      On
     
     
      utilise
     
     
      parfois
     
     
      également
     
     
      la
     
     
      forme
     
     
      de
     
     
      Maurer-Cartan
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      1
     
     
      -forme
     
     
      11
     
     
      à
     
     
      valeurs
     
     
      dans
     
     
      g
     
     
      définie
     
     
      sur
     
     
      G
     
     
      par
     
     
      T](X
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      6
     
     
      .
     
     
      (X
     
     
      )
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      a
     
     
      €
     
     
      G
     
     
      et
     
     
      X
     
     
      f
     
     
      T
     
     
      G.
     
     
      a
     
     
      -l
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      *
     
     
      Les
     
     
      formes
     
     
      11
     
     
      et
     
     
      T|
     
     
      vérifient
     
     
      les
     
     
      formules
     
     
      de
     
     
      Maurer-Cartan
     
     
      :
     
     
      fdTl
     
     
      +
     
     
      i
     
     
      [11,11]
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      (
     
     
      dTl
     
     
      -
     
     
      j
     
     
      Lil.ii]
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      8
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      où
     
     
      le
     
     
      crochet
     
     
      est
     
     
      celui
     
     
      des
     
     
      1
     
     
      -formes
     
     
      à
     
     
      valeurs
     
     
      dans
     
     
      une
     
     
      algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie,
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      ta,p](X,Y)
     
     
      =
     
     
      [
     
     
      ck
     
     
      (
     
     
      x
     
     
      ),P(
     
     
      y
     
     
      )]
     
     
      -
     
     
      Wï),p(x)]
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      les
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      X,Y.
     
     
      On
     
     
      notera
     
     
      enfin
     
     
      que
     
     
      les
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      invariants
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      [resp.
     
     
      à
     
     
      droite]
     
     
      sont
     
     
      caractérisés
     
     
      par
     
     
      l'équation
     
     
      £
     
     
      Tl
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      [resp.
     
     
      £
     
     
      11
     
     
      =
     
     
      0
     
     
      ],
     
     
      où
     
     
      £
     
     
      À
     
     
      À
     
     
      A
     
     
      désigne
     
     
      la
     
     
      dérivée
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      suivant
     
     
      le
     
     
      champs
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      X.
     
     
      Un
     
     
      morphisme
     
     
      de
     
     
      groupes
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      différentiable
     
     
      entre
     
     
      groupes
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      en
     
     
      même
     
     
      temps
     
     
      un
     
     
      morphisme
     
     
      de
     
     
      groupes.
     
     
      L'appli
     
     
      ɐ
     
     
      cation
     
     
      linéaire
     
     
      tangente
     
     
      à
     
     
      l'élément
     
     
      neutre
     
     
      définit
     
     
      alors
     
     
      un
     
     
      morphisme
     
     
      asso
     
     
      ɐ
     
     
      cié
     
     
      entre
     
     
      les
     
     
      algèbres
     
     
      de
     
     
      Lie.
     
     
      Un
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      H
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      partie
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      munie
     
     
      d'une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      l'injection
     
     
      j
     
     
      :
     
     
      H
     
     
      -*
     
     
      G
     
     
      soit
     
     
      un
     
     
      mor
     
     
      ɐ
     
     
      phisme
     
     
      de
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Lie.
     
     
      j
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      une
     
     
      immersion,
     
     
      et
     
     
      l'application
     
     
      liné
     
     
      ɐ
     
     
      aire
     
     
      tangente
     
     
      à
     
     
      l'élément
     
     
      neutre
     
     
      définit
     
     
      une
     
     
      injection
     
     
      j
     
     
      #
     
     
      de
     
     
      l'algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      ^
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      dans
     
     
      9.
     
     
      Inversement,
     
     
      soit
     
     
      <)
     
     
      une
     
     
      sous-algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      de
     
     
      9-
     
     
      Pour
     
     
      tout
     
     
      a
     
     
      €
     
     
      G,
     
     
      définissons
     
     
      P
     
     
      =
     
     
      [X
     
     
      €
     
     
      T
     
     
      G/11(X
     
     
      )€
     
     
      t)}.
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      a
     
     
      On
     
     
      obtient
     
     
      ainsi
     
     
      un
     
     
      champ
     
     
      d'éléments
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      P
     
     
      en
     
     
      involution
     
     
      sur
     
     
      G.
     
     
      Soient
     
     
      N
     
     
      le
     
     
      feuilletage
     
     
      associé,
     
     
      et
     
     
      H
     
     
      q
     
     
      la
     
     
      feuille
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      feuilletage
     
     
      passant
     
     
      par
     
     
      l'élément
     
     
      neutre
     
     
      e.
     
     
      H
     
     
      q
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      connexe
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      d'algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      t).
     
     
      On
     
     
      en
     
     
      déduit
     
     
      les
     
     
      propriétés
     
     
      suivantes
     
     
      :
     
     
      (i)
     
     
      tout
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      H
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      d'algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      b
     
     
      est
     
     
      réu
     
     
      ɐ
     
     
      nion
     
     
      au
     
     
      plus
     
     
      dénombrable
     
     
      de
     
     
      feuilles
     
     
      de
     
     
      W
     
     
      ;
     
     
      la
     
     
      composante
     
     
      connexe
     
     
      de
     
     
      l'élément
     
     
      neutre
     
     
      dans
     
     
      H
     
     
      est
     
     
      H
     
     
      .
     
     
      Par
     
     
      suite,
     
     
      H
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      stricte
     
     
      o
     
     
      -----------------------------------------------------
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      et
     
     
      sa
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      unique
     
     
      .
     
     
      (ii)
     
     
      il
     
     
      y
     
     
      a
     
     
      correspondance
     
     
      biunivoque
     
     
      entre
     
     
      sous-algèbres
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      de
     
     
      9
     
     
      et
     
     
      sous-groupes
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      connexes
     
     
      de
     
     
      G.
     
     
      (iii)
     
     
      les
     
     
      orbites
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      agissant
     
     
      par
     
     
      translations
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      dans
     
     
      G
     
     
      o
     
     
      sont
     
     
      les
     
     
      feuilles
     
     
      de
     
     
      M.
     
     
      (iv)
     
     
      l'image
     
     
      d'un
     
     
      morphisme
     
     
      G
     
     
      -•
     
     
      G'
     
     
      de
     
     
      groupes
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      sous-
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      de
     
     
      G'
     
     
      ,
     
     
      9
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      (
     
     
      Une
     
     
      action
     
     
      [différentiable]
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      du
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      G
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      variété
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      application
     
     
      différentiable
     
     
      G
     
     
      x
     
     
      M
     
     
      -*
     
     
      M,
     
     
      notée
     
     
      (a,x)
     
     
      i-
     
     
      a
     
     
      i
     
     
      =
     
     
      Y
     
     
      a(x)
     
     
      ,
     
     
      telle
     
     
      que
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      a
     
     
      €
     
     
      G
     
     
      on
     
     
      ait
     
     
      Y
     
     
      fl
     
     
      €
     
     
      TRANS(M),
     
     
      et
     
     
      que
     
     
      l'application
     
     
      Y
     
     
      :
     
     
      G
     
     
      -»
     
     
      TRANS(
     
     
      m
     
     
      )
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      a
     
     
      -
     
     
      Y
     
     
      &
     
     
      soit
     
     
      un
     
     
      homomor
     
     
      ɐ
     
     
      phisme
     
     
      de
     
     
      groupes.
     
     
      On
     
     
      dit
     
     
      encore
     
     
      que
     
     
      G
     
     
      opère
     
     
      [différentiablement]
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      sur
     
     
      M.
     
     
      Le
     
     
      sous-groupe
     
     
      d'isotropie
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      le
     
     
      sous-groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      fermé
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      =
     
     
      [a
     
     
      £
     
     
      G/ax
     
     
      =
     
     
      x]
     
     
      L'
     
     
      orbite
     
     
      d'un
     
     
      point
     
     
      x
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      par
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      partie
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      Gx
     
     
      =
     
     
      {ax/a
     
     
      £
     
     
      G}.
     
     
      On
     
     
      munit
     
     
      cette
     
     
      orbite
     
     
      de
     
     
      l'unique
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      pour
     
     
      laquelle
     
     
      la
     
     
      projection
     
     
      G
     
     
      -*
     
     
      Gx
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      a
     
     
      w
     
     
      ax
     
     
      soit
     
     
      une
     
     
      submersion,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      vérifie
     
     
      que
     
     
      Gx
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      sous-variété
     
     
      stricte
     
     
      de
     
     
      M.
     
     
      L'action
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      dite
     
     
      -
     
     
      libre
     
     
      si,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      6
     
     
      M,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      =
     
     
      [e].
     
     
      -
     
     
      localement
     
     
      libre
     
     
      si,
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      M,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      9^
     
     
      =
     
     
      0,
     
     
      où
     
     
      l)
     
     
      est
     
     
      l'algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      de
     
     
      H
     
     
      .
     
     
      -
     
     
      transitive
     
     
      si,
     
     
      pour
     
     
      un
     
     
      [et
     
     
      donc
     
     
      pour
     
     
      tout]
     
     
      x
     
     
      £
     
     
      H,
     
     
      on
     
     
      a
     
     
      Gx
     
     
      =
     
     
      M
     
     
      -
     
     
      effective
     
     
      si
     
     
      l'
     
     
      homomorphisme
     
     
      G
     
     
      -*
     
     
      TRANS
     
     
      (M)
     
     
      défini
     
     
      par
     
     
      l'action
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      sur
     
     
      M
     
     
      est
     
     
      injectif.
     
     
      Si
     
     
      A
     
     
      ë
     
     
      8
     
     
      ,
     
     
      l'ensemble
     
     
      ^
     
     
      IR)
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      groupe
     
     
      à
     
     
      un
     
     
      paramètre
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      de
     
     
      M.
     
     
      Le
     
     
      champ
     
     
      de
     
     
      vecteurs
     
     
      -
     
     
      ou
     
     
      transformation
     
     
      infini
     
     
      ɐ
     
     
      tésimale
     
     
      -
     
     
      associé
     
     
      sera
     
     
      noté
     
     
      X^.
     
     
      La
     
     
      correspondance
     
     
      À
     
     
      -•
     
     
      X^
     
     
      définit
     
     
      un
     
     
      morphisme
     
     
      d'algèbres
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      9
     
     
      -•
     
     
      ï(M)
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      dit
     
     
      action
     
     
      infinitésimale
     
     
      associée
     
     
      à
     
     
      l'action.de
     
     
      G
     
     
      sur
     
     
      M.
     
     
      On
     
     
      introduit
     
     
      de
     
     
      façon
     
     
      analogue
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      d'
     
     
      action
     
     
      [différentiable]
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      sur
     
     
      M
     
     
      .
     
     
      L'action
     
     
      infinitésimale
     
     
      associée
     
     
      est
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      un
     
     
      morphisme
     
     
      d'algèbre
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      g
     
     
      -*
     
     
      ï
     
     
      (
     
     
      m
     
     
      ).
     
     
      ■
     
     
      Supposons
     
     
      que
     
     
      le
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      G
     
     
      opère
     
     
      [différentiablement]
     
     
      transi
     
     
      ɐ
     
     
      tivement
     
     
      à
     
     
      gauche
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      variété
     
     
      M.
     
     
      Choisissons
     
     
      un
     
     
      "point-base"
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      M
     
     
      et
     
     
      o
     
     
      notons
     
     
      H
     
     
      le
     
     
      sous-groupe
     
     
      d'isotropie
     
     
      en
     
     
      ce
     
     
      point.
     
     
      M
     
     
      s'identifie
     
     
      alors
     
     
      à
     
     
      10
     
     
     
      
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      l'espace
     
     
      homogène
     
     
      G/H,
     
     
      muni
     
     
      de
     
     
      l'unique
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      pour
     
     
      laquelle
     
     
      la
     
     
      projection
     
     
      G
     
     
      -
     
     
      G/H
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      submersion.
     
     
      M
     
     
      =
     
     
      g
     
     
      /
     
     
      h
     
     
      est
     
     
      alors
     
     
      dite
     
     
      variété
     
     
      homogène
     
     
      ou
     
     
      espace
     
     
      homogène
     
     
      de
     
     
      Lie
     
     
      de
     
     
      groupe
     
     
      G.
     
     
      Considérons
     
     
      alors
     
     
      le
     
     
      pseudogroupe
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      engendré
     
     
      par
     
     
      les
     
     
      transformations
     
     
      y
     
     
      ,
     
     
      où
     
     
      a
     
     
      ë
     
     
      G,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      le
     
     
      plus
     
     
      petit
     
     
      pseudogroupe
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      de
     
     
      M
     
     
      contenant
     
     
      tous
     
     
      les
     
     
      Y
     
     
      .
     
     
      T„
     
     
      est
     
     
      a
     
     
      M
     
     
      un
     
     
      pseudogroupe
     
     
      transitif
     
     
      sur
     
     
      M
     
     
      qui
     
     
      sera
     
     
      dit
     
     
      localisé
     
     
      de
     
     
      l'action
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      loc
     
     
      sur
     
     
      M.
     
     
      On
     
     
      le
     
     
      notera
     
     
      parfois
     
     
      G._
     
     
      .
     
     
      Une
     
     
      r..-structure
     
     
      sur
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      V
     
     
      ----------
     
     
      MM
     
     
      est
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      une
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      variété
     
     
      localement
     
     
      homogène
     
     
      modelée
     
     
      sur
     
     
      G/H
     
     
      .
     
     
      11
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      PARTIE
     
     
      I
     
     
      Connexions
     
     
      et
     
     
      G-structures
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      Cette
     
     
      partie
     
     
      est
     
     
      consacrée
     
     
      à
     
     
      l'étude
     
     
      des
     
     
      "structures
     
     
      principales
     
     
      d'or
     
     
      ɐ
     
     
      dre
     
     
      1",
     
     
      ou
     
     
      G-structures
     
     
      dans
     
     
      la
     
     
      terminologie
     
     
      introduite
     
     
      par
     
     
      S.S.
     
     
      Chern.
     
     
      Essentiellement,
     
     
      une
     
     
      G-structure
     
     
      E
     
     
      sur
     
     
      la
     
     
      n-variété
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      donnée
     
     
      en
     
     
      chaque
     
     
      point
     
     
      x
     
     
      €
     
     
      V
     
     
      d'une
     
     
      classe
     
     
      de
     
     
      repères
     
     
      privilégiés
     
     
      de
     
     
      l'espace
     
     
      tangent
     
     
      T
     
     
      V,
     
     
      se
     
     
      déduisant
     
     
      les
     
     
      uns
     
     
      des
     
     
      autres
     
     
      par
     
     
      l'action
     
     
      du
     
     
      sous-groupe
     
     
      G
     
     
      de
     
     
      GL(n,Œt).
     
     
      Les
     
     
      automorphismes
     
     
      locaux
     
     
      d'une
     
     
      telle
     
     
      structure
     
     
      forment
     
     
      un
     
     
      pseu
     
     
      ɐ
     
     
      dogroupe
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      dont
     
     
      E
     
     
      représente
     
     
      si
     
     
      l'on
     
     
      veut
     
     
      les
     
     
      "équations
     
     
      de
     
     
      définition".
     
     
      Ces
     
     
      équations
     
     
      sont
     
     
      dans
     
     
      ce
     
     
      cas
     
     
      des
     
     
      équations
     
     
      aux
     
     
      dérivées
     
     
      partielles
     
     
      d'ordre
     
     
      1.
     
     
      La
     
     
      plupart
     
     
      des
     
     
      pseudogroupes
     
     
      de
     
     
      transforma
     
     
      ɐ
     
     
      tions
     
     
      classiques
     
     
      peuvent
     
     
      être
     
     
      définis
     
     
      de
     
     
      cette
     
     
      manière
     
     
      [ce
     
     
      sont
     
     
      des
     
     
      pseudo
     
     
      ɐ
     
     
      groupes
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      d'ordre
     
     
      1
     
     
      ].
     
     
      L'étude
     
     
      précise
     
     
      de
     
     
      ce
     
     
      type
     
     
      de
     
     
      structure
     
     
      utilise
     
     
      le
     
     
      langage
     
     
      des
     
     
      espaces
     
     
      fibrés
     
     
      principaux
     
     
      et
     
     
      des
     
     
      connexions
     
     
      ;
     
     
      le
     
     
      chapitre
     
     
      I
     
     
      est
     
     
      consacré
     
     
      à
     
     
      ces
     
     
      no
     
     
      ɐ
     
     
      tions.
     
     
      On
     
     
      donne
     
     
      en
     
     
      particulier
     
     
      des
     
     
      démonstrations
     
     
      complètes
     
     
      des
     
     
      résultats
     
     
      classiques
     
     
      sur
     
     
      1
     
     
      '
     
     
      holonomie
     
     
      des
     
     
      connexions.
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      II
     
     
      introduit
     
     
      les
     
     
      fibrés
     
     
      de
     
     
      repères,
     
     
      les
     
     
      G-structures
     
     
      et
     
     
      les
     
     
      pseudogroupes
     
     
      de
     
     
      transformations
     
     
      associés.
     
     
      On
     
     
      définit
     
     
      la
     
     
      notion
     
     
      de
     
     
      struc
     
     
      ɐ
     
     
      ture
     
     
      transitive
     
     
      ou
     
     
      infinitésimalement
     
     
      transitive
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      formule
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      d'équivalence
     
     
      et
     
     
      le
     
     
      problème
     
     
      d'intégrabilité
     
     
      pour
     
     
      les
     
     
      G-structures.
     
     
      L'étude
     
     
      de
     
     
      ces
     
     
      problèmes
     
     
      est
     
     
      l'objectif
     
     
      central
     
     
      de
     
     
      notre
     
     
      ouvrage.
     
     
      Le
     
     
      chapitre
     
     
      III
     
     
      est
     
     
      consacré
     
     
      à
     
     
      la
     
     
      géométrie
     
     
      des
     
     
      G-structures.
     
     
      On
     
     
      étudie
     
     
      le
     
     
      tenseur
     
     
      de
     
     
      structure
     
     
      de
     
     
      Chern-Bernard,
     
     
      et
     
     
      on
     
     
      donne
     
     
      quelques
     
     
      indi
     
     
      ɐ
     
     
      cations
     
     
      moins
     
     
      classiques
     
     
      sur
     
     
      le
     
     
      champ
     
     
      d'éléments
     
     
      de
     
     
      contact
     
     
      canonique
     
     
      [ou
     
     
      "champ
     
     
      de
     
     
      Levi-Civita"
     
     
      ]
     
     
      d'une
     
     
      G-structure
     
     
      à
     
     
      tenseur
     
     
      de
     
     
      structure
     
     
      nul.
     
     
      14
     
     
    
   
  

 
  
   
    
    
     
      
     
    
    
     
      CHAPITRE
     
     
      I
     
     
      Fibres
     
     
      principaux
     
     
      et
     
     
      connexions
     
     
      1.1.
     
     
      ESPACES
     
     
      FIBRES
     
     
      PRINCIPAUX
     
     
      ■
     
     
      Soient
     
     
      V
     
     
      une
     
     
      n-variété
     
     
      et
     
     
      G
     
     
      un
     
     
      groupe
     
     
      de
     
     
      Lie.
     
     
      Un
     
     
      espace
     
     
      fibre
     
     
      principal
     
     
      [différentiable]
     
     
      de
     
     
      base
     
     
      V
     
     
      et
     
     
      groupe
     
     
      struc
     
     
      ɐ
     
     
      tural
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      variété
     
     
      E
     
     
      munie
     
     
      d'une
     
     
      application
     
     
      différentiable
     
     
      tt
     
     
      :
     
     
      E
     
     
      -•
     
     
      V
     
     
      et
     
     
      d'une
     
     
      action
     
     
      différentiable
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      avec
     
     
      la
     
     
      propriété
     
     
      suivante
     
     
      :
     
     
      pour
     
     
      tout
     
     
      X
     
     
      q
     
     
      6
     
     
      V
     
     
      il
     
     
      existe
     
     
      un
     
     
      voisinage
     
     
      ouvert
     
     
      U
     
     
      de
     
     
      x^
     
     
      dans
     
     
      V
     
     
      et
     
     
      un
     
     
      difféomorphisme
     
     
      ♦
     
     
      :
     
     
      tt
     
     
      \
     
     
      ü
     
     
      )
     
     
      -
     
     
      U
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      tels
     
     
      que
     
     
      b
     
     
      _
     
     
      ^
     
     
      (i)
     
     
      tt
     
     
      (
     
     
      z
     
     
      )
     
     
      =
     
     
      pr.j
     
     
      (^(z))
     
     
      quel
     
     
      que
     
     
      soit
     
     
      z
     
     
      €
     
     
      n
     
     
      (ü)
     
     
      (ii)
     
     
      i|iy(za)
     
     
      =
     
     
      !r^(z)a
     
     
      quels
     
     
      que
     
     
      soient
     
     
      z
     
     
      £
     
     
      tt
     
     
      *(
     
     
      u
     
     
      )
     
     
      et
     
     
      a
     
     
      6
     
     
      G
     
     
      où
     
     
      l'action
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      sur
     
     
      U
     
     
      x
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      définie
     
     
      par
     
     
      (x,b)a
     
     
      =
     
     
      (x,ba)
     
     
      .
     
     
      L'application
     
     
      tt
     
     
      :
     
     
      E
     
     
      -•
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      surmersion
     
     
      [submersion
     
     
      surjective]
     
     
      qui
     
     
      est
     
     
      dite
     
     
      G-fibration
     
     
      principale
     
     
      .
     
     
      L'action
     
     
      à
     
     
      droite
     
     
      de
     
     
      G
     
     
      sur
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      libre
     
     
      et
     
     
      l'orbite
     
     
      de
     
     
      z
     
     
      €
     
     
      E
     
     
      par
     
     
      G
     
     
      est
     
     
      la
     
     
      fibre
     
     
      en
     
     
      x
     
     
      =
     
     
      n(z)
     
     
      de
     
     
      E,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      E^
     
     
      =
     
     
      tt
     
     
      '(
     
     
      x
     
     
      ).
     
     
      Le
     
     
      difféomorphisme
     
     
      ^
     
     
      est
     
     
      une
     
     
      trivialisation
     
     
      locale
     
     
      de
     
     
      E
     
     
      au-dessus
     
     
      de
     
     
      l'
     
     
      ouvert
     
     
      trivialisant
     
     
      U.
     
     
      S'il
     
     
      existe
     
     
      une
     
     
      trivialisation
     
     
      glo
     
     
      ɐ
     
     
      bale
     
     
      f
     
     
      :
     
     
      E
     
     
      -•
     
     
      V
     
     
      x
     
     
      G,
     
     
      c'est-à-dire
     
     
      si
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      ouvert
     
     
      trivialisant,
     
     
      on
     
     
      dit
     
     
      que
     
     
      E
     
     
      est
     
     
      un
     
     
      fibré
     
     
      trivial
     
     
      .
     
     
      Une
     
     
      section
     
     
      locale
     
     
      de
     
     
      tt
     
     
      :
     
     
      E
     
     
      -•
     
     
      V
     
     
      au-dessus
     
     
      de
     
     
      l'ouvert
     
     
      U
     
     
      de
     
     
      V
     
     
      est
     
     
      15
     
     
    
   


































































































































































































































































































OEBPS/replica.js
//var addEvent = (function () {

//  return function (el, type, fn) {

//    if (el && el.nodeName || el === window) {

//      el.addEventListener(type, fn, false);

//    } else if (el && el.length) {

//      for (var i = 0; i < el.length; i++) {

//        addEvent(el[i], type, fn);

//      }

//    }

//  };

//})();



//var prevent = function(event) {   

//  event.preventDefault();

//};



//function isEventSupported(eventName) {

//  var el = document.createElement('div');

//  eventName = 'on' + eventName;

//  var isSupported = (eventName in el);

//  if (!isSupported) {

//    el.setAttribute(eventName, 'return;');

//    isSupported = typeof el[eventName] == 'function';

//  }

//  el = null;

//  return isSupported;

//}



var isPad = (navigator.userAgent.match(/iPad/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPhone/i))

        || (navigator.userAgent.match(/iPod/i));





function addLoadEvent(fn) {

	window.addEventListener('load', fn, false);

}



function addClickEvent(id, fn) {

	var box = el3(id);

	// preventDefaultTouch(box);

	if (isPad) {

		box.addEventListener("touchend", fn, false);

	} else {

		box.addEventListener('click', fn, false);

		box.addEventListener('mouseover', (function() {

			box.style.cursor = 'pointer';

		}), false);

	}

}



function el3(id) {

	return document.getElementById(id);

}



function style3(id) {

	return document.getElementById(id).style;

}



function show3(id) {

	style3(id).visibility = "visible";

}



function hide3(id) {

	style3(id).visibility = "hidden";

}



function replaceAll(text, find, replace) {

	while (text.indexOf(find) > -1) {

		text = text.replace(find, replace);

	}

	return text;

}



function htmlize(html) {

	html = replaceAll(html, "[[", "<");

	html = replaceAll(html, "]]", ">");

	return html;

}



var closeAudioIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeAudioID();

};



var closeVideoIDHandler = function(event) {

	event.preventDefault();

	closeVideoID();

};



function closeAudioID() {

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		audio.pause();

		audio.parentElement.style.visibility = "hidden";

		audio.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function closeVideoID() {

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.pause();

		video.parentElement.style.visibility = "hidden";

		video.parentElement.innerHTML = null;

	}

}



function addAudioID(boxID, html) {

	closeAudioID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var audio = el3("audioID");

	if (audio != null) {

		// audio.setAttributeNS("http://apple.com/ibooks/html-extensions",

		// "pause-readaloud", "true");

		audio.load();

		audio.play();

	}

	addClickEvent("audioCloseID", closeAudioIDHandler);

}



function addVideoID(boxID, html) {

	closeVideoID();

	var box = el3(boxID);

	box.innerHTML = null;

	box.innerHTML = htmlize(html);

	box.style.visibility = "visible";

	var video = el3("videoID");

	if (video != null) {

		video.load();

		video.play();

	}

	addClickEvent("videoCloseID", closeVideoIDHandler);

}



function clickPlayAudio(clickID, boxID, html) {

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addAudioID(boxID, html);

	});

}



function clickPlayVideo(clickID, boxID, html) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		addVideoID(boxID, html);

	});

}



function clickModal(clickID, modalID) {

	// preventDefaultTouch(el3(clickID));

	addClickEvent(clickID, function(event) {

		event.preventDefault();

		Popup.showModal(modalID, null, null, {

			'screenColor' : '#99ff99',

			'screenOpacity' : .6

		});

		return false;

	});

}



function clickShow(clickID, showID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        show3(showID);

    });

}



function clickHide(clickID, hideID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        hide3(hideID);

    });

}



function clickPlay(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.play();

        }

    });

}

    

function clickPause(clickID, mediaID) {

    addClickEvent(clickID, function(event) {

        event.preventDefault();

        var media = el3(mediaID);

        if (media != null) {          

          media.pause();

        }

    });

}



function browserVersion(elID) {

    var box = el3(elID);

    box.innerHTML = null;

    box.innerHTML = navigator.userAgent;

}



function initJS() {



}



window.addEventListener("DOMContentLoaded", initJS, false);
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CHAPITRE I

Fibres principaux et connexions

I.1. ESPACES FIBRES PRINCIPAUX

MW Soient V une n-variété et G un groupe de Lie.
Un espace fibré principal [différentiable] de base V et groupe struc-
tural G est une variété E mnunie d'une application différentiable
m:E -V et d'une action différentiable & droite de G avec la propriété
suivante :
pour tout xOE V il existe un voisinage ouvert U de xo dans V
et un difféomorphisme
‘U : F‘(U) ~U X G tels que
(1) n(z) = P!‘,‘(tU(z)) quel que soit z € 7-11(0)
(ii) vu(za) = iu(z)a quels que soient 2z € 1711 (U) et a €G
ol l'action & droite de G sur U x G est définie par
(x,b)a = (x,ba).

L'application m : E =V est une surmersion [submersion surjective] qui est
dite G-fibration principale. L'action & droite de G sur E est libre et
1l'orbite de z € E par G est la fibre en x = n(z) de E, c'est-a-dire
'u est une trivialisation locale de E
au-dessus de 1'ouvert trivialisant U. S'il existe une trivialisation glo-

=1
Ex =7 (x). Le difféomorphisme
bale § : E =~V X G, c'est-a-dire si V est un ouvert trivialisant, on dit

que E est un fibré trivial.
Une section locale de 7 : E =V au-dessus de l'ouvert U de V est

15
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de p-éléments de contact sur V qui sera dit associé & & On remarquera
que P détermine & son tour & : un difféomorphisme local ¢ de V dans
M appartient & G w1 6t seilenent si, pour tout x € Dom @, to,(Px) est
1'espace vertical en ¢(x).

Le champ de p-éléments de contact P est en involution : si X et Y
sont des champs de vecteurs de V tangents & P - autrement dit des sectims
du fibré vectoriel P =V -, le crochet [X,Y] est encore tangent & P. Ré-

" ciproquement d'ailleurs, d'aprés le classique Théordme de Frobenius, voir
[6DB], si P est un champs de p-éléments de contact en involution sur V,
il est intégrable, c'est-a-dire associé & un feuilletage.

La feuille Fx du feuilletage & en un point x de V est 1'ensem-
ble des points que l'on peut joindre & x par un arc continu différentiable
par morceaux [arc brisé] tangent en tout point & P. Les feuilles définis-
sent une partition ¥ de V en variétés intégrales maximales de P.

Chaque feuille est une sous-variété stricte de V. L'espace tangent
en x & F  est 1'élément de contact P . La partition 3 détermine

complétement la structure différentiable des feuilles, donc le champ de
p-€léments de contact P, et par suite le feuilletage & Aussi abandonnera-
t-on en général la notion abstraire d'atlas complet et parlera-t-on du feuil-
letage J, les cartes de é étant appelées cartes locales adaptées au feuil-
letage.

0.5. DEUXIEME EXEMPLE : STRUCTURES SYMPLECTIQUES ET DE CONTACT.

2n

1 2
Sur M =R dont on note (u ,...,u m) les coordonnées standard,

on considdre la 2-forme
1
a" =du A dum+|+‘..+ duml\ duz"1

et on désigne par TH le pseudogroupe formé des difféomorphismes locaux
de M qui laissent o4y invariante.

-
Soit @ wune I'H—structure sur la 2m-variété V. Pour tout ¢ € G

on définit sur Dom ¢ la 2-forme aq, = v*aH. Si § est une autre carte
de G, o et «
® ¥

~: . é
locales dq, se recollent en une 2-forme o, sur v o est fermée et

coincident sur Dom ¢ A Dom § et par suite les formes
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Claude ALBERT est né en 1944. Il a soutenu une Thdse d'Etat & Montpellier
en 1974 et est actuellement Professeur & 1'Université de Valenciennes. Ses
travaux portent sur la théorie des G-structures et sur les classes carac-
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Sur une 2m-variété V, une I"M-structure G est une structure de

variété analytique complexe de dimension complexe m. Si ¢ € G est une

carte en x €V, on définit 1'automorphisme J, de T,V par

I = E)l o Jw(x)o @
Cet automorphisme ne dépend pas du choix de la carte @ en x et on obtient
ainsi sur V une section [différentiable] JV de T*V?TV vérifiant
JV°JV == Id . Le tenseur J détermine entitrement G : un difféomorphisme
local ¢ de V dans M appart:ent a G si et seulement si, pour tout
x € Dom @, on a Jx = 61 o Jq)(x) 0 Q. On observera aussi que, quels que

soient les champs de vecteurs X,Y sur V, ona :

[JVX,JV\’] - O] - 0 [0 - JV[JVX,Y] =

Réciproquement, soient V une 2m-variété et J une section de
TV ® TV vérifiant Jo J = - Idw. On dit que J définit sur V une

structure presque complexe. Quels que soient les champs de vecteurs X,Y
sur V, posons

NJ(X,Y) = [x,3¥] - [x,Y] - alx,av] - alox,x].

La valeur de N (X Y) en un point ne dépend que des valeurs de X et Y
en ce point, et par suite NJ peut étre regardé comme une section de

I\ T*V ® TV, appelée torsion de Nijenhuis de la structure presque complexe.
Le céldbre théordme de Newlander-Nirenberg, voir par exemple M LG) assure

que, si N_ est nulle, la structure presque complexe est "intégrable",

J

c'est-a-dire qu'il existe une T‘M-atructure G [nécessairement unique) sur V

pour laquelle le tenseur associé Jv coincide avec J.

0.7. GROUFPES DE LIE ; VARIETES HOMOGENES.

@ Rappelons qu'un groupe de Lie G est une variété munie d'une struc-
ture de groupe telle que l'application G X G — G définie par (n,b) ¥ nl-)‘
soit différentiable. On note ¥, [respectivement 63] la transformation de G
définie par la translation & gauche [resp. & droite] associée & 1'é1lément

VB(X) = ax [6a(x) =xa).
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Cette partie est consacrée & 1'étude des "structures principales d'or—
dre 1", ou G-structures dans la terminologie introduite par S.S. Chern.
Essentiellement, une G-structure E sur la n-variété V est la donnée
en chaque point x € V d'une classe de reptres privilégiés Ex de 1'espace
tangent TxV, se déduisant les uns des autres par l'action du sous-groupe G
de GL(n,R). Les automorphismes locaux d'une telle structure forment un pseu-
dogroupe de transformations de V dont E représente si 1'on veut les
"équations de définition". Ces équations sont dans ce cas des équations aux
dérivées partielles d'ordre 1. La plupart des pseudogroupes de transforma-
tions classiques peuvent &tre définis de cette manitre [ce sont des pseudo-
groupes de transformations d'ordre 1].

L'étude précise de ce type de structure utilise le langage des espaces
fibrés principaux et des connexions ; le chapitre I est consacré & ces no-
tions. On donne en particulier des démonstrations complites des résultats
classiques sur l'holonomie des connexionms.

Le chapitre II introduit les fibrés de reperes, les G-structures et
les pseudogroupes de transformations associés. On définit la notion de struc-
ture transitive ou infinitésimalement transitive et on formule le probléme
d'équivalence et le probleme d'intégrabilité pour les G-structures. L'étude
de ces problimes est 1'objectif central de notre ouvrage.

Le chapitre III est consacré i la géométrie des G-structures. On

étudie le tenseur de structure de Chern-Bernard, et on donne quelques indi-

cations moins classiques sur le champ d'éléments de contact canonique [ou

"champ de Levi-Civita"] d'une G-structure a tenseur de structure nul.
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Pseudogroupes de Lie transitifs
I. Structures principales
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1'espace homogéne G/H, muni de 1'unique structure de variété pour laquelle
la projection G — G/H est une submersion. M = G/H est alors dite variété
homogdne ou espace homogéne de Lie de groupe G.

Considérons alors le pseudogroupe l'M de transformations de M
engendré par les transformations Yoo oh a € G, c'est-a-dire le plus
petit pseudogroupe de transformations de M contenant tous les Ya' T, est

M
un pseudogroupe transitif sur M qui sera dit localisé de 1l'action de G
sur M. On le notera parfois G;OC. Une I‘H-atructure sur une variété V

est dans ce cas une structure de variété localement homogine modelée sur G/H.
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ol le crochet est celui des 1-formes & valeurs dans une algdbre de Lie,
défini par [a,B)(X,Y) = [a(X),B(¥)] - [o(¥),B(X)] quels que soient les
champs de vecteurs X,Y.

On notera enfin que les champs de vecteurs invariants 2 gauche [resp. &
droite] sont caractérisés par 1'équation ‘Xh = 0 [resp. ‘x“ = 0], ob f-x
désigne la dérivée de Lie suivant le champs de vecteurs X.

Un morphisme de groupes de Lie est une application différentiable
entre groupes de Lie qui est en méme temps un morphisme de groupes. L'appli-
cation linéaire tangente & 1'élément neutre définit alors un morphisme asso-
cié entre les algtbres de Lie.

Un sous-groupe de Lie H de G est une partie de G munie d'une
structure de groupe de Lie telle que 1l'injection j : H =G soit un mor-
phisme de groupe de Lie. j est alors une immersion, et 1'application liné-
aire tangente & 1'élément neutre définit une injection j, de l'algdbre
de Lie b de H dans @.

Inversement, soit b une sous-algdbre de Lie de §. Pour tout a € G,
définissons

P, = {x €7 o/n(x )€ bl

On obtient ainsi un champ d'éléments de contact P en involution sur G.
Soient M 1le feuilletage associé, et Ho la feuille de ce feuilletage
passant par 1'élément neutre e. Ho est un sous-groupe de Lie connexe
de G d'algdbre de Lie h. On en déduit les propriétés suivantes :

(i) tout sous-groupe de Lie H de G d'algdbre de Lie Y est réu-
nion au plus dénombrable de feuilles de ¥ ; la composante connexe de
1'élément neutre dans H est HD. ar suite, H est une sous-variété stricte
de G et sa structure de sous-groupe de Lie de G est unique.

(ii) i1 ¥y a correspondance biunivoque entre sous-algdbres de Lie de @
et sous-groupes de Lie connexes de G.

(iii) les orbites de Ho agissant par translations & droite dans G
sont les feuilles de ¥.

(iv) 1'image d'un morphisme G —G' de groupes de Lie est un sous-
groupe de Lie de G'.
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INTRODUCTION

L'origine de la théorie des pseudogroupes de Lie ["groupes infinis"
d'E. Cartan) se trouve dans 1'étude des systimes d'équations aux dérivées
partielles. Grosso modo, €tant donné un tel syst®me, les "changements de
variables" qui le laissent invariant forment un pseudogroupe de Lie. De ma-
nidre générale, un pseudogroupe de Lie sur une variété V est la famille des
difféomorphismes locaux de V qui satisfont certaines équations aux dérivées
partielles.

I. Singer, D.C. Spencer, S. Sternberg et V. Guillemin ont mis la théo-
rie sous forme moderne en utilisant le langage des jets de C. Ehresmann. De
cette manidre, les "équations de définition" d'un pseudogroupe de Lie s'ex-
priment de fagon intrinsdque par une "structure principale" dans un fibré de
repéres d'ordre supérieur.

En nous inspirant des travaux classiques de ces auteurs, nous avons
voulu donner un exposé élémentaire de la théorie des pseudogroupes de Lie
transitifs accessible & un étudiant en mathématiques du niveau de la maftrise.
En méme temps, nous apportons un certain nombre de précisions qui ne figurent
pas dans la littérature.

Nous nous proposons, dans un volume ultérieur, d'utiliser le matériel
ainsi mis au point en donnant une démonstration complite du théordme d'équi-
valence pour les structures plates et pour les systimes d'équations aux déri-
vées partielles "localement & coefficients constants".

Nous tenons & dire notre reconnaissance & J. Dieudonné, qui nous a
encouragé dans ce travail, et qui a bien voulu accueillir le résultat dans
la collection "Travaux en cours" qu'il dirige.

Nous remercions également Madame Mori, qui a dactylographié avec soin

et patience notre manuscrit

C. Albert et P. Molino
Montpellier - Juin 1984
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de rang 2m en tout point, ce qui veut dire que (txv)m ne s'annule jamais.
En d'autreshtemes, av est une forme symplectigue sur V. D'ailleurs, av "
détermine G : un difféomorphisme local ¢ de V dans M appartient 3 G
si, et seulement si, q’*uu = av. 5

Réciproquement, soit o ¢ A°(V) [nous désignons par AP(V) 1'espace
des p-formes sur V] une 2-forme fermée et de rang 2m = dim V en tout point.
D'apres le Théordme de Darboux, voir [GDB] , pour tout x €V il existe
un voisinage cuvert U de x dans V et des coordornées locales
(x‘ e ,xzm) dans U telles que

+1 2m

1
@=dx Adx™ 4.+ ax” A dx

La carte locale @ correspondante de V vérifie alors tp‘fotk = o, et 1'ensem-
ble des cartes locales de V ayant cette propriété forme une FH—structure

sur V ; ces cartes sont dites adaptées & «. Ainsi, la donnée d'une l'M-

structure est équivalente & la donnée d'une forme symplectigue.
Si maintenant on prend M = IR2m+‘ et pour T'M le pseudogroupe des
difféomorphismes locaux de M qui laissent invariante la 1-forme BM défi-
1
nie en coordonnées standard (uo,u .....uzm) par
ﬂM = du°+ u‘| dum+. oot umduzm,
on vérifie de fagon analogue que la donnée d'une fM—stmcture sur une

(2m+1)-variété est équivalente & la donnée d'une forme de contact, c'est-a-

dire d'une 1-forme B telle que B A (dB)" ne s'annule jamais.

0.6. TROISIEME EXEMPLE : STRUCTURES COMPLEXES.

M est ici 1'espace vectoriel Em, considéré comme variété de dimen-

sion [réelle] 2m, et TH est le pseudogroupe des transformations locales

holomorphes de M. En chaque point u ¢ M, la multiplication par /=1 défi-
nit un automorphisme R-linéaire Ju de 1l'espace tangent TuH. On obtient

ainsi une section J, du fibré T*M ® TM, c'est-a-dire un tenseur de type

M
(1,1), vérifiant pour la composition des automorphismes Iyody = = Tdpye

I‘M peut alors &tre caractérisé comme 1'ensemble des difféomorphismes locaux

de TM qui laissent JH invariant.
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rien d'autre qu'une structure de variété de dimension n [n-variété] sur V

En ce qui concerne les sous-variétés, en plus des notions classiques
de sous-variété immergée et de sous-variété plongée, nous utiliserons sou-
vent la notion de "sous-variété stricte".

Rappelons qu'une sous-variété immergée de la variété V est une partie
W de V munie d'une structure de variété pour laquelle 1'injection W =V
est une immersion ; on remarquera qu'une méme partie de V peut parfois
&tre munie de plusieurs structures différentes de sous-variété immergée.

Une sous-variété plongée de V est une sous-variété immergée W dont
la topologie de variété coincide avec la topologie induite ; dans ce cas la
structure de sous-variété immergée de W est unique.

Enfin une sous-variété stricte de V est une sous-variété immergée W
telle que pour tout x € W il existe un voisinage ouvert U de x dans V
pour lequel la composante connexe par arcs différentiables de x dans
WNU [pour la topologie de V] est une sous-variété plongée de V.

Dans ce cas, W possdéde la propriété caractéristique suivante : pour toute
variété S et pour toute application différentiable f : S =V telle que
!‘(S) C W, l'application f : S =W est différentiable ; en particulier ceci
implique que la structure de sous-variété immergée de W est unique.

Bien entendu, toute sous-variété plongée est une sous-variété stricte.

0.3. PSEUDOGROUPESDE TRANSFORMATIONS ET TI-STRUCTURES DIFFERENTIABLES.

Soit M une variété de dimension n. L'ensemble Diff(M) des difféo-
morphismes locaux de M est un pseudogroupe transitif d'homéomorphismes
locaux de M. Sur un espace topologique séparé paracompact V, une Diff(M)-
structure sera une structure de variété modelée sur M. En fait, toute varié-
té modelée sur M est de fagon .naturelle une variété de dimension n, et
réciproquement toute variété de dimension n peut &tre regardée comme mode-
lée sur M. Il arrivera dans la suite qu'en fonction du probleme étudié on
choisisse pour les n-variétés un autre moddle que &,

On notera que si M est connexe 1'ensemble TRANS(M) des difféomor-
phismes globaux de M sur elle-méme [ou transformations globales de M)

est un groupe opérant transitivement sur M.
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On appelle pseudogroupe de transformations de M tout sous-pseudogroupe
I, de Diff(M), c'est-a-dire toute partie de Diff(M) satisfaisant elle-méme
aux conditions P! A P5. Sur un espace topologique séparé paracompact V,
une I"M-structure définit alors une structure de variété modelée sur M.
Dans la pratique, V sera déjh souvent une variété et on s'intéressera aux
I‘H—structures compatibles avec sa structure de variété [T’H—stmgtures diffé-
rentiables].

L'objet essentiel de ce livre est 1'étude d'une classe particulidre
de pseudogroupes de transformations, les pseudogroupes de Lie transitifs,
et des TI-structures correspondantes, appelées simplement structures diffé-
rentiables transitives. On définira de fagon précise au chapitre VI les psei-
dogroupes de Lie transitifs ; essentiellement ce sont les pseudogroupes de
transformations transitifs définis par des équations aux dérivées partielles.
Nous nous contenterons pour 1l'instant de donner dans les paragraphes suivants
quelques exemples classiques qui joueront un r8le fondamental dans la théorie

générale.

0.4. PREMIER EXEMPLE : FEUILLETAGES.

Soit p un entier, 0 < p <n, et notons q =n - p. On identifie an
au produit ®Px @Y et on désigne par m la projections naturelle R =Ry,
On appelle espace vertical en un point u de &% 1e noyau de l'applicatim
tangente m, en ce point.

Prenons M = Rn. l'H étant le pseudogroupe des difféomorphismes locaux
de M dont l'application tangente en tout point envoie 1'espace vertical en
ce point sur 1l'espace vertical au point image. En d'autres termes, ¢ € Diff(M)
est un élément de FM 8'il est localement projetable par m sur ®e,

Sur une n-variété V, une I'H-stmcture est un feuilletage de codimen-

sion q. Soit G wune telle structure. Si x € V, choisissons une carte en x,

c'est-h-dire ¢ € G tel que x € Dom @. Le sous-espace Px de 1'espace tan-
gent TxV dont 1'image par 1'application linéaire tangente q),x en x est

1'espace vertical en @(x) ne dépend pas du choix de ¢ dans G.rP=u Px
x€V
est alors un sous-fibré vectoriel de rang p de TV, c'est-A-dire un champ
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B5 - Idy €T
ol <_91 : Im @ = Dom @ est l'application réciproque de @, ¢ o § 1'appli-
cation composée qui va de ;‘(Im ¥NDom¢) dans @ (Im y N Dom @), et
:p|u la restriction de @ & U, qui va de UM Dom ¢ dans @(U N Dom ).

Le pseudogroupe I est dit transitif [sur X] si quels que soient
x, y €X il existe 9 €T tel que x € Dom @ et (x) =y.

Etant donné le pseudogroupe T, un [-atlas sur l'espace Y est un
ensemble G d'homéomorphismes locaux de Y dans X tels que

Al - U Dmo=1Y
A2 - Si @,y €G alors 'oc‘p‘él‘

Les éléments de G sont les cartes de l'atlas. Le [l-atlas est dit complet
8i tout homéomorphisme local @ de Y dans X compatible avec G [c'est-
a-dire tel que @ o 716 T pour tout § € G] est une carte de G. Tout
T-atlas G est contenu dans un unique T-atlas complet G, formé de tous
les homéomorphismes locaux de Y dans X compatibles avec G. a est dit

complété de G.
Une [-structure sur l'espace topologique Y est un T-atlas complet.

0.2. VARIETES DIFFERENTIABLES ; SOUS-VARIETES STRICTES

Dans la suite, "différentiable" signifie toujours "différentiable
de classe ¢,

Quand nous parlerons de "variétés" il s'agira de variétés différentia-
bles séparées, de dimension finie, paracompactes et sans bord. De méme les
applications, champs de vecteurs, formes etc..., seront supposés sauf avis
contraire différentiables.

Observons que la notion de variété différentiable de dimension n

peut &tre définie en termes de TI-structures : un difféomorphisme local

de &" est un homéomorphisme local ¢ tel que ¢ et 51 soient diffé-
rentiables ; 1'ensemble Diff(R") de tous ces difféomorphismes locaux forme
alors un pseudogroupe transitif d'homéomorphismes locaux de ﬁn, et une

Diff(ﬁn)—structure sur un espace topologique séparé paracompact V n'est
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CHAPITRE O

Préliminaires

Nous supposons le lecteur familiarisé avec les notions de base de la
géométrie différentielle : variétés différentiables, champs de vecteurs,
formes différentielles, champs d'éléments de contact, fibrés vectoriels etc
etc... Voir par exemple sur ces sujets [GDE], [.DDN].

Dans ce chapitre, nous présentons certaines de ces notions dans le
langage et avec les notations qui seront utilisés systématiquement dans la

suite. Les démonstrations sont généralement omises.

0.1. LES NOTIONS GENERALES DE PSEUDOGROUPE ET DE TI'-STRUCTURE

Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application locale ¢
de X dans Y est une application @ : Dom ¢ = Im ¢, ot Dom ¢ et Im @
sont des ouverts [éventuellement vides) respectivement de X et Y. On dit
que ¢ est un homéomorphisme local si @ : Dom ¢ — Im ¢ est un homéomor-
phisme.

Un pseudogroupe d'homéomorphismes locaux de X est un ensemble T
d'homéomorphismes locaux de X [c'est-a-dire de X dans X] satisfaisant
aux conditions suivantes :

Pl -Si @€T, alors 5‘6 r

P2-5i ¢,y€T,alors oo y €T

PBP-5i ¢ €T et si U estun ouvert de X, alors (p]U €r

P4 - Si ¢ est un homéomorphisme local de X tel que, ¥ x € Dom @

il existe Y €T avec x € Dom y et ¢ = § dans Dom ¢ N Dom ¥,

alors @ € T.
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W Une action [différentiable] & gauche du groupe de Lie G sur la

variété M est une application différentiable G X M —~ M, notée
(a,x) »ax = Vﬂ(x), telle que pour tout a € G on ait Y, € TRANS(M), et
que 1'application Y : G — TRANS(M) définie par a = Y, soit un homomor-
phisme de groupes. On dit encore que G __opere [différentiablement] & gauche
sur M.

Le sous-groupe d'isotropie de G en x € M est le sous-groupe de Lie
fermé de G

Hx = {a € g/ax = x}

L'orbite d'un point x de M par G est la partie de M définie par
6x = {ax/a € G].

On munit cette orbite de l'unique structure de variété pour laquelle la
projection G - Gx définie par a ~ ax soit une submersion, et on vérifie
que Gx est une sous-variété stricte de M.

L'action de G est dite

- libre si, pour tout x € M, on a g = {e}.

- localement libre si, pour tout x €M, on a °x =0, ol bx est
1'algébre de Lie de Ex.

- transitive si, pour un (et done pour tout) x € M, ona Gx =M

- effective si 1'homomorphisme G — TRANS(M) défini par 1'action
de G sur M est injectif.

Si A € g, l'ensemble hexptl/t €R)} est un groupe A un paramdtre
de transformations de M. Le champ de vecteurs - ou transformation infini-
tésimale - associé sera noté XA. La correspondance i -‘XA définit un

morphisme d'algdbres de Lie 8 — ¥(M) qui est dit action infinitésimale
associée & l'action.de G sur M.

On introduit de fagon analogue la notion d'action [différentiable]
& droite de G sur M. L'action infinitésimale associe est dans ce cas
un morphisme d'algibre de Lie 8 - ¥(M).

[ | Supposons que le groupe de Lie G opére [dif{émthblamant] transi-
tivement & gauche sur la variété M. Choisissons un "point-base" xoi M et
notons H le sous-groupe d'isotropie en ce point. M s'identifie alors a

10
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Un champ de vecteur X sur G est invariant & gauche [resp. a droite]
si, pour tout a € G, on a VB*X =X Lresp. 58‘)( = X]. L'ensemble 8 des
champs de vecteurs invariants a gauche est une sous-algébre de Lie de 1'al-
gébre de Lie (c) des champs de vecteurs sur G, et l'application d'éva-
luation & 1'élément neutre e définit un isomorphisme linéaire de 8 sur
TeG qui permet d'identifier de fagon naturelle ces espaces. De méme, les
champs de vecteurs invariants & droite forment une sous-algtbre de Lie §
de ¥(G) dont 1'espace vectoriel sous-jacent s'identifie & TeG, et par
suite & 8. Pour tout A € 8, on note A le champ invariant & droite prenant
la méme valeur en e. L'algtbre de Lie § est dite algébre de Lie [£Y gauche ]
de G. L'algtbre de Lie § est dite algbbre de Lie & droite de G. C'est

1'algtbre opposée de @, car on a

[4,B) = - [4,B] quels que soient A, B € g.

Les champs de vecteurs invariants & gauche et & droite sont complets,
c'est-h-dire engendrent des groupes i un paramétre de transformations de G.
S8i (‘Pt)te R et (vt)té R sont les groupes & un paramétre respectivement
associés & A €8 et A €4, posons ¢1(e) = Vi(e) = exp A. On a alors

P = 6exptA st *t = VexptA'

La correspondance A & exp A définit une application différentiable
exp : § =G dont l'application linéaire tangente en 0 est 1'identifi-
cation naturelle @ = TeG.

la forme de Maurer-Cartan [2 gauche] de G est la 1-forme 1 & va-

leurs dans @ définie sur G par
= s e
'ﬂ(Xa) YEI‘(XA) quels que soient a ¢ G et X €TG.

On utilise parfois également la forme de Maurer-Cartan & droite de G qui

est la 1-forme 'n 4 valeurs dans 8 définie sur G par
nx ) = 6, (X ) quels que soient a €G et X €T G.
a ; * a a a
Les formes T et T vérifient les formules de Maurer-Cartan :
1
an+snm=o
P N
afl- 5 =0
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