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Note de cours : codages




Alain Tissier


Comité de Rédaction de la RMS


Les principales définitions relatives aux
codages.




code détecteur, correcteur, parfait, binaire,
linéaire ; distance de Hamming ; poids ; codes de
Hamming.




Cette note fournit des définitions importantes et quelques
résultats simples, dont les preuves sont laissées au lecteur.

Les parties 1 et 2 sont accessibles aux élèves de TS ; ceux
qui suivent la spécialité math, vraisemblablement, participent à
des activités relatives au codage (voir par exemple certains
exercices de 
[image: formule]).

La théorie du codage et de la correction des erreurs est élaborée
par Shannon vers 1950 ; elle est développée par exemple dans
les ouvrages 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule], les articles 
[image: formule] et 
[image: formule], le problème 
[image: formule] qui accompagne cette note dans la partie
électronique de la RMS.

Codes détecteurs d'erreurs et codes
correcteurs d'erreurs




Lors de la transmission de données, des erreurs sont commises entre
l'émission et la réception ; un système est créé pour déceler
la présence d'erreurs et peut-être les rectifier.

Pour transmettre les données, on utilise des symboles faisant
partie d'un certain alphabet 
[image: formule] dont le cardinal est un entier 
[image: formule]. À partir de cet alphabet, ayant choisi un entier
positif 
[image: formule], on appelle mot toute succession de

[image: formule] symboles de 
[image: formule] : 
[image: formule], c'est-à-dire tout élément de 
[image: formule].

Une information doit être transmise ; on la codifie,
c'est-à-dire qu'on exprime cette information par un mot
particulier, dit mot codé (ou message codé) ; ce mot
codé appartient à un certain ensemble 
[image: formule] appelé le code. Dans le canal de
transmission se produisent peut-être des erreurs et le récepteur
lit un mot qui peut être différent de celui qui est émis. Si ce
n'est pas un mot du code, il décèle la présence d'erreur.

Voici des exemples bien connus, détaillés par exemple dans les
exercices de 
[image: formule] : codes barres (codage UPC), numéro INSEE,
RIB, numéro de carte bancaire, numéro ISBN pour identifier les
livres. Ces codes utilisent comme alphabet les chiffres de 0 à 9,
donc 
[image: formule], et le mot est en fait un numéro. Ainsi le numéro
d'un RIB est à 23 chiffres ; les 21 premiers donnent les
informations (banque : 5, guichet : 5, numéro du
compte : 11) et les 2 derniers sont là pour contrôler :
ils sont tels que le nombre de 23 chiffres en question est
divisible par 97. Tous ces systèmes décèlent une erreur
c'est-à-dire que si une seule erreur est commise, le récepteur s'en
aperçoit car le mot obtenu n'est pas un mot de code. Si deux
erreurs sont commises, ce n'est pas sûr ; néanmoins le codage
du RIB décèle l'erreur consistant à inverser deux chiffres
consécutifs.

On demande plus à certains systèmes appelés codes
correcteurs : on veut qu'ils puissent corriger une erreur
décelée. Un codage corrige une erreur ou est
1-correcteur s'il reconstitue le vrai message à condition
qu'il y ait au plus une erreur commise.

Voici (voir encore 
[image: formule]) un exemple de système 1-correcteur. Il s'agit
d'un des codes de Hamming, relatif aux numéros 
[image: formule] de téléphone à 10 chiffres. On ajoute deux
symboles de contrôle 
[image: formule] et 
[image: formule] ; chacun de ces symboles est un chiffre ou
bien X qui signifie 10 ; 
[image: formule] est la somme des 10 chiffres de 
[image: formule] réduite modulo 11 ; pour calculer

[image: formule], on multiplie par 
[image: formule] le 
[image: formule] chiffre, puis on réduit modulo 11 la somme des 10
nombres ainsi obtenus.

Distance de Hamming




Une distance sur un ensemble 
[image: formule] est une fonction réelle 
[image: formule] définie sur les couples 
[image: formule] d'éléments de 
[image: formule]. Cette fonction 
[image: formule] vérifie pour tous 
[image: formule] : 
[image: formule] ; on a 
[image: formule] et par contre 
[image: formule] si 
[image: formule] ; enfin 
[image: formule].

Une distance particulière, appelée distance de Hamming,
est définie sur l'ensemble 
[image: formule] des mots. Soit deux mots 
[image: formule] et 
[image: formule]. On pose 
[image: formule] s'il existe exactement 
[image: formule] indices 
[image: formule] tels que 
[image: formule]. C'est bien une distance au sens usuel du
terme.

Soit 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] l'ensemble des mots dont la distance à

[image: formule] est exactement 
[image: formule] (la sphère centrée en 
[image: formule] et ayant 
[image: formule] pour rayon); toutes les sphères de rayon

[image: formule] ont même cardinal : 
[image: formule].

La distance minimale du code est l'entier 
[image: formule] qui est le minimum de la distance entre deux
éléments distincts du code 
[image: formule].

Soit 
[image: formule] un message provenant d'un mot de code

[image: formule]. Si le nombre d'erreurs sur 
[image: formule] est toujours majoré par 
[image: formule], alors, lorsqu'on connaît le code 
[image: formule]:

(i) on décèle toujours l'éventuelle fausseté de 
[image: formule] si et seulement si 
[image: formule];

(ii) on rectifie toujours correctement 
[image: formule] si et seulement si 
[image: formule].

Dans le second cas, on dit que le code est 
[image: formule]-correcteur. La valeur optimale de

[image: formule] telle que le code soit 
[image: formule]-correcteur est 
[image: formule].

Notons 
[image: formule] le nombre de mots de code. Si le code est

[image: formule]-correcteur, alors les sphères dont le rayon est
majoré par 
[image: formule] et dont le centre est un mot de code sont deux à
deux disjointes. On en déduit l'inégalité de Hamming :



[image: formule].




On dit d'un code qu'il est parfait si, pour un certain

[image: formule], pour tout mot 
[image: formule] de 
[image: formule], il existe un et un seul mot de code 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. C'est dire que les sphères dont le rayon est
majoré par 
[image: formule] et dont le centre est un mot de code constituent
une partition de 
[image: formule].

Ces conditions reviennent à :



[image: formule]     ;    

[image: formule]






En particulier, si 
[image: formule] est premier, si 
[image: formule] est un code parfait 1-correcteur, on voit
facilement que 
[image: formule] est une puissance de 
[image: formule], soit 
[image: formule], et que 
[image: formule], avec 
[image: formule].

Code binaire, linéaire ; matrice
génératrice




Dans toute la suite 
[image: formule] et on le notera plutôt 
[image: formule], car il est considéré comme le corps à deux
éléments.

Les mots sont à présent des successions de bits 0 ou 1. On dit
alors que 
[image: formule] est un code binaire. On munit l'ensemble
des mots, 
[image: formule], de sa structure naturelle d'espace vectoriel sur

[image: formule], le mot nul étant 
[image: formule], la somme de deux mots s'effectuant coordonnée
par coordonnée (avec bien sûr 
[image: formule]). Bien entendu cette structure revient à celle de
groupe pour la loi naturelle « + ».

Le poids 
[image: formule] du mot 
[image: formule] est sa distance au mot nul, c'est-à-dire le
nombre d'emplacements où figure le bit « 1». Pour tous mots

[image: formule] on a 
[image: formule].

Parmi les codes binaires, on envisage fréquemment ceux qui sont
linéaires, qui sont en fait les sous-espaces vectoriels
(ou les sous-groupes) de 
[image: formule].

Dans toute la suite, on note 
[image: formule] un code linéaire. Il possède une dimension qu'on
note 
[image: formule], son cardinal étant alors 
[image: formule]. Sa distance minimale 
[image: formule] est le minimum du poids des mots de code non
nuls. Il est 
[image: formule]-correcteur dès lors que tout mot de code non nul
est de poids 
[image: formule]. Une matrice génératrice 
[image: formule] de 
[image: formule] est une matrice de format 
[image: formule] à coefficients dans 
[image: formule], dont les lignes constituent une base de

[image: formule].
 



Exemples





[image: formule] Celui de l'énoncé 
[image: formule]. La matrice 
[image: formule] est génératrice d'un code de longueur 6, de
dimension 3 et de distance minimale 2 (résultat obtenu par étude
directe). Il n'est pas même 1-correcteur.


[image: formule] Un code de Hamming. La matrice 
[image: formule] est génératrice d'un code de longueur 7, de
dimension 4 et de distance minimale 3. On vérifie en effet que les
mots non nuls du code, c'est-à-dire les sommes de 1, 2, 3 ou 4
lignes extraites de cette matrice sont de poids 3 ou 4. Comme
l'inégalité de Hamming est une égalité dans ce cas, ce code est
parfait.

Matrice de parité




Au lieu de définir un code linéaire 
[image: formule] de longueur 
[image: formule] et de dimension 
[image: formule] par sa matrice génératrice, on peut le définir
par un système de 
[image: formule] équations indépendantes, ce qui revient à la
donnée d'une matrice 
[image: formule] sur 
[image: formule], de format 
[image: formule], dont les lignes sont indépendantes, appelée
matrice de parité, le code associé étant le noyau à gauche
de 
[image: formule], c'est-à-dire l'ensemble des mots 
[image: formule] tels que 
[image: formule]. Cette matrice de parité est génératrice du
code dual (voir 
[image: formule] ou 
[image: formule]) que nous ne développons pas ici.

 



Exemples





[image: formule] Pour celui de l'énoncé 
[image: formule], la matrice 
[image: formule] est de parité.


[image: formule] Pour le code de Hamming ci-dessus, la matrice

[image: formule] est de parité.

 



En dehors de son usage commode pour construire une fonction de
décodage (voir 
[image: formule]), la matrice de parité 
[image: formule] d'un code linéaire 
[image: formule] permet d'énoncer une règle simple pour le calcul
de 
[image: formule]. On montre en effet facilement que la distance
minimale 
[image: formule] de 
[image: formule] est le minimum de la taille d'un système de
colonnes distinctes de 
[image: formule].

Ainsi pour qu'un code linéaire de matrice de parité 
[image: formule] soit 1-correcteur, il suffit que toutes les
colonnes de 
[image: formule] soient non nulles et distinctes. Dans le premier
exemple ci-dessus, 
[image: formule] n'est pas 1-correcteur (deux colonnes égales) et
il l'est dans le deuxième exemple.

Les codes binaires linéaires parfaits
1-correcteurs




Si 
[image: formule] est un code linéaire parfait 1-correcteur de
dimension 
[image: formule] et de longueur 
[image: formule], alors il existe un entier naturel 
[image: formule] tel que 
[image: formule] et 
[image: formule]. Cet entier naturel 
[image: formule] étant donné, on considère une matrice

[image: formule] dont les colonnes sont tous les éléments non nuls
de 
[image: formule]. On construit ainsi une matrice 
[image: formule] de format 
[image: formule] et de rang 
[image: formule]. C'est la matrice de parité d'un code binaire
linéaire 
[image: formule] de longueur 
[image: formule] de dimension 
[image: formule]. Comme toutes les colonnes de 
[image: formule] sont distinctes, ce code est 1-correcteur. Il est
parfait car deux colonnes quelconques sont distinctes. Ce code
porte (lui aussi) le nom de code de Hamming.

 



On examinera pour terminer, sous forme d'exercices, l'unicité d'un
tel code à une isométrie près (envoyez vos solutions à l'auteur de
cette note : voir ses coordonnées dans la rubrique Questions
et Réponses).

 



Exercice 1. Une isométrie de 
[image: formule] est (comme toujours) une application de

[image: formule] dans lui-même qui conserve la distance de
Hamming. Décrire ces isométries.

 



Exercice 2. Deux parties de 
[image: formule] sont dites isométriques si une certaine isométrie
de 
[image: formule] envoie la première sur la deuxième. Peut-on
affirmer que les codes binaires (linéaires ou non) 1-correcteurs
parfaits de longueur 
[image: formule] sont deux à deux isométriques ?
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Note de cours : holomorphie

et analyticité


Christophe Hénocq


professeur en PSI* au lycée Jacques Decour à
Paris




L'objectif de cet article est de montrer, en se
limitant strictement au cadre du programme des classes
préparatoires, qu'une fonction holomorphe sur le disque

[image: formule] admet un développement en série entière sur ce
même disque.


séries entières, séries de Fourier,
dérivation terme à terme d'une série de fonctions, dérivation sous
le signe 
[image: formule], intégrale curviligne, formule de
Green-Riemann.






Holomorphie d'une somme de série entière


Dans ce paragraphe, on suppose que 
[image: formule] est la somme d'une série entière de rayon de
convergence 
[image: formule]. On introduit la fonction 
[image: formule] définie sur le disque ouvert 
[image: formule] de 
[image: formule] (confondu avec le disque de même rayon de

[image: formule]) par

[image: formule]


Proposition 1    [image: formule] est de classe

[image: formule] sur 
[image: formule] et on a:

[image: formule]




Démonstration C'est une conséquence directe du
théorème de dérivation terme à terme d'une série de fonctions et du
fait que les séries dérivées : 
[image: formule] et 
[image: formule] convergent uniformément sur tout disque

[image: formule] avec 
[image: formule].
 

Proposition 2 ( Expression des coefficients)
    On a pour tout 
[image: formule] et tout 
[image: formule],

[image: formule]


Démonstration Il suffit de constater que la série
de fonctions 
[image: formule] converge uniformément sur le segment 
[image: formule], ce qui permet d'intégrer terme à terme.
 

Remarque. Soit 
[image: formule]. D'après la proposition précédente les nombres

[image: formule], sont les coefficients de Fourier de la fonction

[image: formule]périodique, continue 
[image: formule]. Ses coefficients de Fourier 
[image: formule], 
[image: formule], sont nuls, encore par intégration terme à terme.
On peut donc écrire la formule de Parseval :

[image: formule]


[image: formule] On déduit très facilement
de ce résultat le théorème de Liouville : si 
[image: formule] et si 
[image: formule] est bornée ([image: formule]), alors elle est
constante. En effet on a dans ce cas : 
[image: formule] pour 
[image: formule]. Faisant tendre 
[image: formule] vers 
[image: formule], on voit que tous les coefficients 
[image: formule], pour 
[image: formule], sont nuls.
 

[image: formule] On en déduit aussi
facilement le principe du maximum : si la fonction

[image: formule] admet un maximum local en 
[image: formule], alors 
[image: formule] est constante. En effet, on choisit

[image: formule] assez petit pour que, pour tout 
[image: formule], l'on ait 
[image: formule]. On a, d'après la formule ci-dessus, 
[image: formule]. Donc tous les coefficients 
[image: formule], pour 
[image: formule], sont nuls.

Dans la seconde partie, lorsque nous aurons prouvé l'analyticité de

[image: formule] sur 
[image: formule], nous en déduirons le principe du maximum sous la
forme suivante : si 
[image: formule] est développable en série entière sur

[image: formule] et n'est pas constante, 
[image: formule] n'atteint aucun maximum local en un point de

[image: formule].
Analycité d'une fonction holomorphe


On considère une fonction 
[image: formule] définie sur 
[image: formule] où 
[image: formule]. On suppose que la fonction 
[image: formule] définie par 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] et vérifie la condition 
[image: formule] de la proposition 1:

[image: formule]


En utilisant le théorème de Schwarz, il est alors aisé de montrer
que 
[image: formule] vérifie aussi la condition

[image: formule]


On se propose de montrer que 
[image: formule] est alors la somme d'une série entière sur

[image: formule].
 

Proposition 3     Sous la seule
hypothèse 
[image: formule] ([image: formule] est harmonique), on a
pour tout 
[image: formule]:

[image: formule]


Démonstration On définit sur 
[image: formule] la fonction 
[image: formule]. Le théorème de dérivation des intégrales à
paramètre permet de dériver sous le signe 
[image: formule]. Ainsi

[image: formule]


On peut donc exprimer 
[image: formule] sous la forme d'une intégrale curviligne sur le
cercle de centre 
[image: formule] et de rayon 
[image: formule] orienté: 
[image: formule]

[image: formule]


L'application de la formule de Green-Riemann permet d'écrire

[image: formule]


On en déduit que 
[image: formule] est constante et, en prenant sa valeur pour

[image: formule], la formule souhaitée.
 

Nous allons nous efforcer dans la suite d'étendre ce raisonnement
aux autres coefficients tels qu'ils sont donnés dans la proposition
2. Il faut donc montrer que, pour tout 
[image: formule], la fonction

[image: formule]


est constante sur 
[image: formule].
 

Proposition 4     La fonction

[image: formule] définie ci-dessus est constante sur 
[image: formule].
 

Démonstration On peut ici aussi utiliser le
théorème de dérivation des intégrales à paramètre. Ainsi:
[image: formule]

On calcule la seconde intégrale 
[image: formule] par parties. On obtient :

[image: formule]


En réunissant les deux, on obtient :

[image: formule]


Donc 
[image: formule] est constante. On pose dans la suite 
[image: formule] et 
[image: formule].
 

Théorème La fonction 
[image: formule] est développable en série entière sur

[image: formule] : 
[image: formule] Démonstration Soit

[image: formule], pour tout 
[image: formule], le nombre 
[image: formule] est le coefficient de Fourier 
[image: formule] de la fonction 
[image: formule]périodique 
[image: formule]. Cherchons 
[image: formule] pour 
[image: formule].

Comme dans les démonstrations précédentes, on dérive sur

[image: formule] la fonction 
[image: formule]. On exprime 
[image: formule] sous la forme d'une intégrale curviligne:

[image: formule]


On utilise ensuite la formule de Green-Riemann:

[image: formule]


On en déduit que 
[image: formule] est constante sur 
[image: formule]. Mais 
[image: formule], donc 
[image: formule]

La fonction 
[image: formule] est de classe 
[image: formule]. Elle est donc égale à la somme de sa série de
Fourier, ce qui donne le résultat.
 

Applications


[image: formule] Une fonction développable
en série entière sur le disque 
[image: formule] est analytique sur ce disque. Plus précisément,
si 
[image: formule] la fonction 
[image: formule] est elle-même développable en série entière sur
le disque ouvert 
[image: formule]. Cela justifie le principe du maximum tel que
nous l'avons présenté à la fin de la première partie.
 

[image: formule] Si une fonction

[image: formule] est développable en série entière sur le disque

[image: formule] et ne s'annule pas sur ce disque, il en est de
même de la fonction 
[image: formule]. On vérifie en effet que, si 
[image: formule] est holomorphe et ne s'annule pas, alors

[image: formule] est holomorphe. Ce résultat, associé au théorème
de Liouville, fournit une démonstration classique du théorème de
d'Alembert.











TS Des formes
bilinéaires

en combinatoire


Pierre Bornsztein andauthor Xavier Caruso d 'après Raphaël Beuzart-Plessis


P. Bornsztein, professeur agrégé de
mathématiques, bornsztein@voila.fr

et X. Caruso, élève de l'École Normale Supérieure de Paris,
xavier.caruso@normalesup.org


Cet article fait suite à carbor paru dans un précédent numéro de la RMS. On
reprend un exemple proposé dans ce dernier papier, et on en donne
une nouvelle solution, accessible dès la terminale et en vérité
proposée par un élève de terminale.




combinatoire, parité, différence
symétrique.




Introduction




L'objectif de cet article est de donner une démonstration
élémentaire de l'énoncé suivant :

Soit 
[image: formule] un ensemble de cardinal 
[image: formule]. Soient 
[image: formule] des parties de 
[image: formule] chacune de cardinal impair et telles que pour
tout 
[image: formule], 
[image: formule] soit de cardinal pair. Alors 
[image: formule].




 



Dans carbor, les auteurs ont donné une
preuve conceptuelle (s'appuyant principalement sur de l'algèbre
bilinéaire en caractéristique 
[image: formule]) de cet énoncé. Ils ont pu ensuite transformer
cette preuve en une nouvelle démonstration élémentaire (**1) .

 



Par la suite, cet énoncé a été donné comme exercice pour
l'entraînement de certains élèves de terminale à l'Olympiade
Internationale de Mathématiques. Un de ces élèves, Raphaël
Beuzart-Plessis  (**2) a donné une nouvelle solution
élémentaire que nous avons jugé intéressant de reproduire ici.

Une solution élémentaire




La solution présentée dans ce paragraphe est entièrement due (à
quelques reformulations près) à Raphaël Beuzart-Plessis.

 



On rappelle que si 
[image: formule] et 
[image: formule] sont deux parties d'un ensemble 
[image: formule], on définit la différence symétrique de

[image: formule] et de 
[image: formule] par :

[image: formule]


Prouvons deux lemmes qui vont impliquer simplement le
résultat :




Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] deux parties d'un ensemble 
[image: formule], alors :

[image: formule]





Comme 
[image: formule], on a :
[image: formule]

d'où le lemme.



cle

Soit 
[image: formule] un ensemble à 
[image: formule] éléments ([image: formule]). Soient 
[image: formule] ([image: formule]) des sous-ensembles de

[image: formule], chacun de cardinal impair et tels que

[image: formule] soit de cardinal pair pour tous 
[image: formule]. Alors l'ensemble des parties de 
[image: formule] de cardinal impair et dont l'intersection avec
chacun des 
[image: formule] est de cardinal pair, ne compte pas plus  (**3) de 
[image: formule] éléments.


On démontre le lemme par récurrence sur

[image: formule]. Pour 
[image: formule], il s'agit de dénombrer les parties de

[image: formule] de cardinal impair. Or, si 
[image: formule], l'application 
[image: formule] définit une bijection entre les parties de
cardinal impair et celles de cardinal pair. Il y en a donc autant.
Comme 
[image: formule] admet 
[image: formule] parties, l'ensemble que l'on veut dénombrer a
bien pour cardinal 
[image: formule].

 



Supposons le résultat démontré pour un certain 
[image: formule] (compris entre 
[image: formule] et 
[image: formule]) et prouvons-le pour 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] des parties de 
[image: formule] de cardinal impair et telles que 
[image: formule] soit de cardinal pair si 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] (resp. 
[image: formule]) l'ensemble des parties de 
[image: formule] de cardinal impair dont l'intersection avec
chacun des 
[image: formule] pour 
[image: formule] (resp. pour 
[image: formule]) est un ensemble de cardinal pair.

Par hypothèse de récurrence, on a 
[image: formule]. D'autre part, on a évidemment 
[image: formule]. Si 
[image: formule] est vide, on a fini. Sinon, considérons

[image: formule] et l'application 
[image: formule] suivante :

[image: formule]


Le premier lemme et la formule :

[image: formule]


prouvent que 
[image: formule] va bien de 
[image: formule] dans 
[image: formule] et qu'en outre, si 
[image: formule], alors 
[image: formule]. De plus, 
[image: formule] et donc 
[image: formule] est bijective. On en déduit que :

[image: formule]


ce qui conclut la récurrence.




 



On termine alors l'exercice de façon simple. Supposons par
l'absurde qu'il existe 
[image: formule] ([image: formule]) des sous-ensembles de

[image: formule] chacun de cardinal impair et tels que

[image: formule] soit de cardinal pair pour 
[image: formule]. On applique le lemme précédent pour 
[image: formule] et pour les ensembles 
[image: formule] : il ne peut exister plus d'un ensemble de
cardinal impair dont l'intersection avec chacun des 
[image: formule] ([image: formule]) est un ensemble de
cardinal pair. Mais cela est absurde puisque l'on a au moins

[image: formule] et 
[image: formule].

Quelques remarques




Notons en premier lieu que la notion de différence symétrique joue
un rôle central dans la preuve précédente. Il est en fait naturel
que cette notion apparaisse de façon centrale, car elle correspond
dans la version « algèbre linéaire » à la somme de deux vecteurs,
comme cela est expliqué dans carbor.

 



L'énoncé du lemme cle , qui est le
lemme clé de cette dernière solution, correspond, du côté de
l'algèbre linéaire, à un énoncé stipulant que, dans un espace de
dimension 
[image: formule], l'espace orthogonal (pour une forme bilinéaire
non dégénérée) à 
[image: formule] vecteurs linéairement indépendants, est de
dimension (inférieure ou) égale à 
[image: formule].


{1} carbor P. Bornsztein, X. Caruso, Des formes
bilinéaires en combinatoire, RMS 114 n°3, Mai
2004, p. 35 à 44.
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