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[image: ] Avant-propos


 Cet  ouvrage  propose  des  éléments  de  cours,  ainsi  que  des  problèmes  corrigés  sur  le  thème



 des  mathématiques  financières  à  temps  discret.  Visant  un  public  varié,  il  est  adapté



 aux  étudiants  de  Master  de  mathématiques  financières,  mais  aussi  aux  étudiants  de



 Master  de  mathématiques  appliquées  ou  préparant  l'agrégation  –  et  à  leurs  enseignants  –



 à  la  recherche  de  problèmes  d'application,  notamment  en  vue  de  l'épreuve  de  modé-



lisation.  Nous  pensons  que  les  praticiens,  souhaitant  approfondir  certaines  notions  de



 mathématiques  financières,  y  trouveront  aussi  un  intérêt.



 Cet  ouvrage  peut  être  utilisé  de  diverses  façons.  On  peut  y  voir  un  livre  de  problèmes



 corrigés  permettant  de  s'entraîner  aux  mathématiques  financières,  aux  probabilités  et



 à  certaines  notions  d'analyse  convexe.  Un  tel  livre  n'existant  pas  à  notre  connaissance,



 c'est  d'ailleurs  ce  qui  en  a  motivé  l'écriture.  On  y  trouvera  une  gamme  de  problèmes



 variés,  tant  par  leur  sujet  que  par  leurs  difficultés  mathématiques  graduées  (codifiées



 par  les  symboles  (*),  (**)  et  (***),  du  plus  simple  au  plus  complexe).  La  plupart  des



 problèmes  proposés  sont  des  sujets  d'examen  donnés,  au  fil  des  ans,  dans  divers  cours  de



 mathématiques  financières,  Master  1,  ex-DEA  ou  Master  2  dispensés  dans  les  universités



 où  les  auteurs  ont  exercé  :  Université  Pierre  et  Marie  Curie-Paris  6  (Master  2  Probabilités



 &  Finance  dit  «  El  Karoui  »),  Université  Paris-Diderot-Paris  7  (Master  2  M2MO  dit  «  L.



 Élie  »  et  M1  et  M2  ISIFAR),  Université  Reims  Champagne-Ardenne  (Master  2  SEP),



 Université  Paris  1-Panthéon-Sorbonne  (Master  1  et  Master  2  MMMEF)  et  Université



 Paris  12-Paris-Est-Créteil  (Master  1).



 Les  énoncés  étant  volontairement  reproduits  dans  leur  forme  originelle,  certaines  répé-



titions  sont  inévitables  et  les  notations  peuvent  varier  marginalement  sur  certains  points.



 Certains  d'entre  eux  sont  autosuffisants  et  pourraient  être  traités  sans  pratiquement



 aucune  connaissance  préalable  en  mathématiques  financières.  À  cette  fin,  nous  proposons



 le  chapitre  0  :  il  présente  un  résumé  très  rapide  des  différentes  notions  utilisées  et  peut



 permettre  un  accès  direct  aux  problèmes.



 Ce  livre  est  aussi  destiné  à  tous  ceux  qui  souhaitent  se  former  aux  mathématiques



 financières.  Il  propose  donc  plusieurs  portes  d'entrée  correspondant  aux  divers  niveaux



 de  familiarité  du  lecteur  avec  la  finance  et  leurs  mathématiques.  Le  débutant  voulant



 se  former  rapidement  lira  les  chapitres  3  (éventuellement  sans  la  section  3.5),  4,  6  et  la



 section  8.2.  Il  aura  alors  acquis  les  bases  des  mathématiques  financières  à  la  «  Lamberton-



Lapeyre  »  (voir  [



 Lamberton  et  Lapeyre  (1997)



 ],  ouvrage  qui  reste  pour  nous  l'ouvrage



 incontournable  d'introduction  aux  mathématiques  financières)  :  un  prix  est  l'espérance,



 sous  une  bonne  probabilité,  des  flux  futurs  (à  une  actualisation  près).  Les  éléments  de



 cours  ont  été  écrits  pour  permettre  aussi  une  autre  approche,  plus  économique,  de  la



 notion  de  prix  :  un  prix  pour  un  vendeur  est  le  montant  minimum  lui  permettant  de
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 livrer  le  bien  tout  en  restant  solvable.  Le  chapitre  5  explicite  cette  approche  et  fait  le



 lien  avec  l'approche  probabiliste  d'évaluation  via  l'espérance.



 Insistons  un  instant  sur  un  point  structurel  de  ce  livre.  Le  fait  qu'il  soit  écrit  en



 temps  discret  nous  a  permis  de  simplifier  les  outils  probabilistes  utilisés,  et  ainsi  de



 pouvoir  exposer  et  traiter  directement  les  principaux  aspects  des  problèmes  d'évaluation



 en  mathématiques  financières.  Malheureusement,  cette  simplification  a  un  coût  puisque



 les  marchés  discrets  sont  génériquement  incomplets  et  perdent  donc  la  plupart  du  temps



 la  «  bonne  »  propriété  de  complétude  se  traduisant  en  pratique  par  l'unicité  de  la



 «  probabilité  risque-neutre  équivalente  ».  Nous  proposons  donc  un  dernier  niveau  de



 formation  sur  les  marchés  incomplets  :  ce  sont  les  éléments  de  cours  du  chapitre  7  et  de



 la  section  8.3  ainsi  que  les  problèmes  de  la  partie  VI.  Si  la  crise  de  2008  a  eu  un  impact



 fort  «  à  la  baisse  »  sur  le  niveau  de  technicité  des  marchés  financiers,  elle  a  aussi  révélé  le



 caractère  incomplet  de  (presque)  tous  les  marchés  financiers.  Ce  livre  permettra  donc



 aux  lecteurs  déjà  au  fait  des  bases  des  mathématiques  financières  de  se  former  à  la  notion



 d'incomplétude  et  à  ses  conséquences.



 Ainsi  peut-on  utiliser  cet  ouvrage  comme  indiqué  plus  haut,  indifféremment  comme



 un  livre  de  problèmes  corrigés  ou,  plus  classiquement,  commencer  par  les  éléments  de



 cours.  Dans  tous  les  cas,  nous  recommandons  la  lecture  du  chapitre  1.  Il  s'agit  de  planter



 le  décor  dans  une  introduction  qui,  s'affranchissant  parfois  de  nos  objectifs  essentiellement



 mathématiques,  propose  une  brève  présentation  des  marchés  financiers,  organisés  ou



 non,  des  produits  financiers  et  de  leurs  dérivés.  De  notre  point  de  vue,  ce  qui  peut



 paraître  comme  un  détour,  est  en  fait  indispensable  à  la  compréhension  de  certains



 enjeux  actuels  de  la  finance  de  marché.  Le  chapitre  2  a  également  un  statut  particulier  :



 c'est  notre  boîte  à  outils.  Il  réunit  l'ensemble  des  notions  nécessaires  à  la  compréhension



 des  éléments  de  cours  et  des  problèmes.  Néanmoins,  ce  livre  nécessite  –  et  présuppose



 donc  –  des  connaissances  minimales  en  probabilités,  le  chapitre  2  ne  faisant  que  rappeler



 très  succinctement  les  notions  de  base  utilisées,  avec  pour  but  essentiel  de  préciser  les


 notations.


 Nous  remercions  vivement  toutes  celles  et  ceux  qui  ont  participé  à  l'élaboration  de



 cette  première  édition  et,  en  tout  premier  lieu,  nos  étudiants  qui,  année  après  année,  ont



 peiné  sur  tous  ces  problèmes  et  nous  ont  motivés  pour  leur  en  imaginer  de  nouveaux.



 Nous  remercions  également  Catherine  Dufresne-Wateau  et  Romain  Blanchard  pour  leur



 relecture  minutieuse  du  livre.  Nos  remerciements  vont  enfin  à  nos  collègues,  qui  nous  ont



 fait  l'amitié  d'en  relire  certaines  parties  :  Anne-Laure  Bronstein,  Noufel  Frikha,  Céline



 Labart  et  Abass  Sagna.



 Malgré  les  nombreuses  relectures,  des  coquilles  sommeillent  sûrement  ça  et  là  :  nous



 remercions  par  avance  les  lecteurs  qui  voudront  bien  nous  les  signaler  mais  aussi  nous



 faire  part  de  leurs  commentaires  et  suggestions.



 Paris,  le  15  juin  2015,



 L.  Carassus  et  G.  Pagès
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 CHAPITRE  0



 Pour  qui  veut  s'attaquer  directement  aux  problèmes



 Nous  proposons  cette  brève  introduction  aux  lecteurs,  y  compris  ceux  déjà  au  fait  de



 la  modélisation  des  marchés  financiers  en  temps  discret  et  de  l'évaluation  de  produits



 dérivés  par  absence  d'arbitrage,  car  elle  leur  permettra,  en  se  familiarisant  avec  nos  us  et



 notations,  d'avoir  un  accès  direct  aux  problèmes.  Pour  chaque  notion  introduite,  nous



 indiquons  l'endroit  où  elle  est  définie  et/ou  démontrée  dans  les  éléments  de  cours.  Il  n'est



 pas  nécessaire  de  s'y  référer  pour  lire  ce  chapitre  et  ces  références  ne  sont  indiquées  que



 pour  permettre  aux  lecteurs  le  souhaitant  de  trouver  facilement  plus  de  détails.  Nous



 insistons  sur  le  fait  que  cette  introduction  n'a  pas  pour  objet  d'exposer  l'ensemble  des



 aspects  mathématiques  de  la  modélisation  discrète  des  marchés  financiers.



 Pour  ceux  qui  sont  moins  familiers  avec  cette  modélisation  et  la  valorisation  des



 produits  dérivés,  nous  suggérons  de  commencer  par  la  lecture  des  éléments  de  cours  qui  pro-



posent  une  présentation  de  quelques  problématiques  fondamentales  rencontrées  en  mathé-



matiques  financières  dans  un  cadre  discret  (voir  l'avant-propos  pour  un  guide  de  lecture).



 Le  lecteur  pourra  aussi  consulter  les  livres,  en  français,  de  [



 Lamberton  et  Lapeyre  (1997)


 ],

 [


 Dana  et  Jeanblanc  (1994)



 ],  [



 Demange  et  Rochet  (1992)



 ]  ou,  en  anglais,  de  [



 Duffie  (1988)


 ],


 [Pliska  (1997)]  ou  [Föllmer  et  Schied  (2002)].



 Notations  généralistes  :


 •


 cA



 désignera  le  complémentaire  d'une  partie  A  d'un  ensemble  E.


 •


 On  désigne  selon  le  contexte  par


 x.y


 ou  par


 h


 x,  y


 i


 le  produit  scalaire  canonique  de  deux



 vecteurs  x  et  y  de  R


 d


 ou  R



 d+1



 et  kxk  la  norme  euclidienne  associée.


 •


 On  note  Δ



 xt


 :

 =

 x


 t  −  xt−1



 l'accroissement  d'une  suite  quelconque  (



 xt


 )


 t∈N



 entre  les



 instants  (entiers)  t  −  1  et  t,  t  ∈  N∗.


 •


 EQ



 désigne  l'espérance  sous


 Q


 .  Dans  le  cas  particulier  où


 Q

 =

 P

 ∗


 (probabilité  risque-



neutre  équivalente),  on  notera  indifféremment  EP∗  ou  E∗.


 •


 On  utilisera  la  notation  de  Landau  :  ainsi,  pour  deux  suites


 (

 a

 n

 )


 n≥0



 et  (


 b

 n

 )


 n≥0



 ,  on



 notera  a


 n

 ∼

 b

 n


 s'il  existe  une  suite  (η


 n

 )


 n≥0  telle  que  a


 n

 =

 η

 n

 b

 n

 et

 lim

 n


 →+∞


 η

 n

 =


 1.


 •


 Pour  tout  réel


 x


 on  note


 b

 x

 c


 sa  partie  entière  inférieure,


 x

 ±

 =

 max

 (

 ±

 x,


 0)  ses  parties



 positives  et  négatives.
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 Chapitre  0.



 Pour  qui  veut  s'attaquer  directement  aux  problèmes



 Modélisation  financière  :  Un  (modèle  de)  marché  financier  purement  discret  est



 constitué  des  éléments  suivants  :


 •


 Un  espace  de  probabilité  Ω,  supposé  fini,  et  muni  de  sa  tribu  grossière,  l'ensemble


 P

 (Ω)


 de  toutes  ses  parties.  Les  éléments  de  Ω  seront  à  l'occasion  appelés  scénario.  Un  espace  Ω



 infini  sera  néanmoins  utilisé  dans  le  cours  sur  les  marchés  incomplets  (voir  le  chapitre  7



 et  la  section  8.3)  et  dans  certains  problèmes  (voir,  en  particulier,  la  partie  VI),  mais  dans



 ce  préambule,  nous  nous  limitons  au  cas  Ω  fini,  sauf  mention  particulière.


 •


 Une  probabilité


 P

 sur

 (Ω

 ,

 P


 (Ω))  supposée  non  redondante,  i.e.  chargeant  tous  les  états



 du  monde  :  pour  tout


 ω

 ∈

 Ω

 ,

 P

 (

 {

 ω

 }

 )

 >


 0.  Une  probabilité  n'est  alors  rien  d'autre  qu'un



 Ω-uplet  (P({ω}))ω∈Ω  de  nombres  réels  strictement  positifs  vérifiant


 P


 ω∈Ω  P({ω})  =  1.


 •


 L'espace  probabilisé  non  redondant  (Ω


 ,

 P

 (Ω)

 ,

 P

 )


 est  muni  d'une  filtration


 F

 :

 =

 (

 F

 t

 )


 t∈{0,...,T


 }


 ,  i.e.  d'une  suite  croissante  (pour  l'inclusion)  de  sous-tribus


 F

 t


 vérifiant  (sauf



 mention  explicite  du  contraire)


 F

 0

 =

 {∅

 ,

 Ω

 }

 et

 F

 T

 =

 P


 (Ω).  La  sous-tribu


 F

 t

 représente


 l'information  disponible,  à  l'instant  t,  sur  le  marché.


 •


 Le  marché  a  un  horizon  (ou  maturité)



 T∈N



 fini(e),  ce  qui  signifie  que  les  cotations



 d'actifs  ont  lieu  aux  instants


 t

 =

 0

 ,

 1


 ,...,T



 .  Cette  maturité


 T


 représente  généralement



 la  dernière  date  d'intérêt  du  problème  à  analyser.


 •


 Actifs  négociables  :  Le  marché  est  constitué  de


 d

 +


 1  actifs  négociables  désignés


 par

 i

 =

 0

 ,

 1


 ,...,d



 (ou  parfois  par


 S

 0

 ,S

 1


 ,...,S


 d


 ).  Le  prix  coté  de  l'actif


 i


 à  l'instant


 t

 ∈{

 0


 ,...,T


 }


 est  une  variable  aléatoire  définie  sur



 Ω,  positive  et


 F

 t


 -adaptée.  L'actif  0



 est  l'actif  sans  risque  (ou  numéraire,  supposé  construit  à  partir  d'obligations  0-coupon).


 Conventionnellement

 S

 0

 0

 =

 1

 et

 S

 0

 t

 >


 0,



 t  ∈  {0,  .  .  .  ,T}.



 Les  d  autres  actifs  sont  les  actifs  risqués.  On  note



 St  :=  (S


 1

 t


 ,...,S


 d

 t

 )


 le  vecteur  des  prix  des  actifs  risqués  à  l'instant  t.



 C'est  un  vecteur  aléatoire  sur  Ω,  à  valeur  dans  R


 d


 et  Ft-adapté.  On  notera



 St  :=  (S


 0

 t


 ,St)



 le  vecteur  de  l'ensemble  des  prix  des  d  +  1  actifs  du  marché.



 Un  marché  financier  ainsi  défini  sera  noté  M(Ω,P(Ω),F,P,S


 0


 ,S).


 •


 Prix  actualisés  :  Les  prix  actualisés  sont  définis  pour  tout  i  =  0,  1,  .  .  .  ,  d  par



 Seti


 :

 =

 S

 i

 t

 S

 0

 t

 ,


 t  ∈  {0,  .  .  .  ,T}.



 On  note



 Se



 le  vecteur  des  prix  actualisés.  Il  est  clair  que



 Set0  ≡  1



 pour  tout


 t

 ∈{

 0


 ,...,T


 }

 .


 Plus  généralement,  la  notion  d'actualisation  s'étend  à  tout  processus  (



 Xt


 )


 t∈{0,...,T


 }

 ,


 notamment,  la  valeur  d'un  portefeuille  (cf.  plus  bas)  en  posant



 Xet  :


 =


 Xt


 S

 0

 t

 ,


 t  ∈  {0,  .  .  .  ,T}.
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 Portefeuilles  et  autofinancement  :


 •


 Portefeuille  :  C'est  le  processus,  à  valeurs  vectorielles,  des  quantités  détenues.  On  utilise



 aussi  le  terme  de  stratégie  (voir  de  stratégie  de  portefeuille).  Plus  précisément,  on  note,



 pour  tout  i  =  0,  1,  .  .  .  ,  d  et  pour  tout  t∈  {0,  .  .  .  ,T},


 Φ

 i

 t


 la  quantité  d'actif  i  détenue  en  portefeuille  à  la  date  t.



 Chaque  Φ


 i

 t


 est  une  variable  aléatoire,  définie  sur  l'espace  probabilisé  filtré


 (Ω

 ,

 P

 (Ω)


 ,F,


 P

 )


 associé  au  marché.



 On  note  Φ


 t


 :=  (Φ



 t1,  .  .  .  ,


 Φ

 d

 t

 )


 le  vecteur  aléatoire  des  quantités  d'actifs  risqués,  détenues



 à  l'instant  t  ∈  {0,  .  .  .  ,T}.  On  note  également



 Φt  :=  (Φ


 0

 t


 ,Φt)



 le  vecteur  des  quantités  d'actifs  sans  risque  et  risqués  à  l'instant


 t


 .  Le  processus  des


 quantités

 Φ


 est  appelé  portefeuille  ou  stratégie.  On  suppose  que  ce  processus  est


 F

 -


 prévisible  i.e.  :


 Φ

 0

 0

 et


 Φ0  sont  F0-mesurables  (i.e.  déterministes),


 Φ

 0

 t

 et


 Φt  sont  Ft−1-mesurables,  t∈  {1,  .  .  .  ,T}.



 Cette  convention  correspond  au  fait  que  ces  quantités  sont  celles  détenues  sur  l'intervalle



 ]t  −  1,t]  et  sont  constituées  au  vu  de  l'historique  du  marché  jusqu'en  t  −  1.


 •


 Valeur  d'un  portefeuille  :  La  valeur  d'un  portefeuille  (ou  richesse)  est  donnée  à  chaque



 instant  t  par


 V

 Φ

 t

 =


 Φt



 .St


 =


 Xd



 i=0


 Φ

 i

 t

 S

 i

 t


 et  sa  valeur  actualisée  par



 VetΦ


 =


 Φt


 .


 Set


 =


 Xd



 i=0


 Φ

 i

 t


 Seti


 .

 •


 Portefeuille  autofinancé  :  Un  portefeuille  est  autofinancé  si


 ∀


 t  ∈  {0,  .  .  .  ,T},



 ΔΦt



 .St−1  =  0.



 On  montre  alors  (voir  l'identité


 (3.4.4)


 à  la  section  3.4)  qu'un  portefeuille


 Φ


 est  autofinancé



 si  et  seulement  si


 ∀


 t  ∈  {0,  .  .  .  ,T},


 V

 Φ

 t

 =

 V

 Φ

 0

 +


 XT



 s=1


 Φ

 s


 .ΔS


 s


 ou  encore  (version  actualisée)  si  et  seulement  si


 ∀


 t  ∈  {0,  .  .  .  ,T},



 VetΦ


 =


 Ve0Φ


 +


 XT



 s=1


 Φ

 s


 .ΔSes


 .


 Chacune  de  ces  deux  propriétés  caractérisent  l'autofinancement.  Remarquons  que  dans  la



 seconde  écriture,  on  peut  décrire  la  valeur  du  portefeuille  par  sa  valeur  à


 t

 =


 0  –  que  nous


 noterons

 x

 –


 ainsi  que  la  stratégie  en  actifs  risqués.  Aussi,  utiliserons-nous  la  notation


 alternative

 V


 x,Φ


 pour


 VΦ



 .  Parfois,  nous  omettrons  la  dépendance  en  la  stratégie  et



 noterons  simplement  V  .
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 Chapitre  0.



 Pour  qui  veut  s'attaquer  directement  aux  problèmes



 Remarque  0.1



 Lorsque  l'on  considérera  dans  certains  problèmes  ou  chapitres  du  cours,



 un  marché  financier  sur  un  espace  de  probabilité  infini  (Ω



 ,F,


 P


 ),  certaines  hypothèses



 d'intégrabilité  (ou  de  bornitude)  seront  généralement  faites  sur  les  portefeuilles  Φ  sous  la



 probabilité  P,  voire  sous  une  famille  de  probabilités  équivalentes  à  P.



 Caractérisation  mathématique  de  la  viabilité  et  valorisation  par  arbitrage


 •


 Stratégie  d'arbitrage  :



 Un  portefeuille  Φ  est  une  stratégie  d'arbitrage  si  :


 V

 Φ

 0

 =


 0,


 V

 Φ

 T

 ≥

 0

 et

 ∃


 ω  ∈  Ω  tel  que  V


 Φ

 T


 (ω)  >  0



 ou  encore  :


 V


 0,Φ


 T

 ≥

 0

 et

 ∃


 ω  ∈  Ω  tel  que  V



 0,Φ


 T


 (ω)  >  0.



 En  gérant  selon  une  telle  stratégie,  on  ne  prend  aucun  risque  et  l'on  peut  espérer  un



 profit  avec  une


 P


 -probabilité  strictement  positive  (puisque  l'espace  est  non  redondant).



 De  façon  plus  générale,  si  Ω  est  redondant  et/ou  infini,  la  définition  devient  :


 V


 0,Φ


 T

 ≥

 0

 et


 P(V



 0,Φ


 T

 >


 0)  >  0.


 •


 Marché  viable  :  Par  définition  un  marché  financier  est  viable  s'il  n'y  a  pas  de  stratégie


 d'arbitrage.


 Un  marché  viable  peut  être  caractérisé  en  termes  probabilistes  (voir  théorème  4.2.1)  :



 Théorème  0.2  ([Harrison  et  Pliska  (1981)])



 Un  marché  est  viable  si,  et  seulement



 si,  il  existe  une  probabilité  risque-neutre  i.e.  une  probabilité  non  redondante  faisant  du



 processus  des  prix  actualisés  Se  une  (F,P


 ∗


 )-martingale.



 Une  telle  probabilité  est  aussi  appelée  mesure  martingale  équivalente  et  la  probabilité


 historique

 P


 étant  non  redondante,  la  condition


 P

 ∗


 équivalente  à


 P


 s'écrit  simplement



 P∗{ω}  >  0.



 On  notera  P  l'ensemble  des  mesures  risque-neutres.



 De  façon  plus  générale,  si  Ω  est  redondant  et/ou  infini,



 P=


 


 Q∼P  :



 dQ



 dP


 ∈

 L

 ∞


 (P),



 ΔSet  ∈  L


 1


 (Q)  et  EQ(ΔSet|Ft−1)  =  0,



 1≤t≤T



 P-p.s.


 

 •


 On  appelle  actif  contingent  européen,  toute  variable  aléatoire


 k


 ,  positive



 (1)


 ,

 F

 T

 -


 mesurable.  On  utilise  aussi  la  terminologie  actif  conditionnel  et  l'anglicisme  payoff.  L'actif



 contingent  européen  sera  aussi  souvent  noté  H.



 L'option  européenne  relative  à  l'actif  contingent


 k


 est  un  contrat  assurant  à  son  détenteur



 le  flux  k  à  la  date  T.


 1


 Dans  le  cours,  les  actifs  contingents  seront  de  signes  quelconques,  voir  remarque  5.1.2
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 •


 Un  actif  contingent  européen


 k


 est  duplicable  (ou  réplicable  ou  encore  simulable)  s'il



 existe  une  stratégie  autofinancée  Φ  telle  que


 V

 Φ

 T

 =

 k.

 •


 Marché  complet  :  Un  marché  financier  viable  est  complet  si  tout  actif  contingent  est


 simulable.


 Cette  propriété  est  caractérisée  en  termes  probabilistes  par  le  théorème  suivant  (voir



 théorème  6.1.2).



 Théorème  0.3  ([Harrison  et  Pliska  (1981)])



 Un  marché  est  complet  si  et  seulement



 si  il  existe  une  et  une  seule  probabilité  risque-neutre.


 •

 Soit

 k


 un  actif  européen  duplicable  dans  un  marché  viable  et  complet.  Alors,  pour



 toute  stratégie,  autofinancée  duplicant  k,  on  a,  pour  tout  t  ∈  {0,  ..  .  ,T


 }

 V

 Φ

 t

 =

 S

 0

 t


 EP


 ∗

 

 k

 S

 0

 T

 

 

 F

 t

 

 .

 (0.1)

 Ainsi

 V

 Φ

 t


 ne  dépend  que  de  la  loi  de


 k


 S0


 T

 sous

 P

 ∗


 .  Cette  valeur  est  donc  la  même,  quelle



 que  soit  la  stratégie  de  duplication  adoptée  :  elle  est  appelée  prime  (théorique)  du  contrat



 d'option  relative  à  l'actif  contingent


 k

 .À

 t

 =


 0,  elle  correspond  au  montant  initial



 permettant  d'initier  une  stratégie  dont  la  valeur  de  liquidation  sera  en  T  exactement  k.


 •


 Prix  de  surréplication  européen



 :  Lorsqu'un  vendeur  cherche  à  évaluer  un  actif


 k


 européen  non  duplicable,  il  cherche  le  montant  minimum



 π¯e


 (

 k


 )  qu'il  doit  réclamer  à



 l'acheteur  pour  pouvoir,  à  l'échéance,  livrer


 k


 en  gérant  «  au  plus  juste  »  ,  i.e.  en  utilisant



 un  portefeuille  autofinancé.  Cela  conduit  à  définir  le  prix  de  surréplication  de


 k

 ,


 π¯


 e

 (

 k


 ),


 par


 π¯


 e


 (k)  :  =  inf


 


 x  ∈  R  |  ∃  Φ  F-prévisible,  V



 x,Φ


 T

 ≥

 k

 

 .


 Le  théorème  suivant  en  donne  une  formulation  probabiliste  appelée  formulation  duale



 (voir  théorème  7.0.1).



 Théorème  0.4  Si  le  marché  est  viable  alors



 π¯


 e


 (k)  =  sup


 Q

 ∈P


 EQ


 

 k

 S

 0

 T

 

 .


 Lorsque  le  marché  est  complet,



 π¯e


 (

 k


 )  correspond  bien  à  la  prime  théorique  de  l'actif



 contingent  européen  k.


 •


 On  appelle  actif  contingent  américain,  tout  processus


 k

 =

 (


 kt


 )


 t∈{0,...,T


 }


 ,  positif,


 F

 -


 adapté.  Comme  dans  le  cas  européen,  on  utilise  aussi  la  terminologie  d'actif  conditionnel



 ou  de  payoff.  La  notation  H  =  (Ht)t∈{0,...,T}  sera  aussi  utilisée.
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 Chapitre  0.



 Pour  qui  veut  s'attaquer  directement  aux  problèmes



 L'option  américaine  relative  à  l'actif  contingent


 k


 est  un  contrat  assurant  à  son



 détenteur  le  flux



 kτ



 ,  où


 τ


 est  un


 F


 -temps  d'arrêt  (voir  la  définition  2.4.1).  On  notera



 τ  ∈  S0,T



 ,  où


 S

 t,T


 est  l'ensemble  des  temps  d'arrêt  prenant  des  valeurs  comprises  entre


 t


 et  T.



 Une  option  américaine  d'échéance


 T


 peut  donc  être  exercée  une  et  une  seule  fois



 à  un  instant  aléatoire


 τ


 compris  entre  0  et


 T


 .  C'est  cette  liberté  du  choix  de  l'instant



 d'exercice,  qui  différencie  une  telle  option  d'une  option  européenne.


 •


 Évaluation  en  marché  complet  :  Approche  heuristique  pour  déterminer  la  prime  notée


 V


 d'une  option  américaine  relative  à


 k


 .  Clairement,  si  l'acheteur  n'a  pas  exercé  avant


 T

 ,


 il  devra  le  faire  alors  et  donc


 V

 T

 =


 kT



 .  En


 t

 ∈{

 0


 ,...,T


 −

 1

 }


 ,  l'acheteur  de  l'option  peut


 –


 soit  l'exercer  aussitôt  et  le  vendeur  lui  versera  kt  ;


 –


 soit  conserver  l'option  jusqu'en


 t

 +


 1  où  elle  vaudra


 V


 t+1



 ,  soit  encore,  d'après  la


 formule

 (0.1)

 ,

 S

 0

 t

 E

 ∗

 

 V


 t+1


 S

 0


 t+1


 

 

 F

 t

 

 en

 t


 .  En  arbitrant  entre  ces  trois  possibilités,  on  obtient



 que,  pour  tout  t  ∈  {0,  .  .  .  ,T  −  1},


 V


 t  =  max


 


 kt,S


 0

 t

 E

 ∗

 

 V


 t+1


 S

 0


 t+1


 

 

 

 F

 t

 

 .

 (0.2)


 On  montre  que  l'approche  heuristique  est  fondée,  et  que


 V


 est  bien  la  prime  théorique



 de  l'actif  contingent  associé  à


 k


 (voir  théorème  8.2.1).  Cette  prime  est  donc  donnée



 par  une  formule  de  programmation  dynamique  permettant  –  au  moins  théoriquement  –



 de  calculer,  de  proche  en  proche,  et  de  façon  rétrograde,  la  valeur  théorique  de  l'actif



 américain.  Cette  relation  se  réécrit,  en  utilisant  les  valeurs  actualisées



 Vet  =  max


 


 ket



 ,E


 ∗

 


 Vet+1


 

 

 

 F

 t

 


 ,  t∈  {0,  .  .  .  ,T  −  1},



 VeT


 =


 keT


 .


 Cette  seconde  relation  de  programmation  dynamique  montre  que


 V

 =

 (

 V

 t

 )


 t∈{0,...,T


 }

 est


 l'enveloppe  de  Snell  (voir  paragraphe  2.4.2)  du  processus  ke  =  (ket)t∈{0,...,T


 }

 .


 L'enveloppe  de  Snell  se  caractérise  facilement  en  termes  de  surmartingale  et  admet



 une  formulation  directe.


 (

 a

 )


 L'enveloppe  de  Snell



 Ve



 est  la  plus  petite  (


 F


 ,P


 ∗


 )-surmartingale  majorant



 ek



 au  sens



 où,  toute  surmartingale


 V

 vérifiant

 V


 t  ≥  ket



 pour  tout


 t

 ∈{

 0


 ,...,T


 }


 vérifie  également



 Vt  ≥  Vet  pour  tout  t  ∈  {0,  .  .  .  ,T}  (voir  proposition  2.4.9  pour  plus  de  détails).



 (b)  Pour  tout  t  ∈  {0,  .  .  .  ,T},  Vet  =  sup



 ν∈St,T


 E

 ∗


 (keν


 |F


 t)  (voir  proposition  2.4.11).


 •


 Temps  d'arrêt  optimal  :  Un


 F


 -temps  d'arrêt



 ν  ∈  St,T



 est  appelé  temps  d'arrêt  optimal



 pour  (kes


 )


 s∈{t,...,T}  si


 E

 ∗


 (keν


 |F


 t)


 =

 sup


 τ  ∈St,T


 E

 ∗


 (keτ


 |F


 t).



 C'est  une  date  aléatoire,  postérieure  à


 t


 ,  où  il  est  optimal  d'exercer  l'option  américaine.



 Alors,  on  a


 (

 a

 )


 νt


 :

 =


 min{s  ≥  t  |  Ves


 =


 kes


 }


 est  un  temps  d'arrêt  optimal  pour  (



 kes


 )


 s∈{t,...,T


 }

 (voir


 proposition  2.4.11).
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 (

 b


 )  Un  temps  d'arrêt



 ν  ∈  St,T



 est  optimal  pour  (



 kes


 )


 s∈{t,...,T


 }


 si  et  seulement  si


 E

 ∗

 (


 keν


 )

 =

 E

 ∗


 (Vet)  (voir  lemme  2.4.15).


 •


 Le  modèle  binomial  :  C'est  l'exemple  non  trivial  le  plus  simple  de  modèle  discret



 de  marché  financier.  Il  a  été  introduit  par  Cox,  Ross  et  Rubinstein  en  1979  dans  l'ar-



ticle  [



 Cox,  Ross  et  Rubinstein  (1979)



 ]  (soit  6  ans  après  l'article  de  Black  et  Scholes).  On



 pourra  consulter  la  section


 6.4.2


 des  éléments  de  cours  et  aussi  les  différents  problèmes



 qui  prennent  ce  modèle  pour  cadre  (une  partie  II  lui  est  plus  spécifiquement  consacrée).  Ce



 modèle  étant  souvent  utilisé  dans  l'ouvrage,  nous  en  rappelons  ci-dessous  les  principales


 caractéristiques.


 Un  modèle  binomial  d'échéance



 T∈N


 ∗


 est  constitué  de  deux  actifs  (


 d

 =


 1).  On



 suppose  que  le  numéraire,  noté



 S0



 ,  et  l'actif  risqué,  noté


 S


 puisqu'il  est  seul,  ont  des



 dynamiques  données  par


 S

 0

 t

 =


 (1  +  r)


 t

 ,


 t∈  {0,  .  .  .  ,T},


 S


 t+1


 =


 St(1  +  Ut+1),



 t∈  {0,  ·  ·  ·  ,T  −  1},


 où

 r

 >

 −


 1  désigne  l'unique  taux  d'intérêt  en  vigueur,



 S0


 =


 s0


 >


 0  et  les  variables


 aléatoires


 Ut



 sont  définies  sur  l'espace  produit


 Ω:

 =

 {


 b,  h}T



 comme  les  projections



 canoniques  i.e.,  pour  tout  t  ∈  {0,  .  .  .  ,T},



 Ut


 :


 Ω  −→  {b,  h


 }

 ω


 :=  (ωt)t∈{1,...,T}  7−→  Ut(ω)



 :=  ωt


 .


 Les  paramètres


 b

 et

 h


 ,  symbolisant  respectivement  la  baisse  et  la  hausse  de  l'actif  risqué



 S,  vérifient  les  inégalités  suivantes  :


 −


 1  <  b  <  h.



 On  munit  Ω  de  la  tribu


 P


 (Ω)  de  toutes  ses  parties  et  d'une  probabilité  historique


 P

 non


 redondante  (qui  ne  jouera  en  fait  aucun  rôle  car  le  marché  est  non  redondant).  On  pose  :


 F


 0  :=  {∅,Ω


 }

 et

 F

 t


 :=  σ(U1



 ,  ·  ·  ·  ,Ut),



 t∈  {1,  .  .  .  ,T}.



 Le  modèle  à  deux  actifs  que  nous  venons  de  décrire  est  appelé  modèle  binomial  de



 paramètres  b,  h  et  r.  On  obtient  alors  le  théorème  suivant  (voir  théorème  6.4.6).



 Théorème  0.5



 Soit  un  modèle  binomial  de  paramètres


 b

 ,

 h

 et

 r


 .  Les  trois  assertions



 suivantes  sont  équivalentes  :



 (i)  −1  <  b  <  r  <  h.



 (ii)  Le  marché  est  viable.



 (iii)  Le  marché  est  complet.



 En  outre,  dans  ce  cas,  les  variables  aléatoires



 Ut


 ,

 t

 ∈{

 1


 ,...,T


 }


 ,  sont  indépendantes,



 identiquement  distribuées  sous  l'unique  probabilité  risque-neutre  P∗,  de  loi  :



 p:=P


 ∗


 (U1  =  h)


 =


 r−b



 h−b


 et


 q  :=P


 ∗


 (U1  =  b)


 =


 h−r



 h−b


 .

 (0.3)
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 Chapitre  0.



 Pour  qui  veut  s'attaquer  directement  aux  problèmes



 Dans  ce  modèle,  on  valorise  une  option  européenne  relative  à  l'actif  contingent



 kT


 ,


 en  s'appuyant  sur  la  formule  (0.1)  qui  s'écrit  dans  ce  cadre



 Vt


 =

 1


 (1  +  r)



 T−t


 E

 ∗


 (k


 T

 |F


 t),


 où


 Vt



 désigne  la  valeur  en


 t


 de  la  prime  théorique.  Il  y  a  deux  façons  d'utiliser  cette



 formule,  lorsque  l'actif  contingent  est  de  la  forme


 k

 T

 =


 k(S


 T


 ).



 La  première  consiste  à  écrire  explicitement



 Vt


 =

 1


 (1  +  r)



 T  −t


 E

 ∗

 

 k

 


 S0(1  +  U1)  ×  ·  ·  ·  ×  (1  +  U


 T

 )

 

 |F

 t

 


 et  à  pousser,  aussi  loin  que  possible,  le  calcul  d'espérance.  Dans  les  bons  cas  –  typiquement



 le  Call  (



 kT



 :=  (



 ST


 −

 K

 )

 +


 )  et  le  Put


 (


 kT



 :=  (


 K

 −


 ST


 )

 +


 )  –,  on  aboutit  à  une  formule



 compliquée  faisant  intervenir  la  fonction  de  répartition  de  la  loi  binomiale.  Une  sorte  de



 formule  de  Black  et  Scholes,  en  moins  commode.  L'autre  approche  consiste  à  utiliser  pas



 à  pas  la  propriété  de  martingale  de  la  suite  Vet,  i.e.  à  écrire  que



 Vet  =  E


 ∗

 


 Vet+1


 

 

 F

 t

 

 et


 VeT


 =


 k(S


 T


 ).



 On  montre  ainsi  par  récurrence  que



 Vt  =  vt(St),  t  ∈  {0,  .  .  .  ,T},



 où  les  fonctions  vt  :  R+  →  R+  vérifient


 v

 T


 (x)


 =


 k(x),  x∈  R


 +

 ,

 (0.4)


 vt(x)


 =

 1


 1+r


 


 p  vt+1


 


 x(1  +  h))  +  q  vt+1(x(1  +  b)


 

 ,

 (0.5)


 pour  tout



 x∈R


 +

 et

 t

 ∈{

 0


 ,...,T


 −

 1

 }

 ,

 où

 p

 et

 q


 sont  donnés  par  les  équations


 (0.3)


 .  Ce



 type  de  résultat  est  typique  des  marchés  markoviens  (voir  proposition  6.4.1).



 Sur  un  plan  algorithmique,  on  peut  tirer  partie  du  caractère  recombinant  de  l'arbre



 binomial  lorsque  l'on  sait  que



 S0


 =


 s0


 >


 0,  en  remplaçant



 x∈  R


 +


 dans  les  équations


 (0.4)

 et

 (0.5)

 par


 x  ∈  ET,s0


 :

 =

 


 s0


 (1

 +

 b

 )

 s

 (1

 +

 h

 )


 T−s


 ,s

 ∈{

 0


 ,...,T


 }

 

 et


 x  ∈  Et,s0


 :

 =

 


 s0(1  +  b)


 s


 (1  +  h)



 t−s



 ,  s∈  {0,  .  .  .  ,  t


 }

 

 respectivement.


 À  ce  stade,  pour  déterminer  la  prime


 V


 d'une  option  américaine  de  type  «  vanille  »,



 i.e.  où  l'actif  contingent  est  de  la  forme  (



 kt


 )


 t∈{0,...,T


 }

 où


 kt


 =

 k

 (


 St


 )

 avec

 k

 :

 R


 +→


 R

 +


 une  application  borélienne,  on  utilise  la  formule  récursive


 (0.2)


 et  l'on  montre  (voir



 proposition  8.2.4)  que


 V


 t  =  vt(St),



 t  =  0,  .  .  .  ,T,



 où  (



 vt


 )


 t=0,...,T



 est  la  suite  de  fonctions  de


 R

 +

 dans

 R

 +


 définie  par  la  récurrence  descen-


dante

 v

 T


 (x)  =  k(x),  x∈  R


 +


 vt(x)=  max


 


 k(x),


 1


 1+r


 


 pvt+1(x(1  +  h))  +  qvt+1(x(1  +  b))


 


 ,  x∈  R+,  t  =  0,  .  .  .  ,T  −  1,
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 où

 p

 et

 q


 sont  donnés  par  les  équations  (0.3).  La  même  remarque  que  ci-dessus  s'applique



 lorsque  S0  =  s0  >  0  du  point  de  vue  algorithmique.



 Notons  que  dans  le  chapitre


 6.4.2


 des  éléments  de  cours,  on  étudie  le  modèle  binomial



 non  homogène,  généralisation  simple,  mais  très  utile  du  modèle  homogène  esquissé



 ci-dessus.  Il  s'agit  d'étendre  les  résultats  précédents,  au  cas  où


 h

 et

 b


 dépendent  du



 temps,  i.e.  qu'à  chaque  date


 t


 ,  le  cours  prend  l'une  des  deux  valeurs


 S


 t−1


 (1

 +


 ht



 )  ou


 S


 t−1


 (1

 +


 bt



 ).  On  prendra  garde  au  fait  que,  dans  un  tel  cadre,  l'arbre  associé  n'est  a  priori



 pas  recombinant,  i.e.  que  l'actif


 S


 à  la  date


 t


 peut  prendre


 2

 t


 valeurs  ;  sauf  à  supposer



 que,  pour  tout  t  ∈  {0,  .  .  .  ,T  −  1},



 (1  +  bt)(1  +  ht+1)  =  (1  +  ht)(1  +  bt+1).
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 Première  partie



 Éléments  de  cours
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 CHAPITRE  1


 Introduction


 Cette  introduction  sera  l'occasion  de  présenter  rapidement,  d'un  point  de  vue  économique



 et  financier,  les  différents  concepts  dont  nous  traiterons  le  versant  mathématique  dans



 le  reste  de  cet  ouvrage,  l'occasion,  somme  toute,  de  planter  le  décor.  Ainsi,  nous  allons



 décrire  les  actifs  dits  sous-jacents,  puis  dérivés,  les  marchés  financiers  et  conclure  par



 une  première  modélisation  mathématique  des  actifs  financiers  :  le  modèle  binomial.  Tous



 les  éléments  présentés  dans  cette  introduction  ne  seront  pas  systématiquement  étudiés



 par  la  suite,  mais  nous  souhaitions  proposer  une  introduction  générale  à  la  finance  de



 marché  et  à  certains  de  ses  enjeux.


 1.1

 Sous-jacent


 Les  marchés  que  nous  nous  proposons  d'étudier  et  de  modéliser  ont  pour  fonction  la



 mise  en  circulation,  puis  l'échange  d'actifs  fondamentaux  appelés  actifs  sous-jacents  (ou



 underlying  assets  en  anglais).  Nous  traitons  dans  cet  ouvrage  essentiellement  d'actifs



 financiers,  mais  il  existe  de  nombreux  autres  marchés  (crédits,  matières  premières,  denrées,



 etc.).  Citons  également  les  marchés  de  l'énergie  (gaz,  électricité)  ou  de  la  météo  et  des



 intempéries,  qui,  sauf  exception,  ne  sont  pas  pris  en  compte  dans  notre  analyse.



 L'hypothèse  fondamentale  qui  préside  à  la  théorie  présentée  porte  sur  l'actif  sous-



jacent  :  il  est  supposé  échangeable  –  ou  négociable  (traded  asset  en  anglais)  –  c'est-à-dire



 qu'une  fois  émis,  il  peut  être  acheté  et  vendu.  Si  c'est  le  cas  de  la  plupart  des  actifs



 financiers,  il  est  clair  que  la  température  –  ou  que  le  nombre  de  jours  de  pluie  –  ne



 s'achète  ni  ne  se  vend  et  la  théorie  ne  s'appliquera  donc  pas  aux  marchés  climatiques.



 Dans  le  contexte  des  marchés  d'actifs  négociables,  les  prix  auxquels  se  réalisent  les



 transactions  se  forment  et  évoluent  en  fonction  de  l'offre  et  de  la  demande,  et  sont  connus



 à  chaque  instant.



 Nous  allons  maintenant  présenter  les  types  d'instruments  financiers  que  nous  rencon-


trerons.

 1.1.1

 Actions


 Une  action  est  un  titre  de  propriété  sur  une  entreprise,  ou  plus  exactement,  sur  une



 fraction  de  celle-ci.  Elle  donne  à  son  détenteur  deux  droits  :  l'un  sur  ses  bénéfices


 via


 les  dividendes  (s'ils  sont  distribués),  l'autre  sur  sa  gouvernance


 via


 la  participation  au



 conseil  d'administration  (sous  la  forme  d'un  droit  de  vote).  Les  actions  sont  cotées  dans
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 des  marchés  différents  selon  leurs  caractéristiques  et  celles  de  l'entreprise  qui  les  émet



 (notamment  la  taille  de  son  capital).  Citons  quelques  noms  d'entreprises  et  d'actions



 (françaises)  associées  comme  Air  Liquide,  Carrefour,  BNP-Paribas,  L'Oréal  ou  Total.



 Il  existe  d'autres  produits  que  l'on  inclut  dans  la  famille  des  actions,  par  exemple  les



 ABSA  (pour  Action  à  Bon  de  Souscription  d'Action)  ou  certaines  SICAV  (pour  Société



 d'Investissement  à  Capital  Variable)  investies  totalement  ou  partiellement  en  actions.


 1.1.2

 Obligations


 Une  obligation  (ou  bond  en  anglais)  est  un  titre  représentatif  d'une  dette  contractée  par



 une  personne  morale  (un  État  ou  une  société).  Cette  dette  est  relative  à  un  emprunt



 d'un  montant  et  d'une  durée  déterminés.  Acheter  une  obligation  revient  donc  à  prêter



 de  l'argent.  L'emprunteur  rembourse  sa  dette  en  payant  au  souscripteur  des  intérêts



 pouvant  être  fixes  ou  variables.  Pour  des  raisons  historiques,  ces  versements  sont  appelés



 coupons  en  référence  à  l'époque  où  les  intérêts  étaient  versés  en  échange  d'un  coupon



 physiquement  détaché  du  titre  obligataire  en  papier.  Une  obligation  est  donc  définie



 par  le  nom  de  l'emprunteur,  les  dates  d'émission  et  de  remboursement  (ou  échéance),  le



 taux  d'intérêt  (au  sens  large  du  terme  car  celui-ci  peut  être  fixe,  révisable  ou  variable)



 et  les  modalités  de  remboursement  du  capital.  Lorsque  le  remboursement  se  fait  en



 totalité  –  intérêt  et  capital  –  à  la  date  d'échéance,  on  parle  de  0-coupon.  Les  obligations



 sont  également  cotées,  leur  valeur  étant  étroitement  liée  à  celles  des  taux  d'intérêt.  Les



 OAT  (Obligation  Assimilable  du  Trésor)  émises  par  l'État  français  sont  un  exemple



 d'obligation.  Citons  également  les  Pfandbriefe,  un  exemple  de  covered  bond  :  ce  sont  des



 obligations  allemandes  non  émises  par  l'État  mais  garanties  par  un  collatéral.  Ainsi,  en  cas



 de  faillite  de  l'entreprise  émettrice  de  Pfandbriefe,  ce  collatéral  assure  le  remboursement



 (souvent  partiel)  de  l'obligation.


 1.1.3


 Taux  d'intérêt



 Le  taux  d'intérêt  est  souvent  interprété  comme  le  loyer  de  l'argent  :  il  résulte  de  la



 confrontation  entre  l'offre  et  la  demande  de  ressources.  Pour  ce  qui  concerne  l'offre,  les



 investisseurs  disposent  de  financement,  mais  préfèrent  consommer  aujourd'hui  plutôt  que



 demain,  aussi,  pour  accepter  de  différer  leur  consommation  (préférence  temporelle  des



 investisseurs),  il  faut  rémunérer  leur  épargne.  Les  entreprises  ont  besoin  de  financements  et



 sont  productives,  elles  sont  donc  prêtes  à  rémunérer  les  investissements.  Ainsi,  l'existence



 d'un  taux  d'intérêt  résulte  de  la  productivité  des  entreprises  et  de  la  préférence  temporelle



 des  investisseurs.



 Ce  taux  d'intérêt  sera  différent  selon  la  durée  de  l'emprunt  ou  du  placement.  Par



 exemple,  sur  le  marché  EURONEXT,  les  différents  taux  EURIBOR  (European  InterBank



 Offered  Rate)  représentent  les  taux  moyens  interbancaires  de  maturités  inférieures  à



 un  an.  Le  taux  un  mois  (une  semaine,  3  mois,  etc.)  sera  le  taux  de  référence  pour



 une  opération  de  prêt  ou  d'emprunt  d'une  durée  d'un  mois.  L'ensemble  de  ces  taux  de



 différentes  maturités  est  appelé  courbe  des  taux  à  la  date  initiale  et  est  supposé  connu.



 Le  problème  est  évidemment  de  prévoir  cette  courbe  dans  le  futur.  Depuis  la  crise  de



 2008,  la  notion  de  courbe  des  taux  s'est  complexifiée  et  l'on  parle  parfois  de  courbe  des



 taux  multivoques  car,  les  banques  se  faisant  mutullement  de  moins  en  moins  confiance,



 elles  «  facturent  »  leurs  prêts  à  des  taux  qui  varient  selon  leur  contrepartie.
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 1.1.4

 Indices


 Les  indices  sont  des  actifs  synthétiques  qui  reflètent  le  niveau  d'un  marché.  Par  exemple,



 le  CAC40,  lancé  le  31  décembre  1987  avec  une  base  à  1000  points,  est  composé  de  40



 valeurs  choisies  parmi  les  100  plus  grosses  capitalisations  boursières  du  marché  français



 des  actions.  Sa  composition  est  mise  à  jour  régulièrement  par  un  comité  d'experts  :



 l'indice  doit  être  représentatif  aussi  bien  en  termes  de  volumes  de  transactions  que  de



 secteurs  d'activité.  Le  cours  du  CAC40  à  chaque  instant  est  calculé  comme  la  moyenne



 des  cours  de  chacune  des  actions,  pondérée  de  la  capitalisation  respective  des  entreprises.



 Parmi  les  indices  les  plus  importants,  citons  le  Dow  Jones  (20  plus  grosses  capitalisations



 du  New  York  Stock  Exchange),  le  Nasdaq  (indice  de  valeurs  technologiques),  le  Nikkei



 (indice  de  la  bourse  de  Tokyo),  l'Eurostock  50  (indice  de  50  valeurs  européennes)  ou  le



 RTS  (Russian  Trading  System).


 1.1.5


 Matières  premières



 Historiquement,  ce  sont  les  premiers  sous-jacents  ayant  donné  naissance  à  des  instruments



 financiers  dérivés,  objet  principal  de  cet  ouvrage.  Les  matières  premières  ont  des  prix



 très  volatiles  et  les  acteurs  économiques  ont  toujours  souhaité  se  prémunir  contre  leurs



 variations.  Nous  pouvons  citer  les  métaux  précieux  (or  ou  argent),  les  combustibles



 fossiles  (pétrole  ou  gaz)  ou  encore  les  matières  premières  périssables  (céréales,  sucre,  café



 et  même  les  tulipes).


 1.1.6


 Devises  et  les  taux  de  change



 Il  s'agit  des  monnaies  des  différents  pays  ou  unions,  par  exemple  l'euro,  le  dollar  (US)  ou



 le  yen.  Le  taux  de  change  permet  de  donner  la  parité  entre  deux  monnaies.


 1.1.7


 Actifs  dérivés



 Les  actifs  dérivés  que  nous  allons  introduire  ci-après  peuvent  eux-mêmes  servir  d'actifs



 sous-jacents.  Pour  cela,  il  faut  qu'ils  soient  suffisamment  liquides,  i.e.  que  l'on  puisse  les



 acheter  et  les  vendre  sur  une  grande  échelle.  En  fait,  on  constate  souvent  que  le  marché



 des  calls  (options  d'achat,  pour  la  définition,  voir  ci-après)  sur  une  action  est  plus  liquide



 que  celui  de  l'action  elle-même.


 1.2


 Actifs  (ou  produits)  dérivés


 1.2.1


 Présentation  des  produits  dérivés



 Un  produit  dérivé  est  construit  à  partir  d'un  actif  financier  négociable  préexistant,  appelé



 actif  sous-jacent.  Le  processus  de  prix  de  ce  dernier  sera  noté


 S


 dans  la  suite  (il  vaut


 donc


 St



 à  l'instant


 t


 ).  Un  produit  dérivé  peut  faire  l'objet  d'un  contrat  de  gré  à  gré  entre



 deux  contreparties  identifiées  ou  être  lui-même  émis  sous  forme  de  produit  négociable



 par  tous  (il  aura  alors  des  caractéristiques  standardisées).  Majoritairement,  les  produits



 dérivés  sont  traités  de  gré  à  gré  (surtout  les  produits  liés  aux  taux),  mais  de  nombreux



 marchés  organisés  (voir  section  1.3  pour  une  présentation  de  ces  marchés)  de  produits



 dérivés  négociables  existent  (futures,  options,  etc,  voir  ci-dessous).
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 En  outre,  sur  un  plan  technique,  on  distingue  deux  familles  d'actifs  dérivés  selon



 qu'ils  donnent  naissance  à  des  contrats  symétriques  ou  dissymétriques.


 1.2.2


 Mécanisme  des  produits  dérivés



 Les  contrats  à  terme  ou  contrats  symétriques



 L'une  des  contreparties  convient  d'acheter  à  l'autre  à  la  date


 T


 ,  dite  date  d'exercice,  une



 certaine  quantité  d'un  actif  sous-jacent  à  un  prix  unitaire


 K


 fixé  à  l'avance,  appelé  cours



 à  terme  d'échéance


 T


 .  Ce  type  de  contrat  est  ferme,  les  deux  parties  sont  liées  à  la  date



 de  signature.



 Considérons  tout  d'abord  le  cas  de  la  contrepartie  étant  engagée  à  vendre  (short  en



 anglais).  À  l'échéance


 T


 ,  si



 ST


 ≥

 K


 ,  la  contrepartie  vendeuse  est  contrainte,  comme  elle



 s'y  est  engagée,  à  vendre  au  prix


 K


 alors  que  le  prix  de  marché  est



 ST



 .  Si  elle  ne  dispose



 pas  de  l'actif,  elle  doit  l'acheter  au  cours  du  marché



 ST



 et  le  revendre  immédiatement



 selon  les  termes  du  contrat  au  prix


 K


 :  elle  perd  donc



 ST


 −

 K


 .  Si  elle  possédait  l'actif,



 elle  le  vend  «  à  perte  »  au  prix


 K


 au  lieu  de



 ST



 .  En  revanche,  si



 ST


 ≤

 K


 ,  elle  gagne



 K  −  ST



 ,  le  contrat  lui  permettant  de  vendre  au  prix  de


 K


 l'actif  qu'elle  vient  d'acheter



 sur  le  marché  à  ST  .



 Maintenant,  pour  la  contrepartie  qui  s'est  engagée  à  acheter  (long  en  anglais),  si



 ST  ≤  K



 ,  elle  est  obligée  d'acheter  à


 K


 alors  que  le  prix  d'achat  du  marché  est



 ST



 ,  elle



 perd  donc  K  −  ST  et,  lorsque  ST  ≥  K,  elle  gagne  ST  −  K.



 Les  deux  contreparties  prenant  des  risques  symétriques,  aucun  flux  monétaire  n'est



 échangé  lors  de  la  conclusion  du  contrat.  À  ce  stade,  celui-ci  a  donc  un  coût  nul.



 Les  contrats  à  terme  sont  de  deux  types  :  les  contrats  forwards  et  les  contrats



 futures.  Les  contrats  forwards  sont  des  contrats  de  gré  à  gré,  généralement  sur  mesure,



 conclus  entre  deux  contreparties  identifiées.  Quand  aux  contrats  futures,  ce  sont  des



 produits  négociés  sur  des  marchés  organisés  (voir  section  1.3)  spécifiques  selon  des



 caractéristiques  standardisées.  Nous  détaillerons  plus  loin  la  différence  entre  marchés



 et  pourquoi  l'existence  de  la  chambre  de  compensation  rend  les  contrats  futures  plus



 facilement  échangeables.  Un  exemple  de  contrat  à  terme  est  le  FRA  (Forward  Rate



 Agreement)  où  il  est  convenu  d'échanger  à  la  date  d'échéance


 T


 un  taux  variable



 rT


 (qui


 ne  sera  connu  qu'en


 T


 ou  plutôt  avant


 T


 ,  un  taux  d'intérêt  étant  généralement  fixé  en



 début  de  période)  contre  un  taux  fixe  ρ  (fixé  à  la  conclusion  du  contrat).



 Un  autre  exemple  de  contrat  à  terme  est  le  swap  :  c'est  l'instrument  le  plus  échangé



 sur  les  marchés.  À  la  différence  des  contrats  précédents,  il  y  a  plusieurs  échanges  à



 différentes  dates  fixées  à  l'avance  (l'échéancier).  Généralement,  un  swap  s'interprète



 comme  la  composition  de  plusieurs  forwards  ou  futures.  Ainsi,  un  swap  de  taux  ou  IRS



 (Interest  Rate  Swap)  consiste  à  échanger  aux  différentes  dates


 t


 1,  .  .  .  ,  tn



 de  l'échéancier



 un  taux  variable


 r

 ti


 constaté  sur  le  marché  en


 t


 i−1



 contre  un  taux  fixe



 ρi



 déterminé  à  la



 date  de  conclusion  du  swap.  Dans  ce  cas,  le  swap  se  décompose  en


 n


 FRA  successifs.  Les



 swaps  sont  traités  essentiellement  de  gré  à  gré,  mais  certains  produits  standardisés  sont



 traités  sur  les  marchés  organisés.



 Les  options  ou  contrats  dissymétriques



 Par  définition  même  des  futures  et  des  forwards,  les  deux  contreparties  intervenant  dans



 le  contrat  prennent  des  risques  symétriques.  À  l'inverse,  les  options  ont  été  introduites


 


[image: ] 1.2


 Actifs  (ou  produits)  dérivés


 17


 pour  permettre  à  l'une  des  contreparties  d'être  exposée  uniquement  aux  variations  du



 sous-jacent  qui  lui  sont  favorables.  Les  options  sont  donc  liées  à  la  volatilité  du  sous-jacent



 et,  dans  la  pratique,  permettent  de  parier  sur  celle-ci.  Une  option  donne  le  droit  mais  non



 l'obligation  d'acheter  ou  de  vendre  un  sous-jacent  :  l'option  d'achat  européenne  ou  call



 européen  d'échéance


 T


 et  de  prix  d'exercice  ou  strike


 K


 ,  permet  d'acheter  à  la  date


 T

 une


 unité  d'actif  sous-jacent


 S


 au  prix


 K


 .  L'acheteur  de  l'option  d'achat  exercera  donc  son



 droit  si



 ST


 >

 K


 et  achètera  l'actif  au  prix


 K


 .  En  le  revendant  sur  le  marché  au  prix



 ST



 ,  il



 aura  donc  gagné



 ST


 −

 K


 .  En  revanche,  si



 ST


 ≤

 K


 ,  il  laissera  expirer  (renoncera  à  utiliser)



 son  option  et  achètera  (éventuellement)  le  sous-jacent  sur  le  marché.  Il  n'aura  alors  rien



 gagné  mais  aussi  rien  perdu.  Ainsi,  l'acheteur  de  l'option  touchera  à  l'échéance


 T


 le  flux



 financier  (



 ST


 −

 K

 )

 +

 :

 =

 max

 (


 ST


 −

 K,


 0),  qui  est  évidemment  positif  ou  nul.  Le  vendeur



 du  call  prend  donc  un  risque  car  il  devra  payer  dans  tous  les  cas  (



 ST


 −

 K

 )

 +


 à  l'acheteur.



 Il  va  donc  lui  demander,  à  la  date  de  conclusion  du  contrat,  de  payer  un  certain  prix,  que



 nous  appelons  la  prime.  L'une  des  motivations  initiales  de  la  modélisation  mathématique



 des  marchés  financiers  a  été  de  trouver  quelle(s)  valeur(s)  donner  à  cette  prime.


 1.2.3


 Utilité  des  produits  dérivés



 Tout  d'abord,  l'utilisation  directe  des  produits  dérivés  est  réservée  aux  professionnels,



 c'est-à-dire  aux  opérateurs  de  marchés  ou  aux  personnes  effectuant  des  opérations



 financières  importantes  pour  le  compte  de  grosses  entreprises  ou  de  fonds  de  placement.



 La  fonction  première  des  produits  dérivés  est  de  transférer  un  risque  d'un  agent  voulant



 s'en  débarrasser  vers  un  autre  prêt  à  l'endosser  moyennant  une  hausse  potentielle  de  ses



 profits.  Ces  produits  ont  donc  pour  vocation  initiale  de  permettre  de  se  couvrir  contre



 un  risque.  Dans  l'exemple  d'un  FRA,  une  contrepartie  échange  un  taux  variable  contre



 un  taux  fixe.  Elle  se  débarrasse  ainsi  du  risque  lié  à  la  variabilité  du  taux.  L'autre,  en



 acceptant  ce  risque,  anticipe  un  mouvement  favorable  des  taux  qui,  s'il  se  réalise,  générera



 un  profit.



 Deux  agents  ayant  des  risques  opposés  peuvent  aussi  décider  de  se  les  transférer  dans



 le  but  de  les  annuler.  Considérons  deux  entreprises  françaises.  La  première  importe  des



 États-Unis  et  doit  acheter  des  dollars.  Elle  est  donc  exposée  à  une  hausse  du  dollar  par



 rapport  à  l'euro.  La  seconde  exporte  vers  les  États-Unis  et  vend  donc  des  biens  libellés



 en  dollars.  Elle  est  donc  exposée  à  une  baisse  du  dollar  par  rapport  à  l'euro.  Dans  un



 tel  cas  de  figure,  si  l'importateur  achète  à  terme  des  dollars  à  l'exportateur,  les  deux



 parties  figent  ainsi  leur  risque  de  change  respectif  (cette  opération  est  typiquement  une



 opération  de  gré  à  gré).



 L'autre  fonction  des  produits  dérivés,  et  au  vu  des  volumes  échangés  (voir  la  figure  1.1),



 c'est  généralement  la  principale,  est  de  servir  de  support  à  la  spéculation.  Un  spéculateur



 vendeur  de  call  peut  être  motivé  par  une  anticipation  de  baisse  du  cours  d'un  actif  :



 l'option  ne  donnant  pas  lieu  à  exercice,  il  aura  ainsi  empoché  définitivement  la  prime  du



 call.  Inversement,  le  spéculateur  acheteur  du  call  parie,  lui,  sur  la  hausse  du  cours.  Si



 l'anticipation  de  l'acheteur  se  réalise,  son  profit  (hors  prime)  sera  égal  au  prix  haussier



 observé  moins  le  prix  d'exercice  du  call,  soit



 ST  −K



 .  Son  gain  peut  donc  être  arbitrairement



 élevé,  en  ayant  juste  décaissé  le  montant  de  la  prime.  Sinon,  sa  perte  est  limitée  à  cette



 prime.  À  l'inverse,  le  vendeur  du  call  a  un  gain,  limité  à  la  prime,  face  à  une  perte,



 potentiellement  illimitée.  Les  produits  dérivés  présentent  donc  des  risques  importants,
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 notamment  pour  les  vendeurs  de  contrats  (l'analyse  du  fonctionnement  d'un  put  conduit



 à  un  constat  qualitativement  analogue  à  la  nuance  près  que  la  perte  du  vendeur  après



 encaissement  de  la  prime  reste  limitée  à  la  valeur  de  l'actif  sous-jacent  à  la  conclusion



 du  contrat).  Il  est  donc  indispensable  pour  eux  de  mettre  en  œuvre  une  stratégie  de



 couverture  des  risques.



 Un  autre  effet  participant  à  l'usage  spéculatif  des  stratégies  d'options  est  l'effet  de



 levier.  La  prime  d'une  option  est  généralement  faible  par  rapport  au  prix  du  sous-jacent.



 Si  un  investisseur  parie  sur  une  hausse  du  sous-jacent,  il  peut  donc  acheter  beaucoup



 plus  d'options  que  de  titres  du  sous-jacent  pour  un  même  investissement  initial.  Prenons



 l'exemple  d'un  actif  dont  le  prix  aujourd'hui  est  de  29


 e


 ,  et  dont  le  cal  l,  d'échéance


 T

 =


 3  mois  et  de  prix  d'exercice


 K

 =


 30,  vaut  2


 ,

 90

 e


 .  Supposons  que  l'investisseur



 soit  prêt  à  investir  5  800


 e


 .  S'il  choisit  une  stratégie  investie  en  sous-jacent,  il  peut  en



 acheter  200  unités  ;  notant



 ST



 le  cours  du  sous-jacent  dans  3  mois,  son  gain  sera  de


 200


 ST


 −


 5  800


 e


 .  S'il  utilise  une  stratégie  à  base  d'options,  il  peut  acquérir  2  000  options



 d'achat  et  son  profit  net  dans  3  mois  sera  de  2  000  (



 ST


 −

 30)

 +

 −


 5  800


 e


 .  Si  le  cours  passe



 à  35


 e


 ,  la  première  stratégie  génère  un  profit  de



 1  200


 e


 et  la  seconde  de  4  200


 e


 .  C'est



 ce  que  l'on  appelle  l'effet  de  levier.  Remarquons  qu'en  cas  de  baisse  des  cours,  la  perte



 associée  à  la  première  stratégie  est  proportionnelle  à  l'importance  de  cette  baisse  alors



 que,  dans  la  seconde,  la  totalité  de  l'investissement  est  perdue  soit  5  800


 e


 ,  et  ce,  même  si



 l'actif  sous-jacent  cote  29


 ,

 99

 e


 à  l'échéance


 T


 .  L'effet  de  levier  joue  donc  (évidemment)



 dans  les  deux  sens  et  peut  être  particulièrement  dévastateur  en  cas  d'anticipation  erronée.


 1.3


 Marchés  financiers



 Les  marchés  financiers  ont  pour  fonction  de  mettre  en  présence  les  agents  économiques



 ayant  un  excédent  de  capitaux  et  ceux  ayant  des  besoins  de  financement.  Par  exemple,



 les  entreprises  s'adressent  aux  investisseurs  grâce  à  des  émissions  d'actions,  d'options  ou



 d'obligations.  La  figure  1.1  est  intéressante  parce  qu'elle  indique  la  taille  des  différents



 marchés  (comptant,  organisés  et  gré  à  gré)  juste  avant  le  crise  de  2007.


 1.3.1


 Mutation  des  marchés  organisés



 Depuis  le  début  des  années  2000,  les  marchés  financiers  sont  en  profonde  mutation.  Les



 marchés  organisés  ont  largement  fusionné  et,  en  Europe,  les  bourses  nationales  ont  cédé  la



 place  à  trois  groupes  boursiers  :  Deutsche  Boerse,  LSE-Borsa  Italiana  et  NYSE-Euronext.



 Ces  groupes  gèrent  les  marchés  réglementés  les  plus  actifs  et  détiennent  également  des



 systèmes  multilatéraux  de  négociation  ou  Multilateral  Trading  Facilities  (MTF).  Ces



 derniers  ont  été  créés  par  la  Directive  sur  les  Marchés  d'Instruments  Financiers  (DMIF),



 entrée  en  vigueur  le  1


 er


 novembre  2007.  Les  objectifs  principaux  de  la  DMIF  étaient  triples.



 Il  s'agissait  de  mettre  en  place  un  cadre  juridique  adapté  et  d'améliorer  la  concurrence



 entre  les  différents  modes  d'exécution  d'ordres  (offres  et  demandes  en  instruments



 financiers),  afin  d'encourager  l'innovation  et  d'abaisser  les  coûts  de  transaction.  C'est  ce



 second  point  qui  a  favorisé  le  développement  des  MTF.  Enfin,  la  surveillance  des  marchés



 devait  être  également  améliorée,  en  étant  étendue  des  marchés  réglementés  à  l'ensemble



 des  lieux  d'exécution  de  transactions.



 Depuis  2007,  des  MTF  paneuropéens  sont  apparus  :  les  principaux  sont  Chi-X,  détenu



 par  le  courtier  Instinet,  Turquoise  (lancé  par  un  consortium  de  banques  d'investissement,
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 Figure  1.1.  Tailles  respectives  des  marchés  des  titres  au  comptant  et  des  marchés  dérivés  organisés  et



 de  gré  à  gré  (fin  décembre  2007).  Source  :  BRI  et  WFE



 puis  passé  sous  le  contrôle  du  LSE)  et  BATS  Europe  (filiale  de  la  bourse  américaine



 BATS).  Le  succès  des  MTF  face  aux  marchés  organisés  a  été  fulgurant  :  d'octobre  2007  à



 septembre  2009,  leurs  parts  de  marché  (versus  LSE)  sont  passées  de  0%  à  31%.  Les  raisons



 de  ce  succès  tiennent,  en  premier  lieu,  à  la  diminution  des  coûts  de  transaction  explicites



 et  à  la  rémunération  des  ordres  qui  apportent  de  la  liquidité  au  marché.  L'autre  élément



 déterminant  a  été  la  baisse  du  temps  de  traitement  des  ordres.  À  titre  d'exemple,  le  temps



 d'exécution  unitaire  est  passé  de  100


 ms

 à3

 ms

 (

 ms


 pour  milliseconde).  Cette  baisse  est



 un  élément  fondamental  puisque  le  trading  haute  fréquence  ou  algorithmique  représente



 une  part  majeure  du  volume  des  transactions  aux  États-Unis  et  très  significative  en



 Europe  (les  chiffres  tournent  autour  des  deux  tiers  des  transactions  aux  États-Unis  et  d'un



 tiers  en  Europe).  Il  s'agit  de  trading  réalisé  par  des  fonds  de  fonds  (par  exemple,  Citadel,



 Getco,  Wolverine,  etc.)  ou  pour  le  compte  propre  de  banques  d'investissement  et  dont  les



 stratégies  d'investissement  utilisent  des  volumes  d'ordres  très  importants  (générés  puis



 annulés),  avec  des  temps  de  latence  d'accès  aux  marchés  très  réduits.  L'objectif  est  de



 retirer  des  gains  d'une  rotation  extrêmement  rapide  du  capital  investi.  Les  effets  pervers



 de  ce  type  de  pratique  sont  nombreux.  Le  trading  algorithmique  peut  aboutir  à  une



 manipulation  du  marché.  Il  complique  la  compréhension  et  la  surveillance  des  marchés,  en



 démultipliant  les  volumes  de  données  à  traiter  et  en  brouillant  le  mécanisme  de  formation



 des  prix.  Le  trading  algorithmique  génère  également  un  risque,  dit  opérationnel,  pouvant
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 impacter  la  stabilité  des  marchés.  Par  exemple,  en  2003,  une  firme  américaine  a  fait



 faillite  en  16  secondes  lorsqu'un  employé  a,  par  erreur,  déclenché  un  algorithme  de  vente



 systématique  et  le  crash  éclair  de  Wall  Street,  le  6  mai  2010,  pourrait  être  aussi  imputable



 en  partie  au  trading  haute  fréquence.


 1.3.2


 Chambre  de  compensation  et  formation  des  cours



 Le  fonctionnement  de  la  chambre  de  compensation



 L'utilisation  des  chambres  de  compensation  concerne  essentiellement  les  transactions



 effectuées  sur  les  marchés  organisés  et  les  MTF.  Cependant,  la  réglementation  actuelle



 souhaite  et  incite  à  en  généraliser  l'existence.  La  chambre  de  compensation  se  positionne



 automatiquement  comme  contrepartie  centrale  entre  l'acheteur  et  le  vendeur  et  permet  à



 la  fois  de  sécuriser  les  opérations  et  d'assurer  l'échange  des  contrats  de  façon  effective  et



 simple  tout  au  long  de  leur  durée  de  vie.



 À  la  conclusion  du  contrat,  les  deux  contreparties  versent  un  dépôt  (ou  deposit),  puis,



 durant  la  vie  de  ce  contrat,  ce  dépôt  est  réactualisé  en  fonction  des  variations  du  cours



 du  contrat  future  (le  court  à  terme  donc).  Si  le  dépôt  tombe  sous  un  certain  niveau,



 appelé  marge  de  maintenance,  la  chambre  de  compensation  procède  à  un  appel  de  marge



 de  façon  à  ramener  le  dépôt  à  sa  valeur  initiale.



 Prenons  l'exemple  d'un  future  d'échéance  4  jours  dont  le  cours  à  terme  en


 t

 =


 0  est


 F


 (0)  =  100


 e


 .  Un  dépôt  initial  de  5


 e


 est  exigé  et  la  marge  de  maintenance  est  fixée  à


 3

 e


 (c'est-à-dire  que,  si  la  valeur  du  dépôt  tombe  au  dessous  de  3


 e


 ,  un  appel  de  marge



 est  réalisé  pour  le  ramener  à  sa  valeur  initiale  de  5


 e


 ).  Nous  allons  supposer  que  les



 cours  à  terme  successifs  sont  les  suivants  :


 F


 (1)  =  103


 e

 ,

 F


 (2)  =  105


 e

 ,

 F


 (3)  =  97


 e

 et


 F(4)  =  101  e.



 Considérons  d'abord  la  contrepartie  en  position  acheteuse.  À


 t

 =


 0,  elle  verse  5


 e

 .

 En

 t

 =


 1,  le  cours  à  terme  ayant  augmenté  de


 3

 e


 ,  son  dépôt  est  majoré  de  3


 e

 et


 passe  à  8


 e


 .  En


 t

 =


 2,  il  passe  à


 10

 e


 ,  puis  en


 t

 =


 3à2


 e


 ,  il  descend  donc  sous  le  seuil



 de  maintenance  et  la  chambre  de  compensation  demande  un  versement  de  3


 e


 afin  de



 revenir  au  montant  du  dépôt  initial.  Enfin,  en


 t

 =


 4,  le  cours  à  terme  remonte  à  101


 e


 et  la  valeur  du  dépôt  est  donc  de  9


 e


 .  Le  bilan  pour  la  contrepartie  acheteuse  est  donc



 de  1


 e


 ,  car  elle  a  payé


 5+3=8

 e


 et  elle  dispose  à  la  fin  sur  son  compte  de  9


 e


 .  Nous



 remarquons  que  c'est  bien  évidemment  la  différence


 F

 (4)

 −

 F


 (0).  Pour  la  contrepartie



 en  position  vendeuse,  en


 t

 =


 0,  elle  verse


 5

 e


 ,  puis,  en


 t

 =


 1,  le  cours  à  terme  ayant



 augmenté  de  3


 e


 ,  son  dépôt  est  diminué  de  3


 e


 et  passe  à  2


 e


 .  Il  descend  donc  sous  le



 seuil  de  maintenance  et  la  chambre  de  compensation  demande  un  versement  de  3


 e

 afin


 de  revenir  au  montant  du  dépôt  initial.  De  même  en


 t

 =


 2,  le  compte  passe  à


 3

 e


 ,  puis


 en

 t

 =


 3  à  11


 e


 ,  enfin,  en


 t

 =


 4,  il  vaut  7


 e


 .  Le  bilan  pour  la  contrepartie  vendeuse  est



 donc  de


 −

 1

 e

 (soit

 F

 (0)

 −

 F


 (4)),  car  elle  a  payé  5  +  3  =  8


 e


 et,  à  la  fin,  elle  dispose  sur



 son  compte  de  7  e.



 Nous  vérifions  donc,  qu'à  chaque  date,  l'une  des  deux  contreparties  est  en  mesure



 de  clore  sa  position,  car  le  montant  de  son  compte  moins  ses  versements  est  toujours


 de

 F

 (

 t

 )

 −

 F


 (0)  dans  le  cas  de  la  position  long  (acheteuse)  et  l'inverse  pour  la  position  short



 (vendeuse).  Évidemment,  le  cours  à  terme  à  l'échéance  est  égal  au  cours  du  sous-jacent



 à  cette  même  date.  Ainsi,  outre  la  limitation  du  risque  de  défaillance  d'une  des  deux



 contreparties,  la  chambre  de  compensation  rend  possible  l'échange  des  futures  avant  leur
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 échéance  et  assure  la  liquidité  du  marché.  Tout  ceci  a  un  coût  de  financement  :  l'acheteur



 et  le  vendeur  doivent  bloquer  la  marge  de  maintenance  sur  un  compte  de  dépôt,  puis



 faire  face  quotidiennement  aux  différents  appels  de  marge.



 La  formation  des  cours



 Un  marché  organisé  centralisé  (par  exemple,  NYSE-Euronext)  est  un  marché  où  les



 ordres  (offres  et  demandes)  sont  d'abord  entrés  dans  un  système  informatique  par  les



 intermédiaires  financiers,  puis  les  ordinateurs  centraux  confrontent  ces  ordres  et  calculent



 le  prix  (ou  fixing)  permettant  l'échange  du  plus  grand  nombre  de  titres.  Remarquons



 que,  dans  certains  marchés  américains,  ce  sont  des  teneurs  de  marché  (market  makers)



 qui  font  les  prix.



 Lorsqu'un  négociateur  passe  un  ordre,  il  doit  en  préciser  la  validité


 via


 une  date



 butoir  qui  ne  peut  excéder  le  dernier  jour  du  mois  boursier  («  à  révocation  »).  Il  doit  aussi



 préciser  le  prix  associé  à  son  ordre,  il  peut  s'agir,  soit  d'un  prix  plancher  en  cas  de  vente



 ou  d'un  prix  plafond  en  cas  d'achat,  soit.  .  .  d'une  absence  de  prix  lorsqu'aucune  limite



 n'est  précisée  (ordre  «  à  tout  prix  »).  En  ce  qui  concerne  l'achat,  la  priorité  maximum  va



 aux  cours  «  à  tout  prix  »  puis  aux  cours  les  plus  élevés.



 A  Paris,  une  séance  en  bourse  comporte  cinq  phases.  La  préouverture  dure  de  7h15  à



 9h  :  les  ordres  s'accumulent  sur  le  carnet  d'ordre.  À  9h,  l'ouverture  a  lieu  et  l'ordinateur



 calcule  le  «  fixing  d'ouverture  »  (prix  maximisant  le  nombre  d'échanges).  De  9h  à  17h25,



 le  système  traite  les  ordres  et  calcule  les  prix  au  fur  et  à  mesure  de  leurs  arrivées.  De



 17h25  à  17h30,  la  phase  de  pré-clôture  est  similaire  à  celle  de  pré-ouverture.  Enfin,  à



 17h30,  la  bourse  ferme  et  le  système  calcule  le  «  fixing  »  de  fermeture.


 1.3.3


 Marchés  OTC



 Comme  l'indique  la  figure  1.1,  le  marché  de  gré  à  gré  ou  OTC  (Over  The  Counter)



 a  un  poids  très  important  par  rapport  aux  marchés  organisés.  Dans  ce  marché,  il  est



 possible  d'acheter  des  actifs  dérivés  spécifiques,  adaptés  à  des  risques  particuliers  :  par



 exemple,  une  entreprise  va  transformer  sa  dette  à  taux  fixe  en  une  dette  à  taux  variable



 en  contractant  un  swap  fixe-variable  auprès  d'une  banque.



 Seule  une  petite  partie  des  dérivés  OTC  est  compensée  via  des  chambres  de  com-



pensation.  Ces  marchés  sont  donc  moins  liquides  et  plus  risqués.  Ce  dernier  point  est



 apparu  clairement  lors  de  la  crise  de  2007  via  la  chute  de  Lehman-Brothers  et  d'AIG.  On



 comprend  donc  la  volonté  du  régulateur  d'imposer  la  compensation  à  plus  de  produits



 traités  de  gré  à  gré.  Néanmoins,  cette  volonté  se  heurte  à  celle  des  entreprises,  qui



 verraient  alors  le  coût  de  la  couverture  de  ces  risques  augmenté  du  coût  de  financement



 lié  au  mécanisme  de  compensation.


 1.4


 Le  modèle  binomial  à  une  période



 C'est  un  modèle  financier  très  simple,  à  une  période,  constitué  d'un  actif  risqué  et  d'un



 actif  sans  risque  encore  appelé  numéraire.  L'actif  sans  risque  vaut  1  aujourd'hui  et  1


 +

 r


 à  la  fin  de  la  période  (avec


 r


 >−



 1).  L'actif  risqué  vaut


 s


 à  la  date  initiale  et  prend  deux



 valeurs  à  la  fin  de  la  période  (voir  figure  1.2).  Si  la  situation  est  favorable,  le  prix  est



 multiplié  par  1


 +

 h


 et  vaut


 s

 (1

 +

 h


 ),  en  revanche,  si  la  situation  est  défavorable,  il  est
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 multiplié  par  1


 +

 b


 et  vaut


 s

 (1

 +

 b


 ).  Nous  supposerons  bien  entendu  que


 h>b


 >−



 1  et  que



 les  situations  favorables  et  défavorables  ont  toutes  les  deux  une  probabilité  strictement



 positive  de  se  produire.


 s


 s  (1+h)



 s  (1+b)



 Figure  1.2.



 Évolution  de  l'actif  sous-jacent



 Nous  allons  aussi  supposer  que  ce  marché  financier  satisfait  à  l'hypothèse  d'Absence



 d'Opportunité  d'Arbitrage  –  ou  AOA  –  qui  stipule  que,  partant  de  rien  à  la  date  initiale,



 il  est  impossible  de  détenir  en  fin  de  période  une  richesse  qui  soit  positive  ou  nulle  et



 strictement  positive  avec  une  probabilité  strictement  positive.



 Remarquons  tout  d'abord  que,  nécessairement,


 b<r<h


 .  En  effet,  si



 r≤b



 ,  à  la



 date  initiale,  j'achète  une  unité  d'actif  risqué  (position  longue  ou  long  en  actif  risqué)



 en  empruntant


 s


 en  actif  sans  risque.  Ces  deux  actions  se  compensent  :  une  richesse



 initiale  nulle  permet  donc  de  démarrer  cette  stratégie.  En  fin  de  période,  je  revends  l'actif



 risqué  et  je  rembourse  l'emprunt.  Dans  le  cas  défavorable,  j'obtiens  donc


 s

 (

 b

 −

 r

 )

 ≥

 0


 mais,  dans  l'état  favorable,  je  dispose  de


 s

 (

 h

 −

 r

 )

 >

 s

 (

 b

 −

 r

 )

 ≥


 0.  En  partant  de  0,  j'ai



 obtenu  un  gain  positif  ou  nul  et  strictement  positif  avec  probabilité  strictement  positive,



 ce  qui  constitue  une  opportunité  d'arbitrage.  Inversement,  si



 r≥h



 ,  à  la  date  initiale,  je



 vends  à  découvert  une  unité  d'actif  risqué.  Cela  signifie  que  je  vends  cette  unité  sans  la



 posséder  (en  d'autres  termes,  je  contracte  une  dette  libellée  en  actif  risqué  en  échange  de



 liquidités),  j'ai  ainsi  une  position  courte  ou  short  en  actif  risqué  que  je  devrai  compenser



 à  la  fin  de  la  période  en  rachetant  l'actif  risqué  sur  le  marché.  Lorsque  cela  est  possible,



 on  emprunte  donc  l'actif  risqué  à  une  contrepartie,  on  le  vend  puis,  en  fin  de  période,



 on  l'achète  sur  le  marché  pour  pouvoir  le  rendre  à  la  contrepartie.  Cet  emprunt  a  un



 coup  appelé  le  repo.  Dans  cet  ouvrage,  nous  le  supposerons  nul.  Le  gain  dégagé  par  cette



 vente  à  découvert  est  placé  en  actif  sans  risque.  Encore  une  fois,  ma  richesse  initiale



 est  nulle.  En  fin  de  période,  je  rachète  l'actif  risqué  et  je  récupère  mon  prêt.  Dans  le



 cas  favorable,  j'obtiens  donc


 s

 (

 r

 −

 h

 )

 ≥


 0  mais,  dans  l'état  défavorable,  j'ai  également



 s(r  −  b)  >  s(r  −  h)  ≥  0  ;  une  fois  encore,  j'ai  créé  une  opportunité  d'arbitrage.



 Si  maintenant  nous  considérons  deux  nouveaux  actifs  financiers  sur  ce  marché,  nous



 pouvons  montrer  par  le  même  raisonnement,  dit  d'Absence  d'Opportunité  d'Arbitrage



 (ou  AOA),  que  s'ils  donnent  lieu  aux  mêmes  versements  dans  les  deux  états  en  fin  de



 période,  ils  doivent  avoir  le  même  prix  à  la  date  initiale.  C'est  cette  simple  constatation
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 qui  va  nous  permettre  de  donner  un  prix  à  tout  nouvel  actif  introduit  sur  le  marché  et


 noté

 k


 .  Appelons



 kh


 et


 kb



 les  versements  de


 k


 en  fin  de  période,  selon  que  l'état  sera



 favorable  ou  défavorable  respectivement.  Nous  pouvons  donc  associer  au  nouvel  actif  un



 vecteur  de



 R2


 ,

 (


 kh



 ,  kb



 ).  Or,  les  vecteurs


 (

 s

 (1

 +

 h

 )

 ,s

 (1

 +

 b


 ))  et


 (1

 +

 r,

 1

 +

 r


 )  sont  libres



 sous  nos  hypothèses  et  constituent  donc  une  base  de



 R2



 .  Par  suite,  il  existe  deux  réels


 α


 et  β  tels  que



 (kh,  kb)  =  α(1  +  r,  1  +  r)  +  β(s(1  +  h),  s(1  +  b)).



 Nous  obtenons  que


 β

 =


 kh


 −


 kb



 s(h  −  r)


 et

 α

 =


 (1  +  h)kb


 −


 (1  +  b)kh



 (1  +  r)(h  −  r)


 .


 De  plus,  l'actif  financier  dont  les  flux  sont  (


 α

 (1

 +

 r

 )

 +

 βs

 (1

 +

 h

 )

 ,α

 (1

 +

 r

 )

 +

 βs

 (1

 +

 b

 ))


 a,  par  construction,  les  mêmes  versements  que


 k


 à  la  date  finale.  Par  le  raisonnement



 d'AOA,  il  a  donc  aussi  le  même  prix  à  la  date  initiale,  soit  donc



 α+βs


 =

 1


 1+r



 (πkh  +  (1  −  π)kb),


 avec

 π

 =


 r−b



 h−r


 .


 Au  cours  de  ce  raisonnement,  nous  avons  rencontré  (sans  le  savoir  !)  la  notion  de  marché



 complet  :  heuristiquement,  cela  signifie  que  tout  nouvel  actif  peut  s'écrire  à  partir  des  actifs



 existants.  Cette  écriture  de


 k


 sous  la  forme  d'une  combinaison  linéaire  des  versements  de



 l'actif  risqué  et  de  l'actif  sans  risque  s'appelle  une  réplication  ou  une  duplication  de


 k

 et


 l'actif  ainsi  obtenu  un  actif  synthétique.  Les  quantités


 α

 et

 β


 s'interprètent  comme  le



 portefeuille  de  couverture.  En


 t

 =


 0,  le  vendeur  de


 k


 souscrira  les  quantités


 α


 en  actif



 sans  risque  et


 β


 en  actif  risqué.  La  valeur  de  cette  souscription  est  exactement


 α

 +

 βs


 ,  la



 somme  qu'il  reçoit  grâce  à  la  vente  de


 k

 .À

 t

 =


 1,  en  liquidant  son  portefeuille,  il  obtient


 α

 (1

 +

 r

 )

 +

 βs

 (1

 +

 h

 )

 =


 kh



 dans  l'état  favorable  et


 α

 (1

 +

 r

 )

 +

 βs

 (1

 +

 b

 )

 =


 kb



 dans  l'état



 défavorable  et  peut  ainsi  exactement  livrer


 k


 .  En  suivant  le  portefeuille  de  couverture,  le



 vendeur  est  donc  certain  de  pouvoir  livrer  k.



 Maintenant,  nous  allons  interpréter  le  prix  obtenu.  Pour  cela,  nous  allons  changer



 de  probabilité.  Tout  d'abord,  remarquons  que  0


 <

 π

 <


 1  car


 b<r<h


 .  Donc,  si  l'on



 donne  à  l'état  favorable  la  probabilité


 π


 et  à  l'état  défavorable  la  probabilité  1


 −

 π


 ,  nous



 obtenons  une  probabilité  équivalente  à  la  probabilité  initiale.  Cette  probabilité,  obtenue



 de  manière  unique,  est  appelée  probabilité  risque-neutre.  En  effet,  elle  rend  indifférentes



 en  moyenne  les  stratégies  consistant,  d'une  part,  à  placer


 s


 en  actif  sans  risque  et  obtenir


 s

 (1

 +

 r


 )  et,  d'autre  part,  à  placer


 s


 en  actif  risqué  pour  obtenir  un  gain  moyen  de



 πs(1  +  h)  +  (1  −  π)s(1  +  b),  puisqu'il  est  immédiat  que



 1  +  r  =  π(1  +  h)  +  (1  −  π)(1  +  b).



 Le  prix  obtenu  pour


 k


 s'écrit  alors  comme  l'espérance,  sous  la  nouvelle  probabilité  (et



 non  la  probabilité  historique),  des  flux  de


 k


 divisés  par  1


 +

 r


 .  La  probabilité  historique



 n'interviendra  en  fait  que  par  ses  ensembles  de  mesures  nulles  :  la  probabilité  risque-



neutre  est  équivalente  à  la  probabilité  historique.  Notons  que  la  construction  de  l'arbre



 représentant  le  cours  de  l'actif  dérivé  se  fait  en  partant  du  versement  de  l'actif  dérivé  à



 la  date  terminale  (voir  figure  1.3).
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 Figure  1.3.



 Évolution  du  prix  de  l'actif  dérivé



 C'est  ce  type  de  résultat  que  nous  souhaitons  généraliser  à  des  marchés  plus  compliqués,



 comportant  notamment  plusieurs  instants  de  cotation  (ou  périodes).  Plus  précisément,



 nous  montrerons  que,  dans  un  marché  sans  arbitrage  et  complet,  il  existe  une  unique



 probabilité,  équivalente  à  la  probabilité  initiale  –  dite  historique  –  et  qui  fait  du  processus



 des  prix  actualisés  par  le  cours  de  l'actif  sans  risque  une  martingale.
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 CHAPITRE  2



 Rappels  de  probabilités



 et  d'analyse  convexe



 Le  premier  objectif  de  ce  chapitre  est  de  rappeler  très  rapidement  quelques  notions  de  théo-



rie  de  la  mesure  et  de  probabilités  (voir  sections  2.1  et  2.2),  afin  de  préciser  les  notations  uti-



lisées  dans  la  suite  de  l'ouvrage.  Pour  plus  de  détails,  on  pourra  consulter  tout  ouvrage  d'in-



troduction  à  l'intégration  et  à  la  théorie  de  la  mesure  (comme  [



 Briane  et  Pagès  (1999)


 ])


 mais  aussi  aux  probabilités  (par  exemple,  parmi  d'autres,  [



 Jacod  et  Protter  (2002)



 ]  en



 français,  [



 Billingsley  (2012)



 ]  en  anglais).  Puis,  nous  présenterons  les  outils  mathématiques



 essentiels,  à  la  fois  en  vue  des  éléments  de  cours  et  des  problèmes  :  théorie  de  l'enveloppe



 de  Snell,  essentiel  supremum  et  infimum,  et  éléments  d'analyse  convexe.



 Le  lecteur  pourra,  selon  son  goût,  le  lire  à  titre  préventif  ou  s'y  référer  comme  remède



 en  cas  de  panne.


 2.1


 Quelques  notions  de  base  en  probabilités



 Nous  commençons  par  rappeler  les  notations  de  tribu,  de  probabilité,  de  variable  aléatoire



 et  d'espérance.



 On  note  P(Ω)  l'ensemble  des  parties  de  Ω.



 Définition  2.1.1



 Une  tribu  (ou


 σ


 -algèbre)  sur  un  ensemble  non  vide  Ω  est  un  sous-



ensemble  F  de  P(Ω),  i.e.  F  ⊂  P(Ω),  vérifiant  les  trois  conditions  suivantes  :



 –  ∅∈F,


 –


 si  A  ∈  F  alors  A


 c

 ∈F

 ,

 –


 si  (A


 n

 )


 n∈N  est  une  suite  d'éléments  de  F  alors


 S


 n∈N


 A

 n

 ∈F

 .


 Nous  appellerons  (Ω


 ,

 F


 )  un  espace  probabilisable  ou  un  espace  mesurable  selon  le



 contexte.  Les  éléments  de  F  sont  appelés  événements.



 Les  exemples  les  plus  simples  de  tribu  sont  la  tribu  triviale


 {∅

 ,

 Ω

 }


 et  la  tribu  discrète  ou



 tribu  grossière,  constituée  de  toutes  les  parties  de  Ω,  et  notée  P(Ω).



 Lorsque  Ω  est  fini,  la  notion  de  tribu  se  confond  avec  celle  d'algèbre  de  Boole  (stable



 par  réunion  finie,  par  complémentation  et  contenant  l'ensemble  vide).  Voici  quelques



 exemples  de  tribus  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite.


     


OEBPS/images/chap027_img023.jpg
1

APITRE 1. INTRODUCTION

émet

des marchés différents selon leurs c:

actéristiques et celles de Pentreprise qui I
(notamment la taille de son capital). Citons quelques noms d'entreprises et d’actions
(frangaises) associées comme Air Liquide, Carrefour, BNP-Paribas, L'Oréal ou Total.

Tl existe d'autres produits que Pon inclut dans la famille des actions, par exemple les
ABSA (pour Action & Bon de Souscription dAction) ou certaines SICAV (pour Société
d'Investissement & Capital Variable) investies totalement ou particllement en actions.

112 Obligations

Une obligation (ou bond en anglais) est un titre représentatif d'une dette contractée par
une personne morale (un Etat ou une société). Cette dette est relative & un emprunt
d'un montant et d'une durée déterminds. Acheter une obligation revient donc & préter
de l'argent. L'emprunteur rembourse sa dotte en payant au souscripteur des intéréts
pouvant étre fixes ou variables. Pour des raisons historiques, ces versements sont appelés
coupons en référence & I'époque ol les intéréts taient versés en échange d’un coupon
physiquement détaché du titre obligataire cn papicr. Une obligation est done définic
par le nom de l'emprunteur, les dates d’émission et de remboursement (ou échéance), le
taux d'intérét (au sens large du terme car celui-ci peut étre fixe, révisable ou variable)
et les modalités de remboursement du capital. Lorsque le remboursement se fait en
totalité — intérét ct capital - & la date d'échéance, on parle de 0-coupon. Les obligations
sont également cotées, leur valeur étant étroitement lie A celles des taux d'intérét. Les
OAT (Obligation Assimilable du Trésor) émises par I'Etat francais sont un exemple
dobligation. Citons également les Pfandbricfe, un exemple de covered bond : ce sont des
obligations allemandes non émises par 'Etat mais garanties par un collatéral. Ainsi, en cas
de faillite de Ventreprise émettrice de Pfandbricfe, ce collatéral assure le remboursement
(souvent partiel) de I'obligation.

1.1.3  Taux d'intérét

Le taus d’intérét est souvent interprété comme le loyer de argent : il résulte de la
confrontation entre I'offre et la demande de ressources. Pour ce qui concerne l'offre, les
investisseurs disposent de financement, mais préferent consommer aujourd’hui plutot que
demain, aussi, pour accepter de différer leur consommation (préférence temporelle des
investisseurs), il faut rémunérer leur épargne. Les entreprises ont besoin de financements et
sont productives, elles sont donc prétes a rémunérer les investissements. Ainsi, Iexistence
d'un taux dintérét résulte de la productivité des entreprises et de la préférence temporelle
des investisseurs.

Ce taux d'intérét sera différent selon la durée de I'emprunt ou du placement. Par
exemple, sur le marché EURONEXT, les différents taux EURIBOR (European InterBank
Offered Rate) représentent les taux moyens interbancaires de maturités inférieures a
un an. Le taux un mois (une semaine, 3 mois, etc.) sera le taux de référence pour
une opération de prét ou d’emprunt d’une durée d’un mois. L'ensemble de ces taux de
différentes maturités est appelé courbe des tauz A la date initiale et est supposé
Le probleme est évidemment de prévoir cette courbe dans le futur. Depuis la crise de
2008, la notion de courbe des taux s’est complexifiée et I'on parle parfois de courbe des
taux multivoques car, les banques se faisant mutullement de moins en moins confiance,
elles « facturent » leurs préts & des taux qui varient selon leur contrepartie.
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ne a fait
faillite en 16 secondes lorsqu’un employé a, par erreur, déclenché un algorithme de vente
stématique et le crash éclair de Wall Street, le 6 mai 2010, pourrait étre aussi imputable
en partie au frading haute fréquence.

en 2003, une firme améri

impacter la stabilité des marchés. Par exempl

1.3.2 Chambre de compensation et formation des cours.
Le fonctionnement de la chambre de compensation

Loutilisation des chambres de compensation concerne essentiellement les transactions
effectuées sur les marchés organisés et les MTF. Cependant, la réglementation actuclle
souhaite et incite & en généraliser I'existence. La chambre de compensation se positionne
automatiquement comme contrepartie centrale entre I'acheteur et le vendeur et permet
la fois de sécuriser les opérations et d’assurer I'échange des contrats de fagon effective et
simple tout au long de leur durée de vie.

A la conclusion du contrat, les deux contreparties versent un dépot (ou deposit), puis,
durant la vie de ce contrat, ce dépot est réactualisé en fonction des variations du cours
du contrat future (le court A terme donc). Si le dépot tombe sous un certain niveau,
appelé marge de maintenance, la chambre de compensation procéde a un appel de marge
de fagon & ramener le dépot A sa valeur initiale

Prenons I'exemple d'un future d'échéance 4 jours dont le cours a terme en t = 0 est
F(0) = 100 €. Un dépot initial de 5 € est exigé et la marge de maintenance est fixée &
ire que, si la valeur du dépot tombe au dessous de 3 €, un appel de marge
est réalisé pour le ramener & sa valeur initiale de 5 €). Nous allons supposer que les
cours & terme su ont les suivants : F(1) = 103 €, F(2) = 105 €, F(3) = 97 € et
F(4) =101 €.

Considérons d’abord la contrepartie en position acheteuse. A t = 0, elle verse 5 €.
En ¢ = 1, le cours & terme ayant augmenté de 3 €, son dépot est majoré de 3 € et
passe 4 8 €. En ¢ = 2, il passe & 10 €, puis en ¢ = 3 4 2 €, il descend donc sous le seuil
de maintenance et la chambre de compensation demande un versement de 3 € afin de
revenir au montant du dépot initial. Enfin, en ¢ = 4, le cours & terme remonte A 101 €
et la valeur du dépot est donc de 9 €. Le bilan pour la contrepartie acheteuse est done
de 1€, car elle a payé 5+ 3 =8 € et elle dispose i la fin sur son compte de 9 €. Nous
remarquons que c'est bien évidemment la différence F(4) — F(0). Pour la contrepartic
en position vendeuse, en ¢ = 0, elle verse 5 €, puis, en ¢ = 1, le cours & terme ayant
augmenté de 3 €, son dépot est diminué de 3 € et passe a 2 €. II descend done sous le
cuil de maintenance et la chambre de compensation demande un versement de 3 € afin
de revenir au montant du dépot initial. De méme en ¢ = 2, le compte passe A 3 €, puis
ent=34a11€, enfin, en ¢ =4, il vaut 7 €. Le bilan pour la contrepartie vendeuse est
donc de —1 € (soit F(0) — F(4)), car elle a payé 5+3 =8 € et, & la fin, elle dispose sur
son compte de 7 €.

Nous vérifions done, qua chaque date, I'une des deux contreparties est en mesure
de clore sa position, car le montant de son compte moins ses versements est toujours
de F(t)— F(0) dans le cas de la position long (acheteuse) et I'inverse pour la position short
(vendeuse). Evidemment, le cours & terme & I'échéance est égal au cours du sous-jacent
i cette méme date. Ainsi, outre la limitation du risque de défaillance d'une des deux
contreparties, la chambre de compensation rend possible I'échange des futures avant leur
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livrer le bien tout en restant solvable. Le chapitre 5 explicite cette approche et fait le
lien avee Papproche probabiliste d’évaluation via Iespéranc

Insistons un instant sur un point structurel de ce Ii
temps discret nous a permis de simplifier les outils probabilistes utilisés, et ainsi de
pouvoir exposer et traiter dircctement les principaux aspeets des problémes d’évaluation
en mathématiques financitres. Malheureusement, cette simplification a un coit puisque
les marchs discrets sont génériquement incomplets et perdent done la plupart du temps
la « bonne » propriété de complétude se traduisant en pratique par I'unicité de la
« probabilité risque-neutre équivalente ». Nous proposons donc un dernier nivean de
formation sur les marchés incomplets : ce sont les éléments de cours du chapitre 7 et de
la scetion 8.3 ainsi que les problmes de la partie VL. Si la crise de 2008 a eu un impact
fort « A la baisse » sur le niveau de technicité des marchés financiers, elle a aussi révélé le
caractére incomplet de (presque) tous les marchés financiers. Ce livre permettra done
aux lecteurs déja au fait des bases des mathé éres de se former & la notion
dincomplétude et & ses conséquences

Ainsi peut-on utiliser cet ouvrage comme indiqué plus haut, indifféremment comme
un livre de problémes corrigés ou, plus classiquement, commencer par les éléments de
cours. Dans tous les cas, nous recommandons la lecture du chapitre 1. 1l s'agit de plante
le décor dans une introduction qui, s'affranchissant parfois de nos objectifs essentiellement
mathématiques, propose une bréve présentation des marchés financiers, organisés ou
non, des produits financiers et de leurs dérivés. De notre point de vue, ce qui peut
paraitre comme un détour, est en fait indispensable & la compréhension de certains
enjeux actuels de I finance de marché. Le chapitre 2 a également un statut particulier :
Clest notre boite & outils. Tl réunit Iensemble des notions nécessaires & la compréhension
des éléments de cours et des problémes. Néanmoins, ce livre nécessite — et présuppose
donc ~ des connaissances minimales en probabilités, le chapitre 2 ne faisant que rappeler
trés succinctement les notions de base utilisées, avee pour but essentiel de préciser les
notations.

Nous remercions vivement toutes celles et ceux qui ont participé a Iélaboration de
cette premitre édition et, en tout premier lieu, nos étudiants qui, année aprés année, ont
peind sur tous ces problémes et nous ont motivés pour leur en imaginer de nouveaux
Nous remercions également Catherine Dufresne-Wateau et Romain Blanchard pour leur
relecture minutieuse du livre. Nos remercicments vont enfin & nos collégues, qui nous ont
fait amitié d’en relire certaines parties : Anne-Laure Bronstein, Noufel Frikha, Céline
Labart et Abass Sagna.

Malgré les nombreuses relectures, des coquilles sommeillent stirement ca et 1a
remercions par avance les lecteurs qui voudront bien nous les signaler mais aus:
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Paris, le 15 juin 2015,
L. Carassus ct G. Pagés
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APITRE 0. POUR QUI VEUT S'ATTAQUER DIRECTEMENT AUX PROBL

Remarque 0.1 Lorsque l'on considérera dans certains problémes ou chapitres du cours,
un marché financier sur un espace de probabilité infini (2, . B), certaines hypothé
dintégrabilité (ou de bornitude) seront généralement faites sur les portefeuilles @ sous la
probabilité P, voire sous une famille de probabilités équivalentes a B.

CARACTERISATION MATHEMATIQUE DE LA VIABILITE ET VALORISATION PAR ARBITRAGE
o Stratégie d’arbitrage : Un portefeuille @ est une stratégie d’arbitrage si :

VE>0 et Jwetel que VE(w) >0
ou encore :
VPP >0 et 3weQ tel que VI (w) > 0.

En gérant selon une telle stratégie, on ne prend aucun risque et Ion peut espérer un
profit avec une P-probabilité strictement positive (puisque I'espace est non redondant).
De fagon plus générale, si Q est redondant et/ou infini, la définition devient :

V220 et P(VI*>0)>0.
o Marché viable : Par définition un marché financier est viable s'il 'y a pas de stratégie
darbitrage
Un marché viable peut dtre caractérisé en termes probabilistes (voir théoréme 4.2.1) :

Théoréme 0.2 ([Harrison et Pliska (1981)]) Un marché est viable si, et seulement
si, il existe une probabilité risque-neutre i.e. une probabilité non redondante faisant du
processus des prix actualisés 5 une (Z, P*)-martingale.

Une telle probabilité est aussi appelée mesure martingale équivalente et la probabilité
historique P étant non redondante, la condition P* équivalente P s'éerit simplement
P*{w} > 0.

On notera P Vensemble des mesures risque-neutres

De fagon plus générale, si  est redondant et/ou infini,

{o ~p: B ), ASe 1@ o E(dS IR =0, 1<t<T\Pps}

o On appelle actif contingent européen, toute variable aléatoire k, positive(!), F, -
mesurable. On utilise aussi la terminologie actif conditionnel et I'anglicisme payof. L'actif
contingent européen sera aussi souvent noté H.

L'option européenne relative a I'actif contingent k est un contrat assurant & son détenteur
le flux k & la date 7.

! Dans le cours, les actifs contingents seront de signes quelconques, voir remarque 5.1.2
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CHAPITRE 2

Rappels de probabilités
et d’analyse convexe

Le premier objectif de ce chapitre est de rappeler trés rapidement quelques notions de théo-
rie de la mesure et de probabilités (voir sections 2.1 et 2.2), afin de préciser les notations uti-
lisées dans la suite de 'ouvrage. Pour plus de détails, on pourra consulter tout ouvrage d'in-
troduction A I'intégration et & la théorie de la mesure (comme [Brianc ot Pagés (1999)])
mais aussi aux probabilités (par exemple, parmi d’autres, [Jacod et Protter (2002)] en
frangais, [Billingsley (2012)] en anglais). Puis, nous présenterons les outils mathématiques
essentiels, & la fois en vue des éléments de cours et des problemes : théorie de I'enveloppe
de Snell, essentiel supremum et infimum, et éléments d’analyse ct

Le lecteur pourra, selon son goit, le lire & titre préventif ou 'y référer comme remede

en cas de panne.

2.1 Quelques notions de base en probabilités

Nous commengons par rappeler les notatior
et d'espérance.

s de tribu, de probabilité, de variable aléatoire

On note P(R) l'ensemble des parties de 0.
Définition 2.1.1 Une tribu (ou o-algébre) sur un ensemble non vide € est un sous-
ensemble F de P(Q), i.e. F C P(S), vérifiant les trois conditions suivantes :

-0eF,
A€ Falors A°€ F,

— 5i (Au)nen st une suite d'éléments de F alors oy An € F.

Nous appellerons (€2, F) un espace probabilisable o un espace mesurable sclon le
contexte. Les éléments de F sont appelés évé

Les exemples les plus simples de tribu sont la tribu triviale {0, 2} et la tribu discréte ou
tribu grossiére, constituée de toutes les parties de ©, et notée P(Q).

Lorsque © est fini, la notion de tribu se confond avec celle d’algébre de Boole (stable
par réunion finie, par complémentation et contenant I'ensemble vide). Voici quelques
exemples de tribus qui nous seront utiles dans la suitc.
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échéance et assure la liquidité du marché. Tout ceci a un cofit de financement : Iacheteur
et le vendeur doivent bloquer la marge de maintenance sur un compte de dépot, puis
faire face quotidiennement aux différents appels de marge.

La formation des cours

Un marché organisé centralisé (par exemple, NYSE-Euronext) est un marché o les
ordres (offres et demandes) sont d’abord entrés dans un systéme informatique par les
intermédiaires financiers, puis les ordinateurs centraux confrontent ces ordres et caleulent
le prix (ou fizing) permettant Iéchange du plus grand nombre de titres. Remarquons
que, dans certains marchés amricains, ce sont des teneurs de marché (market makers)
qui font les prix.

Lorsqu'un négociateur passe un ordre, il doit en préciser la validité via une date
butoir qui ne peut excéder le dernier jour du mois boursier (« & révocation »). Il doit aussi
préciser le prix associé & son ordre, il peut s'agir, soit d'un prix plancher en cas de vente
ou d’un prix plafond cn cas d’achat, soit. .. d’une absence de prix lorsqaucune limite
West précisée (ordre « A tout prix »). En ce qui concerne 'achat, la priorité maximum va
anx cours « A tout prix » puis aux cours les plus élovés.

A Paris, une séance en bourse comporte cing phases. La préouverture dure de 7h15
9h : les ordres s'accumulent sur le carnet d’ordre. A 9h, Touverture a lieu et Pordinateur
caleule le « fixing d’ouverture » (prix maximisant le nombre d'échanges). De 9h & 17h25,
le systéme traite les ordres et caleule les prix au fur et A mesure de leurs arrivées. De
17h25 & 17h30, la phase de pré-cloture est similaire & celle de pré-ouverture. Enfin, &
17130, la bourse ferme et le systéme calcule le « fixing » de fermeture.

1.3.3 Marchés OTC

Comme Vindique la figure 1.1, le marché de gré a gré ou OTC (Over The Counter)
& un poids trés important par rapport aux marchés organisés. Dans cc marchd, il est
possible d’acheter des actifs dérivés spécifiques, adaptés a des risques particuliers : par
exemple, une entreprise va transformer sa dette & taux fixe en une dette & taux variable
en contractant un swap fixe-variable auprés d’une banque.

Seule une petite partic des dérivés OTC est compensée via des chambres de com-
pensation. Ces marchés sont done moins liquides et plus risqués. Ce dernier point est
apparu clairement lors de la rise de 2007 via la chute de Lehman-Brothers ct d’AIG. On
comprend done la volonté du régulateur ’imposer la compensation & plus de produits
traités de gré & gré. Néanmoins, cette volonté se heurte A celle des entreprises, qui
verraient alors le coitt de la couverture de ces risques augmenté du cofit de financement
1ié an mécanisme de compensation.

1.4 Le modéle binomial a une période

Clest un modéle financier trds simple, & une période, constitué d'un actif risqué et d'un
actif sans risque encore appelé numéraire. L'actif sans risque vaut 1 aujourd'hui et 1+ 7
ala fin de la période (avee 1 > —1). L'actif risqué vant s a la date initiale et prend deux
valeurs 4 la fin de la période (voir figure 1.2). Si la situation est favorable, le prix est
multiplié par 1+ h et vaut s(1+ h), en revanche, si la situation est défavorable, il est
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CHAPITRE 1

Introduction

Cette introduction sera I'occasion de présenter rapidement, d'un point de vue économique
et financier, les différents concepts dont nous traiterons le versant mathématique dans
le reste de cet ouvrage, Poceasion, somme toute, de planter le décor. Ainsi, nous allons
déerire les actifs dits sous-jacents, puis dérivés, les marchés financiers ct conclure par
une premiére modélisation mathématique des actifs financiers : le modele binomial. Tous
les éléments présentés dans cette introduction ne seront pas systématiquement étudiés
par la suite, mais nous souhaitions proposer une introduction générale A la finance de
marché et & certains de ses enjoux.

1.1 Sous-jacent

Les marchés que nous nous proposons d’étudier et de moddliser ont pour fonction la
mise en cireulation, puis 'échange d’actifs fondamentaux appelés actifs sous-jacents (ou
underlying assets en anglais). Nous traitons dans cet ouvrage essenticllement d’actifs
financiers, mais il existe de nombreux autres marchés (crédits, matitres premitres, denrdes,
cte.). Citons également les marchés de Iénergie (gaz, électricité) ou de la météo et des
intempéries, qui, sauf exception, ne sont pas pris en compte dans notre analyse.

L'hypothése fondamentale qui préside & la théorie présentée porte sur Pactif sous-
Jacent il est supposé échangeable — o négociable (traded asset en anglais) - c'est--dire
qu'une fois émis, il peut étre acheté et vendu. Si c'est le cas de la plupart des actifs
financiers, il est clair que la température — ou que le nombre de jours de pluie — ne
'achdte ni ne se vend et la théorie ne s'appliquera done pas aux marchés climatiques.

Dans le contexte des marchés d’actifs négociables, les prix auxquels se réalisent les
transactions se forment et évoluent en fonction de 'offre et de la demande, et sont connus
4 chaque instant.

Nous allons maintenant présenter les types d’instruments financiers que nous rencon-
trerons.

1.1.1 Actions

Une action est un titre de propriété sur une entreprise, ou plus exactement, sur une
fraction de celle-ci. Elle donne a son détenteur denx droits : I'un sur ses bénéfices via
les dividendes (s'ils sont distribués), I'autre sur sa gouvernance via la participation au
conseil d’administration (sous la forme d’un droit de vote). Les actions sont cotées dans
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pour permettre & I'ine des contrepartics d’étre exposée uniquement aux variations du
sous-jacent qui lui sont favorables. Les options sont done lides & la volatilité du sous-jacent
ct, dans la pratique, permettent de parier sur celle-ci. Une option donne le droit mais non
Lobligation d’acheter ou de vendre un sous-jacent : I'option d’achat curopéenne ou call
curopéen d'échéance T ct de prix dexercice ou strike K, permet d’acheter i la date 7' une
unité d’actif sous-jacent § au prix K. L'acheteur de Poption d’achat exercera done son
droit si 5, > K et achétera actif au prix K. En le revendant sur le marché au prix S,., il
aura donc gagné S, — K. En revanche, si S, < K, il laissera eapirer (renoncera A utiliser)
son option et achétera (éventuellement) le sous-jacent sur le marché. Tl waura alors rien
gagné mais aussi rien perdu. Ainsi, Iacheteur de l'option touchera A échéance T le flux
financier (S, — K)4 == max($, — K.0), qui est évidemment positif ou nul. Le vendeur
du call prend done un risque car il devra payer dans tous les cas (S, — K) & lacheteur.
11 va donc lui demander, A la date de conclusion du contrat, de payer un certain prix, que
nous appelons la prime. Lune des motivations initiales de la modélisation mathématique
des marchés financiers a été de trouver quelle(s) valeur(s) donner & cette prime.

1.2.3  Utilité des produits dérivés

Tout d’abord, I'utilisation directe des produits dérivés est réservée aux professionnels,
ost-d-dire aux opérateurs de marchés ou aux personnes effectuant des opérations
mportantes pour le compte de grosses entreprises ou de fonds de placement.
fon premiére des produits dérivés est de transférer un risque d'un agent voulant
‘en débarrasser vers un autre prét & lendosser moyenmant une hausse potenticlle de ses
profits. Ces produits ont done pour vocation initiale de permettre de se couvrir contre
un risque. Dans I'exemple d'un FRA, une contrepartie échange un taux variable contre
un taux fixe. Elle se débarrasse ainsi du risque lié & la variabilité du taux. L'autre, en
acceptant ce risque, anticipe un mouvement favorable des taux qui, s'il se réalise, générera
un profit.

Deux agents ayant des peuvent aussi décider de se les transférer dans
le but de les annuler. Considérons deux entreprises frangaises. La premiére importe des
Etats-Unis et doit acheter des dollars. Elle est done exposée & une hausse du dollar par
rapport & leuro. La seconde exporte vers les Etats-Unis et vend done des bicns libellés
en dollars. Elle est donc exposée & une baisse du dollar par rapport & l'euro. Dans un
tel cas de figure, si 'importateur achéte & terme des dollars & I'exportateur, les deux
parties figent ainsi leur risque de change respectif (cette opération est typiquement une
opération de gré A gré).

ques opposés

Lautre fonction des produits dérivés, et au v des volumes échangés (voir la figure 1.1),
Cest généralement la principale, est de servir de support & la spéculation. Un spéculateur
vendeur de call peut étre motivé par une anticipation de baisse du cours d'un actif :
empoché définitivement la prime du

Si

T'option ne donnant pas lieu & exercice, il aura ainsi
call. Inversement, le spéculateur acheteur du call parie, lui, sur la hausse du cou
Tanticipation de I'acheteur se réalise, son profit (hors prime) sera égal au prix hauss
observé moins le prix d'exercice du call, soit S, — K. Son gain peut donc étre arbitrairement
&levé, en ayant juste décaissé le montant de la prime. Sinon, sa perte est limitée a cette
prime. A linverse, le vendeur du call a un gain, limité & la prime, face & une perte,
potenticllement illimitée. Les produits dérivés présentent donc des risques importants
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CHAPITRE 0

Pour qui veut s’attaquer directement aux problémes

Nous proposons cette bréve introduction aux lecteurs, y compris ceux déja au fait de
la moddlisation des marchés financiers en temps discret et de I'évaluation de produits
dérivés par absence d’arbitrage, car elle leur permettra, en se familiarisant avec nos us et
notations, d’avoir un accés direct aux problémes. Pour chaque notion introduite, nous
indiquons I'endroit oft elle est définic et/ou démontrée dans les éléments de cours. Il n'est
pas nécessaire de s’y référer pour lire ce chapitre et ces références ne sont indiquées que
pour permettre aux lecteurs le souhaitant de trouver facilement plus de détails. Noy
insistons sur le fait que cette introduction n’a pas pour objet dexposer Iensemble des
aspects mathématiques de la modélisation discréte des marchés financiers.
Pour c i sont moins familiers avec cette modélisation et la valorisation des
produits dérivés uggérons de commencer par la lecture des de cours qui pro-
posent une présentation de quelques problématiques fondamentales rencontrées en mathé-
matiques financitres dans un cadre discret (voir I'avant-propos pour un guide de lecture).
Le lecteur pourra aussi consulter les livres, en frangais, de [Lamberton et Lapeyre (1997)],
[Dana ct Jeanblanc (1994)], [Demange et Rochet (1092)] ou, en anglais, de [Duffic (1988)],
[Pliska (1997)] ou [Féllmer et Schied (2002)].

NOTATIONS G
o A dés
o On désigne selon le contexte par 2.y ou par (z,y) le produit scalaire canonique de deux
vecteurs @ et y de RY ou R%*1 et ||z la norme euclidienne associée.

* On note Ay
instants (entic:

LISTES :

ignera le complémentaire d’une partie A d'un ensemble E.

& — -1 Paceroissement d'une suite quelconque (z;)sex entre les
s)t—lett, t e N

o Eq ddsigne I'espérance sous Q. Dans le cas particulier oi Q = P* (probabilité risque-
neutre équivalente), on notera indifféremment Ep. ou E*.

« On utilisera la notation de Landau : ainsi, pour deux suites (a,),>0 et (b)nzo, on
notera a, ~ by, s'il existe une suite (7,)nzo telle que a, = n,b, ct =1

lim
nevioo

o Pour tout réel & on note |] sa partie entitre inféricure, x4
positives et négatives.

max (£, 0) scs parties
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o Un actif contingent curopéen k est duplicable (ou réplicable ou encore simulable) s'il
antofinancée & telle que

Ve

o Marché complet : Un marché financier viable est complet si tout actif contingent est
simulable.

Cette propriété est caractérisée en termes probabilistes par le théoréme suivant (voir
théordme 6.1.2).

Théoréme 0.3 ([Harrison et Pliska (1981)]) Un marché est complet si et sculement
si il existe une et une seule probabilité risque-neutre.

o Soit k un actif curopéen duplicable dans un marché viable et complet. Alors, pour
toute stratégie, autofinancée duplicant k, on a, pour tout ¢ € {0,...,T}

Ve =t (3517). ©1)
v

Ainsi V;* ne dépend que de la loi de £ sous P*. Cette valeur est done la méme, quelle

que soit la stratégie de duplication adoptée : elle est appelée prime (théorique) du contrat
doption relative & D'actif contingent k. A ¢ = 0, clle correspond au montant initial
permettant d'initier une stratégie dont la valeur de liquidation sera en 7' exactement k.

o Priz de surréplication européen : Lorsqu'un vendeur cherche & évaluer un actif &
curopéen non duplicable, il cherche le montant minimum 7°() qu'il doit réclamer &
Tacheteur pour pouvoir, & 'échéance, livrer k en gérant « au plus juste », i.c. en utilisant
un portefeuille autofinancé. Cela conduit & définir le priz de surréplication de k, 7°(k),
par

7¢(k) = inf {z€ R|3® F-prévisible, V* > k}.

Le théoréme suivant en donne une formulation probabiliste appelée formulation duale
(voir théoréme 7.0.1).

Théoréme 0.4 Si le marché est viable alors

0= g (5).
7

Lorsque le marché est complet, 7(k) correspond bien & la prime théorique de Iactif
contingent européen k.

© On appelle actif contingent américain, tout processus k = (ki)ieqo...r}: positif, F-
adapté. Comme dans le cas européen, on utilise aussi la terminologie d'actif conditionnel
ou de payoff. La notation H = (Hy)se(o,...r} sera aussi utilisée,
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Ficure 13, Buolution du priz de Vactif dérivé

Crest ce type de résultat que nous souhaitons généraliser a des marchés plus compliqués,
comportant notamment plusieurs instants de cotation (ou périodes). Plus précisément,
nous montrerons que, dans un marché sans arbitrage et complet, il existe une unique
probabilité, équivalente d la probabilité initiale — dite historique — et qui fait du processus
des priz actualisés par le cours de Uactif sans risque une martingale.
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APITRE 1. INTRODUCTION

En outre, sur un plan technique, on distingue deux familles d’actifs dérivés selon
quils donnent nai A des contrats symétriques ou dissymétriques.

1.2.2 Mécanisme des produits dérivés
Les contrats a terme ou contrats symétriques

L'une des contreparties convient d’acheter & I'autre & la date T, dite date d’exercice, une
certaine quantité d’un actif sous-jacent & un prix unitaire K fixé & 'avance, appelé cours
i terme d’échéance T. Ce type de contrat est ferme, les deux parties sont liées 4 la date
de signature.

Considérons tout d’abord le cas de la contrepartic étant engagée & vendre (short en
anglais). A Iéchéance T, si S, > K, I contrepartie vendeuse est contrainte, comme elle
'y est engagée, & vendre an prix K alors que le prix de marché est S,.. Si elle ne dispose
pas de I'actif, elle doit I'acheter au cours du marché S, et le revendre immédiatement
selon les termes du contrat au prix K : elle perd done S, — K. Si elle possédait Pactif,
clle le vend « & perte » au prix K au liew de S,. En revanche, si 5, < K, clle gagne
K — S,., le contrat lui permettant de vendre au prix de K actif qu'elle vient d’acheter
sur le marché & ,..

Maintenant, pour la contrepartic qui s'est engagée & acheter (long en anglais), si
S, < K, elle est obligée d’acheter & K alors que le prix d’achat du marché est S, clle
perd done K — S, et, lorsque S, > K. clle gagne S, — K.

Les deux contreparties prenant des risques symétriques, aucun flux monétaire n’est
échangé lors de la conclusion du contrat. A ce stade, celui-ci a donc un cofit nul.

Les contrats & terme sont de deux types : les contrats forwards et les contrats

Jfutures. Les contrats forwards sont des contrats de gré & gré, généralement sur mesure,
conclus entre deux contreparties identifiées. Quand aux contrats futures, ce sont des

produits négociés sur des marchés organisés (voir section 1.3) spécifiques selon des
caractéristiques standardisées. Nous détaillerons plus loin la différence entre marchés
et pourquoi 'existence de la chambre de compensation rend les contrats futures plus
facilement échangeables. Un exemple de contrat & terme est le FRA (Forward Rate
Agreement) ot il est convenu d'échanger & la date d’échéance T un taux variable r,, (qui
ne sera connu qu'en T ou plutdt avant T, un taux d'intérét étant généralement fixé en
début de période) contre un taux fixe p (fixé & la conclusion du contrat).

Un autre exemple de contrat & terme est le swap : c’est Uinstrument le plus échangé
sur les marchés. A la différence des contrats précédents, il y a plusicurs échanges &
différentes dates fixées  'avance ('échéancier). Généralement, un swap s'interpréte
comme la composition de plusieurs forwards ou futures. Ainsi, un swap de taux ou IRS
(Interest Rate Swap) consiste & échanger aux différentes dates ti. ... t, de Iéchéancier
un taux variable r,,_constaté sur le marché en ¢;_y contre un taux fixe p; déterminé i la
date de conclusion du swap. Dans ce cas, le swap se décompose en n FRA successifs. Les
swaps sont traités essentiellement de gré A gré, mais certains produits standardisés sont
traités sur les marchés organisés.

Les options ou contrats dissymétriques

Par définition méme des futures et des forwards, les deux contreparties intervenant dans
le contrat prennent des risques symétriques. A I'inverse, les options ont été introduites
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oit p et ¢ sont donnés par les équations (0.3). La méme remarque que ci-dessus s'applique
lorsque So = so > 0 du point de vie algorithmique.

Notons que dans le chapitre 6.4.2 des éléments de cours, on étudie le modele binomial
non homogene, généralisation simple, mais trés utile du modéle homogene esquissé
ci-dessus. 1l s’agit d’étendre les résultats précédents, au cas ot h et b dépendent du
temps, i.e. qu'a chaque date £, le cours prend I'une des deux valeurs S,_;(1 + he) ou
Si-1(1+by). On prendra garde au fait que, dans un tel cadre, arbre associé west a priori
pas recombinant, i.e. que l'actif S i la date ¢ peut prendre 2! valeurs; sauf a supposer
que, pour tout € {0,...,T -1},

(L4 b)(1+ hesr) = (14 he) (1 + bisr).
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notamment pour les vendeurs de contrats (I'analyse du fonc
4 un constat qualitativement analogue 4 la nuance prés que la perte du vendeur apré
encaissement de la prime reste limitée & la valeur de I'actif sous-jacent & la conclusion
du contrat). Tl est done indispensable pour eux de mettre en ceuvre une stratégic de
couverture des risques.

Un autre effet participant & P'usage spéculatif des stratégies d’options est I'effet de
levier. La prime d’une option est généralement faible par rapport au prix du sous-jacent.
Si un investisseur parie sur une hausse du sous-jacent, il peut donc acheter beaucoup
plus d’options que de titres du sous-jacent pour un méme investissement initial. Prenons
Texemple d’un actif dont le prix anjourd’hui est de 29 €, et dont le call, d'échéance
7 r 30, vaut 2,90 €. Supposons que I'investisseur
soit prét & invest une stratégic investie en sous-jacent, il peut en
acheter 200 unités; notant S, le cours du sous-jacent dans 3 mois, son gain sera de
2005, — 5800 €. S'il utilise une stratégie & base d’options, il peut acquérir 2000 optio
d’achat et son profit net dans 3 mois sera de 2000 (S, —30); — 5800 €. Si le cours passe
435 €, la premicre stratégie génére un profit de 1200 € et la seconde de 4200 €. Clest
ce que I'on appelle effet de levier. Remarquons qu'en cas de baisse des cours, la perte
associce A la premidre stratégie est proportionnelle 4 Nimportance de cette baisse alors
que, dans la seconde, la totalité de N'investissement est perdue soit 5800 €, et ce, méme si
Vactif sous-jacent cote 29,99 € & I'échéance T. L'effet de levier joue done (évidemment)
dans les dewx sens et pent étre particulidrement dévastateur en cas d’anticipation erronée.

onnement d'un put conduit

1.3 Marchés financiers

Les marchés financiers ont pour fonction de mettre en présence les agents économiques
ayant un excédent de capitaux et ceux ayant des besoins de financement. Par exemple,
les entreprises s'adressent aux investisseurs grice A des émissions d'actions, d’options ou
dobligations. La figure 1.1 est intéressante parce qu'elle indique la taille des différents
‘marchés (comptant, organisés et gré & gré) juste avant le crise de 2007.

1.3.1 Mutation des marchés organisés

Depuis le début des années 2000, les marchés financiers sont en profonde mutation. Les
marchés organisés ont largement fusionné ct, en Europe, les bourses nationales ont cédé la
place A trois groupes boursiers : Deutsche Bocrse, LSE-Borsa Italiana et NYSE-Euronext.
Ces groupes gerent les marchés réglementés les plus actifs et détiennent également des
stemes multilatéraux de négociation ou Multilateral Trading Facilities (MTF). Ces
derniers ont 66 créés par la Directive sur les Marchés d'Instruments Financiers (DMIF),
entrée en vigueur le 1°7 novembre 2007. Les objectifs principaux de la DMIF étajent tripl
11 'agissait de mettre en place un cadre juridique adapté et d’améliorer la concurrence
entre les différents modes d'exécution d’ordres (offres et demandes en instruments
finaj afin d’encourager I'innovation et d’abaisser les coiits de transaction. Cest ce
second point qui a favorisé le développement des MTF. Enfin, la surveillance des marchés
devait étre également améliorée, en étant étendue des marchés réglementés & lensemble
des lieux d’exécution de transactions.

Depuis 2007, des MTF pancuropéens sont apparus : les principaux sont Chi-X, détenu
par le courtier Instinet, Turquoise (lancé par un consortium de banques d'investissement,
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Dans ce modéle, on valorise une option européenne relative & Iactif contingent &, ,
en s'appuyant sur la formule (0.1) qui 8%

1
Vi= B (ke | F)
= gt Gl R
ol V; désigne la valeur en ¢ de la prime théorique. 11 y a deux faons d'utiliser cette
formule, lorsque Uactif contingent est de la forme

it dans ce cadre

ky = k(S,).
La premidre consiste & derire explicitement
1 .
V= WE (k(So(1+Un) x - x 1+ U,)) | F)

et & pousser, aussi loin que possible, le calcul d’espérance. Dans les bons cas ~ typiquement
le Call (k, := (S, — K),) et le Put (k, == (K — S,),) -, on aboutit & une formule
compliquée faisant intervenir la fonction de répartition de la loi binomiale. Une sorte de

formule de Black et Scholes, en moins commode. L'autre approche consiste & utiliser pas
d pas la propriété de martingale de la suite Vi, i.e. & écrire que
V=& (G| 7)o T =KS,)
On montre ainsi par récurrence que
Ve=wu(S), te{o,...,T},
ol les fonctions vy : Ry — Ry vérifient
vp(z) = k(2), z€Ry, (0.4)
1
w@) = e (o + 1) +gunE ), (05)

pour tout € Ry et t€ {0,...,7 — 1}, ot p et ¢ sont donnés par les équations (0.3). Ce
type de résultat est typique des marchés markoviens (voir proposition 6.4.1).

Sur un plan algorithmique, on peut tirer partie du caractére recombinant de Iarbre
binomial lorsque I'on sait que S = so > 0, en remplagant z € Ry dans les équations (0.4)
et (0.5) par @ € Erg, = {so(1+)*(1 + )7~ s € {0,...,T}} et @ € By,
{s0(1+8)*(1 + k)=, s€ {0,..., t}} respectivement.

A ce stade, pour déterminer la prime V d’une option américaine de type « vanille »,
i.c. o Pactif contingent est de la forme (kt)ie(o,..,r) 0l ki = k(Sy) avec k : Ry — Ry
une application borélienne, on utilise la formule récursive (0.2) et Ion montre (voir
proposition 8.2.4) que

Vi=u(S), t=0,...

it (v)io,... est la suite de fonctions de Ry dans R, définie par la récurrence descen-
dante

0,(x) = h(z), z€ Ry
@), i (prca @+ 1) + quea (1 +1)) , 2€ Ry ¢

ve(z)= max
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MODELISATION FINANCIERE : Un (modéle de) marché financier purement discret est
constitué des éléments suivants

© Un espace de probabilité €2, supposé fini, et muni e sa tribu grossiére, Pensemble P(%)
de toutes ses partics. Les éléments de € seront & Noccasion appelés scénario. Un espace ©
infini sera néanmoins utilisé dans le cours sur les marchés incomplets (voir le chapitre 7
et la section 8.3) et dans certains problemes (voir, en particulier, la partie V1), mais dans
ce préambule, nous nous limitons au cas € fini, sauf mention particulitre.

o Une probabilité P sur (€, P(R)) supposée non redondante, i.c. chargeant tous les états
du monde : pour tout w€ Q, P({w}) > 0. Une probabilité n'est alors rien d’autre quun
Q-uplet (P({w}))uea de nombres récls strictement positifs vérifiant Y cq P({w}) = 1.
o Lespace probabilisé non redondant (2,P(2),F) est muni dune filtration F
(F)te{o....7}. i.c. d’une suite croissante (pour Vinclusion) de sous-tribus F, vérifiant (sauf
mention explicite du contraire) Fo = {0,Q} et F, = P(R). La sous-tribu F; représente
T'information disponible, a 1" mslnm t, sur le marché.

* Le marché a un horizon (ou maturité) T€ N fini(e), ce qui signific que les cotations
i tants ¢ = 0, 1,......T. Cette maturité T représente généralement
Ia dernitre date d'intérét du probleme & analyser.

o Actifs négociables : Le marché est constitué de d + 1 actifs négociables désignés
pari = 0,1,...,d (ou parfois par $° 5",...,5%). Le prix coté de I'actif i A I'instant
T} est une variable aléatoire définie sur Q, positive et Fj-adaptée. L'actif 0
est I'actif sans jue (ou numéraire, supposé construit a partir d’obligations 0-coupon).
Conventionnellement

st

et s0>0, tefo,...,T)

Les d autres actifs sont les actifs risqués. On note

Spi=(S....8%)  le vecteur des prix des actifs risqués & Iinstant ¢.

Clest un vecteur aléatoire sur ©, & valeur dans B et Fi-adapté. On notera

S, :=(5%.5,) le vecteur de lensemble des prix des d + 1 actifs du marché,

Un marché financier ainsi défini sera noté M(Q, P(Q), F, P, S°, S).

® Prir actualisés : Les prix actualisés sont définis pour tout i = 0,1,...,d par

&

tefo,....T}

On note § le vecteur des prix actualisés. 11 est clair que 5 = 1 pour tout # € {0,...,T}.
Plus généralement, la notion d’actualisation s'étend a tout processus (Xi)ie(o,...r}:
notamment, la valeur d'un portefeuille (cf. plus bas) en posant

X,
X, =%

Gl te{0,...,T}
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APITRE 0. POUR QUI VEUT S'ATTAQUER DIRECTEMENT AUX PROBL

Looption américaine relative & Vactif contingent k cst un contrat assurant & son
détentenr le flux kr, oft 7 est un F-temps darrét (voir la définition 2.4.1). On notera
7€ Sy, ot Syr est Vensemble des temps d’arrét prenant des valeurs comprises entre ¢
et T.

Une option américaine d’échéance T peut donc étre exercée une et une seule fois
a un instant aléatoire T compris entre 0 et T. C'est cette liberté du choix de instant
dexercice, qui différencie une telle option d'une option européenne.

o Evaluation en marché complet : Approche heuristique pour déterminer la prime notée
V d'une option américaine relative k. Clairement, si I'acheteur n'a pas exercé avant T,
il devra le faire alors et donc V. = k,.. En t€ {0,...,T — 1}, I'acheteur de 'option peut

soit Pexercer aussitot et le vendeur lui versera ky :

~ soit conserver I'option jusqu'en f + 1 oit elle vaudra V1, soit encore, d’aprés la

formule (0.1), 575" (%[ 7:) en t. En arbitrant entre ces trois possibilités, on obtient
Ty,

que, pour tout € {0,..
o (Vi
max ( ky, SOE T‘f, ; (0.2)
SH»I

V,

On montre que I'approche heuristique est fondée, et que V' est bien la prime théorique
de Pactif contingent associé & k (voir théoréme 8.2.1). Cette prime est done donnée
par une formule de programmation dynamique permettant — au moins théoriquement —
de caleuler, de proche en proche, et de fagon rétrograde, la valeur théorique de Iactif
américain. Cette relation se rééerit, en utilisant les valeurs actualisées

Vi

y -

m\x(%y,li'(f/‘lﬂ‘}])),te{u,...,Tfl). 9,

Cette seconde relation de programmation dynamique montre que V = (Vi)ie(o,...1y est
Venveloppe de Snell (voir paragraphe 2.4.2) du processus k = (Fy)reo,...7}-

Lenveloppe de Snell sc caractérise facilement en termes de surmartingale ct admet
une formulation directe.

(a) L'enveloppe de Snell ¥ est la plus petite (F, B*)-surmartingale majorant & au sens
oll, toute surmartingale V' vérifiant V; > k; pour tout t€ {0,...,T} vérifie également
V; > V; pour tout ¢€ {0,..., T} (voir proposition 2.4.9 pour plus de détails).

(b) Pour tout t€ {0,.... T}, Vi, = sup,cs, , E* (K, | ) (voir proposition 2.4.11).

o Temps d’arrét optimal : Un F-temps d’arcét v€ 8,1 est appelé temps d'arrét optimal
pour (Ko)se ...y si

E'(ky | F)= swp E'(k| ).
resur

Cest une date aléatoire, postérieure a ¢, oi il est optimal d’exercer I'option américaine.
Alors, on a

(a) v == min{s > t|V, = k,} est un temps d’arrét optimal pour (ky)se
proposition 2.4.11).

1y (voir
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qui va nous permettre de donner un prix a tout nouvel actif introduit sur le marché et
noté k. Appelons ky, ct ky les versements de k en fin de période, selon que I'état sera
favorable ou défavorable respectivement. Nous pouvons done associer au nouvel actif un
vecteur de B2, (k. ky). Or, les vecteurs (s(1 + h).s(1+ b)) et (1 47,1+ 1) sont libres
sous nos hypothéses et constituent donc une base de R2. Par suite, il existe deux réels a
et 3 tels que

(kny k) = (147,14 7) + B(s(1+ h), s(1+b)).
Nous obtenons que
kn = ky (A h)ky — (1 + b)kn
A= h—r LA a+n0th-1

De plus, I'actif financier dont les flux sont (a(1 + ) + As(1 +h),a(1 +r) + Bs(1 + b))
a, par construction, les mémes versements que k & la date finale. Par le raisonnement
@’AOA, il a done aussi le méme prix & la date initiale, soit donc

1
atfs= o (wha+ (L=,
avee
Lor=b
=

Au cours de ce raisonnement, nous avons rencontré (sans le savoir!) la notion de marché
complet : heuristiquement, cela signifie que tout nouvel actif peut s'écrire A partir des actifs
i Cette écriture de k sous la forme d’une combinaison linéaire des versements de
risqué et de Pactif sans risque s'appelle une réplication o une duplication de k et
f ainsi obtenu un actif synthétique. Les quantités o et B s'interprétent comme le
portefeuille de cowverture. En t = 0, le vendeur de k souscrira les quantités a en actif
sans risque et 3 en actif risqué. La valeur de cette souscription est exactement a + s, la
somme qu'il regoit grice & la vente de k. A ¢ = 1, en liquidant son portefeulle, il obtient
a(1+7) + Bs(1+h) = ks dans Iétat favorable et a(1 +7) + Bs(1 + b) = ky dans I'état
défavorable et peut ainsi exactement livrer k. En suivant le portefeuille de couverture, le
vendeur est done certain de pouvoir livrer
Maintenant, nous allons interpréter le prix obtenu. Pour cela, nous allons changer
de probabilité. Tout d’abord, remarquons que 0 < 7 < 1 car b < r < h. Donc, si I'on
donne & P'état favorable la probabilité 7 et & I'état défavorable la probabilité 1 — 7, nous
obtenons une probabilité équivalente & la probabilité initiale. Cette probabilité, obtemue
de manitre unique, est appelée probabilité risque-neutre. En effet, elle rend indifférentes
en moyenne les stratégies consistant, d’une part, & placer s en actif sans risque et obtenir
(1 +7) et, d'autre part, & placer s en actif risqué pour obtenir un gain moyen de
ws(1+h) + (1 —m)s(1 +b), puisqu’il est immédiat que

T4+r=a(l+h)+(1-=)(1+b).

Le prix obtenu pour k s'écrit alors comme I'espérance, sous la nouvelle probabilité (et
non la probabilité historique), des flux de k divisés par 1+ . La probabilité historique
winterviendra en fait que par ses ensembles de mesures nulles : la probabilité risque-
neutre est équivalente & la probabilité historique. Notons que la construction de 'arbre
représentant le cours de Iactif dérivé se fait en partant du versement de Uactif dérivé
la date terminale (voir figure 1.3).
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1.1.4 Indices

Les indices sont des actifs synthétiques qui refletent le nivean d'un marché. Par exemple,
le CAC40, lancé le 31 décembre 1987 avee une base & 1000 points, est composé de 40
valeurs choisies parmi les 100 plus grosses capitalisations boursitres du marché frangai:

des actions. Sa composition est mise 4 jour réguliérement par un comité d'experts :
Vindice doit étre représentatif aussi bien en termes de volumes de transactions que de
secteurs d’activité. Le cours du CAC40 & chaque instant est calculé comme la moyenne
des cours de chacune des actions, pondérée de la capitalisation respective des entrepriscs.
Parmi les indices les plus importants, citons le Dow Jones (20 plus grosses capitalisations
du New York Stock Exchange), le Nasdag (indice de valeurs technologiques), le Nikkei
(indice de la bourse de Tokyo), I'Eurostock 50 (indice de 50 valeurs européennes) ou le
RTS (Russian Trading System).

115 Matiéres premitres

Historiquement, ce sont les premiers sous-jacents ayant donné naissance & des instruments
financiers dérivés, objet principal de cet ouvrage. Les matiéres premiéres ont des prix
trds volatiles et les acteurs économiques ont toujours souhaité se prémunir contre leurs
variations. Nous pouvons citer les métaux précicux (or ou argent), les combustibles
fossiles (pétrole ou gaz) ou encore les matidres premitres périssables (céréales, sucre, café
et méme les tulipes).

1.1.6 Devises et les taux de change

11 agit des monnaies des différents pays on unions, par exemple Peuro, le dolla
le yen. Le tauz de change permet de donner la parité entre deux monnai

1.1.7 Actifs dérivés

Les actifs dérivés que nous allons introduire ci-aprés peuvent etx-mémes servir d’actif
sous-jacents. Pour cela, il faut qu'ils soient suffisamment liquides, .. que I'on puisse les
acheter et les vendre sur une grande échelle. En fait, on constate souvent que le marché
des calls (options d’achat, pour la définition, voir ci-aprés) sur une action est plus liquide
que celui de Paction elle-méme.

1.2 Actifs (ou produits) dérivés

1.2.1 Présentation des produits dérivés

Un produit dérivé est construit & partir d'un actif financier négociable préexistant, appelé
actif sous-jacent. Le processus de prix de ce dernier sera noté S dans la suite (il vaut
donc S; & I'instant t). Un produit dérivé peut faire I'objet d’un contrat de gré  gré entre
deux contrepartics identifices ou étre lui-méme émis sous forme de produit négociable
par tous (il aura
dérivés sont traités de gré & gré (; aux taux), mais de nombreux
marchés organisés (voir section 1.3 pour une présentation de ces marchés) de produits
dérivés négociables existent (futures, options, etc, voir ci-des

alors des caractéristiques standardisées). Majoritairement, les produits
artout les produits lics
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FIGURE 1.1. Tailles respectives des marchés des titres au comptant et des marchés dérivés organisés et
de gré & gré (fin décembre 2007). Source : BRI et WFE

puis passé sous le contrdle du LSE) et BATS Europe (filiale de la bourse américaine
BATS). Le succés des MTF face aux marchés organisés a été fulgurant : d’octobre 2007
septembre 2009, leurs parts de marché (versus LSE) sont passées de 0% & 31%. Les raisons
s tiennent, en premier licu, & la diminution des coiits de transaction expli

et & la rémunération des ordres qui apportent de la liquidité au marché. L'autre élément
déterminant a 616 la baisse du temps de traitement des ordres. A titre d'exemple, le temps
dexéeution unitaire est passé de 100 ms & 3 ms (ms pour milliscconde). Cette baisse est
un élément fondamental puisque le trading haute fréquence ou algorithmique représente

une part majeure du volume des transactions aux Etats-Unis et trés significative en
Europe (les chiffres tournent autour des deux tiers des transactions aux Etats-Unis et d'un
tiers en Europe). 1l s'agit de trading réalisé par des fonds de fonds (par exemple, Citadel,
Getco, Wolverine, etc.) ou pour le compte propre de banques d'investissement et dont les
stratégies d'investissement utilisent des volumes d'ordres trds importants (générés puis
annul s temps de latence d’acets anx marchés trds réduits. L'objectif est de

retirer des gains d’une rotation extrémement rapide du capital investi. Les effets pervers
de ce type de pratique sont nombreux. Le trading algorithmique peut aboutir  une

‘manipulation du marché. I complique la compréhension et la surveillance des marchés, en
démultipliant les volumes de données 4 traiter ct en brouillant le mécanisme de formation
des prix. Le trading algorithmique génére également un risque, dit opérationnel, pouvant
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Avant-propos

Cet ouvrage propose des éléments de cours, ainsi que des problémes corrigés sur le theme
des mathématiques financiéres A temps discret. Visant un public varié, il est adapté
aux étudiants de Master de mathématiques financieres, mais aussi aux étudiants de
Master de mathématiques appliquées ou préparant 'agrégation - ct & leurs enseignants
4 la recherche de problemes d’application, notamment en vue de Iépreuve de modé-
lisation. Nous pensons que les praticiens, souhaitant approfondir cer
mathématiques financiéres, y trouveront aussi un intérét.

Cet ouvrage peut dtre utilisé de diverses fagons. On peut y voir un livie de problémes
corrigés permettant de s'entrainer aux mathématiques financiéres, aux probabilités et
4 certaines notions d’analyse convexe. Un tel livre n’existant pas & notre connaissance,
est d'ailleurs ce qui en a motivé Pécriture. On y trouvera une gamme de problémes
variés, tant par leur sujet que par leurs difficultés mathématiques graduées (codifié
par les symboles (*), (**) et (***), du plus simple au plus complexc). La plupart des
problémes proposés sont des sujets d’examen donnds, au fil des ans, dans divers cours de
‘mathématiques financiéres, Master 1, ex-DEA ou Master 2 dispensés dans les universités
o les auteurs ont exercé : Université Pierre et Marie Curic-Paris 6 (Master 2 Probabilités
& Finance dit « El Karoui »), Université Paris-Diderot-Paris 7 (Master 2 M2MO dit « L.
Elie » et M1 et M2 ISIFAR), Université Reims Champagne-Ardenne (Master 2 SEP),
Université Paris 1-Panthéon-Sorbonne (Master 1 et Master 2 MMMEF) et Université
Paris 12-Paris-Est-Créteil (Master 1).

Les énoncé

ines notions de

étant volontairement reproduits dans leur forme originelle, certaines répé-
titions sont inévitables et les notations peuvent varier marginalement sur certains points
Certains d’entre eux sont autosuffisants et pourraient étre traités sans pratiquement
aucune connaissance préalable en mathématiques financitres. A cette fin, nous proposons
le chapitre 0 : il présente un résumé trés rapide des différentes notions utilisées et peut
permettre un accés direct aux problémes.

Ce livre est aussi destiné & tous ceux qui souhaitent se former aux mathématiques
financiéres. Il propose donc plusieurs portes d’entrée correspondant aux divers niveaux
de familiarité du lecteur avee la finance et leurs mathématiques. Le débutant voulant

e former rapidement lira les chapitres 3 (6ventuellement sans la section 3.5), 4, 6 et la
section 8.2. Il aura alors acquis les bases des mathématiques financitres & la « Lamberton-
Lapeyre » (voir [Lamberton et Lapeyre (1997)], ouvrage qui reste pour nous Pouvrage
incontournable d'introduction aux mathématiques financidres) : un prix est lespérance,
sous une bonne probabilité, des flux futurs (& une actualisation prés). Les éléments de
cours ont été éerits pour permettre aussi une autre approche, plus économique, de la
notion de prix : un prix pour un vendeur est le montant minimum lui permettant de
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PORTEFEUILLES ET AUTOFINANCEMENT :

o Portefeuille : C'est le processus, a valeurs vectorielles, des quantités détenues. On utilise
aussi le terme de stratégie (voir de stratégie de portefeuille). Plus précisément, on note,
pour tout i = 0,1,...,d et pour tout t€ {0,...,T},

®; la quantité d’actif i détenue en portefeuille & la date ¢.

filtxé (2, P(Q). E.P)

Chaque & est une variable aléatoire, définic sur lespace probabi
associé au marché.
Onnote &, := (®}..... %) le vecteur aléatoire des quantités d’actifs risqués, détenues

a instant t € {0,...,T}. On note également
= (7, @)

le vecteur des quantités d'actifs sans risque et risqués A Dinstant ¢. Le processus des
quantités ® cst appelé portefeuille ou stratégic. On suppose que ce processus est F-
prévisible .

istes),

@) ot @) sont Fo-mesurables (i.e. détermin
@) et P, sont Fy_j-mesurables, t€ {1,...,T}.

Cette convention correspond au fait que ces quantités sont celles détenues sur Iintervalle
Jt = 1.1] et sont constituées au vu de I'historique du marché jusqu'en ¢ — 1.

 Valeur d’un portefeuille : La valeur d'un portefeuille (ou richesse) est donnée & chaque
instant ¢ par

f
R N

et sa valeur actualisée par

o Portefeuille autofinancé : Un portefeille est autofinancé si
Vie{0,...T},  A®.S1=0.

On montre alors (voir identité (3.4.4) & la section 3.4) quun portefeuille & est autofinancé
si et seulement.

T
T}, VE=VF+) 8,48,

=1

vte{o,..

ou encore (version actualisée) si et seulement si

4
&+ 2,45,

=1

vte{o,....T}, V=

Chacune de ces deux propriétés caractérisent Iautofinancement. Remarquons que dans la
seconde écriture, on peut décrire la valeur du portefeuille par sa valeur A ¢ = 0 — que nous
noterons & — ainsi que la stratégie en actifs risqués. Aussi, utiliserons-nous la notation
alternative V*® pour V%, Parfois, nous omettrons la dépendance en la stratégie et
noterons simplement V.
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(b) Un temps d'arrét v € S,z est optimal pour (y)se(r,...ry si et seulement si E* (k)
E*(V,) (voir lemme 2.4.15).

o Le modéle binomial : Cest Iexemple non trivial le plus simple de modéle d
de marché financier. Il a ét¢ introduit par Cox, Ross et Rubinstein en 1979 dans Iar-
ticle [Cox, Ross et Rubinstein (1979)] (soit 6 ans aprés Iarticle de Black et Scholes). On
pourra consulter la section 6.4.2 des éléments de cours et aussi les différents problemes
qui prennent ce modzle pour cadre (une partie IT lui est plus spécifiquement consacrée). Ce
modzle étant souvent utilisé dans Pouvrage, nous en rappelons ci-dessous les principales
caractéristiques.

Un modgle binomial d’échéance T € N* est constitué de deux actifs (d = 1). On
suppose que le numéraire, noté S?, et I'actif risqué, noté § puisqu'il est seul, ont des
dynamiques données par

S = (1+7)t,  te{0,....T}
St = Sl+Ui),  te{0,-,T—1},

oil 7 > —1 désigne I'iique taux d'intérét en vigueur, So = so > 0 et les variables
aléatoires Uy sont définies sur I'espace produit € := {b,h}7 comme les projections
canoniques i.c., pour tout ¢ € {0,...,T},

U, i Q— {bh)
w = (@eft,...ry — Ur(w)

Les parametres b et h, symbolisant respectivement la baisse et la hausse de Vactif risqué
S, vérifient les inégalités suivantes :

—1<b<h.

On munit  de la tribu P(€) de toutes ses parties et d'une probabilité historique P non
redondante (qui ne jouera en fait ancun ¢ le marché est non redondant). On pose :

For={0.Q) ot F =o(Uy--.U), tefl,...,T}

Le modele & deux actifs que nous venons de décrire cst appelé modéle binomial de
paramétres b, h et 7. On obtient alors le théoréme suivant (voir théoréme 6.4.6)

Théoréme 0.5 Soit un modéle binomial de paramétres b, h et r. Les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) -1<b<r<h

(ii) Le marché est viable.

(iii) Le marché est complet.

En outre, dans ce cas, les variables aléatoires U, ¢ € {1
identiquement distribuées sous Iunique probabilité risque:

..T}, sont indépendantes,
neutre P*, de loi :

P h):%:—z ot g ]P‘(U‘:b):::;.

P

(0.3)
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2 CuAPITRE 1. INTRODU

multiplié par 1+ et vaut s(1+b). Nous supposerons bien entendu que h > b > —1 et que
les situations favorables et défavorables ont toutes les deux une probabilité strictement
positive de se produire

~5 (1+b)

FIGURE 1.2. Evolution de Uactif sous-jacent

Nous allons aussi supposer que ce marché financicr satisfait & hypothése d'Absence
d'Opportunité d’Arbitrage - ou AOA — qui stipule que, partant de rien 4 la date initiale,
il est impossible de détenir en fin de période une richesse qui soit positive ou nulle et
ctement positive avec une probabilité strictement positive.

Remarquons tout d’abord que, nécessairement, b < r < h. En cffet, si r < b, & la
date initiale, j’achéte une unité d’actif risqué (position longue ou long en actif risqué)
en empruntant s en actif sans risque. Ces deux actions se compensent : une richesse
initiale nulle permet done de démarrer cette stratégie. En fin de période, je revends Iactif
risqué et je rembourse lemprunt. Dans le cas défavorable, j'obtiens done s(b—r) > 0
mais, dans Iétat favorable, je dispose de s(h —r) > s(b—r) > 0. En partant de 0, 'ai
obtenu un gain positif ou mul et strictement positif avec probabilité strictement positive,
ce qui constitue une opportunité d'arbitrage. Inversement, si r > h, & la date initiale, je
vends & découvert une unité d’actif risqué. Cela signific que je vends cette unité sans la
posséder (en d’autres termes, je contracte une dette libellée en actif risqué en échange de
liquidités), j'ai ainsi une position courte ou short en actif risqué que je devrai compenser
4 la fin de la période en rachetant Pactif risqué sur le marché. Lorsque cela est possible,
on emprunte done Iactif risqué & une contrepartic, on le vend puis, en fin de période,
on L'achte sur le marché pour pouvoir le rendre & la contrepartie. Cet emprunt a un
coup appelé le repo. Dans cet ouvrage, nous le supposcrons mul. Le gain dégagé par cette
vente & découvert est placé en actif sans risque. Encore une fois, ma richesse initiale
est nulle. En fin de période, je rachéte I'actif risqué et jo récupére mon prét. Dans le
cas favorable, jobtiens done s(r — h) > 0 mais, dans I'état défavorable, j'ai également
s(r —b) > s(r — h) = 0; une fois encorc, j'ai créé une opportunité d’arbitrage.

Si maintenant nous considérons deux nouveaux actifs financiers sur ce marché, nous
pouvons montrer par le méme raisonnement, dit d’Absence d’Opportunité d’Arbitrage
(ou AOA), que s'ils donnent lieu aux mémes versements dans les deux états en fin de
période, ils doivent avoir le méme prix & la datc initiale. C'est cette simple constatation






