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Cecoursestbasésurquelquespartiescommunesdesprogrammesd’analysedel’agrégationinterneetexterne.Lespartiesdecesprogrammesnontraitéesdanscevolumeleserontdansundeuxièmevolumedestinéauxcandidatsàl’agréga-tionexterne.Cecoursestl’occasionderéviserdesnotionsdebasepourl’écritetlesexercicesproposéspeuventconstituerunbonentraînementpourlesépreuvesécritesetêtreutiliséspourdesdéveloppementsdanslesleçonsd’oral.Lepremierchapitreestconsacréàl’étudedescorpsordonnésavecpourﬁnalitéuneconstructionducorpsdesréels.Dansunpremiertempsonénonceunrésul-tatquinousdonneuneséried’équivalencespourqu’uncorpsdecaractéristiquediﬀérentede2soittotalementordonné.Ons’intéresseensuiteàl’étudedessuitessuruntelcorpsaveclesnotionsdesuitesconvergentes,monotones,adjacentes,deCauchyetondonneuneséried’équivalencespourqu’uncorpstotalementordonnésoitarchimédien.Ondonneégalementdeséquivalencesrelativesàl’existencedeborneinférieureousupérieure.Cesrésultatspermettentdemieuxcomprendrelespropriétésducorpsdesréelsunefoiscedernierconstruit.CetteconstructionestfaiteenﬁndechapitreàpartirdessuitesdeCauchy.Leschapitres2et3sontconsacrésauxpropriétéstopologiquesdesespacesmé-triquesetnormés.Onyétudielesnotionsdeboules,voisinages,ouverts,fermés,intérieur,adhérence,compacts,précompacts,relativementcompactsetconnexes.Ons’intéresseégalementàl’étudedessuitesetdesfonctionscontinues.Danslecasdessuitesréelles,ons’intéresseauxnotionsdelimitesinférieureetsupérieure.LessuitesetlesfonctionscontinuessurlescompactssontparticulièrementétudiéesavecentreautreslethéorèmedeBaire,lethéorèmedeHeine,lanotiond’équi-continuitéaveclethéorèmed’AscolietlethéorèmedepointﬁxedePicard.Danslecasdesespacesnormés,ons’intéresseenparticulierauxapplicationslinéairescontinues,àl’équivalencedesnormesendimensionﬁnie,auxopérateurscompactsetauxsous-groupesadditifsd’unespacevectorieldedimensionﬁnie.L’étudedessous-groupesadditifsdeRestappliquéeàquelquesrésultatsd’irrationalitéetàl’étudedugroupedespériodesd’unefonction.L’étudedessériesdansunespacenorméestfaiteauchapitre4.Cechapitreseterminepardesapplicationsàl’étudedesespacesℓp,desmoyennesdeCesàro,d’Euler,deToeplitzetparcelledesproduitsinﬁnisdenombrescomplexes.Lessuitesetsériesdefonctionssontétudiéesauxchapitres5et7aveclesno-tionsdeconvergencessimple,uniformeetnormale.Ons’intéresseàlafonctionexponentiellesurunespacedeBanach.Enselimitantaucorpsdesnombrescom-plexes,ondonneunedéﬁnitiondunombreπetdesfonctionsargumentprincipaletlogarithmed’unnombrecomplexe.Danslecasdessuitesdefonctionssuruncompact,ondisposedesthéorèmesdeDini,deStone-WeierstrassetdeWeiers-trasspolynomialeettrigonométrique.Danslecasdessériesentières,ons’intéresseàl’étudeauborddudisquedeconvergenceetaucasparticulierdesfonctionsanalytiquesréellesoùl’onrencontrelesthéorèmesdeBoreletdeBernstein.Lesfonctionsd’unevariableréelleàvaleursdansunespacenormésontétu-diéesauchapitre6:continuité,comparaisondesfonctions,monotonie,fonctionsréglées,dérivabilité,développementslimitésetasymptotiques,convexité.Oncom-
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VIIIAvant-proposplètel’étudedessuitesetsériesdefonctionsd’unevariableaveclesthéorèmesdepermutationsdelimites.Leschapitre8,9et10sontconsacrésàl’étudedel’intégraledeRiemannsurunsegmentetsurunintervalleréelbornéounon(intégralesimpropres).L’inté-graledesfonctionsrégléessurunsegmentestdéﬁnieàpartirdel’intégrationdesfonctionsenescalierpardensitéetprolongementd’uneapplicationuniformémentcontinue.L’intégraledeRiemannsurunsegmentestdéﬁniedansundeuxièmetemps.Onydémontreenparticulierlecritèred’intégrabilitédeLebesguequinousditqu’unefonctionestRiemann-intégrablesurunsegmentsi,etseulementsi,elleestbornéeetl’ensembledesespointsdediscontinuitéestnégligeable.Onfaitégalementlelienavecleproblèmedel’existencedeprimitives.Ons’intéresseaussiàl’approximationdesfonctionsintégrablessurunsegmentpardesfonctionscontinues.Pourcequiestdessuitesetsériesdefonctions,ons’intéresseauxpro-blèmesdepermutationsdessignesd’intégrationetdepassageàlalimiteoudesommation(théorèmesdeconvergencemonotoneetdominée).Onétudiebienen-tendulesintégralesdépendantd’unparamètreens’intéressantenparticulierauxfonctionseulériennesgammaetbêta.Àtitred’applications,ons’intéresseauxin-tégralesdeWallis(classiquesetgénéralisées),auxpolynômesdeBernoullietàlaformuled’Euler-Maclaurin.L’étudedessériesnumériquesestcomplétéeenfaisantlacomparaisonavecuneintégraleimpropre.Lechapitre11estconsacréauxsériesdeFourierdesfonctionspériodiqueetlo-calementRiemann-intégrable.Ons’intéresseàl’approximationdesfonctionsconti-nues2π-périodiquespardespolynômestrigonométriques.Lechapitreseterminepardesapplications:développementenproduitinﬁnidesin(x),calculdeζ(2p)pourp∈N∗,l’équationdelachaleuretl’équationdesondes.L’étudedesespacesnormésestcomplétéeparcelledesespacespréhilbertiensauchapitre12.Lethéorèmedeprojectionorthogonalenousdonneuneautreprésen-tationdessériesdeFourier.OnrencontredanscechapitrelesthéorèmesdeMüntzquipermettentdecaractériserlessuitesstrictementcroissantesderéelspositifspourlesquellesl’espacevectorielVectxλn,n∈NestdensedansC0([0,1],R)pourlesnormesquadratiqueouuniforme.Auchapitre13onétudielespolynômesorthogonaux.Laprésentationdecespolynômesassociésàuneformelinéairedéﬁniepositiveestinspiréedulivre[5]deTheodoreChihara.EllepermetdejustiﬁerlaprésentationclassiquedespolynômesdeLegendre,Tchebychev,LaguerreetHermitepardesformulesdeRodrigues.LespolynômesdeLegendresontétudiésdefaçonplusdétaillée.CechapitresetermineparuneintroductionauxdéveloppementsensériedepolynômesorthogonauxavecdesrésultatsanaloguesàceuxobtenuspourlessériesdeFourier.Enﬁnlesdeuxdernierschapitressontconsacrésauxvariablesaléatoiresdis-crètesetréelles,lesnotionsdebasesurlesespacesprobabilisésétantsupposéesacquises.Ladéﬁnitiondel’espéranced’unevariablealéatoireréelleenlienavecl’intégraledeRiemanndesfonctionsmonotonesestinspiréedulivre[21]deCharlesSuquetoùcetteétudeestparticulièrementdétaillée.Ceschapitrespeuventêtrevuscommedesapplicationsdesrésultatssurlessériesnumériques,lessériesentièresetl’intégraleRiemanndéﬁnieougénéralisée.Pourconclure,jetiensàremercierleséditionsDeBoecketenparticulierAlainLuguetpourlaconﬁancequ’ilsm’accordentenpubliantcetravail.
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Onsupposeconnusl’ensembleNdesentiersnaturels,l’anneauZdesentiersrelatifsetlecorpsQdesnombresrationnels.1.1CorpstotalementordonnésOnrappellequ’unerelationd’ordresurunensemblenonvideEestunerelation,quel’onnotera≤,telleque:•pourtoutx∈E,onax≤x(réﬂexivité);•six,ydansEsonttelsquex≤yety≤x,onaalorsx=y(anti-symétrie);•six,y,zdansEsonttelsquex≤yety≤z,onaalorsx≤z(transitivité).Sideplus,onapourtousx,ydansE,x≤youy≤x,onditalorsquelarelationd’ordreesttotale.UnensemblenonvideEmunid’unerelationd’ordre[resp.d’ordretotal]estditordonné[resp.totalementordonné].Si(E,≤)estunensembleordonné,onnoterarespectivement,pourtousx,ydansE:•y≥xpourx≤y(relationd’ordreinverseassociéeà≤);•x<ypourx≤yetx̸=y(ordrestrictassociéà≤);•x>ypoury<x.Déﬁnition1.1.UncorpstotalementordonnéestuncorpscommutatifKmunid’unerelationd’ordretotal≤compatibleaveclesopérationsd’addi-tionetdemultiplication,c’est-à-diretelleque:(x,y,z,t)∈K3,x≤yett≥0⇒(x+z≤y+zetxt≤yt)Si(K,≤)estuncorpstotalementordonné,onnotealors:K+={x∈K;x≥0},K−={x∈K;x≤0}LesélémentsdeK+sontditspositifsetceuxdeK−négatifs.Dansuntelcorps,onales«règlesdessignes»suivantes:
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2Lecorpsdesnombresréels•x≤0etx≥0équivautàx=0(anti-symétriede≤);•x≤0équivautà−x≥0(six≤0,alors0=x+(−x)≤−x,si−x≥0,alors0=x+(−x)≥x);•six≥0ety≥0,alorsxy≥0(onmultiplieparylapremièreinégalité);•six≤0ety≤0,alorsxy≥0(−x≥0,−y≥0,doncxy=(−x)(−y)≥0);•1>0(1̸=0et1=12≥0d’aprèslesdeuxpointsprécédents);•six≤0ety≥0,alorsxy≤0(−x≥0,donc−xy=(−x)y≥0etxy≤0);•six>0,alors1x>0(1x≤0donnerait1=x1x≤0);six<0,alors1x<0.Exemples1.1LesensemblesdenombresNetZsonttotalementordonnésparlarelationd’ordreusuelle≤etQestuncorpstotalementordonné.Lemme1.1Soit(K,≤)uncorpstotalementordonné.Pourtoutentiern≥1ettoutefamille(xi)1≤i≤nd’élémentsdeKonanXi=1x2i≥0,l’égalitéétantréaliséesi,etseulementsi,touslesxisontnuls.DémonstrationOnprocèdeparrécurrencesurl’entiern≥1.Pourn=1,ils’agitdemontrerquepourtoutx∈K,onax2≥0,cequisedéduitdesrèglesdesignesprécédentes.Supposonslerésultatacquisaurangn≥1etsoit(xi)1≤i≤n+1unesuited’élémentsdeK.Enajoutantx2n+1auxdeuxmembresdel’inégalité0≤nXi=1x2i,onobtient0≤x2n+1≤n+1Xi=1x2i.Si(xi)1≤i≤n∈KnesttellequenXi=1x2i=0,onaalors0≤x2j≤nXi=1x2i=0pourtoutentierjcomprisentre1etn,cequiimpliquequex2j=0,soitquexj=0(onestdansuncorps).Danslecasparticulieroùtouslesxisontégauxà1danslelemmeprécédent,onan=n·1=nXi=112>0pourtoutn∈N∗.Duthéorèmeprécédent,ondéduitqu’uncorpsalgébriquementclosnepeutêtretotalementordonné(exercice1.1).C’estlecasenparticulierpourlecorpsCdesnombrescomplexes(lecorpsdesréelsetceluidescomplexesétantsupposésconstruits).Théorème1.1.Uncorpstotalementordonnéestdecaractéristiquenulle.DémonstrationSoitKuncorpsdecaractéristiquep≥2(unnombrepremier).SiKesttotalementordonné,onaalors0≤1≤p·1=0et1=0,cequiestimpossibledansuncorps.Ilrésulteduthéorèmeprécédentquel’anneauZdesentiersrelatifsetlecorpsQdesnombresrationnelss’injectentdanstoutcorpstotalementordonnéKetun
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Corpstotalementordonnés3telcorpsestenparticulierinﬁni.Lesous-corpspremierdeK(àsavoirlepluspetitsouscorpsdeK)estidentiﬁéàQ.PourtoutespartiesnonvidesAetBd’uncorpscommutatifK,onnote:−A={−x,x∈A},A+B={x+y,(x,y)∈A×B}A·B={xy,(x,y)∈A×B}Théorème1.2.UncorpscommutatifKesttotalementordonnési,etseulementsi,ilexisteunepartiePdeKtelleque:ßP∩(−P)={0},P∪(−P)=KP+P⊂P,P·P⊂P(1.1)Encasd’existenced’unetellepartieP,larelation≤déﬁniesurKpar:(x≤y)⇔(y−x∈P)estunerelationd’ordretotalcompatibleaveclastructuredecorpsdeK.DémonstrationSi(K,≤)estuncorpstotalementordonné,onvériﬁealorsquel’ensembleP=K+desélémentspositifsdeKvériﬁelespropriétés(1.1).SixestdansP∩(−P),onaalorsx≥0etx≤0,soitx=0.Réciproquement0estbiendansP∩(−P).Soitx∈K.Onasoitx∈P,soitx/∈Petdanscecasx≤0(l’ordreesttotal),y=−x∈Petx=−y∈−P.OnadoncbienP∪(−P)=K(l’inclusionP∪(−P)⊂Kétantévidente).SixetysontdansP,onaalorsx≥0ety≥0,doncx+y≥0etxy≥0.OnadoncbienP+P⊂PetP·P⊂P.Réciproquementsupposonsqu’ilexisteunepartiePdeKvériﬁantlespropriétés(1.1).Ondéﬁnitlarelation≤surKpar:(x≤y)⇔(y−x∈P)etonvériﬁequec’estunerelationd’ordretotalcompatibleaveclastructuredecorpsdeK.Pourtoutx∈Konax−x=0∈P,doncx≤x.Larelationestréﬂexive.Six,ydansKsonttelsquex≤yety≤x,onaalorsy−x∈Petx−y∈P,doncy−x=−(x−y)∈P∩(−P)ety=x.Larelationestanti-symétrique.Six,yetzsontdesélémentsdeKtelsquex≤yety≤z,onaalorsz−x=(y−x)+(z−y)∈P,c’est-à-direquex≤z.Larelationesttransitive.AvecP∪(−P)=Kondéduitquel’ordreesttotal.Six≤ydansK,onaalors(y+z)−(x+z)∈PpourtoutzdansK,doncx+z≤y+z.Six≤yet0≤zdansK,avecP·P⊂Pondéduitquez(y−x)∈Petxz≤yz.Corollaire1.1.Ilexisteuneuniquerelationd’ordretotalsurQcompatibleavecsastructuredecorps.DémonstrationQestdéjàtotalementordonnéavecl’ordreusuel.Soit≾unerelationd’ordretotalsurQcompatibleavecsastructuredecorps.Lelemme1.1
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4LecorpsdesnombresréelsnousditqueN⊂Q+={r∈Q,0≾r},cequiimpliquequepourtoutn∈N∗,1n·1∈Q+AvecQ+·Q+⊂Q+,ondéduitque:P=ßpq,p∈N,q∈N∗,p∧q=1™⊂Q+Réciproquementsir=pq∈Q+avecp∈Z,q∈N∗etp∧q=1,p=qrestalorsdansZ∩Q+=N(eneﬀetsipestnégatif,onaalors−p∈N⊂Q+et−r=1q(−p)∈Q+,cequiimposer=0).OnadoncP=Q+,cequidéterminedemanièreuniquel’ordrecompatiblesurQ.Corollaire1.2.Si(K,≤)estuncorpstotalementordonné,alorstoutsous-corpsdeKesttotalementordonnépar≤ettoutcorpsisomorpheàKesttotalementordonné.DémonstrationSoit(K,≤)uncorpstotalementordonné.SiLestunsouscorpsdeK,lesous-ensembleP=L∩K+deLvériﬁealorslespropriétés(1.1)duthéorème1.2etilenrésultequelecorpsLesttotalementordonnablepar≤.SoitσunisomorphismedeKsuruncorpscommutatifL.Onvériﬁefacilementquelesous-ensembleP=σ(K+)deLvériﬁelespropriétés(1.1)duthéorème1.2,cequiimpliquequelecorpsLesttotalementordonnableparlarelation:(x≾y)⇔y−x∈σK+Enécrivantquex=σ(u),y=σ(v)avecu,vuniquementdéterminésdansK,laconditiony−x=σ(w)avecwdansK+équivautàv−u=w∈K+,soitàu≤v.Larelationd’ordresurLestdoncnaturellementdéﬁniepar:(x≾ydansL)⇔σ−1(x)≤σ−1(y)dansKLethéorèmequisuitnécessitelelemme(oul’axiomedeZorn)quenousrappe-lons.Si(E,≺)estunensembleordonnéetAunepartiedeE,onditalorsqu’unélémentmdeEestunmajorantdeA,sionax≺mpourtoutx∈A.Onditque(E,≺)estinductifsitoutepartienonvideettotalementordonnéedeEadmetunmajorant.Onditqu’unélémentmd’unepartienonvideAdeEestmaximalsi,pourtoutx∈A,laconditionm≺xentraînex=m.LelemmedeZornaﬃrmequetoutensemblenonvide,ordonnéetinductifadmetunélémentmaximal.Celemme(quipeutêtrepriscommeunaxiome)estéquivalentàl’axiomeduchoixouàl’axiomedeZermelo.
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Corpstotalementordonnés5Théorème1.3.SoientKuncorpsdecaractéristiquediﬀérentede2,C2=x2,x∈Kl’ensembledescarrésdeKetP2lesous-ensembledeKdontlesélémentspeuvents’écrirecommesommeﬁniedecarrés.Lespropriétéssuivantessontéquivalentes:1.Kesttotalementordonné;2.K̸=P2;3.−1n’estpassommedecarrésdansK;4.unesommedecarrésnXi=1x2iestnulledansKsi,etseulementsi,touslesxisontnuls;5.ilexisteunepartiePdeKtellequeC2⊂P,P+P⊂P,P·P⊂PetP∩(−P)={0}.Démonstration(1)⇒(2)Onsupposeque(K,≤)esttotalementordonné.DeC2⊂K+(lemme1.1)etK++K+⊂K+,ondéduitqueP2⊂K+etcommeK+⊊K(−1/∈K+carK+∩(−K+)={0}),ilenrésultequeP2⊊K.(2)⇒(3)SupposonsqueP2⊊K.Si−1∈P2,onaalorspourtoutx∈K,(−1)Å1−x+12ã2∈P2(Kétantdecaractéristiquediﬀérentede2,onpeutdiviserpar2danscecorps)etx=−Å1−x+12ã2+Åx+12ã2∈P2,cequicontreditl’hypothèsededépart.(3)⇒(4)Supposonsque−1/∈P2etsoit(xi)1≤i≤n∈KntelquenXi=1x2i=0.Sijestunindicetelquexj̸=0,onaalors−1=nXi=1i̸=jÅxixjã2∈P2(pourn=1,lerésultatesttrivial),cequicontreditl’hypothèsededépart.Lesxjsontdonctousnuls.(4)⇒(5)Onsupposeque0n’estpassommedecarrésnontousnuls.PourP=P2,onafacilementC2⊂P,P+P⊂PetP·P⊂P.Six∈P∩(−P),ils’écritalorsx=nXi=1x2i=−mXj=1y2jetonanXi=1x2i+mXj=1y2j=0,cequientraînequetouslesxiettouslesyjsontnuls,soitquex=0.(5)⇒(1)Pourcetteimplication,nousavonsbesoindulemmedeZorn.Soit:E={Q⊂K;C2⊂Q,Q+Q⊂Q,Q·Q⊂Q,Q∩(−Q)={0}}L’hypothèse(5)nousditqueEestnonvide.Ilestpartiellementordonnépar⊂etestinductif.EneﬀetsiAestunepartienonvidetotalementordonnéedeE,
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6LecorpsdesnombresréelsonmontrealorsqueM=[Q∈AQestdansEetmajoreA.C2quiestcontenudanstouslesQ∈AestaussicontenudansM.Six,ysontdansMonax∈Qety∈Q′avecQ⊂Q′ouQ′⊂Q(Aesttotalementordonné),doncx+yestdansQ′+Q′⊂Q′oudansQ+Q⊂Q,soitdanslesdeuxcasx+y∈M.OnvoitdemanièreanaloguequeM·M⊂M.Enﬁnsix∈M∩(−M),onax∈Qet−x∈Q′,doncxestdansQ∩(−Q)oudansQ′∩(−Q′)etilestnul.LelemmedeZornnousditalorsqueEadmetunélémentmaximalP.SionmontrequeP∪(−P)=KonauramontréqueKesttotalementordonnable(théorème1.2).Soitdoncx∈Ketsupposonsquex/∈P.MontronsqueQ=P−xP=y−xz,(y,z)∈P2estdansE.OnaC2⊂P⊂Q.AvecP+P⊂P,ondéduitqueQ+Q⊂Q.Siu1=y1−xz1etu2=y2−xz2sontdansQ,onaalorsu1u2=y3−xz3avecy3=y1y2+z1z2x2∈P·P+P·P·C2⊂Petz3=z1y2+y1z2∈P·P+P·P⊂PpuisqueC2⊂P,P·P⊂PetP+P⊂P.OnadoncQ·Q⊂Q.Siu∈Q∩(−Q),onaalorsu=y1−xz1=−(y2−xz2)ety1+y2=x(z1+z2).Siz1+z2=0,onaalorsy1+y2=0,cequiimpliquequey1=−y2etz1=−z2sontdansP∩(−P)={0}etu=0.Siz1+z2̸=0,alorsx=Å1z1+z2ã2(y1+y2)(z1+z2)estdansC2·P·P⊂P,cequicontreditx∈P.OnadoncQ∩(−Q)={0}.Auﬁnal,onaQ∈EavecP⊂QetPmaximal,cequiimpliqueQ=Pet−x∈Q⊂P,soitx∈−P.Théorème1.4.Artin-SchreierUncorpscommutatifKesttotalementordonnési,etseulementsi,−1n’estpassommedecarrésdansK.DémonstrationSiKesttotalementordonné,ilestalorsdecaractéristiquenulleetlethéorèmeprécédentnousditque−1n’estpassommedecarrésdansK.Réciproquement,si−1n’estpassommedecarrésdansK,lecorpsKestalorsdecaractéristiquediﬀérentede2(ona−1=12dansuncorpsdecaractéristique2)etlethéorèmeprécédentnousditqueKesttotalementordonnable.1.2Minorantsetmajorantsdansuncorpstotale-mentordonnéPourceparagraphe(K,≤)désigneuncorpstotalementordonné.CecorpsestdecaractéristiquenulleetQenestunsouscorps(plusprécisément,lesous-corpspremierdeKestisomorpheàQ).OnnoteK+,∗=K+\{0}={x∈K,x>0}etlesélémentsdeK+,∗sontditsstrictementpositifs.Pourtousa≤bdansK,ondéﬁnitlesensembles:[a,b]={x∈K,a≤x≤b},[a,b[={x∈K,a≤x<b}]a,b]={x∈K,a<x≤b},]a,b[={x∈K,a<x<b}Poura=b,ona[a,b]={a}et[a,b[=]a,b]=]a,b[=∅.
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Minorantsetmajorantsdansuncorpstotalementordonné7Cesensemblessontappelésintervallesetunensembledutype[a,b]estappelésegment.Onpeutdéﬁnirsur(K,≤)lesnotionsdeminorant,majorant,bornesinférieureetsupérieure.Déﬁnition1.2.SoitXunepartienonvidedeK.Onditquem∈K[resp.M∈K]estunminorant[resp.estunmajorant]deXsionam≤x[resp.x≤M]pourtoutx∈X.Onditquem∈Kestuneborneinférieure[resp.estunebornesupérieure]deXsimestunminorant[resp.Mestunmajorant]deXetsitoutm′>m[resp.toutM′<M]dansKn’estpasminorant[resp.n’estpasmajorant]deX.Direquem∈Kestuneborneinférieure[resp.estunebornesupérieure]deX⊂Kéquivautàdirequel’onam≤x[resp.x≤M]pourtoutx∈Xet:∀ε∈K+,∗,∃x∈X;m≤x<m+ε[resp.M−ε<x≤M]cequipeutaussis’exprimerendisantquem[resp.M]estleplusgranddesminorants[resp.lepluspetitdesmajorants]deX.Unsous-ensemblenonvided’uncorpstotalementordonnéquiadmetunmino-rant[resp.unmajorant]estditminoré[resp.majoré].Onditqu’ilestbornés’ilestminoréetmajoré.Théorème1.5.SoitXunsous-ensemblenonvidedeK.SiXadmetuneborneinférieure[resp.unebornesupérieure],elleestalorsunique.DémonstrationSupposonsqueXadmettedeuxbornessupérieuresM′<M.Pourε=M−M′∈K+,∗,onpeuttrouverx∈XtelqueM′=M−ε<x≤M,cequicontreditl’inégalitéx≤M′.L’ensembleXadmetdoncauplusunebornesupérieure.Onprocèdedemanièreanaloguepourlaborneinférieure.Encasd’existence,onpeutdoncnoterm=inf(X)laborneinférieuredeXetM=sup(X)sabornesupérieureetonainf(X)≤sup(X).Avecl’exercice1.2ondonnequelquespropriétésélémentaires,maissouventutiles,desbornesinférieureetsupérieure.LaborneinférieureousupérieuredeXquandelleexisten’estpasnécessaire-mentunélémentdeX.Siinf(X)[resp.sup(X)]existeetestdansX,onditalorsqueinf(X)[resp.sup(X)]estlepluspetitélément[resp.leplusgrandélément]deXetonlenotemin(X)[resp.max(X)].Exemples1.2•ToutepartienonvidedeNadmetunpluspetitélémentettoutepartienonvidemajoréedeNadmetunplusgrandélément.•DanslecasoùXestunepartieﬁniedeK,sesélémentspeuventêtrerangésdansl’ordrecroissantx1≤x2≤···≤xn(l’ordreesttotal)etl’existencedespluspetitetplusgrandélémentestassurée.
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8Lecorpsdesnombresréels•Lesous-ensembleX=r∈Q,r2<2deQestnonvideetmajoré,maisn’apasdebornesupérieuredansQ(exercice1.3).Dans(K,≤),ondéﬁnitlavaleurabsolued’unélémentxpar:|x|=max(−x,x)=ßxsix≥0−xsix<0Cettevaleurabsoluevériﬁelespropriétéssuivantes,où(x,y)∈K2:•|x|∈K+;|−x|=|x|;x≤|x|et−x≤|x|;|x|=0si,etseulementsi,x=0;•|xy|=|x||y|;||x|−|y||≤|x±y|≤|x|+|y|(inégalitéstriangulaires);•pourα∈K+,|x|≤αéquivautà−α≤x≤αouencoreàx∈[−α,α];•min(x,y)=12(x+y−|x−y|)etmax(x,y)=12(x+y+|x−y|)(ondis-tinguelescasx≥yetx≤y).Lemme1.2UnélémentxdeKestnulsi,etseulementsi,ona|x|<εpourtoutε∈K+,∗.DémonstrationPourtoutx∈K∗,onaε=|x|2∈K+,∗etl’inégalité|x|<εnepeutêtreréalisée(elleéquivautà2|x|<|x|,soità|x|<0,cequin’estpas).Laconditionnécessaireestclaire.1.3Suitesàvaleursdansuncorpstotalementor-donné(K,≤)désigneuncorpstotalementordonné.Unesuited’élémentsdeK(ouàvaleursdansK)estuneapplicationdéﬁniesurN(ouunepartiedeN)etàvaleursdansK.OnselimitepourceparagrapheauxsuitesdéﬁniessurN(onpeuttoujourss’yramenerparchangementd’indice)etonnoteu=(un)n∈Nunetellesuite.L’ensembleKNdessuitesd’élémentsdeKestuneK-algèbrecommutativeetunitairepourlesopérationsclassiquesd’additioninterneetdemultiplicationsinterneetexterne,àsavoirpouru=(un)n∈Netv=(vn)n∈NdansKN:u+v=(un+vn)n∈N,λ·u=(λun)n∈N,u·v=(unvn)n∈NDéﬁnition1.3.Soitu=(un)n∈Nunesuited’élémentsdeK.Onditque(vn)n∈Nestunesuiteextraite(ouunesoussuite)deus’ilexisteuneapplicationφ:N→Nstrictementcroissantetellequevn=uφ(n)pourtoutn∈N.Onvériﬁefacilementparrécurrencequesiφ:N→Nestunefonctionstricte-mentcroissante,onaalorsφ(n)≥npourtoutn∈N.










[image: background image]


Suitesàvaleursdansuncorpstotalementordonné9Déﬁnition1.4.Onditqu’unesuite(un)n∈N∈KNestminorée[resp.estmajorée],sil’ensemble{un,n∈N}desesvaleursestminoré[resp.estmajoré],cequirevientàdirequ’ilexistem∈Ktelqueun≥m[resp.un≤M]pourtoutn∈N.Onditqu’elleestbornée,sielleestminoréeetmajorée.Direqu’unesuite(un)n∈N∈KNestbornéerevientaussiàdirequ’ilexisteM∈K+telque|un|≤Mpourtoutn∈N.L’ensembledessuitesbornéesd’élémentsdeKestunesous-algèbredeKN.Déﬁnition1.5.Onditqu’unesuite(un)n∈N∈KNestconvergente,s’ilexisteℓ∈Ktelque:∀ε∈K+,∗,∃nε∈N;∀n≥nε,|un−ℓ|<εDansladéﬁnitionprécédente,lesdeuxdernièresinégalitéspeuventêtrestrictesoulargesetlacondition|un−ℓ|<εpeutêtreremplacéepar|un−ℓ|<αεoùα∈K+,∗estdonné(sipourtoutε′∈K+,∗,ona|un−ℓ|<αε′pourtoutn≥nε′,onendéduitquepourtoutε∈K+,∗,enprenantε′=εα,ona|un−ℓ|<αε′=εpourtoutn≥nε′).Unesuitenonconvergenteestditedivergente.Enutilisantl’inégalitétriangulairedansK,onvériﬁequ’unesuiteconvergenteestbornée.Ilenrésultequ’unesuitenonbornéeestdivergente.Théorème1.6.SiunesuiteconvergedansK,salimiteestalorsuniquementdéterminée.DémonstrationSi(un)n∈Nconvergeversℓetℓ′dansK,onpeutalorstrouverpourtoutε∈K+,∗unentiernεtelquepourtoutn≥nε,onait:|ℓ−ℓ′|=|(ℓ−un)+(un−ℓ′)|≤|ℓ−un|+|un−ℓ′|<2εcequiéquivautàℓ−ℓ′=0(lemme1.2).L’unicitédelalimitepermetd’écrirequelimn→+∞un=ℓouun→n→+∞ℓ.Théorème1.7.Siunesuited’élémentsdeKestconvergente,toutesuiteextraiteconvergealorsverslamêmelimite.DémonstrationSupposonsquelimn→+∞(un)=ℓ.Pourtoutε∈K+,∗,ilexistenε∈Ntelque|un−ℓ|<εpourtoutn≥nε,cequiimpliquequepourtoutefonctionφ:N→Nstrictementcroissante,onauφ(n)−ℓ<εpourtoutn≥nε(puisqueφ(n)≥n≥nε).Lasuiteuφ(n)n∈Nestdoncconvergenteversℓ.
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10LecorpsdesnombresréelsPourvériﬁerqu’unesuiteestdivergente,ilsuﬃtd’aprèslethéorèmeprécédentd’enextraireunesous-suitedivergenteoudeuxsous-suitesconvergentesversdeslimitesdistinctes.Exemples1.3•Lasuite((−1)n)n∈NdivergecarlasuiteÄ(−1)2n+1än∈Nconvergevers−1etlasuiteÄ(−1)2nän∈Nconvergevers1̸=−1dansKdecaractéristiquenulle.•Lasuite(un)n∈N=(n)n∈Nestdivergente.Eneﬀet,silimn→+∞un=ℓdansK,onaalors1=limn→+∞(un+1−un)=ℓ−ℓ=0,cequiestimpossibledansuncorps.•Contrairementàcequel’onpourraitespérer,lasuiteÅ1nãn∈Nn’estpasné-cessairementconvergentedansuncorpstotalementordonné(voirlethéorème1.12etl’exercice1.5).Théorème1.8.L’ensembleCo(K)dessuitesconvergentesd’élémentsdeKestunesous-algèbredeKN.Si(un)n∈Net(vn)n∈Nsontdeuxsuitesconvergentesaveclimn→+∞(un)=ℓetlimn→+∞(vn)=ℓ′̸=0,ilexistealorsunentiern0telquelasuiteÅunvnãn≥n0soitdéﬁnieetcettesuiteconvergeversℓℓ′.DémonstrationLasuiteconstanteégaleà1estconvergentevers1.Soientλ∈Ketu=(un)n∈N,v=(vn)n∈Ndeuxsuitesconvergentesaveclimn→+∞(un)=ℓetlimn→+∞(vn)=ℓ′.Cessuitesétantbornées,ilexisteM∈K+,∗telque|un|≤Met|vn|≤Mpourtoutn∈N.Pourtoutε∈K+,∗,ilexistenε∈Ntelque|un−ℓ|<εet|vn−ℓ′|<εpourtoutn≥nεdansN,cequinousdonne:|(un+vn)−(ℓ+ℓ′)|≤|un−ℓ|+|vn−ℓ′|<2εet:|unvn−ℓℓ′|≤|(un−ℓ)vn|+|ℓ(vn−ℓ′)|≤M|un−ℓ|+|ℓ||vn−ℓ′|≤(M+|ℓ|)εcequisigniﬁequelessuiteu+vetu·vconvergentrespectivementversℓ+ℓ′etversℓ·ℓ′.Prenantvconstanteégaleàλ,onendéduitqueλvconvergeversλℓ.Silimn→+∞(vn)=ℓ′̸=0,onaalorslimn→+∞(|vn|)=|ℓ′|>0etilexisten0∈Ntelque|vn|>|ℓ′|2pourn≥n0,donc1vn−1ℓ′=ℓ′−vnℓ′vn≤2|ℓ′|2|vn−ℓ′|pourtoutn≥n0etlimn→+∞Å1vnã=1ℓ′.Lerésultatsurleproduitnousdonnelimn→+∞Åunvnã=ℓℓ′.
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Suitesàvaleursdansuncorpstotalementordonné11Ladémonstrationduthéorèmeprécédentnousditaussiquel’applicationquiassocieàunesuite(un)n∈N∈Co(K)salimitelimn→+∞un∈KestunmorphismedeK-algèbres.Aveclesthéorèmesquisuivent,onrésumequelquespropriétésdessuitesd’élé-mentsdeKenrelationavecl’ordre.Théorème1.9.Soit(un)n∈N∈KNunesuited’élémentsdeK.1.S’ilexisteℓ∈K,unesuite(εn)n∈N∈(K+)Netunentiernatureln0telsquelimn→+∞εn=0et|un−ℓ|≤εnpourtoutentiern≥n0,onaalorslimn→+∞un=ℓ.2.Silimn→+∞(un)=ℓ,onaalorslimn→+∞(|un|)=|ℓ|.3.Silimn→+∞(un)=0et(vn)n∈N∈KNestunesuitebornée,onaalorslimn→+∞(unvn)=0.Démonstration1.Résultede:∀ε∈K+,∗,∃nε≥n0;∀n≥nε,|un−ℓ|≤εn<ε2.De||un|−|ℓ||≤εn=|un−ℓ|pourtoutn∈Naveclimn→+∞εn=0(quirésultedeladéﬁnitiondelaconvergence),ondéduitquelimn→+∞(|un|)=|ℓ|.3.EndésignantparMunmajorantdelasuite(|vn|)n∈N,ondéduitdesinégalités|unvn|≤M|un|aveclimn→+∞(|un|)=0,quelimn→+∞(unvn)=0.Théorème1.10.Soient(un)n∈Net(vn)n∈NdansKNtellesquelimn→+∞(un)=ℓetlimn→+∞(vn)=ℓ′.1.Siℓ>ℓ′[resp.siℓ<ℓ′],onaalorsun>vn[resp.un<vn]àpartird’uncertainrang.2.Siun≤vn[resp.siun≥vn]àpartird’uncertainrang,onaalorsℓ≤ℓ′[resp.ℓ≥ℓ′].3.SiMestunmajorant[resp.simestunminorant]de(un)n∈N,onaalorsℓ≤M[resp.ℓ≥m].4.Lessuites(min(un,vn))n∈Net(max(un,vn))n∈Nconvergentrespective-mentversmin(ℓ,ℓ′)etmax(ℓ,ℓ′).5.Siℓ=ℓ′et(wn)n∈N∈KNesttellequeun≤wn≤vnàpartird’uncertainrang,onaalorslimn→+∞(wn)=ℓ.
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12LecorpsdesnombresréelsDémonstration1.Siℓ>ℓ′,onaalorslimn→+∞(un−vn)=ℓ−ℓ′∈K+,∗etilexisten0∈Ntelque−ℓ−ℓ′2+ℓ−ℓ′<un−vn<ℓ−ℓ′2+ℓ−ℓ′pourtoutn≥n0,cequinousdonneun−vn>ℓ−ℓ′2>0pourtoutn≥n0,soitun>vn.Pourℓ<ℓ′,ontravailleaveclasuite(vn−un)n∈N.2.Sedéduitfacilementdupointprécédentenraisonnantparl’absurde.3.Sedéduitfacilementdupointprécédentenprenantpoursuite(vn)n∈N[resp.poursuite(un)n∈N]lasuiteconstanteégaleàM[resp.égaleàm].4.Sedéduitdemin(x,y)=12(x+y−|x−y|)etmax(x,y)=12(x+y+|x−y|).5.Pourtoutε∈K+,∗,ilexistenε∈Ntelqueℓ−ε≤un≤wn≤vn≤ℓ+εpourtoutn≥nε,cequinousditquelasuite(wn)n∈Nconvergeversℓ.Déﬁnition1.6.Onditqu’unesuite(un)n∈N∈KNestdeCauchysi:∀ε∈K+,∗,∃nε∈N;∀n≥nε,∀m≥nε,|un−um|<εLàencore,lestroisdernièresinégalitéspeuventêtrestrictesoulargesetlacondition|un−um|<εpeutêtreremplacéepar|un−um|<αεoùα∈K+,∗estdonné.UnesuitedeCauchyestbornéeetunesuiteconvergenteestdeCauchy.MaisunesuitedeCauchyn’estpasnécessairementconvergentedansK(voirl’exercice1.4pourK=Q).Lemme1.3UnesuitedeCauchyd’élémentsdeKestconvergentesi,etseulementsi,onpeutenextraireunesous-suiteconvergente.DémonstrationLaconditionnécessaireestévidente.Réciproquement,soit(un)n∈NunesuitedeCauchydontonpeutextraireunesous-suiteconvergenteuφ(n)n∈Ndelimiteℓ.Onpeuttrouverpourtoutε∈K+,∗unentiernεtelqueuφ(n)−ℓ<εet|um−un|≤εpourtousn≥nεetm≥nε.Ilenrésulteque:|um−ℓ|≤um−uφ(nε)+uφ(nε)−ℓ≤2εpourtoutm≥nε(puisqueφ(nε)≥nε).Déﬁnition1.7.UncorpstotalementordonnéKestditcomplet,sitoutesuitedeCauchyd’élémentsdeKestconvergente.L’exercice1.4nousditquelecorpsQdesnombresrationnelsn’estpascomplet(pourl’ordreusuel).
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Suitesàvaleursdansuncorpstotalementordonné13Théorème1.11.L’ensembleCa(K)dessuitesdeCauchyd’élémentsdeKestunesous-algèbredeKNstableparlavaleurabsolue.DémonstrationLasuiteconstanteégaleà1estdeCauchy.Soientλ∈Ketu=(un)n∈N,v=(vn)n∈NdeuxsuitesdeCauchy.Cessuitesétantbornées,ilexisteM∈K+,∗telque|un|≤Met|vn|≤Mpourtoutn∈N.Pourtoutε∈K+,∗,ilexistenε∈Ntelque|un−um|<εet|vn−vm|<εpourtousn≥nεetm≥nεdansN,cequidonne|(un+vn)−(um+vm)|<2εet|unvn−umvm|≤|un(vn−vm)|+|(un−um)vm|≤2Mε,cequinousditqueu+vetu·vsontdeCauchy.Prenantvconstanteégaleàλ,onendéduitqueλvestaussideCauchy.Enutilisantl’inégalitétriangulaire||x|−|y||≤|x−y|,onvériﬁequelasuite(|un|)n∈NestdeCauchy.L’algèbreCo(K)dessuitesconvergentesd’élémentsdeKestunesous-algèbredeCa(K).LelemmequisuitnousserautilepourconstruirelecorpsdesréelsàpartirdessuitesdeCauchyderationnels(paragraphe1.5).Lemme1.4L’ensembleZ(K)dessuitesd’élémentsdeKquiconvergentvers0estunidéaldel’anneauCa(K)dessuitesdeCauchy.DémonstrationL’ensembleZ(K)dessuitesconvergentesvers0quiestlenoyaudumorphismed’anneaux(un)n∈N∈Co(K)7→limn→+∞un∈KestunidéaldeCo(K),cedernieranneauétantcontenudansCa(K),onendéduitqueZ(K)estunsous-groupedeCa(K).UnesuitedeCauchyétantbornée,ondéduitduthéorème1.9quepourtoutessuites(un)n∈N∈Z(K)et(vn)n∈N∈Ca(K),ona(unvn)n∈N∈Z(K).L’ensembleZ(K)estdoncunidéaldeCa(K).Déﬁnition1.8.Onditqu’unesuite(un)n∈N∈KNestcroissante[resp.décroissante],sielleesttellequeun+1≥un[resp.un+1≤un]pourtoutn∈N.Onditqu’elleestmonotone,sielleestcroissanteoudécroissante.Lemme1.5Detoutesuited’élémentsdeK,onpeutextraireunesous-suitemo-notone.DémonstrationSoient(un)n∈N∈KNetA={n∈N;∀m>n,um≤un}.Sil’ensembleAestﬁni,iladmetalorsunplusgrandélémentn0∈Aetilexisteunentiern1>n0+1telqueun1>un0+1(n0+1/∈A).Commen1/∈A,ilexisteunentiern2>n1telqueun2>un1etainsidesuite,onconstruitparrécurrenceunesuitestrictementcroissanted’entiers(nk)k∈N∗tellequeunk+1>unkpourtoutk∈N∗.Lasuite(unk)k∈N∗estalorsextraitede(un)n∈Netstrictementcroissante.SiAestinﬁnie,onpeutalorsrangersesélémentsdansl’ordrestrictementcroissant,soitA={nk,k∈N}avecnk<nk+1pourtoutk∈Netparconstruction,onaunk+1≤unkpourtoutk∈N.Lasuite(unk)k∈Nestextraitede(un)n∈Netdécroissante.
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14LecorpsdesnombresréelsDéﬁnition1.9.Deuxsuites(un)n∈Net(vn)n∈Nd’élémentsdeKsontditesadjacentes,silasuite(un)n∈Nestcroissante,lasuite(vn)n∈Nestdécroissanteetlasuite(vn−un)n∈Nestconvergentevers0.Lemme1.6Si(un)n∈Net(vn)n∈Nsontdeuxsuitesd’élémentsdeKadjacentes,onaalorsun≤vmpourtout(n,m)∈N2.DémonstrationSupposonsqu’ilexistedeuxentiersnetmtelsqueun>vm.Comme(un)n∈Nestcroissanteet(vn)n∈Nestdécroissante,onapourtoutentierk≥max(n,m),uk≥unetvk≤vm,doncuk−vk≥un−vm>0etenconséquence0=limk→+∞(uk−vk)≥un−vm>0,cequiestimpossible.1.4Corpstotalementordonnésarchimédiens(K,≤)désigneuncorpstotalementordonné.Déﬁnition1.10.OnditqueKestarchimédien,s’ilesttelque:∀a∈K+,∗,∀b∈K+,∃n∈N;na>bExemple1.1LecorpsQdesnombresrationnelsestarchimédien.Ilenrésultequ’entredeuxrationnelsdistincts,ilyauneinﬁnitéderationnels.Déﬁnition1.11.Onditqu’unepartienonvideDdeKestdensedansK,sipourtousx<ydansK,ilexister∈Dtelquex<r<y.Théorème1.12.Lesassertionssuivantessontéquivalentes:1.Kestarchimédien;2.lasuiteÅ1nãn∈N∗convergevers0dansK;3.lasuiteÅ1nãn∈N∗estconvergentedansK;4.pourtoutx∈Kilexisteununiqueentierrelatifntelquen≤x<n+1;5.QestdensedansK.
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Corpstotalementordonnésarchimédiens15Démonstration(1)⇒(2)OnsupposequeKestarchimédien.Danscecaspourtoutε∈K+,∗,ilexistenε∈Ntelquenεε>1,cequinousdonne1n=1n≤1nε<εpourtoutentiern≥nεetprouvequelimn→+∞1n=0dansK.(2)⇔(3)Laconditionnécessaireestévidente.Silimn→+∞1n=ℓ̸=0dansK,onaalorslimn→+∞n=limn→+∞Å1nã−1=1ℓ,cequiestimpossible(exemples1.3),doncsilasuiteÅ1nãn∈N∗convergedansK,c’estnécessairementvers0.(3)⇒(4)OnsupposequeÅ1nãn∈N∗convergedansK,doncquelimn→+∞1n=0dansKetonsedonnex∈K.Pourx∈Z,ilsuﬃtdeprendren=x.Onsupposedoncxnonentieretdansunpremiertempsonsupposequ’ilestdansK+,∗.Danscecas,ilexistem∈N∗telque1m=1m<1x,soittelquem>x,doncl’ensembledesentiersm∈N∗vériﬁantm>xestnonvideetenconséquenceadmetunpluspetitélémentpquivériﬁep>xetp−1≤x.Ilsuﬃtalorsdeposern=p−1.Pourx∈K−enraisonnantavec−x∈K+onaboutitàl’existenced’unentierpvériﬁantp≤−x<p+1,soit−(p+1)<x<petn=−(p+1)convient.S’ilexistedeuxentiersnetptelsquen≤x<n+1etp≤x<p+1,onaalorsn−p<1,soitn−p≤0etn−p>−1,soitn−p≥0etnécessairementn=p.D’oùl’unicitédentelquen≤x<n+1.Onnote[x]cetentier.(4)⇒(5)Onsuppose(4)vériﬁéeetonsedonnex<ydansK.Ilexisten∈Ntelquen≤1y−x<n+1etm∈Ntelquem≤(n+1)|x|<m+1,cequinousdonne(n+1)(y−x)>1etm+1n+1>|x|.IlenrésultequeE=ßk∈Z,kn+1≤x™estnonvide(ona−m+1n+1<−|x|≤x,donc−(m+1)∈E)etmajoréparm+1(pourk∈E,onakn+1≤|x|<m+1n+1,donck≤m+1).CetensembleEadmetdoncunplusgrandélémentpquiesttelquepn+1≤x<p+1n+1.Enﬁnavec(n+1)(y−x)>1,ondéduitquey>1n+1+x≥1n+1+pn+1etx<p+1n+1<y.(5)⇒(1)OnsupposequeQestdensedansKetonsedonne(a,b)∈K+,∗×K+.Ilexistealorsunrationnelr=nm,où(n,m)∈(N∗)2telque0≤ba<nm<ba+1,cequiimpliquequena>mb≥b.LecorpsKestdoncarchimédien.
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16LecorpsdesnombresréelsExemple1.2PourKtotalementordonné,enmunissantlecorpsK(X)desfrac-tionsrationnellesàcoeﬃcientsdansKdelarelationdéﬁniepar:ÜnPk=0akXkmPk=0bkXk≥0ê⇔(an≥0)(pouran̸=0etbm=1)ondéﬁnituncorpstotalementordonnénonarchimédienetdanscecorpslasuiteÅ1nãn∈N∗netendpasvers0(exercice1.5).Déﬁnition1.12.Aveclesnotationsdelapropriété(4)duthéorèmepré-cédent,l’entiernestappelélapartieentièredex.PourKarchimédien,lapartieentièredex∈Kpeutêtrenotée[x],⌊x⌋ouE(x).Nousopteronspourlanotation[x].PourKarchimédien,ladensitépeutsetraduiredefaçonséquentiellecommesuit.Théorème1.13.PourKarchimédien,unepartienonvideDdeKestdensedansKsi,etseulementsi,toutélémentdeKestlimited’unesuited’élémentsdeD.DémonstrationSiDestdensedansK,alorspourtousx∈Ketn∈N∗,ilexistern∈Dtelquex<rn<x+1netdecetencadrementdansKarchimédien,ondéduitquex=limn→+∞rn.Réciproquement,sitoutélémentdeKestlimited’unesuited’élémentsdeD,alorspourtousx<ydansK,ilexisteunesuite(rn)n∈Nd’élémentsdeDquiconvergevers12(x+y)etdex<12(x+y)<yondéduitquepournassezgrand,onaurax<rn<y(point1duthéorème1.10),cequiimpliquequeDestdensedansK.Lethéorèmequisuitestessentieldanslecasparticulierducorpsdesréelsdontuneconstructionfaitl’objetduparagraphe1.5.Ladémonstrationdecethéorèmenécessitelelemmequisuit.Lemme1.7SoitXunepartienonvidemajoréed’uncorpstotalementordonnéetarchimédienK.Pourtoutε∈K+,∗ettoutmajorantMdeX,ilexistex∈XetunmajorantMε∈KdeXtelsqueMε≤Met0≤Mε−x<ε.DémonstrationOnsedonneε∈K+,∗.SiM∈KestunmajorantdeX,l’ensembleAε={n∈N,M−nεmajoreX}estunepartienonvidedeN(ellecontient0).Pourx0donnédansX(Xestnonvide),ilexisten0∈Ntelquen0ε≥M−x0(lecorpsKestarchimédien),desortequepourtoutentiern≥n0,onanε≥n0ε≥M−x0,soitx0≥M−nεetn/∈Aε.L’ensembleAεestdonc
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Corpstotalementordonnésarchimédiens17majorédansNetenconséquenceadmetunplusgrandélémentnε.IlenrésultequeMε=M−nεε≤MestunmajorantdeXtelqueMε−ε=M−(nε+1)εnemajorepasX,doncilexistex∈XtelqueMε−ε<x≤Mε,soit0≤Mε−x<ε.Théorème1.14.PourKtotalementordonné,lesassertionssuivantessontéquivalentes:1.toutepartienonvideetmajoréedeKadmetunebornesupérieure;2.toutepartienonvideetminoréedeKadmetuneborneinférieure;3.toutesuitecroissantemajoréed’élémentsdeKestconvergente;4.toutesuitedécroissanteminoréed’élémentsdeKestconvergente;5.detoutesuitebornéed’élémentsdeKonpeutextraireunesous-suiteconvergente;6.Kestarchimédienetcomplet;7.Kestarchimédienetdeuxsuitesadjacentesd’élémentsdeKconvergentverslamêmelimite;8.Kestarchimédienetpourtoutesuite([un,vn])n∈NdesegmentsemboîtésdansK(c’est-à-diretellequeun<vnet[un+1,vn+1]⊂[un,vn]pourtoutn∈N)tellequelimn→+∞(vn−un)=0,ilexisteℓ∈Ktelque\n∈N[un,vn]={ℓ}.Démonstration(1)⇔(2)Supposonsque(1)soitvériﬁée.SiXestunepartienonvideetminoréedeK,l’ensemble−Xestalorsnonvidemajorée,doncadmetunebornesupérieureMetm=−MestuneborneinférieuredeX,cequiprouveque(1)⇒(2)avecsup(−X)=−inf(X).Demanièreanalogue,onvériﬁeque(2)⇒(1).(2)⇒(3)Si(2)estvériﬁée,ilenestalorsdemêmede(1).Si(un)n∈Nestunesuitecroissanteetmajoréed’élémentsdeK,l’ensemble{un,n∈N}quiestnonvideetmajoréadmetalorsunebornesupérieureℓ.Pourtoutε∈K+,∗,ilexistenε∈Ntelqueℓ−ε≤unε≤ℓ,cequiimpliquequeℓ−ε≤un≤ℓ,soit|un−ℓ|≤ε,pourtoutn≥nεpuisque(un)n∈Nestcroissanteetℓmajorecettesuite.Lasuite(un)n∈Nestdoncconvergenteversℓ=supn∈N(un).(3)⇔(4)Supposons(3)vériﬁée.Si(un)n∈Nestunesuitedécroissanteetmi-noréed’élémentsdeK,lasuite(−un)n∈Nestalorscroissanteetmajorée,doncconvergenteversℓ=supn∈N(−un),cequiimpliquequelasuite(un)n∈Nconvergevers−ℓ=infn∈N(un).Demanièreanalogue,onvériﬁeque(4)⇒(3).(4)⇒(5)Si(4)estvériﬁée,ilenestalorsdemêmede(3).Soit(un)n∈Nunesuitebornéed’élémentsdeK.Enutilisantlelemme1.5,onpeutextrairedecettesuite
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18Lecorpsdesnombresréelsunesous-suitemonotoneuφ(n)n∈Netcettesuiteestalorscroissantemajoréeoudécroissanteminorée,doncconvergente.(5)⇒(6)Supposonsque(5)soitvériﬁée.SiKn’estpasarchimédien,ilexistealorsa∈K+,∗etb∈K+telsque0≤na<bpourtoutn∈N.Lasuite(na)n∈Nestalorsbornéeetonpeutenextraireunesous-suiteconvergente(φ(n)a)n∈N,cequiimpliquequelimn→+∞(φ(n+1)−φ(n))a=0avecφ(n+1)−φ(n)≥1(φeststrictementcroissantedeNdansN)soit(φ(n+1)−φ(n))a≥a,cequiestimpossible(àpartird’uncertainrang,onaurait0≤(φ(n+1)−φ(n))a<a).LecorpsKestdoncarchimédien.Si(un)n∈NestunesuitedeCauchyd’élémentsdeK,elleestalorsbornéeetonpeutenextraireunesous-suiteconvergenteuφ(n)n∈N,cequiimpliqued’aprèslelemme1.3qu’elleconverge.LecorpsKestdonccomplet.(6)⇒(7)OnsupposequeKestarchimédienetcompletetonsedonne(un)n∈Net(vn)n∈Ndeuxsuitesd’élémentsdeKadjacentes.Commelimn→+∞(vn−un)=0,pourtoutε∈K+,∗ilexistenε∈Ntelque0≤vnε−unε<ε.Enutilisantlelemme1.6,onapourm>n≥nε,um≤vnεetunε≤vm,cequinousdonnecomptetenudelacroissancede(un)n∈Netdeladécroissancede(vn)n∈N:0≤um−un≤vnε−unε<εet0≤vn−vm≤vnε−unε<εsoit|um−un|<εet|vm−vn|<ε,cequinousditquelessuites(un)n∈Net(vn)n∈NsontdeCauchy,doncconvergentes.Delimn→+∞(vn−un)=0,ondéduitquecessuitesconvergentverslamêmelimite.(7)⇔(8)Supposonsque(7)soitvériﬁée.Desinclusions[un+1,vn+1]⊂[un,vn]pourtoutn∈N,ondéduitquelasuite(un)n∈Nestcroissanteetlasuite(vn)n∈Nestdécroissante.Deplusl’hypothèselimn→+∞(vn−un)=0nousditquecessuitessontadjacentes,doncconvergentesversunemêmelimiteℓ.Onaalorsun≤ℓ≤vnpourtoutn∈Netℓ∈\n∈N[un,vn].Six∈\n∈N[un,vn],onaalorsun≤x≤vnpourtoutn∈Netfaisanttendrenversl’inﬁni,ilenrésultequex=ℓ.Auﬁnal,ona\n∈N[un,vn]={ℓ}.Réciproquement,onsupposeque(8)estvériﬁéeetonsedonne(un)n∈Net(vn)n∈Ndeuxsuitesd’élémentsdeKadjacentes.Lasuite([un,vn])n∈NestalorsunesuitedesegmentsemboîtésdansK(onaun≤un+1≤vn+1≤vnpourtoutn∈N)tellequelimn→+∞(vn−un)=0,donc\n∈N[un,vn]={ℓ}.S’ilexisteε∈K+,∗telqueun≤ℓ−εpourtoutn∈N,onaalorsun≤ℓ−ε<ℓ≤vnpourtoutn∈N,soitℓ−ε∈\n∈N[un,vn]avecℓ−ε̸=ℓ,cequin’estpaspossible.Doncpourtoutε∈K+,∗,ilexistenε∈Ntelqueℓ−ε<unε,cequiimpliquequeℓ−ε<unpourtoutn≥nεetprouvequelimn→+∞un=ℓ.Demanièreanalogue,onvériﬁequelimn→+∞vn=ℓ.(8)⇒(1)SoitX1unepartienonvideetmajoréedeK.Lelemme1.7nousditqu’ilexisteu1∈X1etunmajorantv1∈KdeX1tels0≤v1−u1<1.L’ensembleX2={x∈X1,x≥u1}étantnonvideetmajoréparv1,lelemme1.7nousditaussiqu’ilexisteu2∈X2etunmajorantv2∈KdeX2telsv2≤v1
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Corpstotalementordonnésarchimédiens19et0≤v2−u2<12.Supposonsconstruitspourn≥2,u1≤u2≤···≤undansX1etv1≥v2≥···≥vndansKtelsquepourtoutkcomprisentre2etn,vksoitunmajorantdeXk={x∈X,x≥uk−1}et0≤vk−uk<1k.L’ensembleXn+1={x∈X,x≥un}⊂Xnestalorsnonvidemajoréparvn,donclelemme1.7nousditqu’ilexisteun+1∈Xn+1etunmajorantvn+1∈KdeXntelsvn+1≤vnet0≤vn+1−un+1<1n+1.Lessuites(un)n∈N∗et(vn)n∈N∗sontalorsadjacentesetenconséquenceconvergentversunemêmelimiteM.Deplusv1majoreXetpourn≥2,vnquimajoreXn={x∈X,x≥un−1}majoreaussiX(pourx∈X,onasoitx≥un−1etx≤vn,soitx≤un−1≤vn),doncM=limn→+∞vnmajoreX.Pourtoutε∈K+,∗ilexistenε∈NtelqueM−ε<unε(onaaussiM=limn→+∞un),doncM−εnemajorepasX.AuﬁnalMestlabornesupérieuredeX.Duthéorèmeprécédent,ondéduitquedansuncorpstotalementordonnéar-chimédienetcomplettoutélémentpositifadmetuneracinecarrée.Précisément,onalerésultatsuivant.Corollaire1.3.SoitKuncorpstotalementordonnéarchimédienetcom-plet.Pourtouty∈K+,ilexistex∈Ktelquey=x2.DémonstrationPoury∈K+,l’ensembleE=z∈K+,z2≤yestnonvide(ilcontient0)etmajoréparmax(1,y)(pour0≤y≤1etz>1,onaz2>1etz/∈E,doncE⊂[0,1];poury>1etz>y,onaz2>y2>yetz/∈E,doncE⊂[0,y]),donccetensembleadmetunebornesupérieurex∈K+(comme0∈E,onax≥0).Pourtoutn∈N∗,ilexistepardéﬁnitiondelabornesupérieureunélémentxndeEtelquex−1n<xn≤x,donc:x2<Å1n+xnã2=1n2+2xnn+x2n≤1n2+2xn+yetfaisanttendrenversl’inﬁni,onendéduitquex2≤y(dansKarchimédien,onalimn→+∞1n=0).Six2<y,delimn→+∞Åx+1nã2=x2,ondéduitquepournassezgrandonauraÅx+1nã2<y,soitquex+1n∈Eavecx=sup(E),cequiestimpossible.Auﬁnal,onax2=y.Poury=0,l’uniquesolutiondex2=yest0etpoury>0,onadeuxsolutionsxet−x(x2=z2équivautà(z−x)(z+x)=0,soitàz=±x).Lasolutionpositivexdel’équationy=x2estlaracinecarréedeynotée√y.Del’existencedelaracinecarrée,ondéduitquetoutmorphismedecorpsφ:K→Lentredeuxcorpstotalementordonnésarchimédiensetcompletsestcroissantdanslesensoùx≤ydansKentraîneφ(x)≤φ(y)dansL.Eneﬀet,commey−xestpositif,ilexistez∈K+telquey−x=z2,cequiimpliquequeφ(y)−φ(x)=φ(y−x)=φz2=(φ(z))2∈L+(lemme1.1).Untelisomorphismeestditisomorphismedecorpsordonnés.
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20Lecorpsdesnombresréels1.5UneconstructionducorpsdesréelsL’ensembleZ(Q)dessuitesdenombresrationnelsquiconvergentvers0étantunidéaldel’anneauCa(Q)dessuitesdeCauchydenombresrationnels(lemme1.4),onpeutdéﬁnirl’anneauquotientCa(Q)Z(Q),cetanneauétantcommutatifetunitaire.Onnoterarlaclassed’équivalenced’unesuiter=(rn)n∈N∈Ca(Q)modulol’idéalZ(Q).Onrappellequ’unesuites=(sn)n∈N∈Ca(Q)estdanslaclassed’équivalencersi,etseulementsi,lasuite(sn−rn)n∈Nconvergevers0.Onrappelleégalementquelesopérationsd’additionetdemultiplicationsurCa(Q)Z(Q)sontdéﬁniesparr+s=r+setr·s=r·spourr=(rn)n∈Nets=(sn)n∈NdansCa(Q),oùr+s=(rn+sn)n∈Netr·s=(rnsn)n∈N.Lemme1.8L’ensembleCa(Q)\Z(Q)dessuitesdeCauchydenombresration-nelsnonconvergentesvers0estcontenudansl’ensembledessuitesdeCauchyderationnelsquines’annulentjamaisàpartird’uncertainrang.DémonstrationSoitr=(rn)n∈N∈Ca(Q)\Z(Q).Comme(rn)n∈Nnetendpasvers0,ilexisteε0∈Q+,∗telquepourtoutn∈N,ilexisteφ(n)≥ntelquerφ(n)≥2ε0.LasuiterétantdeCauchy,ilexisten0∈Ntelque|rn−rm|<ε0pourtoutm≥n≥n0.Danslecasoùrφ(n0)≥2ε0,onarm>rφ(n0)−ε0≥ε0>0pourtoutm≥n0etdanslecasoùrφ(n0)≤−2ε0,onarm<rφ(n0)+ε0≤−ε0<0pourtoutm≥n0,cequinousditquedanstouslescasona|rm|>ε0>0pourtoutm≥n0.LasuiteÅ1n+1ãn∈NestdeCauchy,nes’annulejamais,maiscen’estpasunélémentdeCa(Q)\Z(Q).Théorème1.15.L’anneauquotientCa(Q)Z(Q)estuncorpscommutatif.DémonstrationIls’agitdevériﬁerquetoutélémentnonnuldel’anneauCa(Q)Z(Q)estinversible,cequisigniﬁequesi(rn)n∈NestunesuitedeCauchydenombresrationnelsquineconvergepasvers0,ilexistealorsunesuitedeCauchy(sn)n∈Ndenombresrationnelstellequelasuite(rnsn)n∈Nsoitéquivalenteàlasuiteconstanteégaleà1modulol’idéalZ(Q),cequisigniﬁeque(rnsn−1)n∈Nconvergevers0.Lelemme1.8nousditqu’ilexisteε0∈Q+,∗etn0∈Ntels|rn|>ε0>0pourtoutn≥n0.Ilenrésultequepourtoutn≥n0ettoutm≥n0,ona1rn−1rm=|rn−rm||rn||rm|⩽|rn−rm|ε20,cequiimpliquequelasuites=(sn)n∈Ndéﬁnieparsn=0pourn<n0etsn=1rnpourn⩾n0estdeCauchytellequernsn=1pourtoutn≥n0,donctelleque(rnsn−1)n∈Nconvergevers0.
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LecorpstotalementordonnéR21LecorpsCa(Q)Z(Q)estnotéRetonditquec’estlecorpsdesréels.Unréelxestdonclaclassed’équivalenced’unesuiter=(rn)n∈N∈Ca(Q)modulol’idéalZ(Q).L’applicationquiassocieàunnombrerationnelrlaclassed’équivalencedelasuiteconstanteégalàrdansR(restl’ensembledetouteslessuitesrationnellesdeCauchyquiconvergeversr)réaliseuneinjectiondeQdansR,cequipermetd’identiﬁerQàunsous-corpsdeR.LecorpsRestdoncdecaractéristiquenulle.UnélémentdeR\Qestditirrationnel.L’exercice1.4nousdonneunexempledenombresréel(i.e.unélémentdeCa(Q)Z(Q))quiestirrationnel,àsavoirlaclassed’équivalencedelasuitenXk=01k!!n∈N.1.6LecorpstotalementordonnéROnpeutmunirRd’unerelationd’ordretotalprolongeantcelledeQetcom-patibleaveclastructuredecorps.Pourcefaire,onnoteCa+(Q)[resp.Ca−(Q)]l’ensembledessuitesdeCauchydenombresrationnelsr=(rn)n∈Ntellesquepourtoutε∈Q+,∗ilexistenε∈Ntelquern≥−ε[resp.rn≤ε]pourtoutn≥nε.Reprenantlapreuvedulemme1.8,onvériﬁequel’ensembleCa+(Q)\Z(Q)[resp.Ca−(Q)\Z(Q)]estcontenudansl’ensembledessuitesdeCauchyderation-nelsquisontàvaleursstrictementpositives[resp.àvaleursstrictementnégatives]àpartird’uncertainrang.Lemme1.9OnaCa+(Q)∩Ca−(Q)=Z(Q)etCa(Q)=Ca+(Q)∪Ca−(Q).DémonstrationUnesuiter=(rn)n∈NestdansCa+(Q)∩Ca−(Q)si,etseule-mentsi,pourtoutε∈Q+,∗ilexisteunentiernaturelnεtelquern≥−εetrn≤εpourtoutn≥nε,cequiéquivautà|rn|≤εpourtoutn≥nεetrevientàdirequelimn→+∞rn=0,soitquer∈Z(Q).Onadoncl’égalitéCa+(Q)∩Ca−(Q)=Z(Q).Soitr=(rn)n∈N∈Ca(Q).Sir∈Z(Q),elleestalorsdansCa+(Q)etdansCa−(Q).Sinon,avecladémonstrationdulemme1.8onavuqu’ilexisteunentiern0telquelesrnsonttousnonnulsetdemêmesigneàpartirdurangn0.Danslecasoùrn>0[resp.rn<0]pourtoutn≥n0,onarn≥−ε[resp.rn≤−ε]pourtoutε∈Q+,∗ettoutn≥n0,soitr∈Ca+(Q)[resp.r∈Ca−(Q)].LelemmequisuitnousditqueladéﬁnitiondeCa+(Q)[resp.deCa−(Q)]estcompatibleaveclarelationd’équivalencemoduloZ(Q).Lemme1.10Soitr=(rn)n∈NunesuitedeCauchydansCa+(Q)[resp.dansCa−(Q)].Toutesuites=(sn)n∈N∈Ca(Q)équivalenteàrmoduloZ(Q)estégalementdansCa+(Q)[resp.dansCa−(Q)].DémonstrationPourr∈Ca+(Q)ets∈r,onalimn→+∞(sn−rn)=0,doncpourtoutε∈Q+,∗,ilexistenε∈Ntelquern≥−ε2et|sn−rn|<ε2pourtoutn≥nε,cequinousdonnesn=rn+sn−rn≥rn−|sn−rm|≥−εpour












[image: background image]


22Lecorpsdesnombresréelstoutn≥nεetsigniﬁeques∈Ca+(Q).Onprocèdedemanièreanaloguepourr∈Ca−(Q).Lelemmeprécédentlégitimeladéﬁnitionquisuit.Déﬁnition1.13.Unréelx=restditpositif[resp.négatif]sir∈Ca+(Q)[resp.r∈Ca−(Q)].EnnotantπlasurjectioncanoniquedeCa(Q)surCa(Q)Z(Q),l’ensembledesréelspositif[resp.desréelsnégatif]estR+=πCa+(Q)[resp.R−=πCa−(Q)].Déﬁnition1.14.Soientx,ydeuxréels.Onditquexestinférieurouégalày,siy−x∈R+,cequel’onnotex≤y.Théorème1.16.Larelation≤estunerelationd’ordretotalsurRcompatibleaveclesopé-rationsd’additionetdemultiplication(Restuncorpstotalementordonné).DémonstrationIlnoussuﬃtdevériﬁerquel’ensembleP=R+vériﬁelesconditions(1.1)duthéorème1.2.Ona−Ca+(Q)=Ca−(Q),donc:P∩(−P)=πCa+(Q)∩Ca−(Q)=π(Z(Q))=0DeCa(Q)=Ca+(Q)∪Ca−(Q),ondéduitque:P∪(−P)=πCa+(Q)∪Ca−(Q)=π(Ca(Q))=RDufaitqueCa+(Q)+Ca+(Q)=Ca+(Q),ondéduitque:P+P=πCa+(Q)+Ca+(Q)=πCa+(Q)=R+IlresteenﬁnàmontrerqueP·P⊂P.Soientdoncx,ydansP.Six=0ouy=0,onaalorsxy=0∈P.Sixetysontnonnuls,ilssontalorsreprésentésparr=(rn)n∈Nets=(sn)n∈NdansCa+(Q)\Z(Q),doncilexisten0∈Ntelquern>0,sn>0pourtoutn≥n0etpourtoutε∈Q+,∗,onarnsn>0>−ε,cequinousditquexy∈P.Larelationd’ordre≤surRprolongebiencellequel’onconnaîtsurQ.Eneﬀet,pourr≤ssurQ,onas−r∈Q+⊂Ca+(Q),doncs−r=s−r∈R+etr≤sdansR.SurlecorpstotalementordonnéRonpeutdoncdéﬁnirlavaleurabsoluepar|x|=max(x,−x).Lemme1.11Pourtoutréelx=r,oùr=(rn)n∈NestunesuitedeCauchydenombresrationnels,ona|x|=|r|oùonanoté|r|=(|rn|)n∈N.
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LecorpstotalementordonnéR23DémonstrationLasuite(rn)n∈NétantdeCauchydansQ,ilenestdemêmedelasuite(|rn|)n∈N(théorème1.11).Précisément,cettesuiteestdansCa+(Q).Sir∈Z(Q),onaalorsx=0et|r|∈Z(Q)(théorème1.9),donc|x|=0=|r|.Sir∈Ca+(Q)\Z(Q),ilexistealorsn0∈Ntelquern>0pourtoutn≥n0,donc|rn|−rn=0pourtoutn≥n0et|r|−r∈Z(Q),soit|x|=x=r=|r|(xestpositifcarr∈Ca+(Q),donc|x|=x).Sir∈Ca−(Q)\Z(Q),ilexistealorsn0∈Ntelquern<0pourtoutn≥n0,donc|rn|+rn=0pourtoutn≥n0et|r|+r∈Z(Q),soit|x|=−x=−r=|r|(xestnégatifcarr∈Ca−(Q),donc|x|=−x).Théorème1.17.LecorpsRdesnombresréelsestarchimédien.DémonstrationSoienta∈R+,∗,b∈R+etr=(rn)n∈N∈Ca(Q)unreprésen-tantduréelba.LasuiterquiestdeCauchydansQestbornéedanscecorps,cequisigniﬁequ’ilexisteunrationnelM=pqoù(p,q)∈N×N∗telque−M≤rn≤Mpourtoutn∈N.Lasuite(M−rn)n∈NderationnelspositifsétantdansCa+(Q),leréelM−baqu’ellereprésenteestpositif,doncM=pq≥ba,soitpa≥qb≥bet(p+1)a>b.Duthéorème1.12etduprécédent,ondéduitqueQestdensedansR.Onendéduitégalementquepourtoutréelxilexisteununiqueentierrelatifntelquen≤x<n+1,cetentiernestlapartieentièredex.Théorème1.18.ToutesuitedeCauchydenombresrationnelsconvergedansR.DémonstrationSoitr=(rn)n∈NunesuitedeCauchydenombresrationnels,c’est-à-direunélémentdeCa(Q)etx=rleréelqu’ellereprésente.Nousallonsmontrerquelasuite(rn)n∈N(ouplusprécisément(rn)n∈N)convergeversxdansR.Pourtoutδ∈Q+,∗,ilexistenδ∈Ntelque|rm−rn|<δpourtoutn≥nδettoutm≥nδdansN.Pourm≥nδdonné,onax−rm=r−rm=(rn−rm)n∈Net|x−rm|=(rn−rm)n∈N=(|rm−rn|)n∈N<δ(onaδ−|rm−rn|>0pourtoutn≥nδ,donc(δ−|rm−rn|)n∈NestdansCa+(Q)).CommeQestdensedansR,pourtoutε∈R+,∗,ilexisteδε∈Q+,∗telque0<δ<εetnε∈Ntelque|x−rm|<δ<εpourtoutm≥nε,cequinousditquex=limn→+∞rndansR.Théorème1.19.LecorpsRdesnombresréelsestcomplet.
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24LecorpsdesnombresréelsDémonstrationSoit(un)n∈NunesuitedeCauchydansR.PardensitédeQdansR,ilexistepourtoutn∈Nunrationnelrn∈Qtelque|un−rn|<1n+1.Pourtousm>ndansN,ona:|rm−rn|≤|rm−um|+|um−un|+|un−rn|≤1m+1+|um−un|+1n+1≤2n+1+|um−un|cequiimpliquequelasuite(rn)n∈NdenombresrationnelsestdeCauchy,doncconvergenteversunréelℓ.Pourtoutn∈Nonaalors:|ℓ−un|≤|ℓ−rn|+|rn−un|≤|ℓ−rn|+1n+1→n→+∞0c’est-à-direquelasuite(xn)n∈NconvergeversℓdansR.Enrésumé,onalerésultatsuivant.Théorème1.20.LecorpsRdesnombresréelsesttotalementordonné,archimédienetcomplet.Decethéorèmeetduthéorème1.14,ondéduitlespropriétéssuivantesdeR:•pourtoutréelxilexisteununiqueentierrelatifntelquen≤x<n+1(n=[x]estlapartieentièredex);•toutréelstrictementpositifadmetdeuxracinescarréesopposées(remarqueaprèslecorollaire1.3);•QestdensedansR;•toutepartienonvideetmajorée[resp.minorée]deRadmetunebornesupérieure[resp.uneborneinférieure].Lesrésultatssurlessuitesd’élémentsd’uncorpstotalementordonnésontbienentenduvalablespourlessuitesréelles.Enrésumé,onalesrésultatssuivants:•toutesuiteextraited’unesuiteconvergenteconvergeverslamêmelimite;•|un−ℓ|≤εnetlimn→+∞εn=0entraînentlimn→+∞un=ℓ;•limn→+∞(un)=ℓentraînelimn→+∞(|un|)=|ℓ|;•limn→+∞(un)>limn→+∞(vn)entraîneun>vnàpartird’uncertainrang;•un≤vnàpartird’uncertainrangentraîneℓ≤ℓ′;•limn→+∞(un)=limn→+∞(vn)etun≤wn≤vnàpartird’uncertainrangen-traînentlimn→+∞(wn)=ℓ;•detoutesuiteréelle,onpeutextraireunesous-suitemonotone;•unesuitedeCauchyréelleestconvergentesi,etseulementsi,onpeutenextraireunesous-suiteconvergente.
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LecorpstotalementordonnéR25AvecdepluslecaractèrearchimédienetcompletdeR,onalesrésultatssui-vants:•toutesuiteréellecroissantemajorée[resp.minorée]estconvergente;•théorèmedessuitesadjacentes:deuxsuitesréellesadjacentesconvergentverslamêmelimite;•théorèmedessegmentsemboîtés:pourtoutesuite([un,vn])n∈NdesegmentsemboîtésdansRtellequelimn→+∞(vn−un)=0,ilexisteununiqueréelℓtelque\n∈N[un,vn]={ℓ};•théorèmedeBolzano-Weierstrass:detoutesuiteréellebornéeonpeutextraireunesous-suiteconvergente.LethéorèmedessegmentsemboîtéspeutêtreutiliserpourmontrerqueRn’estpasdénombrable.Théorème1.21.Rn’estpasdénombrable.DémonstrationIlsuﬃtdemontrerque[0,1]n’estpasdénombrable.Danslecascontraire,ilexisteunebijectionφ:N→[0,1].EncoupantI=[0,1]entroissegmentsdemêmelongueur,ilenexisteunquel’onnoteI0quinecontientpasφ(0).OncoupeensuiteI0entroissegmentsdemêmelongueurennotantI1l’undecessegmentsquinecontientparφ(1).Parrécurrence,onconstruitainsiunesuitedesegmentsemboîtés(In)n∈Ntelleque,pourtoutn∈N,Innecontientpasφ(n)etInestdelongueur13n,ondéduitalorsduthéorèmedessegmentsemboîtésque\n∈NIn={x}avecx∈[0,1]etx̸=φ(n)pourtoutn∈N,cequicontreditladéﬁnitiondeφ.Parmilessuitesréellesdivergentes,ontraiteàpartcellesquitendentversl’inﬁni.Déﬁnition1.15.Soit(un)n∈Nunesuiteréelle.Onditque(un)n∈Ntendvers+∞[resp.vers−∞],si:∀M∈R,∃n0∈N;∀n≥n0,un>M[resp.∀m∈R,∃n0∈N;∀n≥n0,un<m]Onnotealorslimn→+∞un=+∞ouun→n→+∞+∞[resp.limn→+∞un=−∞ouun→n→+∞−∞].Unesuitequitendversl’inﬁni(i.e.vers+∞ou−∞)estnonbornéedoncdivergente.Unesuitequitendvers+∞[resp.vers−∞]estnécessairementpositive[resp.négative]àpartird’uncertainrang.
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26LecorpsdesnombresréelsSiun=1vnavecvn>0pourtoutn∈N,onaalorslimn→+∞un=0si,etseulementsi,limn→+∞vn=+∞.1.7UnicitéducorpsdesréelsUncorpsdenombresréelstotalementordonnéarchimédienetcomplet,peutêtreconstruitdediversesmanières.OnpeututiliserlescoupuresdeDedekind(voir[4])oulesnombresdécimaux(voir[7]).LecorpsobtenuestdanstouslescasisomorpheàceluiquenousavonsobtenuàpartirdessuitesdeCauchydenombresrationnels.Pourprouvercerésultat,nousauronsbesoindulemmequisuit.Lemme1.12L’identitéestl’uniquemorphismedecorpsdeRdansluimême.DémonstrationSif:R→Restunmorphismeducorps,ilestalorsimpair(puisqu’unmorphismedegroupesadditifsestimpair)etcroissant(conséquenceducorollaire1.3).Def(1)=1,ondéduitparrécurrencesurnquef(n)=npourtoutn∈N.Enécrivantpourtoutn∈N∗que1=fÅn1nã=nfÅ1nã,ondéduitquefÅ1nã=1n.Ilenrésultequepourtoutrationnelpositifr=pq,avecp∈Netq∈N∗,onaf(r)=pfÅ1qã=pq.Enﬁnavecl’imparitédef,ondéduitquecedernierrésultatestencorevraipourlesrationnelsnégatifs.Onadoncf(r)=rpourtoutr∈Q.PardensitédeQdansRonpeuttrouverpourtoutréelxettoutn∈N∗desrationnelsrnetsntelsquex−1n<rn<x<sn<x+1n,cequinousdonneparcroissancedef,f(x)−1n≤rn≤sn≤f(x)+1netfaisanttendrenversl’inﬁni,onendéduitquef(x)=x.Théorème1.22.SiKestuncorpstotalementordonnéarchimédienetcomplet,ilexistealorsununiqueisomorphismedecorpsordonnésdeKsurR.DémonstrationOnrappellequelesous-corpspremierd’uncorpstotalementordonnéestidentiﬁéàQ.SoitKuncorpscommutatiftotalementordonnéarchimédienetcomplet.DucaractèrearchimédiendeK,ondéduitqueQestdensedansK(théorème1.12),doncpourtoutx∈Kilexisteunesuiter=(rn)n∈Ndenombresrationnelstellequex=limn→+∞rndansK.Sir′=(r′n)n∈Nestuneautresuitedenombresrationnelsquiconvergeversx,lasuiter′−restdelimitenulle,doncdansZ(Q)etonar=r′dansR=Ca(Q)Z(Q)(lessuitesretr′quisontconvergentessontdeCauchy).Onpeutdoncdéﬁnirl’applicationφ:K→Rparφ(x)=retonvériﬁefacilementquec’estunmorphismedecorpsetcommetoutmorphismedecorps,ilestinjectif(sonnoyauestunidéalstrictdeKcarφestnonnuletleseulidéal
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Exercices27strictd’uncorpsest{0}).Untelmorphismeestégalementcroissant.Pourtouty=r∈Roùr∈Ca(Q),lasuiterdenombresrationnelsquiestdeCauchydansQl’estégalementdansK.Eneﬀet,pourtoutε∈K+,∗,ilexisteδ∈Q+,∗telque0<δ<ε(densitédeQdansK)etnδ∈Ntelque|rm−rn|<δ<εpourtouslesentiersm>n>nδ.CommeKestcomplet,lasuiterconvergedansKversunélémentxquiesttelquey=φ(x).Lemorphismeφestdoncsurjectifetc’estunisomorphismedecorpsordonnésdeKsurR.SiψestunisomorphismedecorpsdeKsurR,lacomposéeφ◦ψ−1estalorsunmorphismedecorpsdeRdansluimême,soitl’identitéd’aprèslelemme1.12,cequisigniﬁequeψ=φ.1.8ExercicesExercice1.1.Montrerqu’uncorpsalgébriquementclosnepeutêtreto-talementordonné.Solution.SoitKuncorpsalgébriquementclosetiuneracinedupolynômeX2+1=0.SupposonsqueKsoittotalementordonné.Danslecasoùi≥0[resp.oùi≤0],ona0=0·i≤i2=−1[resp.−i≥0et0=0·(−i)≤(−i)2=−1]et1=1+0≤1+(−1)=0,cequiestimpossible.Exercice1.2.SoientA,Bdeuxpartiesnonvided’uncorpstotalementordonnéKadmettantdesbornesinférieureetsupérieure.Montrerque−A,A∪BetA+Badmettentdesbornesinférieureetsupérieureetqu’ona:sup(−A)=−inf(A),inf(−A)=−sup(A)sup(A∪B)=max(sup(A),sup(B)),inf(A∪B)=min(inf(A),inf(B))A⊂B⇒inf(B)≤inf(A)etsup(A)≤sup(B)sup(A+B)=sup(A)+sup(B),inf(A+B)=inf(A)+inf(B)Solution.1.Pourtouty=−x∈−Aoùx∈A,ona−y≥inf(A),soity≤−inf(A),cequinousditque−inf(A)estunmajorantde−A.Pourtoutε∈K+,∗,ilexistex∈Atelqueinf(A)≤x<inf(A)+ε,donc−x∈−Aesttelque−inf(A)−ε<−x≤−inf(A)et−inf(A)estlabornesupérieurede−A.Demanièreanalogue,onvériﬁeque−sup(A)estlaborneinférieurede−A.2.Onsupposequemax(sup(A),sup(B))=sup(B)(l’ordreesttotal).Pourtoutx∈A∪B,onasoitx∈Aetx≤sup(A)≤sup(B),soitx∈Betx≤sup(B),doncsup(A∪B)≤sup(B).Pourtoutε∈K+,∗,ilexistex∈B⊂A∪Btelquesup(B)−ε<x≤sup(B),doncsup(A∪B)=sup(B).Onmontredemanièreanaloguequeinf(A∪B)=min(inf(A),inf(B)).3.Pourtoutx∈A⊂B,onainf(B)≤x≤sup(B),cequientraînepardéﬁnitiondesbornesinférieureetsupérieurequeinf(B)≤inf(A)etsup(A)≤sup(B).4.NotonsM=sup(A)etM′=sup(B).Pourtoutz=x+yavec(x,y)∈A×B,onaz≤M+M′.Pourtoutε∈K+,∗,onpeuttrouverx∈Aety∈Btels
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28LecorpsdesnombresréelsqueM−ε2<x≤MetM′−ε2<y≤M′,doncz=x+y∈A+BesttelqueM+M′−ε<z≤M+M′.LeréelM+M′estdonclabornesupérieuredeA+B.Demanièreanalogue,onvériﬁequeinf(A)+inf(B)estlaborneinférieuredeA+B.Exercice1.3.Montrerquelesous-ensembleX=r∈Q,r2<2deQestnonvideetmajoré,maisn’apasdebornesupérieuredansQmunidel’ordreusuel.Solution.IlestclairqueXestnonvide(parexemple0∈X)etmajoré(pourr∈X,onar≤2carr>2donner2>4).SiXadmetunebornesupérieureM∈Q,onaalorsM≥1(car1∈X)etpourtoutentiern≥1,ilexister∈Xtelque0≤M−1n<r≤M,doncÅM−1nã2<r2<2,cequinousdonneM2−2<2Mn−1n2.Faisanttendrenversl’inﬁni,onendéduitqueM2≤2.D’autrepart,commeMestmajorantdeX,onaM+1n/∈Xpourtoutn∈N∗,doncÅM+1nã2≥2etfaisanttendrenversl’inﬁni,onendéduitqueM2≥2.Auﬁnal,onaM∈QetM2=2,cequin’estpaspossible.Eneﬀet,enécrivantM=pqavecp,qentiersnaturelsnonnulspremiersentreeux,onap2=2q2quientraînequepestpair,soitp=2p1etq2=2p21entraîneqpair,cequicontreditlefaitquepetqsontpremiersentreeux.Exercice1.4.Montrerquelasuite(rn)n∈N=nXk=01k!!n∈NdenombresrationnelsestdeCauchy,maisnonconvergentedansQ.Solution.OnvériﬁefacilementquecettesuiteestbiendéﬁnieetàvaleursdansQ.Pourm>n>2,ona:|rm−rn|=mXk=n+11k!=1(n+1)!Å1+1n+2+···+1(n+2)···(m−1)mã≤1(n+1)!m−n−1Xk=01(n+2)k≤1(n+1)!11−1n+2=n+2(n+1)2n!≤1ncequiimpliqueque(rn)n∈NestdeCauchy.Supposonsqu’ellesoitconvergenteversunrationnelr=pqoùp,qsontdeuxentiersstrictementpositifspremiersentreeux.Pourtoutn>q,lenombrepn=n!(r−rn)=n!limm→+∞(rm−rn)estunentierstrictementpositifavec0<n!(rm−rn)≤n+2(n+1)2≤12pourm>n≥2,
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Exercices29cequiimplique0<pn<1dansN,soituneimpossibilité.Lasuite(rn)n∈NestdoncnonconvergentedansQ.Exercice1.5.Soit(K,≤)uncorpstotalementordonné.Pourtoutpoly-nômeP∈K[X],onnote:d(P)=0siP=0ansiP(X)=nXk=0akXkestdedegrénOnécrittoutefractionrationnelleRdansK(X)souslaformeR=PQavecP,QdansK[X]etQnonnulunitaire.Ondéﬁnitlarelation≤surK(X)par:ÅP1Q1≤P2Q2ã⇔(d(Q1P2−P1Q2)≥0)Montrerquecetterelationestbiendéﬁnieetque(K(X),≤)uncorpsto-talementordonnénonarchimédien.Solution.1.Pourvériﬁerquelarelation≤estbiendéﬁnie,ils’agitdemontrerquesadéﬁ-nitionnedépendpasdeschoixdesnumérateursetdénominateursdesfractionsrationnellesconcernées.SoientR1=P1Q1=U1V1etR2=P2Q2=U2V2dansK(X).Supposonsqued(Q1P2−P1Q2)≥0.LespolynômesQ1Q2etV1V2étantuni-taires,onacomptetenudeségalitésP1V1=U1Q1etP2V2=U2Q2:d(V1U2−V2U1)=d(Q1Q2(V1U2−V2U1))=d(Q1V1U2Q2−Q2V2U1Q1)=d(Q1V1P2V2−Q2V2P1V1)=d(V1V2(Q1P2−P1Q2))=d(Q1P2−P1Q2)≥0Larelation≤estdoncbiendéﬁnie.2.Cetterelationestd’ordre.Eneﬀet,ona:•PQ≤PQcard(0)=0;•siP1Q1≤P2Q2etP2Q2≤P1Q1,onaalors0≤d(Q1P2−P1Q2)≤0,doncQ1P2−P1Q2=0,soitP1Q1=P2Q2;•siP1Q1≤P2Q2etP2Q2≤P3Q3alorsßd(Q3(Q1P2−P1Q2))=d(Q1P2−P1Q2)≥0d(Q1(Q2P3−P2Q3))=d(Q2P3−P2Q3)≥0(Q1etQ2sontunitaires)etenajoutantonobtient:d(Q1P3−P1Q3)=d(Q2(Q1P3−P1Q3))≥0
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30Lecorpsdesnombresréels(lasommededeuxpolynômesdecoeﬃcientdominantpositifestunpoly-nômedemêmenature),cequiéquivautàP1Q1≤P3Q3.3.L’ordreesttotalpuisqu’ilesttotalsurK.4.SiP1Q1≤P2Q2etP3Q3∈K(X),onaalorsPjQj+P3Q3=PjQ3+P3QjQjQ3pourj=1,2et:d(Q1Q3(P2Q3+P3Q2)−Q2Q3(P1Q3+P3Q1))=d(Q1(P2Q3+P3Q2)−Q2(P1Q3+P3Q1))=d(Q1P2Q3−Q2P1Q3)=d(Q1P2−Q2P1)≥0DemêmepourP3Q3≥0,onaPjQjP3Q3=PjP3QjQ3pourj=1,2et:d(P2P3Q1Q3−P1P3Q2Q3)=d(P3)d(P2Q1−P1Q2)≥0puisqued(P3)≥0.L’ordreestdoncbiencompatibleaveclastructuredecorpsdeK(X).5.Pourtoutn∈N∗onad(X−n)=1>0,doncX>n,soit1n>1Xavec1Xdans(K(X))+,∗.LasuiteÅ1nãn∈N∗nepeutdoncconvergervers0etenconséquence,K(X)n’estpasarchimédien.
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Pourcechapitre,Eestunensemblenonvide.2.1Distances,espacesmétriquesettopologieDéﬁnition2.1.UnedistancesurEestuneapplicationd:E2→Rtellequepourtousx,y,zdansE,onait:•d(x,y)=0si,etseulementsi,y=x(propriétédeséparation);•d(y,x)=d(x,y)(propriétédesymétrie);•d(x,z)≤d(x,y)+d(y,z)(inégalitétriangulaire).Lecouple(E,d)estunespacemétrique.UnedistancesurEestnécessairementàvaleurspositives.Eneﬀet,pourtout(x,y)∈E2ona0=d(x,x)≤d(x,y)+d(y,x)=2d(x,y),doncd(x,y)≥0.Exemples2.1•LavaleurabsoluesurR[resp.lemodulesurC]induitunedistanceenpo-santd(x,y)=|y−x|pourtousx,ydansR[resp.dansC].Saufprécisioncontraire,RetCserontmunisdecettedistance.•SurR=R∪{−∞,+∞}l’applicationd:(x,y)7→|arctan(y)−arctan(x)|enconvenantquearctan(±∞)=±π2,déﬁnitunedistancequiestbornée(onad(x,y)≤πpourtousx,ydansR).•SidestunedistancesurEetYestunepartienonvidedeE,larestrictiondedàY2déﬁnitalorsunedistancesurY(distanceinduite).•SifestunefonctiondeEdansR,l’applicationdf:(x,y)7→|f(y)−f(x)|estunedistancesurEsi,etseulementsi,festinjective(exercice2.1).•Sin≥2estunentieret(E1,d1),···,(En,dn)sontdesespacesmétriques,alorslesapplicationsδ∞etδ1déﬁniessurleproduitcartésienE=nYk=1Ek
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32Espacesmétriquesenposantδ∞(x,y)=max1≤k≤ndk(xk,yk)etδ1(x,y)=nXk=1dk(xk,yk)pourtousx=(xk)1≤k≤nety=(yk)1≤k≤ndansEsontdesdistancessurE.•Enparticulier,pourtoutn∈N∗,ondéﬁnitdesdistancessurRnenposant:d∞(x,y)=max1≤k≤n|yk−xk|etd1(x,y)=nXk=1|yk−xk|pourtousx=(xk)1≤k≤nety=(yk)1≤k≤ndansRn.•Surl’ensembleE=[0,1]Ndessuitesréellesàvaleursdans[0,1](lecubedeHilbert)ensedonnantunesérieàtermesréelsstrictementpositifsXαnconvergente(voirlechapitre4),l’applicationquiassocieàtoutecouple(x,y)d’élémentsdeEleréel+∞Xn=0αn|yn−xn|déﬁnitunedistancebornée(pourtoutessuitesx,ydansE,onad(x,y)≤2+∞Xn=0αn).Del’inégalitétriangulaire,ondéduitquepourtousx,y,zdansunespacemé-trique(E,d),ona|d(x,z)−d(y,z)|≤d(x,y)(deuxièmeinégalitétriangulaire).Celarésulteded(x,z)≤d(x,y)+d(y,z)etd(y,z)≤d(y,x)+d(x,z).Onendéduitaussiparrécurrencequesi(xk)1≤k≤nestunesuiteden≥2pointsdeE,onaalorsd(x1,xn)≤n−1Xk=1d(xk,xk+1)(inégalitépolygonale).Déﬁnition2.2.Deuxdistancesdetd′surEsontditeséquivalentes,s’ilexistedeuxconstantesréellesαetβstrictementpositivestellesque:∀(x,y)∈E2,αd(x,y)≤d′(x,y)≤βd(x,y)Ondéﬁnitainsiunerelationd’équivalencesurl’ensembledesdistancesdeE.Pourlasuitedeceparagraphe,(E,d)estunespacemétriquequel’onnoterasimplementEquandiln’yapasd’ambiguïté,ladistancedétantdonnée.Déﬁnition2.3.PourtoutepartienonvideAdeEettoutx∈E,ondéﬁnitrespectivementlediamètredeAetladistancedexàApar:δ(A)=sup(x,y)∈A2d(x,y),d(x,A)=infa∈Ad(x,a)Onconvientqueδ(∅)=0.d(x,A)estunélémentdeR+(borneinférieured’unepartienonvidedeRminoréepar0)etδ(A)estunélémentR+=R+∪{+∞}.Pourtoutx∈A,onad(x,A)=0,maislaréciproqueestfausse.ParexemplepourA=]0,1]⊂R,onad(0,A)=0et0/∈A(voiraussilethéorème2.7).
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Distances,espacesmétriquesettopologie33Déﬁnition2.4.Onditqu’unepartienonvideAdeEestbornée,sisondiamètreδ(A)estﬁni.OnvériﬁefacilementquepourtoutepartienonvideAdeEettouspointsx,ydansE,ona|d(x,A)−d(y,A)|≤d(x,y).Pourtouta∈Eettoutr∈R+,∗,onnoteB(a,r)={x∈E,d(x,a)<r},B(a,r)={x∈E,d(x,a)≤r}L’ensembleB(a,r)[resp.B(a,r)]estlabouleouverte[resp.laboulefermée]decentreaetderayonr.Lasphèredecentreaetderayonrestl’ensemble:S(a,r)=B(a,r)\B(a,r)={x∈E,d(x,a)=r}Exemple2.1Surl’ensembleRdesréelsmunideladistanceassociéeàlava-leurabsolue,lesboulesouvertes[resp.fermées]sontlesintervallesdelaforme]a−r,a+r[[resp.delaforme[a−r,a+r]].DemanièreplusgénéralesurRnmunideladistanced∞,lesboulesouvertes[resp.lesboulesfermées]sontlespa-vésdelaformenYk=1]ak−r,ak+r[[resp.lespavésdelaformenYk=1[ak−r,ak+r]].Déﬁnition2.5.Onappellevoisinaged’unpointadeEtoutepartieVdeEquicontientunebouleouvertedecentreaetderayonr>0.Déﬁnition2.6.Unsous-ensembleOdeEestditouverts’ilestvideounonvideetvoisinagedechacundesespoints,cequisigniﬁequepourtoutx∈Oilexisterx∈R+,∗telqueB(x,rx)⊂O.Unsous-ensembleFdeEestditfermésisoncomplémentaireE\Festunouvert.UnouvertnonvidedeEestuneréuniondeboulesouvertes:O=[x∈OB(x,rx).SiFestunferménonvidedeE,unélémentxdeEappartientàl’ensembleFsi,etseulementsi,d(x,F)=0.Eneﬀet,pourx∈F,ond(x,F)=0queFsoitferméoupas.Six/∈F,ilestalorsdansl’ouvertE\Fetilexisteunréelε>0telqueB(x,ε)⊂E\F,doncF⊂E\B(x,ε)etpourtouty∈F,onad(x,y)≥ε,cequiimpliquequequed(x,F)≥ε>0.Exemples2.2•L’ensemblevideetEsontàlafoisouvertsetfermésdansE.•Unebouleouverte[resp.uneboulefermée]deEestunouvert[resp.unfermé].Eneﬀet,pourtoutx∈B(a,r),onar′=r−d(a,x)>0etB(x,r′)⊂B(a,r)(onad(y,a)≤d(y,x)+d(x,a)<r′+d(x,a)=rpourtouty∈B(x,r′)).Demêmepourx∈E\B(a,r),onar′=d(a,x)−r>0etB(x,r′)⊂E\B(a,r)(onad(y,a)≥d(x,a)−d(x,y)>d(a,x)−r′=rpourtouty∈B(x,r′)).
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34Espacesmétriques•Toutintervalleouvert[resp.fermé]deRestunouvert[resp.unfermé].•Unintervalle[a,b[oùa<bsontdeuxréels,n’estniouvertnifermédansR.•SurRnmunideladistanced∞,unpavéouvertnYk=1]ak,bk[[resp.unpavéferménYk=1[ak,bk]]estunouvert[resp.unfermé].•PourtoutepartienonvideAdeEettoutréelstrictementpositifr,l’ensembleVr(A)={x∈E,d(x,A)<r}estunouvertquicontientA.Eneﬀet,ilestclairqueVr(A)contientA(onad(x,A)=0pourx∈A)etpourtoutxdansVr(A),onar′=r−d(A,x)>0etB(x,r′)⊂Vr(A)(poury∈B(x,r′)onad(y,A)≤d(y,x)+d(x,A)<r′+d(x,A)=r).Théorème2.1.Uneréunionquelconqued’ouvertsetuneintersectionﬁnied’ouvertssontdesouvertsdeE.UneréunionﬁniedefermésetuneintersectionquelconquedeferméssontdesfermésdeE.DémonstrationSi(Oi)i∈Iestunefamillequelconqued’ouvertsnonvides(lesOividespeuventêtresupprimésdelaréunion)etxunélémentdeO=[i∈IOi,ilexistealorsunréelri0>0telqueB(x,ri0)⊂Oi0⊂O,doncOestouvert.Si(Ok)1≤k≤nestunefamilleﬁnied’ouvertsnonvides(lecasoùl’undesOkestvideesttrivial)etxunélémentdeO=n\k=1Ok,ilexistealorsdesréelrk>0,telsqueB(x,rk)⊂Okpourtoutkcomprisentre1etn.Leréelr=min1≤k≤nrkestalorsstrictementpositifetB(x,r)⊂n\k=1B(x,rk)⊂O,doncOestouvert.Lerésultatsurlesferméss’endéduitparpassageaucomplémentaire.Uneintersectioninﬁnied’ouvertsn’estpasnécessairementunouvertcommelemontrel’exemplede\n∈N∗ò−1n,1nï={0}dansRquiestferménonouvert.Demanièreplusgénérale,l’intersectiondetouteslesboulesouvertesdecentrea,\r∈R+,∗B(a,r)={a}n’estpasouvertedansE.Uneréunioninﬁniedefermésn’estpasnécessairementunfermécommelemontrel’exemplede[n∈N∗ï1n,+∞ï=]0,+∞[dansRquiestouvertnonfermé.Cesdeuxexemplessontdescasparticuliersduthéorèmequisuit.
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Distances,espacesmétriquesettopologie35Théorème2.2.ToutfermédeEpeuts’écrirecommel’intersectiond’unesuitedécrois-santed’ouvertsettoutouvertpeuts’écrirecommelaréuniond’unesuitecroissantedefermés.DémonstrationSoitFunsous-ensemblefermédeE.Pourtoutentierna-turelnonnuln,l’ensembleV1n(F)=ßx∈E,d(x,F)<1n™estunouvertquicontientF(voirlesexemples2.2)etonaF=\n∈N∗V1n(F).Eneﬀet,commeFestcontenudanstouslesV1n(F),ilestcontenudansl’intersectionetpourtoutx∈\n∈N∗V1n(F),onad(x,F)=0,cequiéquivautàdirequex∈FcarFestfermé.Depluspourtoutn∈N∗,onaV1n+1(F)⊂V1n(F),cequisigniﬁequelasuiteÄV1n(F)än∈N∗estdécroissante.Parpassageaucomplémentaire,onalerésultatannoncésurlesouverts:E\O=\n∈N∗V1n(E\O)etO=[n∈N∗ÄE\V1n(E\O)äavecE\V1n(E\O)=ßx∈E,d(x,E\O)≥1n™.Théorème2.3.PourtoutepartienonvideYdeE,lesouverts[resp.lesfermés]de(Y,d)sontlesensemblesdelaformeO∩Y[resp.F∩Y]oùO[resp.F]estunouvert[resp.unfermé]deE(ouvertsetferméspourlatopologieinduite).DémonstrationPourl’ensemblevidec’estclair.SiO′estunouvertnonvidede(Y,d),onaalorsO′=[x∈O′BY(x,rx)oùonanotéBY(x,rx)={y∈Y,d(y,x)<rx}=B(x,rx)∩Y,cequinousdonneO′=[x∈O′B(x,rx)!∩Y=O∩YoùO=[x∈O′B(x,rx)estouvertdansEcommeréuniond’ouverts.RéciproquementsiO̸=∅estouvertdansEetx∈O′=O∩Y,ilexistealorsrx∈R+,∗telqueB(x,rx)⊂OetBY(x,rx)=B(x,rx)∩Yestunebouleouvertede(Y,d)contenuedansO′,cequinousditqueO′estouvertdans(Y,d).UnferméF′de(Y,d)s’écritF′=Y\O′oùO′estunouvertde(Y,d),doncO′=O∩YoùOestunouvertdeEetF′=Y\(O∩Y)=(E\O)∩Y=F∩YoùF=E\OestunfermédeE.Réciproquement,siF=E\OestunfermédeEoùOestunouvertdeE,alorsF′=F∩Y=(E\O)∩Y=Y\(O∩Y)estunferméde(Y,d).Unouvertpourlatopologieinduitedans(Y,d)n’estpasnécessairementouvertdans(E,d).ParexempleYestouvertdans(Y,d),maispasobligatoirementdans
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36Espacesmétriques(E,d).Pourunexemplemoinstrivial,onpeutconsidérer]1,2]quiestouvertdansY=]0,2]etpasdansR.DanslecasoùYestunouvertdeE,lesouvertsde(Y,d)pourlatopologieinduitelesontdans(E,d).Surl’ensembleRdesréelsmunideladistanceassociéeàlavaleurabsolue,onalerésultatsuivant.Théorème2.4.ToutouvertdeRestréuniondénombrabled’intervallesouverts.DémonstrationSoitOunouvertnonvidedeR(∅estl’intervalleouvert]a,a[pourn’importequelréela).CommeOestouvert,pourtoutx∈Oilexisteunréelrx>0telqueB(x,rx)=]x−rx,x+rx[⊂Oetpournx∈N∗telque1nx<rx(Restarchimédien),onaòx−1nx,x+1nxï⊂O.DeladensitédeQdansR,ondéduitquel’intervalleòx−12nx,x+12nxïcontientunnombrera-tionnelqxetonax−12nx<qx<x+12nx,soitqx−12nx<x<qx+12nxouencorex∈òqx−12nx,qx+12nxï,cedernierintervalleétantcontenudansòx−1nx,x+1nxï⊂Opuisquex+1nx−Åqx+12nxã=x+12nx−qx>0etqx−12nx−Åx−1nxã=qx−Åx−12nxã>0.Onadoncauﬁnalendési-gnantparφl’applicationquiassocieàtoutx∈Ouncouple(nx,qx),l’égalitéO=[(n,q)∈φ(O)òq−12n,q+12nï,l’ensembled’indicesφ(O)⊂N×Qétantdé-nombrable.DemanièreplusgénéralesurRnmunideladistanced∞,onalerésultatquisuit.Théorème2.5.ToutouvertdeRnestréuniondénombrabledepavésouverts.DémonstrationSoitOunouvertnonvidedeRn.Pourtoutx=(xk)1≤k≤n∈Oilexisteunréelrx>0telqueB(x,rx)=nYk=1]xk−rx,xk+rx[⊂Oetpournx∈N∗telque1nx<rx,onanYk=1òxk−1nx,xk+1nxï⊂Opourtoutentierkcomprisentre1etn.Chaqueintervalleòxk−12nx,xk+12nxïcontientunnombrerationnelqx,ketonaxk∈òqx,k−12nx,qx,k+12nxï⊂òxk−1nx,xk+1nxïpour
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Distances,espacesmétriquesettopologie37toutkcomprisentre1etn,soit:x∈nYk=1òqx,k−12nx,qx,k+12nxï⊂nYk=1òxk−1nx,xk+1nxï⊂Oetendésignantparφl’applicationquiassocieàtoutx∈Ouncouple(nx,qx)oùqx=(qx,k)1≤k≤n,onaO=[(n,q)∈φ(O)BÅqx,12nãoùφ(O)⊂N×Qnestdénombrable.Déﬁnition2.7.SoitAunepartiedeE.L’intérieurdeAnoté◦A,estleplusgrandouvertdeEcontenudansA.L’adhérencedeAnotéeA,estlepluspetitfermédeEcontenantA.LafrontièredeAnotée∂Aestl’intersectiondeAetE\A.Onvériﬁefacilementquel’intérieurdeAestaussilaréuniondetouslesouvertsdeEcontenusdansAetquel’adhérencedeAestl’intersectiondetouslesfermésdeEquicontiennentA.UnpointxdeEestdans◦Asi,etseulementsi,ilexisteunréelε>0telqueB(x,ε)⊂A.Eneﬀet,six∈◦Ailexistealorsε∈R+,∗telqueB(x,ε)⊂◦A⊂A.Réciproquements’ilexisteε∈R+,∗telqueB(x,ε)⊂A,labouleouverteB(x,ε)estunouvertdeEcontenudansAetquicontientx,doncestcontenuedans◦Aetx∈◦A.L’adhérenced’unebouleouvertedansunespacemétriquen’estpasnécessai-rementlaboulefermée,c’est-à-direqueB(x,r)̸=B(x,r).ParexemplesidestladistancediscrètedéﬁniesurunensembleEayantaumoinsdeuxélémentspard(x,x)=0etd(x,y)=1pourx̸=y,onapourtoutx∈E,B(x,1)={x},B(x,1)={x}etB(x,1)=E.Nousverronsauchapitre3quedanslecasparti-culierd’unespacenormé,onal’égalitéB(x,r)=B(x,r).Théorème2.6.Pourtoutsous-ensembleAdeEonaE\A=E\◦A,∂A=A\◦A,◦˘E\A=E\Aet◦A⊂A[resp.A⊂A],cettedernièreégalitéétantréaliséesi,etseulementsi,Aestouvert[resp.Aestfermé].DémonstrationL’ensembleE\◦AestunferméquicontientE\A(◦Aestouvertet◦A⊂A,doncE\◦AestferméetE\A⊂E\◦A),cequiimpliquequeE\A⊂E\◦A.SiFestunferméquicontientE\A,alorsE\FestunouvertcontenudansA,doncdans◦AetFcontientE\◦A,doncE\◦AestlepluspetitferméquicontientE\A,soitl’adhérencedecedernierensemble.Auﬁnal,onaE\A=E\◦Aet
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38Espacesmétriques∂A=A∩ÅE\◦Aã=A\◦A.EnposantB=E\A,onaA=E\B=E\◦B,soitE\A=◦B=◦˘E\A.Pardéﬁnition,ona◦A=[i∈IOi⊂Aoù(Oi)i∈IestlafamilledetouslesouvertsdeEcontenusdansA.L’égalitéA=◦AnousditqueAestouvertcommeréuniond’ouverts.RéciproquementsiAestouvert,c’estalorsl’undesOietnécessairementonaA⊂◦A,cequidonnel’égalitéA=◦A.Demême,onaA⊂A=\j∈JFjoù(Fj)j∈JestlafamilledetouslesfermésdeEquicontiennentA.L’égalitéA=AnousditqueAestfermécommeintersectiondefermés.RéciproquementsiAestfermé,c’estalorsl’undesFjetnécessairementonaA=\j∈IFj⊂A,cequidonnel’égalitéA=A.Théorème2.7.L’adhérenced’unepartieAdeEestl’ensembledesélémentsxdeEtelsqued(x,A)=0,cequirevientàdirequex∈Asi,etseulementsi,pourtoutréelε>0,ilexistey∈Atelqued(x,y)<ε(soitqueA∩B(x,ε)̸=∅).DémonstrationIlrevientaumêmedemontrerqued(x,A)>0si,etseulementsi,x∈E\A.Siδ=d(x,A)>0,onaalorsd(x,y)≥δpourtouty∈AetE\B(x,δ)estunferméquicontientA,doncA⊂E\B(x,δ)etenconséquence,B(x,δ)⊂E\A,doncx∈E\A.Réciproquement,six∈E\A,commecetensembleestouvert,ilexisteunréelε>0telqueB(x,ε)⊂E\A,doncA⊂A⊂E\B(x,ε)etonad(x,y)≥εpourtouty∈A,cequiimpliquequed(x,A)≥ε>0.Duthéorèmeprécédent,ondéduitquex∈∂Asi,etseulementsi,pourtoutréelε>0,onaA∩B(x,ε)̸=∅etB(x,ε)\A̸=∅.Déﬁnition2.8.Onditqu’unepartieDdeEestdensedansEsiD=E,cequisigniﬁequepourtoutx∈Eettoutε>0,ilexistey∈Dtelqued(x,y)<ε(soitqueD∩B(x,ε)̸=∅).DirequeDestdensedansErevientaussiàdireque◦˙E\D=E\D=∅.UnepartieDdeRestdensesi,etseulementsi,pourtousréelsx<y,onaD∩]x,y[̸=∅.Déﬁnition2.9.Onditquel’espacemétriqueEestséparables’ilexistedansEunepartiedensedénombrable.Exemple2.2DeladensitédeQdansRondéduitquepourtoutn∈N∗,Rnmunideladistanced∞estséparable:QnestdénombrableetdensedansRn.
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Suitesàvaleursdansunespacemétrique392.2Suitesàvaleursdansunespacemétrique(E,d)estunespacemétriquequel’ondésignerasimplementparE.Unesuited’élémentsdeE(ouàvaleursdansE)estuneapplicationdéﬁniesurN(ouunepartiedeN)etàvaleursdansE.OnselimiteauxsuitesdéﬁniessurNetonnoteu=(un)n∈Nunetellesuite.Déﬁnition2.10.Onditqu’unesuite(un)n∈Nd’élémentsdeEestbornée,sisup(n,m)∈N2d(un,um)estﬁni.Direqu’unesuite(un)n∈Nestbornéerevientàdirequel’ensemble{un,n∈N}estbornédansE(déﬁnition2.4).Déﬁnition2.11.Onditqu’unesuite(un)n∈Nd’élémentsdeEestconver-gente,s’ilexisteunélémentℓdeEtelquelimn→+∞d(un,ℓ)=0.Unesuitenonconvergenteestditedivergente.Laconvergencedelasuite(un)n∈NversℓdansEsetraduitpar:∀ε>0,∃nε∈N;∀n≥nε,d(un,ℓ)<ε(2.1)Dansl’assertion(2.1),lesdeuxdernièresinégalitéspeuventêtrestrictesoularges.Ilestparfoiscommodedeselimiteràε∈]0,1[sansquecelanesoitrestrictifetlaconditiond(un,ℓ)<εpeutêtreremplacéepard(un,ℓ)<αεoùα∈R+,∗estdonné.CettenotiondeconvergencedépenddeladistancechoisiesurE(exercice2.3).Enutilisantl’inégalitétriangulaire,onvériﬁefacilementquesiunesuite(un)n∈Nd’élémentsdeEestconvergente,salimiteestalorsunique,cequinouspermetdenoterℓ=limn→+∞unouun→n→+∞ℓ.Unesuiteconvergenteestbornée.Eneﬀet,silimn→+∞un=ℓ,ilexistealorsunentiernεtelqued(un,um)≤d(un,ℓ)+d(um,ℓ)<2pourtousn>nεetm>nε,doncsup(n,m)∈N2d(un,um)≤maxÅmax0≤n,m≤nεd(un,um),2ã.Déﬁnition2.12.Onditqu’unesuite(un)n∈Nd’élémentsdeEestdeCauchysi:∀ε>0,∃nε∈N;∀n≥nε,∀m≥nε,d(un,um)<εLesentiersmetnjouantdesrôlessymétriques,onpeutselimiteràm>n≥nεdansladéﬁnitionprécédente.Lerésultatsuivantestsouventutilisépourmontrerqu’unesuiteestdeCauchy.
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40EspacesmétriquesThéorème2.8.Si(un)n∈Nestunesuited’élémentsdeEpourlaquelleilexisteunesuite(εn)n∈Nderéelspositifsetunentiern0vériﬁant:®∀m>n≥n0,d(um,un)≤εnlimn→+∞(εn)=0elleestalorsdeCauchy.DémonstrationDelimn→+∞(εn)=0,ondéduitquepourtoutréelε>0onpeuttrouverunentiernε≥n0telqueεn<εpourtoutn≥nε,cequientraîned(um,un)<εpourtousm>n≥nε.Théorème2.9.ToutesuitedeCauchydansEestbornéeettoutesuiteconvergenteestdeCauchy.DémonstrationLapremièreaﬃrmationestuneconséquencedirectedeladéﬁ-nitionetladeuxièmesedéduitdel’inégalitétriangulaire.DanslecasoùtoutesuitedeCauchydansEestconvergente,onditquel’espacemétriqueEestcomplet.Exemple2.3Lepoint6duthéorème1.14nousditqueRestcomplet.Onendéduitquepourtoutn∈N∗,l’espaceRnmunideladistanced∞estcomplet.Lesnotionsd’intérieuretd’adhérencepeuventsedéﬁnirdefaçonséquentielledansunespacemétrique.Théorème2.10.SoitAunepartienonvidedeE.1.L’intérieurdeAestl’ensembledespointsxdeEtelsquepourtoutesuite(xn)n∈Nd’élémentsdeEquiconvergeversx,ilexisteunentiern0telquexn∈Apourtoutn≥n0.2.L’adhérencedeAestl’ensembledespointsxdeEquisontlimitesd’unesuitedepointsdeA.3.LafrontièredeAestl’ensembledespointsxdeEquisontlimitesd’unesuitedepointsdeAetd’unesuitedepointsdeE\A.Démonstration1.Six∈◦A,ilexistealorsunréelε>0telqueB(x,ε)⊂Aetpourtoutesuite(xn)n∈Nd’élémentsdeEquiconvergeversx,ilexisteunentiernεtelqued(xn,x)<εpourtoutn≥nε,cequiimpliquequexn∈A.Six/∈◦A,alorspour
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Suitesàvaleursdansunespacemétrique41toutentiern≥1,labouleBÅx,1nãn’estpascontenuedansA(commeBÅx,1nãestouverte,sielleestcontenuedansA,elleestaussicontenuedans◦Aetx∈◦A),doncilexistexn∈BÅx,1nã\A,cequinousdonneunesuitequiconvergeversxavectoussestermesendehorsdeA.D’oùladéﬁnitionséquentielledel’intérieur.2.L’adhérencedeAestA={x∈E,d(x,A)=0}(théorème2.7),doncpourtoutx∈Aettoutentiern≥1,ilexistexn∈Atelqued(xn,x)<1n,cequinousdonneunesuitedepointsdeAquiconvergeversx.Réciproquementsixestlalimited’unesuite(xn)n∈NdansA,desencadrements0≤d(x,A)≤d(xn,x)pourtoutn∈N,ondéduitqued(x,A)=0,soitquex∈A.3.Ilenrésultequex∈∂A=A∩E\Asi,etseulementsi,ilexisteunesuite(xn)n∈Nd’élémentsdeAetunesuite(yn)n∈Nd’élémentsdeE\Atellesquex=limn→+∞xn=limn→+∞yn.Decethéorème,onpeutdéduiredesdéﬁnitionsséquentiellesdesnotionsd’ou-verts,defermésetdepartiedense:•unensembleOestouvertdansEsi,etseulementsi,pourtoutesuite(xn)n∈Nd’élémentsdeEquiconvergeversx∈O,ilexisteunentiern0telquexn∈Opourtoutn≥n0(celarésultedeO=◦O);•unensembleFestfermédansEsi,etseulementsi,toutesuiteconvergented’élémentsdeFasalalimitedansF(celarésultedeF=F);•unepartieAdeEestdensedansEsi,etseulementsi,toutx∈Eestlalimited’unesuitedepointsdeA.Déﬁnition2.13.Soit(un)n∈Nunesuited’élémentsdeE.Onditqu’unélémentadeEestvaleurd’adhérencede(un)n∈Ns’ilestlimited’unesuiteextraite,cequisigniﬁequ’ilexisteuneapplicationφ:N→Nstrictementcroissantetellequea=limn→+∞xφ(n).Danslecasoù(un)n∈Nestunesuiteréelle,onditque−∞[resp.+∞]estvaleurd’adhérencedecettesuite,sionpeutenextraireunesous-suitedivergentevers−∞[resp.vers+∞].Théorème2.11.UnélémentadeEestvaleurd’adhérenced’unesuite(un)n∈Nd’élémentsdeEsi:∀ε>0,∀n∈N,∃m≥n,d(um,a)<ε(2.2)DémonstrationSia=limn→+∞uφ(n)estunevaleurd’adhérencede(un)n∈N,pourtoutréelε>0,ilexistealorsunentiernεtelqueduφ(n),a<εpourtoutn≥nε.Pourn∈Netp=max(nε,n),onam=φ(p)≥p,doncm≥n,p≥nεetd(um,a)=duφ(p),a<ε.Réciproquementsia∈Evériﬁe(2.2),onconstruit
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42Espacesmétriquesalorsparrécurrenceunesuiteextraiteuφ(n)n∈Ntellequeduφ(n),a<1n+1pourtoutn∈N.Onpartdem=φ(0)≥0telqued(um,a)<1etensupposantobtenuspourn≥0desentiersφ(0)<···<φ(n)telsqueduφ(k),a<1k+1pourtoutkcomprisentre0etn,ilexisteunentierm=φ(n+1)≥φ(n)+1telqued(um,a)<1n+2.Onaalorslimn→+∞duφ(n),a=0,cequisigniﬁequeaestunevaleurd’adhérencede(un)n∈N.Unesuitepeutêtresansvaleurd’adhérencecommelemontrel’exempledelasuiteréelle(n)n∈N.Demanièreplusgénérale,si(un)n∈Nestunesuited’élémentsdeEpourlaquelleilexisteunréelr>0teld(xi,xj)≥rpourtousi̸=jdansN,ilestalorsimpossibled’enextraireunesuiteconvergente.Théorème2.12.UnesuiteconvergentedansEapouruniquevaleurd’adhérencesalimite.DémonstrationSoit(un)n∈Nsuited’élémentsdeEconvergenteversℓ.Pourtoutréelε>0,ilexistenε∈Ntelqued(un,ℓ)pourtoutn≥nεetpourtouteapplicationφ:N→Nstrictementcroissante,onaφ(n)≥n≥nεpourtoutn≥nε,cequientraînequeduφ(n),ℓ<ε.Lasuiteuφ(n)n∈Nestdoncconvergenteversℓ.Laréciproqueduthéorèmeprécédentestfaussecommelemontrel’exempledelasuiteréelle(un)n∈Ndéﬁnieparu2n=netu2n+1=0(elleestdivergenteavec0pouruniquevaleurd’adhérence),maisellevraiepourunesuiteàvaleursdansuncompactcommeonleverraaveclethéorème2.17.Théorème2.13.UnesuitedeCauchyestconvergentesi,etseulementsi,elleaunevaleurd’adhérence.DémonstrationSoit(un)n∈NsuitedeCauchydansE.Sielleconverge,salimiteestalorsenparticulierunevaleurd’adhérence.Réciproquementsiℓ=limn→+∞uφ(n)estunevaleurd’adhérencede(un)n∈N,ilexistealorspourtoutréelε>0,unentiernεtelqueduφ(n),ℓ<εpourtoutn≥nε.Comme(un)n∈NestdeCauchy,ilexisteunentiermε≥nεtelqued(un,um)<εpourtousm≥n≥mε,cequinousdonnepourtoutentiern≥mε:d(un,ℓ)≤dun,uφ(n)+duφ(n),ℓ<2ε(pourn≥mε,onaφ(n)≥n≥mε≥nε).Lasuite(un)n∈Nestdoncconvergenteversℓ.Étantdonnéeunesuite(un)n∈Nd’élémentsdeE,onnoteAl’ensembledesesvaleursd’adhérenceetpourtoutn∈N,Rn={uk,k≥n}l’ensembledesvaleursdelasuite(uk)k≥n.










[image: background image]


Compacité43Théorème2.14.Soit(un)n∈Nunesuited’élémentsdeE.OnaRn=Rn∪Apourtoutn∈NetA=\n∈NRn.DémonstrationPourtoutevaleurd’adhérencea=limk→+∞uφ(k)de(un)n∈Nettoutk∈N,onaφ(k)≥k,doncpourtoutn∈N,lasuiteuφ(k)k≥nestàvaleursdansRnetenconséquencesalimiteaestdansRn.OnadoncA⊂Rnpourtoutn∈NetcommeRn⊂Rn,onaRn∪A⊂Rn.Touta∈Rnestlimited’unesuitedepoints(vk)k∈NdeRn.SiaestdansRn,ilestalorsdansRn∪A,sinonpourtoutε>0,ilexisteunentierkεtelque0<d(vk,a)<εpourtoutk≥kε.Enécrivantchaquevksouslaformevk=uψ(k),onpeuttrouverpourtoutn∈Nunentierk≥kεtelquem=ψ(k)>n(s’ilexisten∈Ntelqueψ(k)≤npourtoutk≥kε,lasuite(vk)k≥kεneprendqu’unnombreﬁnidevaleursetsalimiteaestl’unedecesvaleurs,doncdansRncontrairementànotrehypothèse),cequinousdonned(um,a)=d(vk,a)<ε.Duthéorème2.11ondéduitalorsqueaestvaleurd’adhérencede(un)n∈N,soita∈A⊂Rn∪A.D’oùl’égalitéRn=Rn∪Apourtoutn∈N.Onendéduitquel’ensembleAestcontenudanstouslesRn,doncdans\n∈NRn.Duthéorème(2.11),ondéduitquepourtouta∈E\Ailexisteunréelε>0etunentiern∈Ntelsqued(um,a)≥εpourtoutm≥n,cequiimpliquequean’estpasdansRnetenconséquence,a/∈\n∈NRn.D’oùl’égalitéA=\n∈NRn.Duthéorèmeprécédent,ondéduitquel’ensembleAdesvaleursd’adhérencedelasuite(un)n∈NestfermédansEcommeintersectiondefermés.2.3CompacitéDéﬁnition2.14.Onditqu’unepartieKdeEestcompacte,sidetoutesuitedepointsdeK,onpeutextraireunesous-suitequiconvergedansK(propriétédeBolzano-Weierstrass).LapropriétédeBolzano-WeierstrasssetraduitaussiendisantquetoutesuitedepointsdeKadmetunevaleurd’adhérencedansK.DanslecasoùEestcompact,onditquecetespacemétriqueestcompact.Déﬁnition2.15.Onditqu’unepartieAdeEestrelativementcompacte,sisonadhérenceAestcompacte.
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44EspacesmétriquesThéorème2.15.UnepartienonvideAdeEestrelativementcompactesi,etseulementsi,detoutesuitedepointsdeA,onpeutextraireunesous-suitequiconvergedansE.DémonstrationSiAestrelativementcompacte,alorstoutesuitedepointsdeAétantégalementunesuitedepointsducompactA,onpeutenextraireunesous-suitequiconvergedansA.Réciproquement,supposonsquedetoutesuitedepointsdeA,onpeutextraireunesous-suitequiconvergedansE.Soit(yn)n∈N∗unesuitedepointsdeA.Pourtoutn∈N∗,ilexistexn∈Atelqued(xn,yn)<1netdelasuite(xn)n∈N∗d’élémentsdeAonpeutextraireunesous-suitexφ(n)n∈N∗quiconvergeversunélémentydeA.Enécrivantquepourtoutn∈N∗,ona:dyφ(n),y≤dyφ(n),xφ(n)+dxφ(n),y<1φ(n)+dxφ(n),yondéduitquelimn→+∞yφ(n)=ydansA,cequinousditqueAestcompact,soitqueAestrelativementcompact.Exemples2.3•Unsegment[a,b]dansRestcompact.Eneﬀet,lepoint5duthéorème1.14nousditquedetoutesuite(un)n∈Ndepointsde[a,b],onpeutextraireunesous-suiteuφ(n)n∈Nconvergente(théorèmedeBolzano-Weierstrass)etdesencadrementsa≤uφ(n)≤b,ondéduitquesalimiteestdans[a,b].•Si(un)n∈Nestunesuited’élémentsdeEconvergente,onnotantℓsalimite,l’ensembleK={un,n∈N}∪{ℓ}estalorscompact.•UnferméFdansuncompactKdeEestcompact.•Unsous-ensembled’unensemblerelativementcompactestrelativementcom-pact.Lemme2.1SoitKuncompactdeE.Pourtoutréelr>0,ilexisteunesuiteﬁnie(ak)1≤k≤nd’élémentsdeKtellequeK⊂n[k=1B(ak,r),cequisigniﬁequelecompactKpeutêtrerecouvertparunnombreﬁnideboulesouvertesdemêmerayondonné.DémonstrationSupposonsqu’ilexister>0telqueKnepuisseêtrerecouvertparunnombreﬁnideboulesouvertesderayonretcentréeenunpointdeK.Partantdeu0∈K,ilexisteu1∈K\B(x0,r)(puisqueKn’estpascontenudansB(u0,r)),doncd(u0,u1)≥r.Supposantobtenusu0,···,undansKtelsqued(ui,uj)≥rpourtousi̸=jcomprisentre1etn,commeKn’estpascontenudansn[k=1B(uk,r),ilexisteun+1∈Ktelqued(un+1,uk)≥rpourtoutkcomprisentre1etr.Onconstruitdoncainsiunesuite(un)n∈Nd’élémentsdeKtelleque
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Compacité45d(ui,uj)≥rpourtousi̸=jdansNetd’unetellesuiteilestimpossibled’extraireunesuiteconvergente,cequin’estpaspossiblepourKcompact.Lelemmeprécédentsetraduitendisantqu’uncompactestprécompact.Déﬁnition2.16.Onditqu’unepartieKdeEestprécompacte,sipourtoutréelr>0,Kpeutêtrerecouvertparunnombreﬁnideboulesouvertesderayonr.Unprécompactpeutégalementêtrerecouvertparunnombreﬁnideboulesferméesderayonr>0.Unsous-ensembleprécompactKdeEestborné.Eneﬀet,si(ak)1≤k≤nestunesuiteﬁnied’élémentsdeKtellequeK⊂n[k=1B(ak,1),pourx,ydansK,ilexistedeuxentiersj,kcomprisentre1etntelsquex∈B(aj,1)ety∈B(ak,1),donc:d(x,y)≤d(x,aj)+d(aj,ak)+d(ak,y)≤M=2+max1≤j,k≤nd(aj,ak)etKestborné.Exemples2.4Unsous-ensemblerelativementcompactdeEestprécompact.Unsous-ensembled’unprécompactdeEestprécompact.Théorème2.16.UncompactdeEestfermé,bornéetséparable.DémonstrationSoitKuncompactdeE.Pourtoutesuite(un)n∈Nd’élémentsdeKquiconvergeversℓ∈E,onpeutextraireunesuitequiconvergeversunélémentdeK,doncℓ∈K.L’ensembleKestdoncfermé.Lelemme2.1nousditqueKestprécompact,c’est-à-direqu’ilexisteunesuiteﬁnie(ak)1≤k≤nd’élémentsdeKtellequeK⊂n[k=1B(ak,1),doncpourtousx,ydansKilexistej,kcomprisentre1etntelsque(x,y)∈B(aj,1)×B(ak,1)et:d(x,y)≤d(x,aj)+d(aj,ak)+d(ak,y)<2+d(aj,ak)≤2+max1≤j,k≤nd(aj,ak)cequinousditquel’ensembleKestborné.Lelemme2.1nousditaussiquepourtoutentiern∈Nilexisteunesuiteﬁnie(an,k)1≤k≤mnd’élémentsdeKtellequeK⊂mn[k=1BÅan,k,12nã.Onvériﬁealorsquel’ensembledénombrableD={an,k,n∈Net1≤k≤mn}estdensedansK.Eneﬀet,pourtoutx∈Kettoutε∈R+,∗,ilexistenε∈Ntelque12nε<εetunentiermεtelque
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46EspacesmétriquesK⊂mε[k=1BÅanε,k,12nεã,doncilexisteunentierkcomprisentre1etmεtelqued(x,anε,k)<12nε<ε,cequinousditqueDestdensedansK.Demanièregénérale,unfermébornédansunespacemétriquen’estpasnéces-sairementcompact.NousverronsauchapitresuivantquedanslecasparticulieroùEestunespacevectorielnormé,lescompactssontlesfermésbornéssi,etseulementsiEestdedimensionﬁnie(théorème3.16).CerésultatpourE=RestuneconséquenceduthéorèmedeBolzano-Weierstrass.Voiraussil’exercice2.19.Corollaire2.1.LescompactsdeRsontlesfermésbornésetlesensemblesrelativementcompactssontlesbornés.DémonstrationLethéorèmeprécédentnousditqu’uncompactdeRestferméetborné.Réciproquement,siKestunepartiebornéedeR,lethéorèmedeBolzano-WeierstrassnousditquedetoutesuitedepointsdeK,onpeutextraireunesous-suiteconvergenteetsideplusKestfermé,cettelimiteestalorsdansK.Cetensembleestdonccompact.Ledeuxièmepointenrésulteimmédiatement.Théorème2.17.SoientKuncompactdeEet(un)n∈Nunesuited’élémentsdeK.1.Si(un)n∈Naunnombreﬁnia1,···,ardevaleursd’adhérences,alorspourtoutréelε>0,ilexisteunentiernεtelqueun∈r[k=0B(ak,ε)pourtoutn≥nε.2.Lasuite(un)n∈Nestconvergentesi,etseulementsi,elleaununiquevaleurd’adhérence.DémonstrationCommeKestcompact,(un)n∈Naaumoinsunevaleurd’adhé-rence.1.EnnotantAl’ensembledesvaleursd’adhérencede(un)n∈N,onsupposequeA={a1,···,ar}.S’ilexisteε>0telquepourtoutentiern∈N,ilexisteunentierpn≥ntelquexpn/∈r[k=0B(ak,ε),soitd(upn,ak)≥εpourtoutkcomprisentre1etr,onpeutalorsconstruireparrécurrenceunesuite(φ(n))n∈Nstrictementcroissanted’entierstellequeduφ(n),ak≥εpourtoutkcomprisentre1etretdecettesuitedanslecompactK,onpeutextraireunesoussuiteuψ(n)n∈Nquiconvergeversa∈Ktelqued(a,ak)≥ε>0,doncaestunevaleurd’adhérencede(un)n∈Nquin’estpasdansA,c’estimpossible.D’oùlerésultatannoncé.2.Onsaitdéjàquesi(un)n∈Nconverge,elleaalorsuneuniquevaleurd’adhérencequecettesuitesoitàvaleursdansuncompactoupas(théorème2.12).Récipro-quementsiA={ℓ},ondéduitalorsdupremierpointquepourtoutε>0,il
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Compacité47existenε∈Ntelqueun∈B(ℓ,ε)pourtoutn≥nε,cequirevientàdireque(un)n∈Nconvergeversℓ.Lemme2.2(Lebesgue)SoientKuncompactdeEet(Oi)i∈Iunefamilled’ou-vertsdeEtellequeK⊂[i∈IOi(onditqu’onaunrecouvrementouvertdeK).Ilexisteunréelr>0telquetoutebouleouvertedecentrex∈Ketderayonrsoitcontenuedansl’undesOi.DémonstrationSupposonsquepourtoutréelr>0,ilexisteunebouleouvertedecentrex∈KetderayonrquinesoitcontenuedansaucundesOi.Onpeutalorstrouver,pourtoutentiern∈N∗,unebouleBÅxn,1nãcentréeenxn∈KquinesoitcontenuedansaucundesOi.Delasuite(xn)n∈N∗d’élémentsdeK,onpeutextraireunesuitexφ(n)n∈N∗quiconvergeversx∈K⊂[i∈IOi.Cettelimiteétantdansl’undesouvertsOi,ilexister>0telqueB(x,r)⊂Oi.Commelimn→+∞1φ(n)=0etlimn→+∞xφ(n)=x,ilexisteunentiernεtelque1φ(n)<ε2etdxφ(n),x<ε2pourtoutn≥nε,doncBÅxφ(n),1φ(n)ã⊂B(x,r)⊂Oi(poury∈BÅxφ(n),1φ(n)ã,onad(x,y)≤dx,xφ(n)+dxφ(n),y<ε2+1φ(n)<ε),contrairementàl’hypothèsededépart.Théorème2.18.SoitKunepartienonvidedeE.Lespropriétéssuivantessontéquiva-lentes:1.Kestcompact;2.detoutrecouvrementouvertdeK,onpeutextraireunsous-recouvrementﬁni(propriétédeBorel-Lebesgue);3.Kestprécompactetcomplet.Démonstration(1)⇒(2)SoientKuncompactdeEet(Oi)i∈Iunefamilled’ouvertsdeEtellequeK⊂[i∈IOi.Lelemme2.2deLebesguenousditqu’ilexister>0telquetoutebouleouvertederayonretdecentrex∈Kestcontenuedansl’undesOietlelemme2.1qu’ilexisteunesuiteﬁnie(ak)1≤k≤nd’élémentsdeKtellequeK⊂n[k=1B(ak,r)(Kestprécompact).ChaquebouleB(ak,r)étantcontenuedansunouvertOik,onendéduitqueK⊂n[k=1Oik.
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48Espacesmétriques(2)⇒(1)RéciproquementsoitKunepartienonvidedeEtellequedetoutrecouvrementouvertdeKonpuisseextraireunsous-recouvrementﬁni.S’ilexisteunesuite(un)n∈Nd’élémentsdeKsansvaleurd’adhérencedansK,onpeutalorstrouverpourtoutx∈K,unréelrx>0telqueB(x,rx)necontiennequ’unnombreﬁnidevaleursdelasuite(un)n∈N.MaisalorsdurecouvrementouvertK⊂[x∈KB(x,rx),onpeutextraireunrecouvrementﬁniK⊂p[k=1Baj,rajetlasuite(un)n∈Nnepeutprendrequ’unnombreﬁnidevaleursquiensontdesvaleursd’adhérence,cequiestcontraireàl’hypothèsededépart.L’ensembleKestdonccompact.(1)⇒(3)SiKestcompactdansE,lelemme2.1nousditalorsqu’ilestprécom-pact.Si(un)n∈NestunesuitedeCauchydanslecompactK,elleadmetalorsunevaleurd’adhérenceverslaquelleelleconverge(théorème2.13),cettelimiteétantdansKpuisquecetensembleestfermé.LecompactKestdonccomplet.(3)⇒(1)SupposonsqueKnonvidesoitprécompactetcomplet.Onsedonneunesuite(un)n∈Nd’élémentsdeKetnousallonsconstruireparrécurrenceunesuite(Jn)n∈N∗departiesinﬁniesdeNetunesuiteÅBÅxn,12nããn∈N∗deboulesouvertestellesqueJn+1⊂Jnpourtoutn∈N∗ettouslesujpourj∈JnsoientdanslamêmebouleBÅxn,12nã.L’ensembleKétantcontenudansuneréunionﬁniedeboulesouvertesderayon12,ilexisteunepartieinﬁnieJ1deNtellequetouslesujpourj∈J1soientdansunemêmebouleBÅx1,12ã(principedestiroirs).Supposantconstruitespourn∈N∗lessuite(Jk)1≤k≤netÅBÅxk,12kãã1≤k≤nsatisfaisantlesconditionsimposées.CommeKestcontenudansuneréunionﬁniedeboulesouvertesderayon12n+1,ilexisteunepartieinﬁnieJn+1deJntellequetouslesujpourj∈Jn+1soientdansunemêmebouleBÅxn+1,12n+1ã.Ondéﬁnitalorsparrécurrencelasuited’entiers(φ(n))n∈N∗commesuit.Pourn=1,φ(1)=minJ1etsupposantconstruitφ(n)pourn∈N∗,ondéﬁnitφ(n+1)commelepluspetitélémentdeJn+1∩[φ(n)+1,+∞[(cettepartiedeJnestnonvidecarJn+1estinﬁni).Lasuite(φ(n))n∈N∗estalorsstrictementcroissanteetpourtousm>ndansN∗,uφ(n)etuφ(m)sontdansBÅxn,12nã(onaφ(m)∈Jm⊂Jn)doncduφ(m),uφ(n)≤duφ(m),xn+dxn,uφ(n)<12n−1,cequiimpliquequelasuiteuφ(n)n∈N∗estdeCauchydansKdoncconvergenteversunélémentdeKpuisqueKestcomplet.Parpassageaucomplémentaire,ondéduitduthéorèmeprécédentqu’unsous-ensembleKdeEestcompactsi,etseulementsi,detoutefamille(Fi)i∈IdefermésdansKd’intersectionvide,onpeutextraireunesous-familleﬁniégalementd’intersectionvide.Parcontraposition,onendéduitquesi(Fi)i∈Iestunefamille
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LethéorèmedeBaire49defermésdansKtellequetouteintersectionﬁnid’élémentsdecettefamilleestnonvide,alors\i∈IFiestnonvide.Exemple2.4Restnoncompactcar\n∈N[n,+∞[=∅(cequirésulteducaractèrearchimédiendeR),alorsquepourtoutefamilleﬁnieJd’entiersnaturel,l’inter-section\n∈J[n,+∞[=[max(J),+∞[estnonvide.Corollaire2.2.DansEcomplet,unsous-ensemblenonvideestrelative-mentcompactsi,etseulementsi,ilestprécompact.Corollaire2.3.(Compactsemboîtés)Si(Kn)n∈Nestunesuitedé-croissantedecompactsnonvidesdansE(i.e.tellequeKn+1⊂Knpourtoutn∈N),l’intersection\n∈NKnestalorsnonvide.Danslecasoùlimn→+∞δ(Kn)=0,cetteintersectionestréduiteàunpoint.DémonstrationLasuite(Kn)n∈Nétantdécroissante,c’estunesuitedecom-pactsdeK0.Si\n∈NKn=∅,onaalorsK0⊂E=[n∈NE\KnetdecerecouvrementouvertducompactK0onpeutextraireunsousrecouvrementﬁniK0⊂m[k=1E\Knk,chaqueouvertE\KnkétantcontenudansE\Kr,oùr=max1≤k≤mnk(pourtoutkcomprisentre1etm,onaKr⊂Knk),cequiimpliquequeK0⊂E\KravecKr⊂K0,doncE\K0⊂Kr⊂K0,cequiestimpossiblepourK0nonvide.Auﬁnal,ona\n∈NKn̸=∅.Six,ysontdeuxpointsdecetteintersection,onaalorsd(x,y)≤δ(Kn)pourtoutn∈Netdanslecasoùlimn→+∞δ(Kn)=0,celaimpliqueenfaisanttendrenvers+∞qued(x,y)=0,soitquey=x.Cetteintersectionestdoncréduiteàunpoint.2.4LethéorèmedeBaireAveclethéorème1.14onavuquelacomplétudedeRéquivautàlapropriétédesintervallesemboîtés.Demanièreplusgénérale,onalerésultatsuivant.
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50EspacesmétriquesThéorème2.19.BoulesemboîtéesL’espacemétriqueEestcompletsi,etseulementsi,pourtoutesuitedécroissanteB(xn,rn)n∈Ndeboulesfermées(boulesemboîtées)tellequelimn→+∞rn=0,l’intersection\n∈NB(xn,rn)estréduiteàunpoint.DémonstrationSupposonsEcompletetsoitB(xn,rn)n∈Nunesuitedeboulesferméesemboîtées.Pourtousm>n,onaxm∈B(xm,rm)⊂B(xn,rn),doncd(xm,xn)≤rnaveclimn→+∞rn=0,cequiimpliquequelasuite(xn)n∈NestdeCauchy,doncconvergenteversunélémentxdeE.Pourtoutn∈Nonad(x,xn)≤d(x,xm)+d(xm,xn)≤d(x,xm)+rnpourtoutm>n,cequiimpliqueenfaisanttendremvers+∞qued(x,xn)≤rn,soitquex∈B(xn,rn),doncx∈\n∈NB(xn,rn)etcetteintersectionestnonvide.Siyestunautrepointdecetteintersection,onaalorsd(x,y)≤d(x,xn)+d(xn,y)≤2rnpourtoutn∈N,cequiimpliqueenfaisanttendrenvers+∞qued(x,y)=0,soitquey=x.Cetteintersectionestdoncréduiteà{x}.Réciproquement,onsupposequelapropriétédesboulesemboîtéesestvériﬁéeetonsedonneunesuitedeCauchy(un)n∈N.Ilexisteunentiern1telqued(un,un1)<12pourtoutn>n1.Supposantobtenuspourr∈N∗,desentiersn1<···<nrtelsqued(un,unk)<12kpourtoutentierkcomprisentre1etrettoutentiern>nk,ilexisteunentiernr+1>nrtelquedun,unr+1<12r+1pourtoutentiern>nk+1.LasuitedeboulesferméesÅBÅunr,12r−1ããr∈N∗estalorsdécroissante.Eneﬀetpourtoutr∈N∗ettoutx∈BÅunr+1,12rã,onadx,unr+1≤12retdunr+1,unr≤12rcarnr+1>nr,donc:d(x,unr)≤dx,unr+1+dunr+1,unr≤212r=12r−1soitx∈BÅunr,12r−1ã.IlexistealorsparhypothèseunélémentxdeEtelque\r∈N∗BÅunr,12r−1ã={x}etdesinégalitésd(x,unr)≤12r−1pourtoutr∈N∗,ondéduitquelasuite(unr)r∈N∗convergeversx,cequiimpliquequexestaussilalimitedelasuitedeCauchy(un)n∈Nd’aprèslethéorème2.13.L’espacemétriqueEestdonccomplet.Uneconséquenceimportanteduthéorèmedesboulesemboîtéesestlerésultatquisuit.
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LethéorèmedeBaire51Théorème2.20.BaireSoit(E,d)unespacemétriquecomplet.Si(On)n∈Nestunesuited’ou-vertsdensesdansE,l’intersectionO=\n∈NOnestalorsdensedansE.DémonstrationIls’agitdemontrerquepourtoutx∈Eettoutréelε>0,onaO∩B(x,ε)̸=∅.SoitdoncB=B(x,ε)⊂E.Dufaitquel’ouvertO0estdensedansE,ondéduitquel’ouvertB∩O0estnonvideetonpeuttrouverunebouleferméeB0=B(x0,r0)avecr0∈]0,1[tellequeB0⊂B∩O0.Enutilisantensuitelefaitquel’ouvertO1estdensedansE,ondéduitquel’ouvertO1∩B(x0,r0)estnonvideetonpeuttrouverunebouleferméeB1=B(x1,r1)avecr1∈ò0,12ïtellequeB1⊂O1∩B(x0,r0).Enitérantceprocédé,onconstruitunesuite(Bn)n∈Ndeboulesferméestelleque:Bn=B(xn,rn)avecrn∈ò0,1n+1ï,B0⊂B∩O0,Bn+1⊂On∩B(xn,rn)Eneﬀet,supposantconstruiteslesboulesferméesBk,pourkcomprisentre0etnavecn≥0,enutilisantladensitédel’ouvertOn+1dansE,ondéduitquel’ouvertOn+1∩B(xn,rn)estnonvideetilexisteunebouleferméeBn+1=B(xn+1,rn+1)avecrn+1∈ò0,1n+2ïtellequeBn+1⊂On∩B(xn,rn).Lasuite(Bn)n∈NestalorsunesuitedeboulesferméesemboîtéesdansEtellequelimn→+∞rn=0etlethéorèmedesboulesemboîtéesnousditque\n∈NBn={y}.Onaalorsy∈B0⊂Bety∈Bn+1⊂Onpourtoutn∈N,doncy∈O∩Betcetensembleestnonvide.Enconclusion,OestdensedansE.Utilisantlefaitqu’unouvertOestdensedansEsi,etseulementsi,leferméE\Oestd’intérieurvide(conséquenceduthéorème2.6)etlefaitquelecom-plémentaired’uneintersectionestlaréuniondescomplémentaires,onal’énoncééquivalentsuivantduthéorèmedeBaire.Théorème2.21.BaireSoit(E,d)unespacemétriquecomplet.Si(Fn)n∈Nestunesuitedefer-mésd’intérieurvidedansE,laréunionF=[n≥1Fnestalorsd’intérieurvide.OnpeutencoreénoncerlethéorèmedeBairedelafaçonsuivante.
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52EspacesmétriquesThéorème2.22.BaireSoit(E,d)unespacemétriquecomplet.Si(Fn)n∈Nestunesuitedefer-mésdeEtellequeE=[n≥1Fn,alorsl’undesfermésFnestd’intérieurnonvide.Aveclesnotationsethypothèsesprécédentes,onpeutenfaitmontrerquel’ou-vert[n∈N◦FnestdensedansE(exercice2.8).2.5LimitesréellessupérieureetinférieureÀtoutesuiteréellebornée(un)n∈Nonpeutassocierlessuites(vn)n∈Net(wn)n∈Nrespectivementdéﬁniesparvn=supp≥nupetwn=infp≥nuppourtoutn∈N.CessuitessontbiendéﬁniesdufaitquetouslesensembleEn={up,p≥n}sontbornésetonawn=inf(En)≤vn=sup(En).Lemme2.3Avecleshypothèsesetnotationsquiprécèdent,lasuite(vn)n∈Nestdécroissanteminoréeetlasuite(wn)n∈Ncroissantemajorée.DémonstrationLasuite(un)n∈Nétantbornée,onaennotantm=infn∈NunetM=supn∈Nun:∀n∈N,∀p≥n,m≤up≤Mc’est-à-direque,pourtoutn∈N,mestunminorantdeEnetMunmajorantdeEn,cequientraîne:∀n∈N,m≤wn=inf(En)≤vn=sup(En)≤MLessuites(vn)n∈Net(wn)n∈Nsontdoncbornées.Enécrivant,pourtoutn∈N,queEn+1⊂En={un}∪En+1,ondéduitque:wn=inf(En)≤wn+1=inf(En+1)etvn+1=sup(En+1)≤vn=sup(En)c’est-à-direque(vn)n∈Nestdécroissanteet(wn)n∈Ncroissante.Dulemmeprécédent,ondéduitquelessuitesréelles(vn)n∈Net(wn)n∈Nsontconvergentes,cequipermetdedéﬁnirlesréels:limsupn→+∞un=limn→+∞vn,liminfn→+∞un=limn→+∞wnceslimitesétantrespectivementappeléeslalimitesupérieureetlalimiteinférieuredelasuitebornée(un)n∈N.Onlesnoteaussilimn→+∞(un)etlimn→+∞(un).Onadonc:ℓ1=liminfn→+∞un=limn→+∞infp≥nup=supn∈NÅinfp≥nupãℓ2=limsupn→+∞un=limn→+∞supp≥nup=infn∈NÇsupp≥nupå
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Limitesréellessupérieureetinférieure53Théorème2.23.Avecleshypothèsesetnotationsquiprécèdent,lesréelsℓ1etℓ2sontdesvaleursd’adhérencedelasuite(un)n∈Netpourtoutevaleurd’adhérenceℓde(un)n∈N,onaℓ1≤ℓ≤ℓ2.C’est-à-direquelimsupn→+∞unestplusgrandevaleurd’adhérenceetliminfn→+∞unlapluspetitevaleurd’adhérencedelasuitebornée(un)n∈N.DémonstrationDeℓ1=supn∈N(wn)avec(wn)n∈Ncroissante,ondéduitquepourtoutréelε>0ilexisteunentiernεtelque:∀n≥nε,ℓ1−ε<wn=infp≥nup≤ℓ1etpardéﬁnitiondelaborneinférieure,pourtoutn≥nε,ilexisteunentierp≥ntelquewn≤up<wn+ε≤ℓ1+ε.Onadoncmontréquepourtoutréelε>0ettoutentiern∈N,ilexisteunentierp≥ntelqueℓ1−ε<up<ℓ1+ε(pourεdonné,onasoitn≥nεetontrouvéuntelentierp≥n,soit0≤n<nεetonprendalorspquicorrespondànε).Onpeutalorsextrairede(un)n∈Nunesous-suitequiconvergeversℓ1enprocédantcommesuit:prenantε=1etn=0,onap=φ(0)≥0telqueℓ1−1<uφ(0)<ℓ1+1,puispourε=12etn=φ(0)+1onap=φ(1)>φ(0)telqueℓ1−12<uφ(1)<ℓ1+12etcontinuantainsidesuiteonconstruitunesuitestrictementcroissanted’entiersnaturels(φ(n))n∈Ntellequeℓ1−1n+1<uφ(n)<ℓ1+1n+1(lesentiersφ(0)<···<φ(k)étantconstruitenprenantε=1k+2etn=φ(k)+1onobtientφ(k+1)).Onaalorslimn→+∞uφ(n)=ℓ1.Onmontredemanièreanaloguequeℓ2estvaleurd’adhérencede(un)n∈N.Soitℓ=limn→+∞uφ(n)unevaleurd’adhérencedelasuite(un)n∈Noù(φ(n))n∈Nestunesuitestrictementcroissanted’entiersnaturels(l’existencedevaleursd’adhé-renced’unesuitebornéeestassuréeparlethéorèmedeBolzano-Weierstrass).Enpassantàlalimitedanslesencadrementswφ(n)≤uφ(n)≤vφ(n),onobtientl’en-cadrementℓ1≤ℓ≤ℓ2.Danslecasoùlasuiteréelle(un)n∈Nn’estpasbornée,soitellen’estpasma-joréeet+∞estvaleurd’adhérence,soitellen’estpasminoréeet−∞estva-leurd’adhérence.Doncunesuiteréelleatoujoursdesvaleursd’adhérencedansR=R∪{−∞,+∞}etonpeutdéﬁnirsalimitesupérieure[resp.inférieure]dansRcommelaplusgrand[resp.pluspetite]desesvaleursd’adhérence.Théorème2.24.Unesuiteréellesuite(un)n∈Nestconvergentesi,etseulementsi,onaliminfn→+∞un=limsupn→+∞un.
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54EspacesmétriquesDémonstrationSi(un)n∈Nestconvergente,salimiteℓestalorsl’uniquevaleurd’adhérenceetonaℓ1=ℓ2.Réciproquementsiℓ1=ℓ2,toutevaleurd’adhérencede(un)n∈Nétantcompriseentreℓ1etℓ2,ilnepeutyenavoirqu’uneetcomme(un)n∈Nestbornée,elleestnécessairementconvergente(théorème2.17).Théorème2.25.Soient(un)n∈Net(vn)n∈Ndeuxsuitesréellesbornées.1.Ona:liminfn→+∞(un)+liminfn→+∞(vn)≤liminfn→+∞(un+vn)limsupn→+∞(un+vn)≤limsupn→+∞un+limsupn→+∞vn2.Siun≤vnpourtoutn∈N,onaalors:liminfn→+∞(un)≤liminfn→+∞(vn)etlimsupn→+∞un≤limsupn→+∞vnDémonstration1.Pourtoutn∈Nettoutentierp≥n,onainfp≥nup+infp≥nvp≤up+vp,doncinfp≥nup+infp≥nvp≤infp≥n(up+vp)etpassantàlalimitequandntendversl’inﬁni,onendéduitqueliminfn→+∞(un)+liminfn→+∞(vn)≤liminfn→+∞(un+vn).Demêmeenécrivantqueup+vp≤supp≥nup+supp≥nvppourtousp≥n,onendéduitquesupp≥n(up+vp)≤supp≥nup+supp≥nvppourtoutnetpassantàlalimite,ilenrésultequelimsupn→+∞(un+vn)≤limsupn→+∞un+limsupn→+∞vn.2.Siup≤vppourtoutp∈N,onaalorsinfp≥nup≤infp≥nvppourtoutn∈Netpassantàlalimite,onendéduitqueliminfn→+∞(un)≤liminfn→+∞(vn).Demanièreanalogue,onvériﬁequelimsupn→+∞un≤limsupn→+∞vn.Enconsidérant(un)n∈N=((−1)n)n∈Net(vn)n∈N=(−un)n∈N=Ä(−1)n+1än∈N,onaliminfn→+∞(un)=liminfn→+∞(vn)=−1(lapluspetitevaleurd’adhérence),donc:liminfn→+∞(un)+liminfn→+∞(vn)=−2<liminfn→+∞(un+vn)=02.6LimitesetcontinuitédesfonctionsPourceparagraphe,Restmunideladistancedéﬁnieparlavaleurabsolue,(E,d),(F,d′)sontdeuxespacesmétriques,DestunepartienonvidedeEnonréduiteàunpointetfestunefonctiondeDdansF.
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Limitesetcontinuitédesfonctions55Déﬁnition2.17.Soitαunpointdansl’adhérenceDdeD.OnditquefadmetunelimitequandxtendversαdansD,s’ilexisteℓ∈Ftelque:∀ε∈R+,∗,∃η∈R+,∗;(x∈D\{α},d(x,α)<η)⇒(d′(f(x),ℓ)<ε)Commepourlessuites,onpeutvériﬁerenutilisantl’inégalitétriangulairequesilafonctionfadmetunelimiteenα∈D,cettedernièreestalorsuniqueetonpeutnoterℓ=limx→αf(x)ouf(x)→x→αℓ.Danslecasoùfestdéﬁnieenα,onpeutavoirf(α)̸=limx→αf(x).Parexemplepourlafonctionf:R→Rdéﬁnieparf(0)=1etf(x)=0pourx̸=0,onalimx→0f(x)=0̸=f(0)=1.Lethéorèmequisuitnousdonneunecaractérisationséquentielledelanotiondelimite.Théorème2.26.Lafonctionf:D→Fadmetunelimiteenα∈Dsi,etseulementsi,pourtoutesuite(xn)n∈NdepointsdeD\{α}quiconvergeversα,lasuite(f(xn))n∈Nestconvergente.DémonstrationSoitf:D→Fadmettantunelimiteℓ∈Fenα∈D.Pourtoutε∈R+,∗ilexisteη∈R+,∗telqued(x,α)<ηdansD\{α}entraîned′(f(x),ℓ)<εetsi(xn)n∈NestunesuitedepointsdeD\{α}quiconvergeversα,ilexistealorsunentiern0telque0<d(xn,α)<ηpourtoutn≥n0,cequiimpliqued′(f(xn),ℓ)<ε.Onadonclimn→+∞f(xn)=ℓ.Réciproquement,onsupposequeftransformetoutesuited’élémentsdeD\{α}quiconvergeversαenunesuiteconvergente.Soient(xn)n∈N,(yn)n∈NdeuxsuitedepointsdeD\{α}quiconvergentversα.Lessuite(f(xn))n∈Net(f(yn))n∈Nconvergentrespectivementversℓetℓ′dansF.Ondéﬁnitlasuite(zn)n∈NdepointsdeD\{α}parz2n=x2netz2n+1=y2n+1pourtoutn∈N.Cettesuite(zn)n∈Nconvergeversα,donc(f(zn))n∈Nconvergeetona:ℓ=limn→+∞f(x2n)=limn→+∞f(z2n)=limn→+∞f(z2n+1)=limn→+∞f(y2n+1)=ℓ′Donctoutesuite(xn)n∈NdepointsdeD\{α}convergenteversαesttransforméeenunesuite(f(xn))n∈NquiconvergeversunmêmeélémentℓdeF.Sifn’admetpasℓpourlimiteenα,ilexistealorsunréelε>0telquepourtoutentiern≥1onpeuttrouverxn∈D\{α}telqued(xn,α)<1netd′(f(xn),ℓ)≥ε.Onadoncainsiunesuite(xn)n∈NdepointsdeD\{α}quiconvergeversαpourlaquellelasuite(f(xn))n∈Nneconvergepasversℓ,cequiestunecontradictiond’aprèscequiprécède.Onpeutremarquerquedansl’énoncéduthéorèmeprécédent,iln’estpasde-mandéaprioriauxsuites(f(xn))n∈Ndeconvergerversunmêmeélément,mêmesicefaitapparaîtdansladémonstration.D’unpointdevuepratique,lethéorèmeprécédents’exprimeaussidefaçonplusclassiqueendisantquelimx→αf(x)=ℓsi,et
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56Espacesmétriquesseulementsi,onalimn→+∞f(xn)=ℓpourtoutesuite(xn)n∈NdepointsdeD\{α}quiconvergeversα.Déﬁnition2.18.Onditqu’unefonctionf:D→Festcontinueenα∈Dsi:∀ε∈R+,∗,∃η∈R+,∗;(x∈D,d(x,α)<η)⇒(d′(f(x),f(α))<ε)DanslecasoùfestcontinueentoutpointdeD,onditqu’elleestcontinuesurD.SiαestisolédansD,c’est-à-dires’ilexisteδ∈R+,∗telqueB(α,δ)={α},toutefonctionf:D→Festcontinueenα.Enunpointα∈Dnonisolé,lacontinuitédefenαsetraduitparlimx→αf(x)=f(α).Exemples2.5•MunissantEdeladistancediscrète,toutefonctionf:E→Festcontinue.Pourη∈]0,1[,laconditiond(x,α)<ηéquivautàx=α,cequiimpliquequed′(f(x),f(α))=0<εpourtoutε∈R+,∗.•Enutilisantl’inégalitétriangulaire,onvériﬁequepourtoutx0∈E,lafonc-tionx7→d(x,x0)estcontinuedeEdansR.DemêmepourtoutepartienonvideAdeE,lafonctionx7→d(x,A)estcontinuedeEdansR.Duthéorème2.26,ondéduitlacaractérisationséquentiellesuivantedelanotiondecontinuitéenunpoint.Théorème2.27.Lafonctionf:D→Festcontinueenα∈Dsi,etseulementsi,toutesuite(xn)n∈NdepointsdeDquiconvergeversαesttransforméeparfenunesuiteconvergentedansF.Commepourlethéorème2.26,lessuites(f(xn))n∈Ndansl’énoncéduthéorèmeprécédentconvergentnécessairementversf(α)etcederniers’exprimeendisantquefestcontinueenαsi,etseulementsi,onalimn→+∞f(xn)=f(α)pourtoutesuite(xn)n∈NdepointsdeDquiconvergeversα.Exemple2.5LafonctionindicatricedeQdéﬁniepar1Q(x)=1six∈Qet1Q(x)=0sinonestdiscontinue(i.e.noncontinue)entoutpoint.Eneﬀet,unnombrerationnelrestlimitedelasuited’irrationnels(xn)n∈N∗=Çr+√2nån∈N∗aveclimn→+∞1Q(xn)=0̸=1Q(r)etunnombreirrationnelx/∈Qestlimited’unesuite(rn)n∈N∗denombrerationnelsaveclimn→+∞1Q(rn)̸=1Q(x).UnefonctioncontinuenetransformepasnécessairementunesuitedeCauchydansEensuitedeCauchydansF.Parexemplef:x7→1xestcontinuesurR+,∗,
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Limitesetcontinuitédesfonctions57lasuiteÅ1nãn∈N∗estdeCauchydansR+,∗etÅfÅ1nããn∈N∗=(n)n∈N∗n’estpasdeCauchy.Théorème2.28.Soient(G,d′′)unespacemétrique,f:D→J⊂Funefonctioncontinueenα∈Detg:J→Gunefonctioncontinueenf(α).Lacomposéeg◦f:D→Gestcontinueenα.DémonstrationParcontinuitédelafonctiongenf(α)pourtoutε∈R+,∗,ilexisteη′∈R+,∗telqued′′(g(y),g(f(α)))<εpourtouty∈Jtelqued′(y,f(α))<η′etilexisteη∈R+,∗telqued′(f(x),f(α))<η′pourtoutx∈Dtelqued(x,α)<η,cequinousdonned′′(g(f(x)),g(f(α)))<εpourtoutx∈Dtelsqued(x,α)<η.Exemple2.6Sif:D→Festcontinueenα∈D,alorspourtouty∈F,lafonctionx7→d′(f(x),y)estcontinueenα.LethéorèmequisuitnousdonneunecaractérisationtopologiquedelanotiondecontinuitésurD(voiraussileparagraphe2.10).Théorème2.29.Lafonctionf:D→FestcontinuesurDsi,etseulementsi,l’imageréciproqueparfdetoutouvert[resp.toutfermé]deFestunouvert[resp.unfermé]deD(pourlatopologieinduite).DémonstrationOnrappellequ’unepartieJdeDestouverte[resp.estfermée]dansDsielles’écritJ=D∩OoùOestunouvert[resp.unfermé]deE.Soientf:D→FunefonctioncontinueetO′unouvertdeF.Pourtoutαdansf−1(O′),onaf(α)∈O′,doncilexisteunréelε>0telquelabouleouverteB′(f(α),ε)soitcontenuedansO′etaveclacontinuitédef,onpeuttrouverunréelη>0telquepourtoutx∈B(α,η)∩Donaitf(x)∈B′(f(α),ε)⊂O′.OnadoncB(α,η)∩D⊂f−1(O′)etenposantO=[α∈f−1(O′)B(α,η),ondéﬁnitunouvertdeEtelquef−1(O′)=D∩O,cequiprouvequef−1(O′)estouvertdansD.Réciproquement,supposonsquel’imageréciproqueparfdetoutouvertdeFestunouvertdeD.Pourα∈Detε>0,f−1(B′(f(α),ε))estunouvertdeD,ilexistedoncunréelη>0telqueB(α,η)∩D⊂f−1(B′(f(α),ε)),cequisigniﬁequed′(f(x),f(α))<εpourtoutx∈B(α,η)∩D.LafonctionfestdonccontinueentoutpointdeD.Pourcequiestdel’imageréciproquedesfermés,onutiliselefaitqu’unferméestlecomplémentaired’unouvertetl’imageréciproqueducomplémentaireestlecomplémentairedel’imageréciproque.
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58EspacesmétriquesDéﬁnition2.19.SoitJunepartienonvidedeF.Onditquef:D→Jestestunhoméomorphisme,sielleestcontinuebijectived’inversef−1continue.Déﬁnition2.20.Deuxdistancesdetd′surEsontditestopologiquementéquivalentessil’identitéId:x7→xréaliseunhoméomorphismede(E,d)sur(E,d′).Ladéﬁnitionprécédenterevientaussiàdirequelesdistancesdetd′déﬁnissentlamêmetopologiesurE,cequisigniﬁequ’unepartieOdeEestouvertepourladistancedsi,etseulementsi,elleestouvertepourd′.Exemples2.6•Lesdistancesd:(x,y)7→|y−x|etd′:(x,y)7→1y−1xsonttopologi-quementéquivalentessurR+,∗.Celarésultedufaitquelafonctionx7→1xréaliseunhoméomorphismedeR+,∗surluimêmeégalàsoninverse.•Lesdistancesd:(x,y)7→|y−x|etd′:(x,y)7→|arctan(y)−arctan(x)|sonttopologiquementéquivalentessurR,alorsque(R,d′)n’estpascomplet(exercice2.6).Lacomplétuden’estpasunenotiontopologique.•Deuxdistanceséquivalentesausensdeladéﬁnition2.2sonttopologiquementéquivalentes,maislaréciproqueestfausse.SidestunedistancesurEl’ap-plicationd′:(x,y)7→d(x,y)1+d(x,y)déﬁnitunedistancesurEtopologiquementéquivalenteàd,maisnonéquivalentepourdnonbornée(exercice2.5).Déﬁnition2.21.Onditquef:D→FestuniformémentcontinuesurDsi:∀ε∈R+,∗,∃η∈R+,∗;(x,y)∈D2,d(x,y)<η⇒d′(f(x),f(y))<εExemples2.7•Lafonctionx7→√xestuniformémentcontinuesurR+.Celasedéduitde:∀(x,y)∈R2,√x−√y≤»|x−y|Cetteinégalitéesttrivialepourx=yetpoury>x≥0(x,yjouentdesrôlessymétriques),ona√x−√y2=y−2√xy+x>y−x.•Unefonctionf:D→Flipschitzienne(cequisigniﬁequ’ilexisteλ∈R+telqued′(f(x),f(y))≤λd(x,y)pourtousx,ydansD)estuniformémentcontinuesurD.
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Limitesetcontinuitédesfonctions59•Pourtoutx0∈Eettoutsous-ensemblenonvideAdeE,lesfonctionsx7→d(x,x0)etx7→d(x,A)sontuniformémentcontinuesdeEdansRcar1-lipschitzienne.UnefonctionuniformémentcontinuesurDestévidemmentcontinueentoutpointdeD,lanuanceétantqu’unréelηassociéàεnedépendquedef,Detε.Lanotiondecontinuitéestunenotionponctuellealorsquecelledecontinuitéuniformeestglobale.Onpeutaussiremarquerquecettenotiondecontinuitéuniformeestunenotionmétriquealorsquecelledecontinuitéesttopologique.Unefonctionf:D⊂R→RpeuttrèsbienêtreuniformémentcontinuesurtoutintervallestrictementcontenudansDsansêtreuniformémentcontinuesurDtoutentier.C’estlecas,parexemple,pourlafonctionf:x7→1xsurD=]0,1].Elleestlipschitziennesurtout[a,1]où0<a<1(|f(y)−f(x)|=|y−x|xy≤|y−x|a2),doncuniformémentcontinuesurcesintervalles.Maispourtoutréelη∈ò0,12ï,x=η,y=x+η2,ona|y−x|<ηavec1x−1y=13η>23.Lethéorèmequisuitnousdonneunecaractérisationséquentielledel’uniformecontinuité.Théorème2.30.Unefonctionf:D→Festuniformémentcontinuesi,etseule-mentsi,pourtoutessuites(xn)n∈Net(yn)n∈Nd’élémentsdeDtellesquelimn→+∞d(xn,yn)=0,onalimn→+∞d′(f(xn),f(yn))=0.DémonstrationSoitf:D→Funiformémentcontinue.Pourtoutε∈R+,∗,ilexisteη∈R+,∗telqued′(f(x),f(y))<εpourtousx,ydansDvériﬁantd(x,y)<η.Si(xn)n∈Net(yn)n∈Nsontdeuxsuitesd’élémentsdeDtellesquelimn→+∞d(xn,yn)=0,ilexistealorsunentiern0∈Ntelqued(xn,yn)<ηpourtoutn≥n0,cequientraînequed′(f(xn),f(yn))<εpourtoutn≥n0etprouvequel’onalimn→+∞d′(f(yn),f(xn))=0.Réciproquementsupposonsquel’onaitlimn→+∞d′(f(xn),f(yn))=0pourtoutessuites(xn)n∈Net(yn)n∈Nd’élémentsdeDtellesquelimn→+∞d(xn,yn)=0.Sifn’estpasuniformémentcontinue,ilexistealorsunréelε>0telquepourtoutn≥1onpeuttrouverxn,yndansDtelqued(xn,yn)<1netd′f(xn),f(yn)≥ε,cequinousdonnedeuxsuites(xn)n∈Net(yn)n∈NdansDtellesquelimn→+∞d(xn,yn)=0et(d′(f(xn),f(yn)))n∈Nneconvergepasvers0,cequin’estpaspossible.Cerésultatpeutêtreutilisépourmontrerqu’unefonctionn’estpasuniformé-mentcontinuesurD.Parexemplepourtoutréelp>1,lafonctionf:x7→xpestcontinuenonuniformémentcontinuesurR+,∗(exercice2.10).Unefonctionuniformémentcontinuef:D→FtransformeunesuitedeCauchydansDensuitedeCauchydansF.Eneﬀet,pourtoutréelε>0,ilexisteunréelη>0telqued′(f(x),f(y))<εpourtousx,ydansDtelsqued(x,y)<ηetpour
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60EspacesmétriquestoutesuitedeCauchy(xn)n∈NdansD,ilexisteentiernηtelqued(xm,xn)<ηpourtousm>n≥nε,cequiimpliquequed′(f(xm),f(xn))<εetprouveque(f(xn))n∈NestdeCauchydansF.Théorème2.31.SoientJunsous-ensemblenonvidedeFet(G,d′′)unespacemétrique.Lacomposéededeuxfonctionsuniformémentcontinuesf:D→Jetg:J→Gestuniformémentcontinue.DémonstrationPourtoutréelε>0,ilexisteunréelη′>0telquel’onaitd′′(g(u),g(v))<εpourtousu,vdansJtelsqued′(u,v)<η′etilexisteη∈R+,∗telqued′(f(x),f(y))<η′pourtousx,ydansDtelsqued(x,y)<η,cequinousdonned′′(g(f(x)),g(f(y)))<εpourtousx,ydansDtelsqued(x,y)<η.Lethéorèmequisuitnousserautilepourdéﬁnirl’intégraledeRiemanndesfonctionsrégléesàpartirdecelledesfonctionsenescalier(paragraphe8.1).Théorème2.32.SiDestdensedansEetFestcomplet,alorstoutefonctionuniformé-mentcontinuedeDdansFseprolongedemanièreuniqueenunefonctionuniformémentcontinuedeEdansF.DémonstrationSoientDunepartiedensedeEetf:D→Funefonctionuniformémentcontinue.Pourtoutx∈E,ilexisteunesuite(xn)n∈Nd’élémentsdeDtellequex=limn→+∞xn.CettesuiteestenparticulierdeCauchyetilenestdemêmepourlasuite(f(xn))n∈Ncarfestuniformémentcontinue,doncpourFcompletcettedernièresuiteconvergeversunélémentydeF.Si(yn)n∈NestuneautresuitedeDquiconvergeversx,onaalorslimn→+∞d(xn,yn)=0etlimn→+∞d′(f(xn),f(yn))=0,donc(f(yn))n∈N(quiestconvergente)convergeverslamêmelimiteque(f(xn))n∈N.Onpeutdoncdéﬁnirlafonctiong:E→Fparg(x)=limn→+∞f(xn)où(xn)n∈Nestunesuited’élémentsdeDquiconvergeversx.Pourx∈D,prenant(xn)n∈Nconstanteégaleàx,ong(x)=f(x),doncgprolongebienf.Montronsquecettefonctiongestuniformémentcontinue.Pourε>0,ilexisteη>0telqued′(f(x),f(y))<εpourtousx,ydansDtelsqued(x,y)<η.Pourx,ydansEet(xn)n∈N,(yn)n∈NdansDquiconvergentrespectivementversxety,onapourtoutn∈N:d′(g(x),g(y))≤d′(g(x),f(xn))+d′(f(xn),f(yn))+d′(f(yn),g(y))Vuquex=limn→+∞xn,y=limn→+∞yn,g(x)=limn→+∞f(xn)etg(y)=limn→+∞f(yn),ilexisteunentiern0telqued(xn,x)<η3,d(yn,y)<η3,d′(g(x),f(xn))<εetd′(f(yn),g(y))<εpourtoutn≥n0,cequiimpliqueque:d(xn,yn)≤d(xn,x)+d(x,y)+d(y,yn)<2η3+d(x,y)<η
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