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Cecoursd’algèbres’adresseauxétudiantspréparantleCapesdemathéma-tiques.C’estledeuxièmevolumed’unesériequiencomporte3,lepremiervolumeétantconsacréàl’analyseetletroisièmeàlathéoriedesprobabilités.Ilnes’agitpasdemanuelsde«méthodes»oùl’onsacriﬁelanotionderigueurquiestl’es-sencemêmedesmathématiques.Lesnotionsétudiéeslesontdefaçonrigoureuseendémontranttous(oupresque)lesrésultatsénoncés.Chaquechapitresetermineparuneséried’exercicestouscorrigésendétails.C’estcetyped’exercicesqu’ilestutiledesavoirfaireavantdetravaillersurdesépreuvesécritesduconcours.Cedeuxièmevolumeestconsacréauxnotionsd’algèbrehabituellementensei-gnéesenpremièreetdeuxannéedelicence(L1etL2),àsavoirl’étudedequelquesnotionsdelogiqueetdethéoriedesensembles,desstructuresdegroupe,d’an-neauxetdecorps,enseconcentrantsurl’anneaudesentiersrelatifs,lecorpsdesnombrescomplexes,l’anneaudespolynômesàcoeﬃcientsréelsoucomplexesetlesprincipalesnotionsd’algèbrelinéaireetbilinéaireaveclaréductiondesendomor-phismesetdesformesquadratiques.Ons’intéresseégalementàquelquesnotionsd’arithmétique.Ledernierchapitreestconsacréàquelquesépreuvesd’algèbreetdegéométrieduCapes,leniveaud’exigencepourcetteépreuvenedépassantpasleniveaudeconnaissanceacquisenpremièreetdeuxièmeannéed’universitéoudeclassepréparatoireauxgrandesécoles.PourlesnotionsdegéométrieutilesdanscertainsproblèmesdeCapes,onsereporteraàl’excellentlivredeDanyJacqueMercier:Coursdegéométrie,préparationauCAPESetàl’agrégation.Lespro-blèmesdeCapesétantsouventtroplongspourêtretraitésencinqheures,àtitred’entrainement,onpeutsecontenterdetravaillersurlesdeuxpremièrespartiesd’unproblème,lasuiteduproblèmepouvantêtreétudiéeparlasuiteàtitred’ap-profondissement.NousespéronsquecetravailserautileauxcandidatsauCapes.Lesélèvesenclassespréparatoiresauxgrandesécolespourrontaussitirerproﬁtdecetouvrage.Pourconclure,noustenonsàremercierleséditionsDeBoecketenparticulierAlainLuguetpourlaconﬁancequ’ilsnousaccordentenpubliantcetravail.
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Chapitre

1
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ts

de

logique

et
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théorie
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Pourlesexemplesetexercicestraitésdanscechapitrelesensemblesusuelsdenombresentiers,rationnelsréelsetcomplexessontsupposésconnus,aumoinsdemanièreintuitivecommecelasepasseauLycée.1.1QuelquesnotionsdelogiqueNousallonspréciseràunpremierniveauquelquesnotionsmathématiquesquisontrelativementintuitivesmaisnécessitentquandmêmedesdéﬁnitionsrigou-reuses.L’idéeétantdepréciserschématiquementcommentseprésenteunethéoriemathématiqueainsiquelanotionessentiellededémonstration.Lapremièrenotionestcelled’assertion.Demanièreintuitive,uneassertionestunénoncémathématiqueaussirigoureuxquepossiblequinepeutprendrequedeuxvaleursdevéritéàsavoir«vrai»ou«faux»maisjamaisentrelesdeuxcommedanslelangagecourant.Uneassertionquiesttoujoursvraieestunetautologie.Parexemplelesénoncéssuivantssontdesassertions:2<15(elleestvraie),√2estunnombrerationnel(elleestfausse),cos(nπ)=(−1)n(vraie),...Deuxassertionssontditeslogiquementéquivalentes,ouplussimplementéqui-valentes,siellessonttoutesdeuxvraiesoutoutesdeuxfausses.Ilyaensuitelesénoncésquisedémontrent.Pourcefaire,onsedonnedesrèglesprécises(quenousverronsparlapratique)quipermettentdeconstruiredenouvellesassertionsàpartird’assertionsdonnées.IlnefautpascroirequedansunethéoriedonnéetouteassertionPsoitobliga-toirementdémontrable.En1931KurtGödelàdémontréqu’ilyadesassertionsnondémontrables(onditaussiqu’ellessontindécidables):iln’estpaspossiblededémontrerquePestvraieniquePestfausse.Àlabasedetoutethéoriemathématique,ondisposed’unpetitnombred’as-sertionsquisontsupposésvraiesapriori(c’est-à-direavanttouteexpérience)etquel’onnommeaxiomesoupostulats.Cesaxiomessontélaborésparabstractionàpartirdel’intuitionetnesontpasdéduitsd’autresrelations.
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2ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesParexemple,lagéométrieeuclidienneestbaséesurunequinzained’axiomes.L’undecesaxiomesestlepostulatnuméro15quiaﬃrmequeparunpointdonnépasseuneetuneseuledroiteparallèleàunedroitedonnée.Uneautreexempleimportantestdonnéparlaconstructiondel’ensemblenotéNdesentiersnaturels.CetteconstructionpeutsefaireenutilisantlesaxiomesdePeanosuivants:—0estunentiernaturel;—toutentiernaturelnaununiquesuccesseurnotén+1;—deuxentiersnaturelsayantmêmesuccesseursontégaux;—unepartiePdeNquicontient0ettellequesinestdansPalorslesuccesseurdenyestaussi,estégaleàN(axiomederécurrence).Nousreviendronsauparagraphe1.6surl’ensembleNenpartantsuruneautrebase.Lathéoriedesensembleestbaséesurlesystèmed’axiomesdeZermelo-Fränkel.Lanotiondedéﬁnitionnouspermetdedécrireunobjetouunesituationpréciseàl’aidedulangagecourant.Lesénoncésquisedémontrentsontclassésenfonctiondeleurimportancedansunethéoriecommesuit:—unthéorèmeestuneassertionvraiedéduited’autresassertions,ils’agitengénérald’unrésultatimportantàretenir;—unlemmeestunrésultatpréliminaireutilisépourdémontrerunthéorème;—uncorollaireestuneconséquenceimportanted’unthéorème;—unepropositionestdemanièregénéraleunrésultatauquelonpeutattribuerlavaleurvraieoufaussesansambiguïté.Pourrédigerunénoncémathématique,onutiliselelangagecourantetlesobjetsmanipuléssontreprésentésengénéralpardeslettresdel’alphabetlatinougrec.Usuellement,onutilise:—leslettresminusculesa,b,c,···pourdesobjetsﬁxés;—leslettresminusculesx,y,z,t,···pourdesobjetsinconnusàdéterminer;—leslettresmajusculesE,F,G,H,···pourdesensembles;—deslettresdel’alphabetgrecquesminusculesoumajusculesα,β,ε,δ,···Λ,Γ,Ω,···1.2LesconnecteurslogiquesdebaseL’élaborationdenouvellesassertionsàpartird’autressefaitenutilisantlesconnecteurslogiquesdenégation,deconjonction,dedisjonction,d’implicationetd’équivalencedéﬁniscommesuit,oùPetQdésignentdesassertions.—LanégationdeP,notée¬P,ounonPouP,estl’assertionquiestvraiesiPestfausseetfaussesiPestvraie.Parexemplelanégationdel’assertion:«xeststrictementpositif»est«xestnégatifounul».Enthéoriedesensemblesonadmetqu’iln’existepasd’assertionPtellequePetPsoienttoutesdeuxvraies.Onditquecettethéorieestnoncontradictoire.
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Lesconnecteurslogiquesdebase3—LaconjonctiondePetQ,notéeP∧Q(lirePetQ),estl’assertionquiestvraieuniquementsiPetQsonttoutesdeuxvraies(etdoncfaussedanslestroisautrescas).ParexempleP∧Pesttoujoursfaux(onseplacedansdesthéoriesnoncontradictoires).—LadisjonctiondePetQ,notéeP∨Q(lirePouQ),estl’assertionquiestvraieuniquementsil’unedesdeuxassertionsPouQestvraie(doncfaussesiPetQsonttoutesdeuxfausses).ParexempleP∨Pesttoujoursvraie(c’estunetautologie).Ilfautremarquerquele«ou»pour«oubien»estinclusif,c’est-à-direquePetQpeuventêtretoutesdeuxvraisdanslecasoùP∨Qestvraie.Onpeutaussiintroduirele«ouexclusif»,notéW,quiestvraiuniquementlorsquel’unedesdeuxassertions,maispaslesdeuxsimultanément,estvraie.—L’implication,notéeP→Q,estl’assertionquiestfausseuniquementsiPestvraieetQfausse(doncvraiedanslestroisautrescas).OnpeutremarquerquesiPestfausse,alorsP→QestvraieindépendammentdelavaleurdevéritédeQ.L’implicationestàlabaseduraisonnementmathématique.Enpartantd’uneassertionP(oudeplusieurs),unedémonstrationaboutitàunrésultatQ.Sicettedémonstrationestfaitesanserreur,alorsP→QestvraieetonnoteraP⇒Q(cequisigniﬁequesiPestvraie,alorsQestvraie).Danscecas,onditquePestuneconditionsuﬃsanteetQuneconditionnécessaire.Onpeutremarquerquel’implicationesttransitive,c’est-à-direquesiPimpliqueQetQimpliqueR,alorsPimpliqueR.—L’équivalencedePetQ,notéeP↔Q,estl’assertionquiestvraieunique-mentsiP→QetQ→Psonttoutesdeuxvraies.DanslecasoùP↔QestvraieonditquePestQsontéquivalentesetonnoteP⇔Q(cequisigniﬁequePetQsont,soittoutesdeuxvraies,soittoutesdeuxfausses).Danscecas,onditqueQestuneconditionnécessaireetsuﬃsantedeP.Onpeutrésumercequiprécède,enutilisantlatabledevéritésuivante:PQPP∧QP∨QP→QP↔QVVFVVVVVFFFVFFFVVFVVFFFVFFVVLestablesdevéritépeuventêtreutiliséespourfairecertainesdémonstrations.Deuxassertionsquiontmêmetabledevéritésontéquivalentes.Aveclethéorèmequisuit,onrésumequelquesrèglesdecalcul.Théorème1.1.SoientP,Q,Rdespropositions.Onaleséquivalences:1.commutativité:(P∧Q)⇔(Q∧P)et(P∨Q)⇔(Q∨P)
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4Élémentsdelogiqueetdethéoriedesensembles2.associativité(P∧(Q∧R))⇔((P∧Q)∧R)et(P∨(Q∨R))⇔((P∨Q)∨R)3.distributivité:(P∧(Q∨R))⇔((P∧Q)∨(P∧R))(P∨(Q∧R))⇔((P∨Q)∧(P∨R))4.négations:P⇔(P),P∧Q⇔P∨Q,P∨Q⇔P∧Q(P→Q)⇔Q→P,(P→Q)⇔P∨Q,P→Q⇔P∧QPreuve.Onutiliselestablesdevérité(exercicelaisséaulecteur).LeséquivalencesP∧Q⇔P∨QetP∨Q⇔P∧QsontappeléesloisdeMorgan.1.3QuelquesméthodesderaisonnementEngénérall’énoncéd’unepropositionàdémontrerestforméd’uneouplusieurshypothèsesquiconstituentl’assertionHetd’uneouplusieursconclusionsquiconstituentl’assertionC.Ils’agitdoncdemontrerl’implicationH⇒C.Sideplus,onpeutmontrerqueC⇒H,ondiraalorsquelaréciproquedelapropositionestvraie.Lesidéesdebasequel’onpeututilisersontlessuivantes.—Uneassertionpeuttoujoursêtreremplacéeparn’importequelleassertionquiluiestéquivalente.—Onpeuteﬀectuerunedémonstrationdirecte,c’est-à-dirededéduirelogique-mentCdeH.—L’implicationétanttransitive,onpeutessayerdemontrerqueC⇒C′sa-chantparailleursqueC′⇒H.—Danslecasoùunedémonstrationdirectesemblediﬃcile,onpeutessayerunedémonstrationparl’absurdequiconsisteàétudierl’assertionH∧CéquivalenteàH→Cetonmontrequ’onaboutitàuneimpossibilitésicettedernièreassertionestvraie(pratiquement,onsupposequelaconclusionestfausseavecleshypothèsesetonaboutitàuneabsurdité).IlenrésultealorsqueH→Cestfausse,c’est-à-direqueH→Cestvraie,soitH⇒C.—OnpeutaussiessayerdemontrerlacontraposéeC⇒Hpuisquelesimpli-cationsH→CetC→Hsontéquivalentes.—Ladémonstrationparcontre-exemplepermetdemontrerqu’uneimplicationH→C,oùHestCsontdespropriétésportantsurdesvariablesx,estfausse.PourcefaireonchercheuneoudesvaleursdexpourlesquelsH(x)estvraieetC(x)estfausse.






Notionsdebasesurlesensembles.Quantiﬁcateurs5—Ladémonstrationparrécurrencepermetdemontrerqu’unepropriétépor-tantsurdesentiersnaturelsesttoujoursvraie.Cetteméthodededémons-trationestdécriteauparagraphe1.6,oùelleapparaîtcommeunthéorèmebasésurlefaitquel’ensembledesentiersnaturelsestbienordonné.Sionacceptel’axiomedePéano,leprincipederécurrenceenestuneconséquenceimmédiate.1.4Notionsdebasesurlesensembles.Quantiﬁ-cateursNousnouscontenteronsd’unedéﬁnitionintuitivedelanotiond’ensemble.Unensembleestunecollectiond’objetspossédantdespropriétéscommunes,cesobjetssontlesélémentsdel’ensemble.Onadmetl’existenced’unensemblequinecontientaucunélément.Cetensembleestnoté∅etonditquec’estl’ensemblevide.Onutiliseralesnotationssuivantes,pourlesensemblesdenombresusuels:—Nestl’ensembledesentiersnaturels;—Zestl’ensembledesentiersrelatifs;—Qestl’ensembledesnombresrationnels—Restl’ensembledesnombresréels;—Cestl’ensembledesnombrescomplexes.Nousseronssouventamenésàdécrireunensembleenprécisantlespropriétésquedoiventvériﬁertousseséléments,cequenousnoteronsdelafaçonsuivante:E={descriptiondespropriétésdesélémentsdeE}(onditquel’ensembleEestdéﬁniencompréhension).Cettenotiond’ensembledéﬁniencompréhensionpeutconduireàdesparadoxesliésauproblèmede«l’ensembledetouslesensembles»,maisàunpremierniveau,onsecontentedecepointdevueintuitif.Uneétudeapprofondiedelathéoriedesensemblespeutmenerassezloin.LelecteurintéressépeutconsulterlevolumedeBourbakisurlesensembles,outoutautreouvragespécialisé.Onpeutaussidécrireunensembleendonnantlalisteﬁnieouinﬁniedetousceséléments,quandcelaestpossible,cequisenoteE={x1,x2,···,xn}s’ils’agitd’unensembleﬁniouE={x1,x2,···,xn,···}s’ils’agitd’unensembleinﬁnipourlequelonpeutnuméroterleséléments(untelensembleestditdénombrable).Onditalorsquel’ensembleEestdéﬁnienextension.Unsingletonestunensemblequinecontientqu’unélément,soitE={a}.Sin,msontdeuxentiersrelatifs,l’ensembledesentiersrelatifscomprisentrenetmseranoté{n,···,m}.Danslecasoùm<n,ilnepeutyavoird’entiersentrenetmetcetensembleesttoutsimplementl’ensemblevide.Danslecasoùn=m,cetensembleestlesingleton{n}.Pourn<m,onnoteraaussi{n,n+1,···,m}cetensemble.SiEestunensemble,onnoteraalorsa∈EpoursigniﬁerqueaestunélémentdeE,cequiselit«aappartientàE».Lanégationdecetteassertionest«an’appartientpasàE»etsenoteraa/∈E.
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6ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesPoursigniﬁerqu’unensembleFestcontenudansunensembleE,cequisigniﬁequetoutélémentdeFestdansE,nousnoteronsF⊂Equiselit«FestcontenudansE».OnpeutécriredemanièreéquivalentqueE⊃FpourdirequeEcontientF.LanégationdecetteassertionestnotéeF⊂E.DeuxensemblesEetFsontégauxsi,etseulementsi,ilsontlesmêmeséléments,cequisetraduitparE⊂FetF⊂E.OnadmetquesiEestunensemble,ilexisteunensembledonttouslesélémentssontformésdetouslessous-ensembles(ouparties)deE.OnnoteP(E)ceten-sembleetonditquec’estl’ensembledespartiesdeE.AinsiF⊂EestéquivalentàF∈P(E).L’ensemblevideetEsontdesélémentsdeP(E).ParexemplepourE={1,2,3},ona:P(E)={∅,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}Pourdécriredesensembles,oufairedesraisonnements,nousutiliserontlesdeuxquantiﬁcateurssuivants.—Lequantiﬁcateuruniversel«quelquesoit»ou«pourtout»noté∀utilisépoursigniﬁerquetoutélémentxd’unensembleEvériﬁeunepropriétéP(x),lasyntaxeétant:(∀x∈E)(P(x))(1.1)—Lequantiﬁcateurexistentiel«ilexiste»noté∃poursigniﬁerqu’ilexisteaumoinsunélémentxdeEvériﬁantlapropriétéP(x),lasyntaxeétant:(∃x∈E)|(P(x))(1.2)Poursigniﬁerqu’ilexisteunetunseulxdansEvériﬁantlapropriétéP(x),onutiliseralasyntaxe(∃!x∈E)|(P(x)).Lanégationdel’assertion1.1est(∃x∈E)|P(x)enutilisantlesymbole|quiselit«telque»utilisépourtraduirelefaitquexesttelquelapropriétéP(x)estvériﬁéeetlanégationde1.2est(∀x∈E)P(x).Nousverronsqu’iln’estpastoujoursfaciledetraduirelanégationd’uneasser-tionenutilisantlesquantiﬁcateurs.Parexemplepourtraduirelefaitqu’unesuite(un)n∈Ndenombresréelsestconvergenteversunréelℓnousécrirons:(∃ℓ∈R)|(∀ε>0,∃n0∈N|∀n≥n0,|un−ℓ|<ε)cequisigniﬁequ’ilexisteunréelℓtelquequelquesoitlaprécisionε>0quel’onchoisissel’écartentreunetℓ(soit|un−ℓ|)estinférieuràεàpartird’uncertainrangn0.Lanégationdecetteassertions’écrit:(∀ℓ∈R),(∃ε>0,∀n0∈N,∃n≥n0||un−ℓ|≥ε)Enutilisantlesquantiﬁcateurs,ilfaudrafaireattentionàl’ordred’apparitiondecesderniers.Parexemplelesassertionssuivantes,oùfestunefonctionàvaleursréellesdéﬁniesurunensembleE:∀x∈E,∃M>0|f(x)<M






Lessymboleset7∃M>0|∀x∈E,f(x)<Mnesontpaséquivalentes.LapremièreassertionsigniﬁequepourtoutélémentxdeEilexisteunréelM>0quidépendàprioridex(ilfaudraitdonclenoterM(x))telquef(x)<M(parexempleM(x)=f(x)+1convient),alorsquelasecondesigniﬁequ’ilexisteunréelM>0,indépendantdexdansE,telquef(x)<M,cequin’estpaslamêmechose.1.5LessymbolesetSinestunentiernaturelnonnuletx1,x2,···,xndesentiers,rationnels,réelsoucomplexes,onnotera:nk=1xk=x1+x2+···+xnetnk=1xk=x1·x2·····xnlasommeetleproduitdesxk.Dansunetellesommeouproduitl’indiceestmuet,cequisigniﬁequenk=1xk=ni=1xietnk=1xk=ni=1xi.Lamanipulationd’unproduitderéelsstrictementpositifsseramèneàunesommeenutilisantlafonctionlogarithmelnnk=1xk=nk=1ln(xk).Onpeutégalementeﬀectuerdeschangementsd’indice.Parexemple,enposanti=k+1,onank=1xk=n+1i=2xi−1=n+1k=2xk−1.Onpeutajouteroumultiplierdetellessommes(ouproduits).Parexemple,ona:nk=1xk+nk=1yk=nk=1(xk+yk),λnk=1xk=nk=1λxknk=1xkmk=1yk=nj=1xjmk=1yk=1≤j≤n1≤k≤mxjykPourvériﬁercedernierrésultat,onécritque:S=nk=1xkmk=1yk=(x1+x2+···+xn)mk=1yk=x1mk=1yk+···+xnmk=1yk=nj=1xjmk=1yk=nj=1mk=1xjyk=1≤j≤n1≤k≤mxjyk
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8Élémentsdelogiqueetdethéoriedesensembles1.6LesthéorèmesderécurrenceOndésigneparNl’ensembledesentiersnaturels,soitN={0,1,2,···,n,···}.Laconstructiondecetensembleaveclesopérationsusuellesd’additionetdemul-tiplicationestadmise.OnnoteN∗l’ensembleNprivéde0.Notrepointdedépartestl’axiomedubonordresuivant:toutepartienonvidedeNadmetunpluspetitélément,cequisigniﬁequesiAestunepartienonvidedeN,ilexistealorsunentierm∈Ntelquem≤npourtoutn∈A.Decetaxiomedubonordre,ondéduitlesdeuxthéorèmesfondamentauxquisuivent.Lepremierrésultatestsouventappeléthéorèmederécurrencefaibleetlesecondthéorèmederécurrenceforte.Théorème1.2.Soientn0∈NetP(n)unepropriétéportantsurlesentiersn≥n0.LapropriétéP(n)estvraiepourtoutentiern≥n0si,etseulementsi:(i)P(n0)estvraie;(ii)pourtoutn≥n0siP(n)estvraialorsP(n+1)estvraie.Preuve.Laconditionnécessaireestévidente.Ensupposantlesconditions(i)et(ii)vériﬁées,onnoteAl’ensembledesentiersn≥n0pourlesquelsP(n)estfaux.SiAestnonvide,iladmetalorsunpluspetitélémentn>n0(puisqueP(n0)estvraie).MaisalorsP(n−1)estvraiecequiimplique,d’après(ii),queP(n)estvraie,soitunecontradiction.EndéﬁnitiveAestvideetlapropriétéestvraiepourtoutentiern≥n0.Théorème1.3.Soientn0∈NetP(n)unepropriétéportantsurlesentiersn≥n0.LapropriétéP(n)estvraiepourtoutentiern≥n0si,etseulementsi:(i)P(n0)estvraie;(ii)pourtoutn≥n0siP(k)estvraipourtoutentierkcomprisentren0etn,alorsP(n+1)estvraie.Preuve.Laconditionnécessaireestévidente.Ensupposantlesconditions(i)et(ii)vériﬁées,onnoteAl’ensembledesentiersn≥n0pourlesquelsP(n)estfaux.SiAestnonvide,iladmetalorsunpluspetitélémentn>n0etP(k)estvraiepourtoutkcomprisentren0etn−1,cequiimpliquequeP(n)estvraie,soitunecontradiction.EndéﬁnitiveAestvideetlapropriétéestvraiepourtoutentiern≥n0.Lethéorèmederécurrencenouspermetdedéﬁnirlafonctionfactoriellesurl’ensembledesentiersnaturelsdelafaçonsuivante:0!=1∀n∈N,(n+1)!=(n+1)n!
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L’algèbredespartiesd’unensemble9Demanièreplusgénérale,c’estlethéorèmederécurrencequinousassuredel’existenceetdel’unicitéd’unesuite(réelleoucomplexe)déﬁniepar:u0estdonné∀n∈N,un+1=f(un)oùfestunefonctiondéﬁniesurunensembleIetàvaleursdanslemêmeensembleI.Unetellesuiteestditedéﬁnieparunerelationderécurrence(d’ordre1).Unetellesuitepeutaussisedéﬁnirendonnantlespremièresvaleursu0,u1,···,upetunerelationun+1=fun,···,un−(p−1)pourn≥p−1.Unetellesuiteestditedéﬁnieparunerelationderécurrenced’ordrep.1.7L’algèbredespartiesd’unensembleNousallonsdéﬁnirsurl’ensembleP(E)despartiesd’unensembleEdesopéra-tionsquivonttraduirelesidéesintuitivesdepartiecomplémentaire,d’intersectionetderéunion.L’ensembleEétantdonnéetA,B,C,···désignantdespartiesdeE(doncdesélémentsdeP(E)),ondéﬁnitlesensemblessuivant.—lecomplémentairedeAdansEestl’ensemblenotéCEA,ouE\A(lireEmoinsA)ouAdesélémentsdeEquinesontpasdansA,cequipeutsetraduirepar:x∈A⇔((x∈E)∧(x/∈A))ouencoreparA={x∈E|x/∈A}.—L’intersectiondeAetB,notéeA∩B,estl’ensembledesélémentsdeEquisontdansAetdansB,soit:(x∈A∩B)⇔((x∈A)∧(x∈B))ouencoreA∩B={x∈E|x∈Aetx∈B}.SiA∩B=∅,onditalorsqueAetBsontdisjointes.ParexempleAetAsontdisjointes.—LaréuniondeAetB,notéeA∪B,estl’ensembledesélémentsdeEquisontsoitdansA,soitdansB(éventuellementdansAetB)soit:(x∈A∪B)⇔((x∈A)∨(x∈B))ouencoreA∪B={x∈E|x∈Aoux∈B}.—LadiﬀérencedeAetB,notéeA\B,estl’ensembledesélémentsdeEquisontdansAetquinesontpasdansB,soit:(x∈A\B)⇔((x∈A)∧(x/∈B))ouencoreA\B={x∈A|x/∈B}.AinsiA=E\A.—LadiﬀérencesymétriquedeAetB,notéeA∆B,estl’ensembledesélémentsdeEquisontsoitdansAetpasdansBsoitdansBetpasdansA(c’est-à-diredansAouexclusifdansB),soit:(x∈A∆B)⇔((x∈A)∧(x/∈B))∨((x∈B)∧(x/∈A))Parexemple,onaA∆∅=A,A∆E=A.
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10ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesCesopérateursdecomplémentarité,intersection,réunionetdiﬀérencesymé-triquesontdécritsàl’aidedesconnecteurslogiquesnondenégation,∧deconjonc-tion,∨dedisjonctionetWdedisjonctionexclusive.Aveclethéorèmequisuit,onrésumelesrésultatsessentielsrelatifsàcesopé-rateursensemblistes.Théorème1.4.SoientEunensembleetA,B,C,···dessous-ensemblesdeE.Ona:1.commutativité:A∩B=B∩A,A∪B=B∪A,A∆B=B∆A;2.associativité:A∩(B∩C)=(A∩B)∩C,A∪(B∪C)=(A∪B)∪CA∆(B∆C)=(A∆B)∆C3.distributivité:A∩(B∪C)=(A∩B)∪(A∩C),A∩(B∆C)=(A∩B)∆(A∩C)A∪(B∩C)=(A∪B)∩(A∪C)4.diﬀérencesymétrique:A∆A=∅,A∆B=(A\B)∪(B\A),A∆B=A∩B∪B∩A,A∆B=(A∪B)\(A∩B);5.négations:A=A,(A⊂B)⇔B⊂A,A∩B=A∪B,A∪B=A∩B.Preuve.Laisséeaulecteur.Onnoteral’analogieentrecethéorèmeetlethéorème1.1surlesrèglesdecalculsaveclesconnecteurslogiques.Lapropriétéd’associativitédel’intersectionetdelaréunionnouspermetd’écrireA∩B∩CetA∪B∪Cl’intersectionetlaréuniondetroisensemblessanssesou-cierdeparenthèses.Demanièreplusgénérale,grâceàcetteassociativité,onpeutdéﬁnirl’intersectionoularéuniondensous-ensemblesA1,A2,···,AndeEpar:(x∈A1∩A2∩···∩An)⇔((x∈A1)∧(x∈A2)∧···∧(x∈An))et:(x∈A1∪A2∪···∪An)⇔((x∈A1)∨(x∈A2)∨···∨(x∈An))Defaçoncondensée,onécrira(Ak)1≤k≤nunetellefamilledesousensemblesdeE,nk=1Ak=A1∩A2∩···∩Anl’intersectionetnk=1Ak=A1∪A2∪···∪Anlaréunion.OnvériﬁefacilementqueE\nk=1Ak=nk=1(E\Ak),E\nk=1Ak=nk=1(E\Ak)etquepourtoutentierjcomprisentre1etn,onank=1Ak⊂Aj⊂nk=1Ak.






[image: background image]


Applications.Notionsd’injectivité,surjectivitéetbijectivité11Déﬁnition1.1.Onditqu’unefamille(Ak)1≤k≤ndepartiesd’unensembleEformeunepartitiondeE,silesAksontdeuxàdeuxdisjoints,c’est-à-direqueAk∩Aj=∅pour1≤k=j≤netderéunionégaleàE,soitnk=1Ak=E.Danslecasoù(A1,A2)formeunepartitiondeE,onanécessairementA2=A1.Lanotiondeproduitcartésiendedeuxensemblesseratrèssouventutilisée.Ellecorrespondàl’idéedecouplesetsegénéralisepouraboutiràlanotiondeliste.Déﬁnition1.2.ÉtantdonnédeuxensemblesEetF,onappelleproduitcartésiendeEparFl’ensembleE×Fdescouples(x,y)formésd’unélémentxdeEetd’unélémentydeF.Ilestànoterquelescouplessontordonnés,c’est-à-direque(x,y)=(y,x)E×Fsi,etseulementsi,x=y.Demanièreplusgénérale,ona(x,y)=(x′,y′)dansE×Fsi,etseulementsi,x=x′ety=y′.DanslecasoùF=E,onnoteE2pourE×E.OnpeutitérerleprocédéetdéﬁnirleproduitcartésienE1×E2×···×Endenensemblescommel’ensembledeslistes(ordonnées)(x1,x2,···,xn)forméesd’unélémentx1deE1suivid’unélémentx2deE2,···,suivid’unélémentxndeEn.Onnoteradefaçoncondensénk=1Ek=E1×···×En.Làencore,ona(x1,x2,···,xn)=(x′1,x′2,···,x′n)dansE×Fsi,etseulementsi,xk=x′kpourtoutkcomprisentre1etn.DanslecasoùtouslesEksontégauxàunmêmeensembleE,onnoteraEnpourE×E×···×E(nfois).1.8Applications.Notionsd’injectivité,surjecti-vitéetbijectivitéLesnotationsE,F,Gdésignentdesensembles.Déﬁnition1.3.Onappelleapplication,oufonction,deEdansF(oudeEversF)toutepartieΓduproduitcartésienE×Ftelleque:∀x∈E,∃!y∈F|(x,y)∈ΓEnnotantfuneapplicationdeEdansF(c’estenréalitéletriplet(E,F,Γ)aveclapropriétéénoncéeci-dessus),onnotepourtoutx∈E,f(x)l’uniqueélémentdeFtelque(x,f(x))∈Γetonditquef(x)estl’imagedexparfetxestunantécédentdeyparf.Unantécédentdeyparfn’estpasuniqueapriori.OnditaussiqueEestl’ensemblededépart(oul’ensemblededéﬁnition),Fl’ensembled’arrivéeetΓlegraphedel’applicationf.
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12ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesDeuxapplicationsfetgsontégalessi,etseulementsi,ellesontmêmeensemblededépartE,mêmeensembled’arrivéeFetmêmegrapheΓ,c’est-à-direque:∀x∈E,g(x)=f(x)Onatoutsimplementprécisél’idéed’unprocédéquiassocieàtoutélémentdeEununiqueélémentdeF.Onnote:f:E→Fx→f(x)unetelleapplication(oufonction).Onutiliseraaussilesnotationf:E→Fouf:x→f(x).Nousnefaisonspasladistinctionicientrefonctionetapplication.Usuellement,ondistinguecesnotionsendisantqu’unefonctiondeEdansFtoutepartieΓduproduitcartésienE×FtellequepourtoutélémentxdeE,ilexisteauplusunélémentydeFtelque(x,y)∈Γ.Lesous-ensembleDdeEpourlequelilexisteununiqueélémentydeFtelque(x,y)∈Γestappelél’ensemblededéﬁnitiondelafonction.Uneapplicationestdoncunefonctionpourlaquelletoutélémentdel’ensemblededépartEauneimagedansF.OnnoteF(E,F)ouFEl’ensembledetouteslesapplicationsdeEdansF(ladeuxièmenotationserajustiﬁéeplusloin).L’applicationquiassocieàtoutxd’unensembleElemêmexestl’applicationidentiquenotéeIdE,oùIdsil’ensembleEestﬁxé.SifestunefonctiondeEdansFetDunsous-ensemblenonvidedeE,ondéﬁnituneapplicationgdeDdansFenposant:∀x∈D,g(x)=f(x)etonditquegestlarestrictiondefàD,cequisenoteg=f|D.Déﬁnition1.4.SoitfuneapplicationdeEdansF.PourtoutepartieAdeE,l’imagedeAparfestlesousensembledeFnotéf(A)etdéﬁniparf(A)={f(x)|x∈A}.PourtoutepartieBdeF,l’imageréciproquedeBparfestlesousensembledeEnotéf−1(B)etdéﬁniparf−1(B)={x∈E|f(x)∈B}.Onadonc,pourtouty∈F:(y∈f(A))⇔(∃x∈A|y=f(x))etpourtoutx∈E:x∈f−1(B)⇔(f(x)∈B)L’ensemblef(E)estappelél’imagedef.Exemple1.1Onaf(∅)=∅,f({x})={f(x)}pourtoutx∈E,f−1(∅)=∅etf−1(F)=E.
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Applications.Notionsd’injectivité,surjectivitéetbijectivité13Pourtouty∈F,f−1{y}estl’ensembledesx∈Etelsquef(x)=yetcetensemblepeutêtrevideouformédeunouplusieurséléments.Enfaitf−1{y}estl’ensembledessolutionsdansEdel’équationf(x)=y,oùyestdonnédansFetxl’inconnuedansE.Cetteéquationpeutavoir0ouplusieurssolutions.Onvériﬁefacilementlerésultatsuivant.Théorème1.5.SoitfuneapplicationdeEdansF.PourtoutespartiesA,BdeEetC,DdeF,ona:1.A⊂B⇒f(A)⊂f(B)2.f(A∪B)=f(A)∪f(B)3.f(A∩B)⊂f(A)∩f(B)4.C⊂D⇒f−1(C)⊂f−1(D)5.f−1(C∪D)=f−1(C)∪f−1(D)6.f−1(C∩D)=f−1(C)∩f−1(D)7.f−1C=f−1(C)Preuve.Vériﬁcationimmédiate.Parexemple,pourlepoint2,onpeutécrirequeyestdansf(A∪B)si,etseulementsi,ilexistexdansA∪Btelquey=f(x),cequiimpliquequey∈f(A)danslecasoùx∈Aouy∈f(B)danslecasoùx∈B,soity∈f(A)∪f(B)danstouslescas.Réciproquementsiy∈f(A)∪f(B),ilestdansf(A)ouf(B)ets’écritdoncy=f(x)avecxdansAouB,cequisigniﬁequey∈f(A∪B).Onadonclesinclusionsf(A∪B)⊂f(A)∪f(B)etf(A)∪f(B)⊂f(A∪B),c’est-à-direl’égalitésouhaitée.Pourlepoint3,onaseulementuneinclusion.Direquey∈f(A∩B)équivautàdirequ’ilexistex∈A∩Btelquey=f(x)ety∈f(A)∩f(B).Réciproquement,siy∈f(A)∩f(B),ilexistex1∈Aetx2∈Btelsquey=f(x1)=f(x2)et,apriori,iln’yaaucuneraisonpourquex1=x2.Ondisposed’uneopérationimportantesurlesfonctions,c’estlacompositiondesfonctionsquipermetdeconstruiredenouvellesfonctionsàpartirdefonctionsdonnées.Déﬁnition1.5.SoientfuneapplicationdeEdansFetguneapplicationdeFdansG.LacomposéedefpargestlafonctiondeEdansGnotéeg◦fetdéﬁniepar:∀x∈E,g◦f(x)=g(f(x))Cequipeutseschématiserpar:Ef→Fg→Gx→f(x)→g(f(x))Onremarqueraquef◦gn’estpasdéﬁnieapriori(danslasituationdeladéﬁnition).
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14ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesDanslecasoufestdéﬁniedeEdansFetgdeFdansE,onpeutdéﬁnirlesapplicationsf◦g(deFdansF)etg◦f(deEdansE)etiln’yaaucuneraisonpourquecesapplicationssoientégales,mêmedanslecasoùF=E.DanslecasoùE=F,onditquelesapplicationsfetg(déﬁniesdeEdansE)commutent,sif◦g=g◦f.Onvériﬁefacilementquelaloidecompositionestassociative,c’est-à-direquef◦(g◦h)=(f◦g)◦h,quandtoutescescomposéesontunsens.Cettepropriétéd’associativitépermetdedéﬁnirlacomposéedenapplicationsf1◦f2◦···◦fnsanssesoucierdeparenthèses.SifestuneapplicationdeEdansE,onpeutdéﬁnirlasuitedesesitéréesparlarelationderécurrencesuivante:f1=f∀n∈N∗,fn+1=fn◦fOnconvientquef0=IdE.Onvériﬁefacilementquefp◦fq=fq◦fp=fp+qpourtousentiersnaturelsp,q.Lesnotionssuivantesd’injectivitéetdesurjectivitésontaussitrèsimportantes.Déﬁnition1.6.SoientE,FdeuxensemblesetfuneapplicationdeEdansF.Onditquefest:1.injective(ouquec’estuneinjection)sideuxélémentsdistinctsdeEondeuximagesdistinctesdansF,soit:x1=x2dansE⇒f(x1)=f(x2)dansE(1.3)2.surjective(ouquec’estunesurjection)sitoutélémentdeFaaumoinsunantécédentdansE,soit:∀y∈F,∃x∈E|y=f(x)3.bijective(ouquec’estunebijection)sielleestàlafoisinjectiveousurjective.Uneinjectionpeutaussisecaractériserendisantquetoutélémentdeyaauplusunantécédentparf,encoreéquivalentàdirequepourtouty∈Fl’équationy=f(x)aauplusunesolutionxdansE,cequirevientàdirequesix1etx2sontdeuxélémentsdeEtelsquef(x1)=f(x2),alorsx1=x2(contraposéede(1.3)).Unesurjectionpeutsecaractériserendisantquepourtouty∈Fl’équationy=f(x)aaumoinsunesolutionxdansE,encoreéquivalentàdirequef(E)=F.SifestunesurjectiondeEdansF,onditparfoisquefestunesurjectiondeEsur(poursurjection)F.Unebijectionpeutsecaractériserendisantquetoutélémentdeyaununiqueantécédentparf,encoreéquivalentàdirequepourquepourtouty∈Fl’équationy=f(x)auneetuneseulesolutionxdansE,cequipermetdedéﬁnirl’applicationréciproquedef,notéef−1,deFdansEpar:y∈Fetx=f−1(y)⇔(x∈Eety=f(x))
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Applications.Notionsd’injectivité,surjectivitéetbijectivité15Cetteapplicationf−1estunebijectiondeFdansE.L’applicationf◦f−1estalorsl’applicationidentitéy→ydeFdansFetl’applicationf−1◦festl’applicationidentitéx→xdeEdansE,cequisenotef◦f−1=IdFetf−1◦f=IdE.Déﬁnition1.7.Onappellepermutationd’unensembleEtoutebijectiondeEdansluimême.OnnoteengénéralS(E)l’ensembledespermutationsdeE.Exemple1.2L’applicationx→x2estsurjectivedeRdansR+,maisnoninjec-tive.EllebijectivedeR+dansR+.DanslecasoùfestuneapplicationdeEdansF,onanotépourtoutepartieBdeF,f−1(B)l’imageréciproquedeBparf,sansaucunehypothèsedebijectivitépourf.Danslecasoùfestbijective,f−1(B)estaussil’imagedirectedeBparf−1,maisdanslecasgénéral,ilfautbienprendregarde,malgrélanotation,quefn’aaucuneraisond’êtrebijective.Ilfaudraitenréalitéutiliserunautresymbolequef−1(parexemplef∗(B),f(−1)(B),oufζξ(f)),maisnouspréfèronsutiliserlanotationf−1(B)rencontréeleplussouvent.Sil’onsaitdequoil’onparleiln’yapasdevéritableproblème,ils’agitseulementd’unenotation.Onvériﬁefacilementlerésultatsuivant.Théorème1.6.SoientE,F,Gdesensembles,funeapplicationdeEdansFetguneapplicationdeFdansG.1.Sifetgsontinjectives,alorsg◦festinjective(lacomposéededeuxinjectionsestuneinjection).2.Sifetgsontsurjectives,alorsg◦festsurjective(lacomposéededeuxsurjectionsestunesurjection).3.Sifetgsontbijectives,alorsg◦festbijective(lacomposéededeuxinjectionsestunebijection)et(g◦f)−1=f−1◦g−1.Preuve.1.Supposonsfetginjectives.Sig◦f(x1)=g◦f(x2),alorsg(f(x1))=g(f(x2)),doncf(x1)=f(x2)puisquegestinjectiveetx1=x2puisquefestinjective.2.Supposonsfetgsurjectives.Pourtoutz∈G,ilexistey∈Ftelquez=g(y)puisquegestsurjectiveety∈Fs’écrity=f(x)avecx∈Epuisquefestsurjective.Onadoncz=g◦f(x1)avecx∈E.L’applicationg◦festdoncsurjective.Demanièrepluscompacte,onpeutécrireque:(g◦f)(E)=g(f(E))=g(F)=G.3.Lesdeuxpremierspointsnousdisentqueg◦festbijectivesifetglesont.Puisavecf−1◦g−1◦g◦f=f−1◦IdF◦f=f−1◦f=IdE,ondéduitquef−1◦g−1estl’inversedeg◦f.
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16ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesLerésultatquisuitpeutparfoisêtreutilepourmontrerl’injectivité,lasurjec-tivitéoulabijectivitéd’uneapplication.Théorème1.7.SoientE,FdeuxensemblesetfuneapplicationdeEdansF.1.S’ilexisteuneapplicationgdeFdansEtellequeg◦f=IdE,alorsfestinjective.2.S’ilexisteuneapplicationhdeFdansEtellequef◦h=IdF,alorsfestsurjective.3.S’ilexistedeuxapplicationsgethdeFdansEtellesqueg◦f=IdEetf◦h=IdF,alorsfestbijectiveetg=h=f−1.Preuve.1.Six,x′dansEsonttelsquef(x)=f(x′),alorsx=g◦f(x)=g◦f(x′)=x′etfestinjective.2.Pourtouty∈F,onay=(f◦h)(y)=f(h(y))avecx=h(y)∈E,doncfestsurjective.3.Lesdeuxpremierspointsnousdisentquefestbijectiveetdeg◦f=IdE,ondéduitquef−1=(g◦f)◦f−1=g.Demêmeh=g−1.1.9Relationsd’ordreetd’équivalenceOnsedonneunensemblenonvideEetunepropriétéPsurleséléments(x,y)deE2.OnditquexetydansEsontenrelation,cequel’onnoteraxRy,silecouple(x,y)vériﬁelapropriétéP.OnditqueRestunerelationsurE.Déﬁnition1.8.OnditqueRestunerelationd’ordresurE,siellevériﬁelespropriétéssuivantes:—réﬂexivité:pourtoutx∈E,onaxRy;—anti-symétrie:six,ydansEsonttelsquexRyetyRx,onaalorsx=y;—transitivité:six,y,zdansEsonttelsquexRyetyRz,onaalorsxRz.Déﬁnition1.9.UnensembleEmunid’unerelationd’ordreestditor-donné.Déﬁnition1.10.SiRestunerelationd’ordresurEtellequedeuxélé-mentsquelconquesdeEsontcomparables,c’est-à-direquepourtousx,y
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Relationsd’ordreetd’équivalence17dansE,onaxRyouyRx,onditalorsquel’ensembleEesttotalementordonnéouqueRestunerelationd’ordretotalsurE.Exemples1.11.LesensemblesN,Z,QetRsonttotalementordonnésparlarelation≤.2.Larelationdedivisibilitéestunerelationd’ordretotalsurN∗=N\{0},maiscen’estpasunerelationd’ordresurZ∗=Z\{0}.3.Larelationd’inclusion⊂estunerelationd’ordresurl’ensembleP(E)despartiesdeE.Déﬁnition1.11.OnditqueRestunerelationd’équivalencesurE,siellevériﬁelespropriétéssuivantes:—réﬂexivité:pourtoutx∈E,onaxRy;—symétrie:six,ydansEsonttelsquexRy,onaalorsyRx;—transitivité:six,y,zdansEsonttelsquexRyetyRz,onaalorsxRz.Exemple1.3SoientE,FdeuxensemblesetφuneapplicationdeEdansF.LarelationRdéﬁniesurEparxRysi,etseulementsi,onaφ(x)=φ(y)estunerelationd’équivalence.PourF=Eetφ=Id,onalarelationd’égalité.SiRestunerelationd’équivalencesurE,onnotepourtoutx∈E:x={y∈E|xRy}untelensembleestnonvidecarilcontientx(propriétédesymétrie)etonditquec’estlaclassed’équivalencedex.L’ensembledetoutescesclassesd’équivalenceestappelél’ensemblequotientdeEparRetnotéE/R.Ilestfaciledevériﬁerquel’application:π:E→E/Rx→xestsurjective.Onditquec’estlasurjectioncanoniquedeEsurE/R.Théorème1.8.SiRestunerelationd’équivalencesurE,sesclassesd’équivalenceformentalorsunepartitiondeE,c’est-à-direqueE=C∈E/RC.Preuve.Touteclassed’équivalenceestdansE,doncC∈E/RC⊂Eettoutx∈EappartientàC=x,doncE⊂C∈E/RCetonal’égalité.SoientCetC′deuxclases
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18Élémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesd’équivalencedistinctes.SiC∩C′=∅,ilexistealorsx∈C∩C′avecC=yetC′=zpourdeuxélémentsyetzdeE,cequiimpliquequexRyetxRzetdoncqueyRzparsymétrieettransitivité,maiscelaimpliquequeC=C′,cequin’estpas.Enconclusion,onalapartitionE=C∈E/RC.1.10ExercicesExercice1.1.MontrerquelesassertionsP→QetP∨Qsontéquiva-lentes,ainsiquelesassertionsP→QetP∧Q.Solution.Cesdeuxassertionsontmêmetabledevérité.PQPP∨QP→QVVFVVVFFFFFVVVVFFVVV,PQP∧QP→QVVFFVFVVFVFFFFFFExercice1.2.MontrerquelesassertionsP↔P,(P∧Q)→P,P→(P∨Q),P∨(P→Q),P→(Q→P)et((P→Q)→P)→Psontdestautologies(i.e.toujoursvraies).Solution.PourP↔P,(P∧Q)→P,P→(P∨Q),c’estévidentetpourlesautres,onutiliselatabledevérité:PQP→QQ→PP∨(P→Q)P→(Q→P)((P→Q)→P)→PVVVVVVVVFFVVVVFVVFVVVFFVVVVVExercice1.3.Simpliﬁerl’expressionR=P∧Q∨P∧Q∨(P∧Q).Solution.Enutilisantlestablesdevérité,ona:PQP∧QP∧QP∧Q∨P∧QP∧QRVVFFFVVVFFFFFFFVVFVFVFFFVVFV
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Exercices19DoncRalamêmetabledevéritéqueP→Q,cequisigniﬁequeRestéquivalentàP→Q.Exercice1.4.Onditqu’unethéorieestnoncontradictoiresiP∧PestfauxpourtoutepropositionP.MontrerquesidansunethéorieunepropriétéPestcontradictoire,c’est-à-diresiP∧Pestvraie,alorsQ∧QestvraiepourtoutepropriétéQ.Solution.Nousallonsmontrerques’ilexisteunénoncécontradictoireP,alorstouténoncéQestvrai,doncQaussietQ∧Qestvraie.Onvériﬁetoutd’abordqueR=P→(P→Q)estunetautologieaveclatabledevérité:PQPP→QP→(P→Q)VVFVVVFFFVFVVVVFFVVVCommeRetPsontvraies,P→QestvraieetQestvraiepuisquePestvraie.Exercice1.5.Enraisonnantparl’absurde,montrerque√2etln(2)ln(3)sontirrationnels.Solution.Supposonsque√2=pqavecp,qentiersnaturelsnonnulspremiersentreeux.Onaalorsp2=2q2quientraînequepestpair,soitp=2p′etq2=2p′2entraîneqpair,cequicontreditpetqpremiersentreeux.Supposonsquel’onaitln(2)ln(3)=pqavecp,qentiersnaturelsnonnulspremiersentreeux.Onaalorsln(2q)=ln(3p)et2p=3q,cequiestimpossiblepuisque2pestunentierpairet3qestunentierimpair.Exercice1.6.Soitnunentiernaturelnoncarré,c’est-à-direnes’écri-vantpassouslaformen=p2avecpentier.Enraisonnantparl’absurdeetenutilisantlethéorèmedeBézout,montrerque√nestirrationnel.Solution.Sinestnoncarré,onaalorsn≥2.Supposonsque√n=pqavecp,qpremiersentreeuxdansN∗.LethéorèmedeBézoutnousditqu’ilexisteuncouple(u,v)d’entiersrelatifstelsqueup+vq=1.Onaalors:1=(up+vq)2=u2p2+2uvpq+v2q2
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20Élémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesavecu2p2=u2nq2.L’égalitéprécédentes’écritalorsqr=1avecr=u2nq+2uvp+v2qdansZ,cequiimpliquequeq=1et√n=p,encontradictionavecnnoncarré.Exercice1.7.MontrerquePn=nk=11+1kk=(n+1)nn!pourtoutn∈N∗.Solution.IlrevientaumêmedecalculerSn=ln(Pn).Ona:Sn=lnnk=1k+1kk=nk=1(kln(k+1)−kln(k))=nk=1kln(k+1)−nk=1kln(k)etlechangementd’indicej=k+1danslapremièresommedonne:Sn=n+1j=2(j−1)ln(j)−nk=1kln(k)=n+1j=2jln(j)−n+1j=2ln(j)−nk=1kln(k)=n+1k=2kln(k)−n+1k=2ln(k)−nk=1kln(k)=(n+1)ln(n+1)−n+1k=2ln(k)(onautilisélefaitquel’indiceestmuetdansunesomme).Onadoncendéﬁnitive:Sn=ln(Pn)=ln(n+1)n+1−n+1k=2ln(k)=ln(n+1)n+1−lnnk=2k=ln(n+1)n+1−ln(n!)=ln(n+1)n+1n!etPn=(n+1)nn!.Exercice1.8.MontrerquesiφestunefonctionstrictementcroissantedeNdansN,onaalorsφ(n)≥npourtoutn.Solution.CommeφestunefonctiondeNdansN,φ(0)estunentiernatureletdoncφ(0)≥0.Supposantlerésultatacquispourn≥0,sachantqueφeststrictementcroissante,onaφ(n+1)>φ(n)≥n,doncφ(n+1)>n,cequiéquivautàφ(n+1)≥n+1puisqueφ(n+1)estunentier.
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Exercices21Exercice1.9.Montrerparrécurrencequepourtoutentiernaturelnonnuln,ona:Un=nk=1k=n(n+1)2,Vn=nk=1k2=n(n+1)(2n+1)6,Wn=nk=1k3=n(n+1)22=U2nSolution.Pourn=1c’estclair.Ensupposantlesrésultatsacquispourn≥1,ona:Un+1=n(n+1)2+n+1=n2+3n+22=(n+1)(n+2)2Vn+1=n(n+1)(2n+1)6+(n+1)2=(n+1)2n2+7n+66=(n+1)(n+2)(2n+3)6Wn+1=n(n+1)22+(n+1)3=(n+1)(n+2)22OnaaussiUn=1+2+···+(n−1)+n=n+(n−1)+···+2+1etenadditionnanttermeàtermeonobtient2Un=n(n+1).LecalculdeUnpeutaussisefaireenpassantparVn+1etenutilisantl’identité(k+1)2=k2+2k+1.Précisément,eneﬀectuantlechangementd’indicek=j+1,ona:Vn+1=n+1k=1k2=nj=0(j+1)2=nj=0j2+2nj=0j+nj=01soitVn+1=Vn+2Un+n+1et:2Un=Vn+1−Vn−(n+1)=(n+1)2−(n+1)=n(n+1)cequidonnebienUn=n(n+1)2.Demême,lecalculdeVnpeutaussisefaireenpassantparWn+1etenutilisantl’identité(k+1)3=k3+3k2+3k+1.Précisément,eneﬀectuantlechangementd’indicek=j+1,ona:Wn+1=n+1k=1k3=nj=0(j+1)3=nj=0j3+3nj=0j2+3nj=0j+nj=01soitWn+1=Wn+3Vn+3Un+n+1et:3Vn=Wn+1−Wn−3Un−(n+1)=(n+1)3−3n(n+1)2−(n+1)=n(n+1)(2n+1)2
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22ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblescequidonnebienVn=n(n+1)(2n+1)6.Exercice1.10.Montrerquepourtoutentiernaturelnettousnombrescomplexesaetbonabn+1−an+1=(b−a)nk=0akbn−k.Enparticulier,poura=1etb=1,onank=0ak=an+1−1a−1.Solution.Pourn=0,c’estévident.Ensupposantlerésultatacquisaurangn≥0,ona:bn+2−an+2=bn+1−an+1b+ban+1−an+2=(b−a)nk=0akbn+1−k+(b−a)an+1=(b−a)bn+1+abn+···+an−1b2+anb+(b−a)an+1=(b−a)n+1k=0akbn+1−kLerésultatestdoncvraipourtoutn≥0.Exercice1.11.Montrerquepourtoutentiernaturelnettousnombrescomplexesaetbona(a+b)n=nk=0nkan−kbk,oùnk=n!k!(n−k)!pourkcomprisentre0etnaveclaconvention0!=1(formuledubinômedeNewton).Solution.Pourn=0etn=1,c’estévident.Ensupposantlerésultatacquisaurangn≥1,ona:(a+b)n+1=(a+b)n(a+b)=nk=0nkan−kbk(a+b)=nk=0nkan−(k−1)bk+nk=0nkan−kbk+1=nk=0nkan−(k−1)bk+n+1k=1nk−1an−(k−1)bk=an+1+nk=1nk+nk−1an+1−kbk+bn+1






[image: background image]


Exercices23ettenantcomptedenk+nk−1=n+1k(triangledePascal),celas’écrit:(a+b)n+1=n−1k=0n+1kan+1−kbkLerésultatestdoncvraipourtoutn≥0.Exercice1.12.Montrerparrécurrence,quepourtoutentiernaturelnonnulnettoutnombrecomplexeλdiﬀérentde1,ona:nk=1kλk=nλn+1λ−1+λ1−λn(λ−1)2Solution.Pourn=1,c’estclair.Sic’estvraipourn≥1,alors:n+1k=1kλk=nλn+1λ−1+λ1−λn(λ−1)2+(n+1)λn+1=nλn+1λ−1+λ1−λn(λ−1)2+nλn+1λ−1λ−1+λn+1(λ−1)2(λ−1)2=nλn+2λ−1+λ(λ−1)21+λn+1(λ−2)=(n+1)λn+2λ−1+λ(λ−1)21−λn+1Exercice1.13.Soitx1,···,xndesréelsdans[0,1].Montrerparrécur-rencequenk=1(1−xk)≥1−nk=1xk.Solution.Notonsun=nk=1(1−xk)etvn=1−nk=1xk.Pourn=1,onau1=v1.Supposantlerésultatacquisaurangn≥1ettenantcomptede1−xn+1≥0,ona:un+1=un(1−xn+1)≥1−nk=1xk(1−xn+1)≥1−nk=1xk−xn+1+xn+1nk=1xk≥1−n+1k=1xk=vn+1puisquetouslesxksontpositifs.
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24ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesExercice1.14.Pourtoutentiernaturelnsupérieurouégalà2,onnoteHn=nk=11k.1.Soitpunentiernaturelnonnul.MontrerqueH2p=12Hp+a2b+1oùa,bsontdesentiersnaturelsavecanonnul.2.MontrerparrécurrencequepourtoutentiernaturelnonnulHnestlequotientd’unentierimpairparunentierpairetqu’enconséquencecen’estpasunentier.Solution.1.OnaH2p=pk=112k+p−1k=012k+1=12Hp+NDavecD=ppcm(1,3,···,2p−1)quiestimpairetNentiernaturelnonnul.2.OnaH2=32/∈N.Supposonslerésultatacquisaurangn≥2.Sin=2p,onaalors:Hn+1=Hn+12p+1=2a+12b+12p+1=(2a+1)(2p+1)+2b2b(2p+1)=2a′+12b′aveca′=a+b+p+2apetb′=b(2p+1).Sin=2p+1,onaalors:Hn+1=H2(p+1)=c2d+1+12Hp+1=c2d+1+122a+12b=4bc+(2d+1)(2a+1)4b(2d+1)=2a′+12b′aveca′=a+d+2ad+2bcetb′=2b(2d+1).Danstouslescas,Hnestlequotientd’unentierimpairparunentierpairetenconséquence,cen’estpasunentier.Exercice1.15.Simpliﬁerlesexpressionssuivantes,oùAetBsontdessous-ensemblesd’unensembleE:1.C=A∩B∪A∩B∪(A∩B),C.2.D=A∩B∩A∩B∪(A∩B)∩(A∩B)Solution.1.Avecladistributivitéde∩sur∪,ona:A=A∩E=A∩B∪B=A∩B∪A∩B(onamisAenfacteur)etavecladistributivitéde∪sur∩,ona:C=A∪(A∩B)=A∪A∩A∪B=E∩A∪B=A∪B
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Exercices25C=A∩B.2.Enposant:X=A∩B,Y=X∩A∩B,Z=Y∪(A∩B),T=Z∩(A∩B)ona:D=T=Z∪A∪B=Y∪(A∩B)∪A∪B=X∪A∪B∪(A∩B)∪A∪BavecA∪B∪A∪B=E,doncD=E.Exercice1.16.SoientA1,···,Apdesensemblesdeuxàdeuxdistincts.Montrerquel’undecesensemblesnecontientaucundesautres.Solution.Onraisonneparl’absurde,c’est-à-direqu’onsupposequechacundesensemblesAkcontientunensembleAjdiﬀérentdeAk.DoncA1contientunen-sembleAj1=A1,soitAj1A1,Aj1contientunensembleAj2=Aj1,soitAj2Aj1,etonpeutcontinuerindéﬁniment,cequiestimpossiblepuisquelafamilled’ensemblesestﬁnie.Exercice1.17.Quedirede2ensemblesA,BtelsqueA∩B=A∪B?Solution.OnatoujoursA∩B⊂A∪B.SideplusA∪B⊂A∩B,onaalors:A⊂A∪B⊂A∩B⊂BetB⊂A∪B⊂A∩B⊂AcequidonneA=B.Exercice1.18.SoientA,B,Ctroisensembles.Montrerque:(A∪B)∩(B∪C)∩(C∪A)=(A∩B)∪(B∩C)∪(C∩A)Solution.Ona(A∪B)∩(B∪C)=B∪(A∩C)etennotantD=(A∪B)∩(B∪C)∩(C∪A),ona:D=((B∩C)∪(A∩B))∪(C∩A)=(A∩B)∪(B∩C)∪(C∩A)Oualorsonpartdex∈Detonmontrequex∈E=(A∩B)∪(B∩C)∪(C∩A),puispartantdex∈E,onmontrequex∈D.Exercice1.19.SoientEunensembleetuneapplicationf:P(E)→RtellequepourtoutespartiesdisjointesdeEonait:f(A∪B)=f(A)+f(B)
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26ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesMontrerquef(∅)=0,puisquepourtoutespartiesA,BdeE,ona:f(A∪B)+f(A∩B)=f(A)+f(B)PourEﬁni,lafonctionfquiassocieàunepartieAdeEsoncardinal(c’est-à-direlenombredeseséléments)vériﬁel’équationfonctionnelledecetexercice.Solution.Onaf(∅)=f(∅∪∅)=f(∅)+f(∅)dansR,doncf(∅)=0.AveclespartitionsA∪B=A∪(B\A)etB=(A∩B)∪(B\A),ona:f(A∪B)=f(A)+f(B\A)f(B)=f(A∩B)+f(B\A)etparsoustractionf(A∪B)−f(B)=f(A)−f(A∩B),cequidonnelerésultat.Exercice1.20.Montrerqu’uneapplicationfstrictementmonotonedeRdansRestinjective.Solution.Supposonsquefsoitstrictementcroissante(aubesoinonremplacefpar−f).Six=y,onanécessairementx>youy>xetdoncf(x)>f(y)ouf(x)<f(y),soitf(x)=f(y)danstouslescas.Exercice1.21.Soitmunentiernaturel.Montrerques’ilexisteunentiernaturelnetuneinjectionφdeEn={1,···,n}dansEm={1,···,m},onaalorsnécessairementn≤m.Solution.Onprocèdeparrécurrencesurm≥0.Sim=0,onaalorsEm=∅etEn=∅(eneﬀet,siEn=∅,l’ensemblef(En)estalorsnonvideetcontenudansl’ensemblevide,cequiestimpossible),doncn=0.Supposonslerésultatacquispourm≥0.SoitφuneinjectiondeEndansEm+1.Sin=0,onabienn≤m+1.Sin≥1,ondistinguealorsdeuxcasdeﬁgure:—soitφ(n)=m+1etdanscecasφinduitunebijectiondeEn−1dansEm(larestrictiondeφàEn−1)etn−1≤m,soitn≤m+1;—soitφ(n)=m+1etdanscecas,endésignantparψl’applicationdeEm+1dansluimêmedéﬁnieparψ(φ(n))=m+1,ψ(m+1)=φ(n)etψ(k)=kpourk∈Em+1\{φ(n),m+1},l’applicationψ◦φestinjectivedeEndansEm+1(composéededeuxinjectionspuisqueφestinjectiveetψbijective)avecψ◦φ(n)=m+1,cequinousramèneaucasprécédent.Exercice1.22.Soientn,mdeuxentiersnaturels.Montrerques’ilexisteunebijectionφdeEn={1,···,n}surEm={1,···,m},onaalorsnécessairementn=m.
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Exercices27Solution.Onan≤mpuisqueφestuneinjectiondeEndansEmetm≤npuisqueφ−1estuneinjectiondeEmdansEn,cequidonnen=m.Exercice1.23.SoientE,FdeuxensemblesetfunebijectiondeEsurF.Montrerquesig[resp.h]estuneapplicationdeFsurEtellequeg◦f=IdE[resp.f◦h=IdF],alorsg[resp.h]estbijectiveetg=f−1[resp.h=f−1].Solution.Résultedeg=(g◦f)◦f−1=IdE◦f−1=f−1eth=f−1◦(f◦h)=f−1◦IdF=f−1.Exercice1.24.SoientE,F,Gdesensembles,funeapplicationdeEdansFetguneapplicationdeFdansG.Montrerque:1.sig◦festinjective,alorsfestinjective;2.sig◦festsurjective,alorsgestsurjective;3.sig◦festsurjectiveetginjective,alorsfestsurjective;4.Sig◦festinjectiveetfsurjective,alorsgestinjective.Solution.1.Six,x′dansEsonttelsquef(x)=f(x′),alorsg◦f(x)=g◦f(x′)etx=x′puisqueg◦festinjective.L’applicationfestdoncinjective.2.PourtoutzdansG,ilexistexdansEtelquez=g◦f(x)puisqueg◦festsurjectiveetennotanty=f(x),onay∈Fetz=g(y),cequiprouvequegestsurjective.3.Soity∈F.Commeg◦festsurjective,ilexistex∈Etelquez=g(y)=(g◦f)(x)=g(f(x))ety=f(x)sionsupposedeplusquegestinjective.Enconséquence,festsurjective.4.Soienty,y′dansFtelsqueg(y)=g(y′).Commefestsurjective,ilexistex,x′dansEtelsquey=f(x)ety′=f(x′),cequidonneg◦f(x)=g◦f(x′)etx=x′puisqueg◦festinjective,doncy=y′.Exercice1.25.SoientmunentiernaturelnonnuletEunensemblenonvide.Montrerques’ilexisteunesurjectionφdeEm={1,···,m}surE,onpeutalorsconstruireuneinjectiondeEdansEm.PourE=En={1,···,n},onaalorsnécessairementn≤m.Solution.CommeφestsurjectivedeEmsurE,onaφ−1{x}=∅pourtoutx∈Eetchacundecessous-ensemblesdeEmaunpluspetitélémentjx=minφ−1{x}∈Em,cequipermetdedéﬁnirl’applicationψdeEdansEmparψ(x)=jx.Onaalorsφ◦ψ(x)=φ(jx)=xpourtoutx∈E,c’est-à-direqueφ◦ψ=IdEetl’applicationψestinjective.
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28ÉlémentsdelogiqueetdethéoriedesensemblesExercice1.26.SoientEunensembleetfuneapplicationdeEdansE.Montrerquefestinjectivesi,etseulementsi,f(A∩B)=f(A)∩f(B)pourtoutespartieAetBdeE.Solution.Onatoujoursf(A∩B)⊂f(A)∩f(B)pourtoutespartieAetBdeE,quefsoitinjectiveoupas.Eneﬀetunélémentydef(A∩B)s’écrity=f(x)avecx∈A∩Betdoncy∈f(A)∩f(B).Réciproquementsiy∈f(A)∩f(B),ilexistex∈Aetx′∈Btelsquey=f(x)=f(x′)etdanslecasoùfestinjective,onanécessairementx=x′∈A∩B,doncy∈f(A∩B).Onadoncf(A∩B)=f(A)∩f(B)pourtoutespartieAetBdeE,sifestinjective.Réciproquementsupposonsquef(A∩B)=f(A)∩f(B)pourtoutespartieAetBdeE.Sifn’estpasinjective,ilexistex=x′dansEtelsquef(x)=f(x′)et:∅=f(∅)=f({x}∩{x′})=f({x})∩f({x})=f({x})={f(x)}cequiestimpossible.Doncfestinjective.Exercice1.27.SoientEunensembleetfuneapplicationdeEdansE.Montrerquefestbijectivesi,etseulementsi,fA=f(A)pourtoutepartieAdeE.Solution.Supposonsfbijective.UnélémentydeEestdansfAsi,etseule-mentsi,ils’écrity=f(x)oùxestuniquementdéterminédansA,cequiimpliquey/∈f(A)(sinony=f(x′)=f(x)avecx′∈Aetx=x′∈A,cequicontre-ditx∈A).OnadoncfA⊂f(A).Siy/∈f(A),ils’écrity=f(x)(festbijective)etx/∈A,doncy∈fA.Onadoncf(A)⊂fAetfA=f(A).SupposonsquefA=f(A)pourtoutepartieAdeE.Enparticulier,onaf(E)=f∅=f(∅)=∅=Eetfestsurjective.Six=x′dansE,enremar-quantquex′∈{x},onaf(x′)∈f{x}={f(x)}etf(x)=f(x′).Doncfestinjective.Exercice1.28.SoientE,F,G,Hdesensembles,funeapplicationdeEdansF,guneapplicationdeFdansGethuneapplicationdeGdansH.Montrerquesig◦feth◦gsontbijectives,alorsf,gethsontbijectives.Solution.Sig◦festbijective,elleestalorssurjectiveetilenestdemêmedeg(exercice1.24).Sih◦gestbijective,elleestalorsinjectiveetilenestdemêmedeg(exercice1.24).Doncgestbijective.Ilenrésultequef=g−1◦(g◦f)eth=(h◦g)◦g−1sontbijectivescommecomposées.Exercice1.29.Ondésigneparfl’applicationdéﬁniesurN2=N×Nparf(n,m)=2n3m.Montrerquefestinjective.IlrésultequeN2esten
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Exercices29bijectionaveclesousensemblefN2deN.CerésultatsetraduitendisantqueN2estdénombrable.Solution.L’égalitéf(n,m)=f(n′,m′)avec(n,m)et(n′,m′)dansN2équivautà2n3m=2n′3m′etl’unicitédeladécompositionenfacteurspremiersd’unentiernaturelnonnulnousditque(n,m)=(n′,m′).L’applicationfestdoncinjectivedeN2dansNetbijectivedeN2dansfN2⊂N.Exercice1.30.SoientEunensembleetAunepartiedeE.OndéﬁnitunerelationRsurP(E)par:(XRY)⇔(X∪A=Y∪A)1.MontrerqueRestunerelationd’équivalence.2.Donnerlaclassed’équivalencedeX∈P(E).Solution.1.Larelationestclairementréﬂexive,symétrique,transitive.2.SoitX∈P(E).ona:Y∈X⇔(X∪A=Y∪A)Pourtoutx∈Y\A,onax∈Y∪A=X∪Aavecx/∈A,doncx∈X\A.Demêmeonmontrequesix∈X\Aalorsx∈Y\A.AinsiY\A=X\A.DeplusY=(Y\A)∪(Y∩A)doncY=(X\A)∪BavecB∈P(A).InversementsoitY=(X\A)∪BavecB∈P(A).Ona:Y∪A=(X\A)∪A=X∪AAinsiX={(X\A)∪B|B∈P(A)}.Exercice1.31.Soient(X,≤)et(Y,≤)deuxensemblesordonnés(onnoteabusivementlesdeuxordresdelamêmemanière).OndéﬁnitsurX×YlarelationRpar:(x,y)R(x′,y′)⇔(x<x′)ou(x=x′ety≤y′)MontrerqueRestunerelationd’ordreetqu’ilesttotalsi,etseulementsi,XetYsonttotalementordonnés.Solution.Restclairementréﬂexive,antisymétriqueettransitive.Pourl’ordretotal,considéronsdeuxcouples(x,y)et(x′,y′).CommeXetYsontd’ordretotal,ilyaplusieurscas:—six<x′,alors(x,y)R(x′,y′);






30Élémentsdelogiqueetdethéoriedesensembles—six>x′,alors(x′,y′)R(x,y);—six=x′ety<y′,alors(x,y)R(x′,y′);—six=x′ety>y′,alors(x′,y′)R(x,y);—six=x′ety=y′,alors(x′,y′)=(x,y)(etdonc(x,y)R(x′,y′)et(x′,y′)R(x,y)).Touslescouplesétantcomparablesonaunerelationd’ordretotal.Réciproque-ment,onvériﬁequesiResttotal,ilenestalorsdemêmedesordressurXetY.
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Chapitre

2

Structure

de

group

e

2.1LoidecompositioninterneDéﬁnition2.1.OnappelleloidecompositioninternesurunensemblenonvideGtouteapplicationφdéﬁniesurG×GetàvaleursdansG.SiφestloidecompositioninternesurG,onnoterasouventa⋆b=φ(a,b)pourtousa,bdansG.Ilseraparfoiscommodedenoterunetelleloisouslaformeadditive(a,b)→a+bousouslaformemultiplicative(a,b)→a·bouplussimplement(a,b)→ab.Onnote(G,⋆)l’ensembleGmunidelaloidecompositioninterne⋆.Exemples2.11.L’additionetlamultiplicationusuellessontdesloisdecompositioninternesurN,Z,Q,RetC.2.SiEestunensemblenonvideetP(E)l’ensembledetouteslespartiesdeE,lesapplications:(A,B)→A∩B,(A,B)→A∪B,(A,B)→AB=(A∪B)\(A∩B)sontdesloisdecompositioninternesurP(E).3.SiEestunensemblenonvideetF(E)l’ensembledetouteslesapplicationsdeEdansE,alorsl’applicationdecomposition(f,g)→f◦gestuneloidecompositioninternesurF(E).Déﬁnition2.2.SoitGunensemblenonvidemunid’uneloidecompositioninterne(a,b)→a⋆b.Onditque:1.cetteloiestassociativesi(a⋆b)⋆c=a⋆(b⋆c)pourtousa,b,cdansG;2.cetteloiestcommutativesia⋆b=b⋆apourtousa,bdansG;3.eestunélémentneutrepourcetteloisia⋆e=e⋆a=apourtouta∈G;
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32Structuredegroupe4.unélémentadeGestditrégulier(ousimpliﬁable)si:∀(b,c)∈G2,a⋆b=a⋆c⇒b=cb⋆a=c⋆a⇒b=cDirequ’unélémenta∈Gestrégulieràgauche[resp.àdroite]signiﬁequel’applicationg→a⋆g[resp.g→g⋆a]estinjective.Si⋆estuneloidecompositioninterneassociativesurG,onécriraa⋆b⋆cpour(a⋆b)⋆coua⋆(b⋆c).Demanièreplusgénérale,toujoursdanslecasd’uneloiassociative,onpeuteﬀectuerlesopérationsa1⋆a2⋆···⋆anoùlesajsontdesélémentsdeG,cequel’onnoteranj=1ajdanslecasd’uneloimultiplicativeounj=1ajdanslecasd’uneloiadditive.Ceproduit(oucettesomme)estdoncdéﬁnipara1∈Getsupposantn−1j=1ajconstruitpourn≥2,onanj=1aj=n−1j=1aj⋆an,leparenthésageétantsansimportancedufaitdel’associativité.Pourn=0,ilseracommodedenoternj=1aj=1(ounj=1aj=0danslecasd’uneloiadditive),où1[resp.0pouruneloiadditive]estl’élémentneutre.Danslecasoùtouslesajsontégauxàunmêmeélémenta,ceproduitestnotéanetonditquec’estlapuissancen-ièmedea.OnretiendraquecesélémentsdeGsontdoncdéﬁnisparlarelationderécurrencea0=1etan+1=an⋆apourtoutn∈N.Danslecasoùlaloiestnotéeadditivement,onnoteplutôtnaaulieudean.Onvériﬁefacilementquean⋆am=am⋆an=an+m[resp.(na)+(ma)=(ma)+(na)=(n+m)apouruneloiadditive]pourtousn,mdansN∗(voirlethéorème2.9).Exemples2.21.Lesopérationsusuellesd’additionetdemultiplicationsontcommutativesetassociativessurG=N,Z,Q,RouC.0estunélémentneutrepourl’additionet1estunélémentneutrepourlamultiplicationpourchacundecesensembles.TouslesélémentsdeGsontsimpliﬁablespourl’additionettouslesélémentsdeG∗=G\{0}sontsimpliﬁablespourlamultiplication.2.SiEestunensemblenonvide,lesopérations∩et∪sontcommutativesetassociativessurP(E).L’ensemblevide∅estunélémentneutrepour∪etEestunélémentneutrepourl’intersection∩.3.SiEestunensemblenonvidelacompositiondesapplicationsestassociativeetnoncommutativedansF(E).L’identitéestunélémentneutrepourcetteloi.Théorème2.1.Soit(G,⋆)unensemblenonvidemunid’uneloidecompositioninterne.SiGadmetunélémentneutre,alorscedernierestunique.
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Loidecompositioninterne33Preuve.Soiente,e′deuxélémentsneutres.Onaalorse=e⋆e′puisquee′estneutreete′=e⋆e′puisqueeestneutre,cequiimpliquee=e′.Déﬁnition2.3.Soit(G,⋆)unensemblenonvidemunid’uneloidecom-positioninterneetadmettantunélémentneutree.Onditqu’unélémentadeGestinversibles’ilexisteunélémenta′dansGtelquea⋆a′=a′⋆a=e.Onditalorsquea′estuninverse(ouunsymétrique)deadansG.Théorème2.2.Soit(G,⋆)unensemblenonvidemunid’uneloidecompositioninterneassociativeetadmettantunélémentneutree.Sia∈GadmetuninversedansG,alorscedernierestunique.Preuve.Supposonsquea∈Gadmettedeuxinversesa′eta′′.Onaalors:a′⋆a⋆a′′=(a′⋆a)⋆a′′=e⋆a′′=a′′puisquelaloiestassociativeeta′estinversedeaet:a′⋆a⋆a′′=a′⋆(a⋆a′′)=a′⋆e=a′puisquea′′estinversedea,cequiimpliquea′=a′′.Pouruneloinonassociative,l’unicitédusymétriquen’estpasassurée.Parexempledansl’ensembleG={0,−1,1}munidelaloidéﬁnieparlatable:⋆0−1100−11−1−10011000estneutreet1⋆1=1⋆(−1)=0.Encasd’existence,onnoteraa−1uninversedeadans(G,⋆),laloi⋆étantassociative.Danslecasd’uneloidecompositioninternenotéedefaçonadditive,onnoteraplutôt−auninversedeaetonl’appelleraopposé.Exemples2.31.Dans(N,+)seul0aunopposéetdans(N,·)seul1auninverse.2.Dans(Z,+)toutélémentadmetunopposéetdans(Z,·)lesseulsélémentsinversiblessont1et−1.
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34Structuredegroupe2.2GroupesDéﬁnition2.4.UngroupeestunensemblenonvideGmunid’uneloidecompositioninterne⋆possédantlespropriétéssuivantes:—laloi⋆estassociative;—ilexisteunélémentneutreepourlaloi⋆;—toutélémentdeGadmetunsymétrique.Sidepluslaloi⋆estcommutative,onditquelegroupeGestcommutatifouabélien.Engénéral,s’iln’ypasdeconfusionpossible,ondiratoutsimplementqueGestungroupeetonnoteraaboua+blerésultatdel’opérationa⋆b.Pourungroupemultiplicatif(G,·),onnotera1l’élémentneutre,a−1lesymétriqued’unélémentadeGetpourungroupeadditif(G,+),onnotera0l’élémentneutre,−alesymétriquequ’onappelleopposé.Exemples2.41.LesensemblesZ,Q,RetCmunisdel’additionusuellesontdesgroupesabé-liens.2.L’ensembleNmunidel’additionusuellen’estpasungroupedufaitqu’unélé-mentnonnuldeNn’apasd’opposédansN(l’équationa+x=0aveca=0dansNn’apasdesolutiondansN).3.LesensemblesQ∗,R∗etC∗munisdelamultiplicationusuellesontdesgroupesabéliens.4.L’ensembleZ∗munidelamultiplicationusuellen’estpasungroupedufaitqu’unélémentdeZ\{−1,0,1}n’apasd’inversedansZ(l’équationax=1aveca∈Z\{−1,0,1}n’apasdesolutiondansZ).5.SiEestunensemblenonvide,l’ensembleP(E)estalorsungroupepourl’opérationdediﬀérencesymétrique:(A,B)→AB=(A∪B)\(A∩B).6.SiEestunensemblenonvide,l’ensembledesbijectionsdeEdansluimêmemunidelacompositiondesapplicationsestungroupe(engénéralnonabélien).CegroupeestlegroupedespermutationsdeE,ilestnotéS(E)ouS(E).7.SiH1,···,Hnsontdesgroupesmultiplicatifs,alorsleproduitdirectnk=1Hkmunidelaloi((a1,···,an),(b1,···,bn))→(a1b1,···,anbn)estungroupeetcegroupeestcommutatifsi,etseulementsi,touslesHilesont.Théorème2.3.Dansungroupe(G,⋆)toutélémentestsimpliﬁable.Preuve.Soienta,b,cdansG.Sia⋆b=a⋆c,onaalorsa−1⋆a⋆b=a−1⋆a⋆c,soitb=c.Demêmesib⋆a=c⋆a,alorsb⋆a⋆a−1=c⋆a⋆a−1,soitb=c.
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Sous-groupes35Si(G,⋆)estungroupetelqueGaitunnombreﬁnin≥1d’éléments,ondiraalorsqueGestungroupeﬁnid’ordre(oudecardinal)n.Pouruntelgroupeﬁnid’ordrepetit,onpeutdressersatabledecomposition.CettetableestappeléetabledePythagore.Théorème2.4.Soit(G,⋆)ungroupe.Pourtousa,bdansG,onaa−1−1=aet(a⋆b)−1=b−1⋆a−1.Preuve.Lapremièreégalitésedéduitimmédiatementdeladéﬁnitiondea−1etladeuxièmerésultedeb−1⋆a−1⋆a⋆b=b−1⋆e⋆b=b−1⋆b=e.Plusgénéralement,onvériﬁefacilementparrécurrencesurp≥2quesia1,···,apsontdesélémentsd’ungroupeG,onaalors(a1⋆···⋆ap)−1=a−1p⋆···⋆a−11.2.3Sous-groupesDéﬁnition2.5.Soit(G,⋆)ungroupe.Unsous-groupedeGestunsous-ensembleHdeGtelque:—Hestnonvide;—pourtousa,bdansH,a⋆b−1estdansH.Lerésultatquisuitnousdonneunedéﬁnitionéquivalentedelanotiondesous-groupe.Théorème2.5.Soit(G,⋆)ungroupe.Unsous-ensembleHdeGestsous-groupesi,etseulementsi:—Hcontientl’élémentneutreedeG;—Heststablepourlaloi⋆,c’est-à-direquea⋆b∈Hpourtousa,bdansH;—Heststableparpassageàl’inverse,c’est-à-direquea−1∈Hpourtouta∈H.Preuve.SoitHunsous-groupedeG.Poura∈H,onae=a⋆a−1∈H,a−1=e⋆a−1∈Hetpourb∈H,a⋆b=a⋆b−1−1∈H.RéciproquementsiHcontiente,ilestnonvideets’ileststableparmultiplicationetpassageàl’inverse,onapoura,bdansH,b−1∈Heta⋆b−1∈H.Onvériﬁefacilementqu’unsous-groupeHd’ungroupeGestluimêmeungroupeetHestcommutatifsiGl’est.Lanotiondesous-groupeestcommodepourmontrerqu’unensembleestungroupe:onpeutessayerdelevoircommesous-grouped’ungroupeconnu,cequiévitedeprouverl’associativité.
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36StructuredegroupeExemples2.51.Si(G,⋆)estungrouped’élémentneutree,alorsH={e}etGsontdessous-groupesdeG.Onditquecesontlessous-groupestriviauxdeG.2.L’ensembleΓdesnombrescomplexesdemoduleégalà1(lecercleunité)estunsous-groupedugroupemultiplicatifC∗.3.Pourtoutentiern≥1,l’ensembleΓn={z∈C\zn=1}desracinesn-èmesdel’unitéestunsous-groupedeΓ.EnadmettantlethéorèmededivisioneuclidiennedansZ(théorème4.1),onalerésultatsuivant.Théorème2.6.SiGestunsous-groupede(Z,+),ilexistealorsununiqueentiernaturelntelqueG=nZ={qn|q∈Z}.CetentiernestlepluspetitélémentdeG∩N∗.Preuve.SiG={0},onaG=0Z.SiG={0},ilexistedansGunentieranonnuletcommeGestunsous-groupede(Z,+)−aestaussidansGetl’undesentiersaou−aestdansG+=G∩N∗.L’ensembleG+estdoncunepartienonvidedeN∗etenconséquenceadmetunpluspetitélémentn≥1.Commen∈GetGestungroupeadditif,onanZ⊂G.D’autrepart,pourtoutm∈G,ladivisioneuclidienneparndonnem=qn+ravecr=m−nq∈G+etr≤n−1,cequiimposer=0pardéﬁnitionden.OnadoncG⊂nZetG=nZ.L’unicitéprovientdufaitquenZ=mZsi,etseulementsi,n=±metpourn,mpositifs,onanécessairementn=m.LerésultatprécédentsetraduitendisantqueZestunanneauprincipaletiladenombreusesapplications.2.4Sous-groupeengendréparunepartieThéorème2.7.Soit(G,⋆)ungroupe.L’intersectiond’unefamillequelconque(Hi)i∈Idesous-groupesdeGestunsous-groupedeG.Preuve.SoitH=i∈IHi.Commel’élémentneutreeestdanstouslesHi,ilestaussidansHetH=∅.Sia,bsontdansH,ilssontalorsdanstouslesHi,donca⋆b−1∈Hipourtouti∈I,cequisigniﬁequea⋆b−1∈H.OnadoncmontréqueHunsous-groupedeG.Laréuniond’unefamilledesous-groupesdeGn’estpasnécessairementunsous-groupe.Parexemple2Zet3Zsontdessous-groupesde(Z,+),maislaréunionHnel’estpaspuisque2et3sontdansHalorsque2+3=5/∈H.
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