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Avant-propos


En 2002, nous entamions la publication d’une « Histoire des sciences », chez Vuibert, projet qui n’allait s’achever qu’en 2009, et qui se décline en neuf volumes contenant 3 110 pages. Notre objectif était double, didactique et philosophique.


Primo, il nous semblait utile de mettre à la disposition du public – et notamment des enseignants et des étudiants – des tableaux synthétisant nos connaissances sur l’origine et le développement, au cours de l’histoire de l’Humanité, de la pensée scientifique, car nous pensions que les idées modernes en mathématiques, en physique, en chimie, en biologie, en médecine et en technologie ne se comprenaient bien qu’en sachant comment elles s’étaient construites au cours des siècles. Nous pensions tout naturellement aux enseignants chargés d’initier à la science d’aujourd’hui, qui pouvaient trouver dans une histoire explicative des sciences un soutien à leur effort pédagogique. Mais nous pensions également au grand public, désireux peut-être de comprendre ce que signifient des expressions comme « progrès scientifique » ou « vérité scientifique ».


Secundo, nous voulions contribuer à la grande question de la « vérité », qui est posée déjà par les premiers philosophes de l’ancienne Grèce, il y a plus de deux mille ans. La « science » a-t-elle conduit à des savoirs absolus, définitifs, à des certitudes ? Et ­ question immédiatement subsidiaire – que valent les savoirs non scientifiques, notamment les dogmes proposés par les différentes religions1 ? Il s’agissait donc de repérer les moments principaux du développement de la pensée scientifique, de manière à fournir les bases indispensables à la réflexion épistémologique.


Nous avons commencé par l’étude de l’évolution de la pensée mathématique, et notre Nouvel Abrégé d’histoire des mathématiques a donc paru en septembre 2002. Il nous a semblé que le temps était venu de proposer une nouvelle version, augmentée et refondue, de cet ouvrage que le public a bien voulu accueillir très favorablement. On trouvera donc, ci-après, une « Histoire des maths » destinée à fois aux spécialistes et aux amateurs, au monde de l’enseignement et à celui de la recherche en histoire et en philosophie des mathématiques, à ceux qui connaissent les mathématiques mais en ignorent peut-être l’histoire, à ceux qui connaissent l’histoire mais peut-être pas celle des mathématiques.





Introduction


« Les chaussures sont un instrument pour marcher, les maths sont un instrument pour penser. On peut marcher sans chaussures, mais on va moins loin. »


(Jean-Marie Souriau)


En résumant vingt-six siècles de recherches sur les figures et sur les nombres, nous tenterons de rassembler l’essentiel de cette extraordinaire œuvre de l’Humanité qu’est la science mathématique. Nous résumons cette histoire pour son intérêt humain, et aussi parce que nous croyons que l’étude chronologique des problèmes scientifiques est le meilleur moyen de les comprendre. Nous espérons que notre ouvrage montrera que la mathématique constitue vraiment le « noyau dur » de la pensée, et que son étude – ou, du moins, l’étude de ses fondements – est nécessaire pour étudier les possibilités de connaissance de l’esprit humain.


Nous avons voulu ne retenir que l’essentiel, afin de montrer surtout les filiations intellectuelles entre les problèmes, les découvertes et les théories. Bien des domaines de la vaste science mathématique ne sont pas abordés, ne sont même pas cités. D’autre part, nous n’avons pas retenu la moindre anecdote. C’est à peine si le lecteur saura que René Descartes était français, que Georg Cantor fut l’ami de Richard Dedekind, ou qu’Augustin Cauchy fut professeur à l’École polytechnique. Rien sur le duel d’Évariste Galois, où cet inventeur génial de la théorie des groupes trouva la mort dans sa prime jeunesse ; rien sur les méditations d’Archimède dans son bain ; rien sur les amours particulières d’Alan Turing. Tout ce pittoresque n’est pas sans intérêt, il a même l’intérêt considérable de nous rappeler que les mathématiques sont une construction humaine, mais nous avons concentré notre effort sur la compréhension des idées et de leur enchaînement dans l’Histoire2.


La mathématique est l’ossature de la tradition de pensée de l’Occident.


Pas moins ! Personne n’ignore que Platon avait fait inscrire au fronton de l’entrée de son Académie « Que nul n’entre ici s’il n’est géomètre », et aujourd’hui il est peu de professions qui n’exigent certaines connaissances mathématiques, au moins rudimentaires. Ceux qui ont fondé les mathématiques, Thalès et Pythagore, sont aussi, et ce n’est pas un hasard, ceux qui ont fondé la philosophie. Je ne sais pas s’il est nécessaire, pour « être un homme », d’avoir lu Racine, d’avoir contemplé l’Acropole, d’avoir écouté, au moins une fois dans sa vie, les Concertos brandebourgeois, d’avoir étudié les rudiments du droit civil, mais je suis persuadé qu’il manque quelque chose à celui qui n’a jamais entendu parler de la théorie des ensembles, ou qui n’a aucune idée de ce qu’est le calcul intégral. Point n’est besoin de savoir résoudre une équation (de même, on peut écouter Beethoven sans savoir jouer d’aucun instrument, et même en ignorant le solfège), mais comment se dire « homme », comment surtout se prétendre « humaniste », sans savoir un peu ce qui a tant préoccupé Euclide et Descartes, ce qui a permis à Einstein de bouleverser notre vision du monde, ce qui a rendu possible le développement, si spectaculaire et si plein de conséquences socio-économiques, de l’informatique et des télécommunications ?


Nous avons mis tout notre soin à illustrer notre texte par des citations, parfois assez longues, des « moments forts » de l’histoire des mathématiques. Il est essentiel de savoir qu’en histoire des sciences, c’est toujours au texte original qu’il faut se reporter. C’est la condition nécessaire pour vraiment comprendre comment les notions ont évolué. Il s’agit donc de lire Euclide, Pascal, Bourbaki, dans le texte même. Aussi trouvera-t-on quelques extraits choisis de leurs œuvres.


Nous avons voulu rester aussi près que possible de la vérité historique. Toutefois, nous avons souvent utilisé le symbolisme mathématique actuel pour présenter des notions pourtant bien antérieures à ce symbolisme. Certains puristes trouveront qu’il s’agit d’anachronismes, et ils auront parfaitement raison. Les mathématiciens de la Grèce antique n’utilisaient pas les chiffres décimaux. Et les algébristes de la Renaissance ne disposaient pas encore de tous nos symboles et abréviations. Mais l’utilisation correcte des notations de chaque époque aurait rendu notre ouvrage presque illisible ! Nous ne nous sommes pas privé, par exemple, d’écrire « + » à la place de « plus », même si ce n’est qu’en 1489 que l’Allemand Johann Widman introduit ce signe bien pratique.





Les origines de la pensée mathématique


Il y a quelques millions d’années, l’homme sort de l’animalité en inventant l’outil et le langage, c’est-à-dire la technique. Après l’invention de l’écriture, il y a cinq mille ans, l’étude des nombres (arithmétique) et des figures (géométrie) se développe en Mésopotamie et en Égypte.


La sortie de l’animalité


L’homme sort de l’animalité il y a quelques millions d’années en inventant l’outil. Cette invention ne consiste pas en l’usage seul de l’outil (l’observation actuelle des grands singes montre que ceux-ci sont capables d’utiliser une pierre pour écraser un fruit dur), mais en la conservation de l’outil et en l’amélioration de celui-ci par le façonnage et l’assemblage. C’est ainsi qu’une pierre taillée devient un grattoir ou un couteau ; qu’assemblée avec un manche en bois, elle devient une hache.


La conception, la fabrication et l’utilisation d’outils exigent des capacités intellectuelles développées : idée de la relation entre une cause (frapper un fruit) et un effet (ouverture du fruit qui libère sa partie nutritive), idée de la différenciation entre les matériaux. Il faut savoir distinguer les matériaux durs (pierres) et les matériaux tendres (bois), ou les substances comestibles et celles qui ne le sont pas. La classification est ainsi la première activité intellectuelle de l’humanité. Nous sommes déjà dans le domaine que plus tard (des milliers d’années plus tard) l’on qualifiera de mathématique. Le lecteur ne doit donc pas être surpris si nous commençons notre histoire de la mathématique au moment même du commencement de l’histoire de l’humanité. Dès que celle-ci est constituée, l’esprit humain fonctionne, et classe les choses. Le classement est ainsi une des premières « activités mentales ». C’est vraiment le premier pas de la pensée mathématique et, à vrai dire, de la pensée tout court.


L’outil donnant à l’homme primitif un avantage décisif sur ses concurrents (autres singes, prédateurs carnivores…), la population humaine augmente, et la sortie de l’animalité est achevée avec la deuxième invention, celle du langage. La combinaison de l’outil et du langage permettra la transmission du savoir-faire de génération en génération non seulement par le geste, mais aussi par la parole. Cette combinaison est la technique, qui isole l’humain des autres animaux3. Dès son apparition, la technique exige des capacités intellectuelles qui font la différence entre l’humanité et l’animalité.


La très longue histoire du développement simultané de l’outil et du langage (des millions d’années) constitue la plus grande partie de la préhistoire, étudiée grâce aux outils de pierre qui se sont conservés du fait de leur caractère imputrescible et grâce aux ossements humains qui ont échappé à la destruction par la fossilisation. Les préhistoriens et les paléoanthropologues ont pu retracer avec une certaine précision cette longue période qui se terminera par l’invention de l’écriture, il y a environ 5 000 ans.


L’invention de l’écriture et l’arithmétique


Ce moment de l’invention de l’écriture, quelque part dans le « Croissant fertile » (région des fleuves Nil, Jourdain, Euphrate et Tigre), correspond au passage de la préhistoire à l’histoire.


Avant l’écriture, l’homme n’a pu laisser comme traces de son existence que ses os et ses outils, et, quand il connaîtra le feu, les cendres de ses foyers. Dorénavant, il laissera en outre des « documents », c’est-à-dire des textes (à condition bien sûr que le support de ceux-ci ait été conservé : argile durcie au four, pierre taillée, papyrus préservé de la destruction dans un milieu suffisamment sec).


La technique préhistorique, formée de deux éléments (l’outil et le langage ou, si l’on veut, la main et la parole), peut être considérée aussi comme constituée de deux moments successifs. Au début, elle ne correspond qu’à des productions de simple subsistance : les outils servent pour la chasse, pour la défense contre les prédateurs, pour la préparation des aliments4. Avec le développement du langage et donc de la vie sociale, une élévation du niveau de vie conduit à une certaine spécialisation (les hommes chassent et les femmes cuisinent, certains hommes fabriquent certains types d’outils, etc.), ce qui entraîne l’apparition d’échanges. À la technique de subsistance, ou artisanat, succède la technique de production, ou industrie. L’artisan fabrique ce dont il a besoin au moment même où il en a besoin. Il vit au jour le jour. L’industriel fabrique en grandes quantités en vue d’échanges ultérieurs. Il a des projets.


L’apparition de l’écriture correspond à un niveau de vie déjà élevé, que l’archéologie nous a révélé. De grands rassemblements d’hommes, sous l’autorité d’une classe dirigeante fortement organisée avec un chef suprême (le roi), disposent d’une technique évoluée, d’une industrie déjà diversifiée, et occupent de vastes territoires.


En Égypte, c’est l’époque des pharaons, qui édifient des pyramides spectaculaires et disposent de l’écriture hiéroglyphique. En Mésopotamie, c’est l’époque des cités (Our, Ourouk, Lagash…), qui construisent des ziggourats et utilisent l’écriture cunéiforme.


La classe dirigeante n’étant plus astreinte aux lourds travaux de production (effectués par la masse), elle peut se consacrer à divers loisirs. Parmi ceux-ci, la contemplation du ciel étoilé et la pratique de l’écriture suscitent les premières réflexions désintéressées, c’est-à-dire poursuivies dans un but exclusif de plaisir intellectuel, en dehors de toute préoccupation utilitaire.


C’est ainsi que l’observation et la réflexion permettent à certains Égyptiens et à certains Mésopotamiens d’acquérir quelques connaissances constituant une pré-science. Ils savent localiser les astres dans le ciel, distinguant les étoiles des planètes, ils établissent le calendrier, c’est-à-dire le rapport constant entre certains phénomènes astronomiques et le retour régulier des saisons. Et, bien entendu, ils ont des connaissances techniques très variées : élevage et agriculture, connaissance des matériaux (matériaux pierreux mais aussi métaux), connaissances médicales. La technique et la « pré-science » que nous venons de définir se combinent à des idées mystiques pour former un savoir cultivé par des spécialistes : les prêtres, les scribes, les médecins…


Nos distinctions actuelles entre technique et magie, entre science et religion, entre religion et philosophie, entre philosophie et littérature, n’ont évidemment aucun sens à cette époque. Les points lumineux que l’on observe la nuit dans le ciel sont à la fois des objets dont on détermine la position (astronomie), des indicateurs pour le comportement des hommes (astrologie), des dieux dont on raconte l’histoire (littérature), des forces que l’on redoute (religion). Et pour mener à bien une opération un peu complexe (une expédition de chasse ou la construction de grands édifices…), il faut à la fois accomplir des gestes qui nous paraissent « techniques » et d’autres que nous qualifions de « mystiques ». Par exemple, il faut pour produire tel métal mélanger telle pierre verte avec du charbon de bois, il faut chauffer fortement le mélange, mais il faut aussi prononcer telle incantation, effectuer tel geste, ou placer le four à tel endroit. Nous appelons aujourd’hui « magie » la partie de ces opérations que nous savons aujourd’hui inutiles (incantations, gestes rituels, localisations spécifiques…), et donc nous distinguons technique et magie5. Mais cette distinction était totalement sans signification pour les Mésopotamiens et pour les Égyptiens.


Pourquoi, un jour, en Mésopotamie ou en Égypte, un homme a-t-il inventé l’écriture ?


Graver des images d’animaux ou des motifs décoratifs sur un os ou un morceau de bois, peindre sur les parois d’une caverne, orner de lignes droites ou sinueuses les premières poteries, étaient des pratiques déjà anciennes et tout à fait courantes. Il y avait là un certain sens esthétique, une occupation « pour faire passer le temps », probablement certaines idées magico-religieuses (le gibier représenté par le chasseur, qui espère avoir ainsi prise sur lui…), mais surtout l’idée du signifiant d’un certain signifié. Une ligne brisée (le signifiant) fait penser aux ondulations d’une étendue d’eau (le signifié), un triangle fait penser à une tête de bœuf ou à un poignard, etc. Pour le primitif, l’animal peint est et n’est pas l’animal réel. Dans la pensée prélogique de l’homme préhistorique, il y a confusion entre l’image et ce qu’elle représente, mais la confusion n’est pas totale. Aussi primitif soit-il, le chasseur qui dessine une antilope sait fort bien que son dessin n’est pas tout à fait aussi réel que l’antilope qu’il va poursuivre et capturer. Et avant que l’écriture ne soit ce qu’elle deviendra dans les hiéroglyphes des Égyptiens ou dans les cunéiformes des Chaldéens, elle n’a été qu’une suite de dessins fortement simplifiés : trois boules pour représenter trois sacs de blé, quatre pointes pour représenter quatre épées, deux spirales pour représenter deux pièces de tissu enroulé…


L’on peut ainsi admettre que l’origine de l’écriture est technique, correspondant à un besoin de comptabilisation, pour les échanges, héritages et autres transactions. Le fait est d’ailleurs que les premiers documents écrits découverts par les archéologues sont manifestement des documents « comptables ». Il semble que, d’emblée, écriture et comptage apparaissent simultanément. Le signe graphique renvoie à une réalité phonétique (le mot prononcé) et à une réalité psychologique (la chose représentée par le mot). Et l’on peut supposer que le besoin fut à l’origine non pas celui de représenter des choses (représenter le soleil, ou tel bœuf, ou tel sac de blé ne correspondait à aucun véritable besoin), mais de représenter des ensembles concrets de choses correspondant pour le scripteur à un intérêt économique. Cela signifie que les premiers signes étaient autant de nature arithmétique (l’arithmétique est la technique des dénombrements) que de nature linguistique : il s’agissait de représenter en même temps un type de bien économique (sac de blé, pièce de tissu) et la quantité de ce bien. Citons James Ritter, spécialiste des mathématiques de la haute Antiquité6 : 


« Les mathématiques et l’écriture entretiennent – c’est récemment devenu clair – une relation symbiotique. Elles sont nées en même temps et leurs destinées ont toujours été étroitement liées, même si la seconde s’est, dans une large mesure, libérée des contraintes imposées par les premières. Nous sommes si habitués à envisager les systèmes modernes d’écriture comme des réflexions du langage parlé qu’il peut être salutaire de rappeler que tel ne fut pas le cas au commencement ». 


L’archéologie, en tout cas, confirme bien que les premiers textes découverts, tant en Égypte qu’en Mésopotamie, sont des comptes.


L’homme a donc appris à compter avant même de savoir lire et écrire. Il fut « mathématicien » avant d’être « littérateur ».


C’est ainsi que la notion de quantité, intuitive dès le début de l’existence (l’animal « sait » bien qu’un gros fruit est plus nourrissant qu’un fruit minuscule), devient de plus en plus claire à l’esprit humain avec le développement des échanges commerciaux, et s’éclaircit tout à fait quand naissent à la fois (n’étant que les trois aspects d’une même opération mentale) comptabilité, arithmétique et écriture. Ces trois disciplines aujourd’hui bien distinctes ne sont, à l’origine, qu’une seule et même opération mentale : la représentation des richesses, c’est-à-dire des choses « qui comptent » !


Vont alors se dégager les premières notions arithmétiques suivantes :


– unité (la quantité de base : un sac de blé, une pièce de tissu) ;


– inégalité (ce sac-ci est plus grand que ce sac-là ; cette pièce ici est plus longue que cette autre pièce) ;


– égalité (cette cruche a la même valeur que ce pot : ce qui est la base du troc) ;


– suite des nombres naturels (en français : un, deux, trois, quatre, cinq, etc.).


La représentation des nombres va devenir une technique importante, inséparable de celle de l’écriture. L’unité est tout naturellement représentée par un signe particulièrement simple : un trait. Celui-ci pouvait être horizontal ou vertical, mais tant chez les Mésopotamiens que chez les Égyptiens, c’est la disposition verticale qui deviendra la plus courante. Il est certain que dans la conversation cette notion correspondait à un doigt levé, sans que l’on puisse dire si c’était l’index, l’auriculaire ou un autre7. On remarquera que dans l’écriture chinoise les nombres un, deux et trois sont représentés par un, deux ou trois traits horizontaux superposés. Et chez les Mayas, les quatre premiers nombres sont figurés par un, deux, trois ou quatre points successifs, cinq étant symbolisé par un trait horizontal.
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La numération des Mayas.


Il suffisait, en Égypte ou en Mésopotamie, pour représenter par exemple le nombre « six », d’aligner six traits représentant chacun l’unité : ⎟⎟⎟⎟⎟⎟, et pour représenter le nombre « quatre » de n’en aligner que quatre : ⎟⎟⎟⎟. Ce procédé devenant incommode avec des nombres plus grands, l’on utilisera un nouveau symbole pour représenter dix unités. Chez les Égyptiens, ce sera un trait vertical recourbé au sommet, et chez les Mésopotamiens une ligne brisée. En réalité, chez ceux-ci, le trait vertical a la forme d’un clou et la ligne brisée la forme d’un coin (écriture « cunéiforme »). Ainsi, ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟ correspond à ⎧ et ce que l’on représente aujourd’hui par « 35 » s’écrivait comme ceci chez les Égyptiens : ⎧⎧⎧ ⎟⎟⎟⎟⎟, ou, indifféremment, ⎟⎟⎟⎟⎟ ⎧⎧⎧. Dans les vallées de l’Euphrate et du Tigre, cette valeur était représentée par <<< ⎟⎟⎟⎟⎟.


Pourquoi un signe particulier pour dix ? Évidemment parce que les Égyptiens et les Mésopotamiens avaient dix doigts…
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La numération des Égyptiens.


Si l’on représente les nombres de un à neuf par un symbole, puis dix par un symbole spécifique, cent (c’est-à-dire 10 × 10) par un autre symbole spécifique, etc., l’on dispose d’un système décimal de représentation des nombres.


Cela signifie que tout nombre entier X est décomposé selon


X = u.U + d.D + c.C + m.M +…


Nous utilisons, bien entendu, les notations modernes : u, d, c, m représentent des nombres compris entre 0 et 9, le signe « . » indiquant l’opération de multiplication et le signe « + » l’opération d’addition, le signe « = » représentant l’égalité. Les lettres U, D, C et M valent respectivement 1, 10, 100 et 1 000. Ce sont des puissances de 10, qui est la base du système décimal :


X = u.100 + d.101 + c.102 + m.103 +…


Dans la suite de notre exposé, nous utiliserons généralement les notations actuelles pour représenter les notions anciennes, car l’essentiel est pour nous de montrer comment les notions mathématiques se sont construites, en vue de comprendre la mathématique d’aujourd’hui. Les premiers calculateurs n’employaient pas les signes +, =, ni ne se servaient de lettres pour représenter des nombres, mais le simple fait de représenter un nombre par une suite de signes comme ⎟ ou ⎧ ou < impliquait déjà la connaissance (encore non explicite) des notions d’unité, de dizaine, de centaine, etc.


Les nombres naturels dépendent les uns des autres, comme le montrent les faits de la vie courante : les cinq doigts de la main gauche et les cinq doigts de la main droite font au total dix doigts, et à ceux-ci correspondent dix orteils ; un homme a deux oreilles, et trois hommes en ont six ; avec le même nombre de sacs de blé, l’on peut soit former trois groupes de quatre sacs, soit quatre groupes de trois… L’on écrira, par exemple :


∇ ⎟⎟⎟ et ∇ ⎟⎟⎟⎟  égale ∇ ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟


pour exprimer que trois bœufs (le bœuf étant représenté par ∇) et quatre bœufs forment ensemble un troupeau de sept bœufs.


L’opération qui permet de connaître le nombre obtenu à partir de deux autres est l’addition. L’opération contraire est la soustraction :


∇ ⎧⎟⎟ moins ⎟⎟⎟⎟⎟⎟ égale ∇ ⎟⎟⎟⎟⎟⎟


signifiera que si l’on enlève six maisons (la maison est représentée par ∇) de douze maisons, il en restera six.


L’arithmétique, ou technique des nombres, comporte donc les notions suivantes :


1°) suite des nombres naturels ;


2°) représentation écrite de ces nombres ;


3°) caractère ordinal des nombres (7 est plus grand que 4 : les nombres forment une suite 1, 2, 3… c’est-à-dire qu’ils se présentent selon un certain ordre) ;


4°)  caractère cardinal des nombres : on peut faire coïncider un à un les objets d’ensembles comprenant des nombres identiques d’objets : les doigts et les orteils (5 = 5), les yeux et les oreilles (2 = 2) ;


5°) les deux opérations inverses : addition et soustraction.


La double nature – ordinale et cardinale – du nombre signifie que celui-ci sert à la fois à ranger des objets (le premier, le deuxième, le troisième…) et à compter des objets dans des collections (ce panier contient six pommes, celui-là en contient neuf…).


Les connaissances mathématiques des Égyptiens de l’époque pharaonique nous sont connues grâce à quelques documents qui nous sont parvenus. Le plus important de ces vestiges de la littérature mathématique des scribes d’Égypte est un papyrus de 32 cm de large et d’environ 5 m de long, conservé au British Museum. Il fut découvert à Louksor, en 1858, par Henry Rhind. Le papyrus Rhind a été rédigé en écriture hiératique (une forme simplifiée des hiéroglyphes) par le scribe Ahmes aux environs de l’an 1650 avant notre ère. On suppose généralement qu’il est la transcription d’un papyrus plus ancien, lui-même composé à partir de documents mésopotamiens.


Parmi les autres sources égyptiennes dont disposent les historiens des mathématiques, citons le papyrus de Berlin (1800 A.C.), le rouleau mathématique égyptien (1850 A.C.), le papyrus Reisner (1800 A.C.), le papyrus Kahun (1800 A.C.) et le papyrus de Moscou (1850 A.C.).


Ce savoir de base est acquis par l’humanité, ou du moins par la fraction la plus avancée de l’humanité, c’est-à-dire à l’époque les habitants du Croissant fertile, il y a plus de 5 000 ans… Il nous paraît bien rudimentaire. Dans notre système actuel d’enseignement, il correspond à ce qui est enseigné à un enfant de six ou sept ans. Mais cette simplicité n’est qu’apparente. L’effort de mémorisation que nous avons fait au début de notre scolarité, et que nous avons sans doute oublié, a eu pour résultat de nous familiariser avec ces notions, ce qui nous fait considérer comme « évident » que 4 et 8 font 12… En fait, si nous devions ajouter par exemple⎧⎧ ⎟⎟⎟⎟  à ⎧⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟ , nous commencerions par obtenir ⎧⎧⎧, d’une part, et ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟, d’autre part. Nous verrions alors que la séquence ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟ correspond à ⎧ ⎟, et nous obtiendrions la réponse finale, soit ⎧⎧⎧⎧ ⎟. Il y a là tout un raisonnement que nous faisons sans même y penser quand nous écrivons 24 + 17 = 41. Plus les nombres sont grands, plus évidemment les opérations sont longues. Les Égyptiens et les Mésopotamiens avaient, pour faciliter leur travail, construit des tables de résultats qu’il suffisait de consulter pour additionner ou soustraire assez rapidement. Ces simples alignements de nombres étaient de véritables « machines à calculer », c’est-à-dire des moyens matériels dont l’utilisation diminuait l’effort mental du calculateur.


À part le signe de la dizaine (< en Mésopotamie et ⎧ en Égypte), les systèmes de numération des deux premières civilisations paraissent fort semblables, et ils le sont en effet. Au-delà des différences linguistiques qui séparaient les deux peuples, il y avait une même réalité conduisant à une même manière de compter : sur les doigts des deux mains. Cependant, une différence fondamentale est à noter. Si le système égyptien sera en effet « décimal », le système mésopotamien sera en fait hybride : décimal et « sexagésimal ». Voyons cela rapidement.


En Mésopotamie, l’invention simultanée de l’écriture et du comptage est créditée aux Sumériens, les premiers occupants de la basse Mésopotamie. Ils ont ainsi mis au point tout un système syllabique, chaque signe représentant une syllabe. C’est ce syllabaire (de 285 signes différents8), inventé pour noter la langue sumérienne, qui sera adopté d’abord par les Akkadiens pour noter leur propre langue, puis par d’autres peuples d’Asie, et spécialement les Assyriens et les Babyloniens.


Dans le syllabaire akkadien, le signe ⎟ correspondant au nombre 1 note la syllabe gesh, qui signifie « membre viril » et, par métonymie, « homme ». Le signe ⎟⎟ correspondant au nombre 2 note la syllabe min, qui signifie « femme ». Quant au signe ⎟⎟⎟, pour la syllabe esh, c’est aussi celui qui sert de suffixe pour les mots au pluriel. Cela fait penser que le procédé du comptage est passé, chez les Sumériens et probablement aussi chez d’autres « primitifs », par une étape ternaire dans laquelle on ne connaissait que trois nombres : un, deux, beaucoup, ou si l’on préfère : seul, couple, groupe… Le un s’oppose au deux comme l’homme à la femme, et au-delà du couple on a affaire à des groupes dont il suffit de savoir qu’ils rassemblent plus que deux personnes.


Les signes pour quatre, cinq, six, sept, huit et neuf correspondent aux syllabes (ou polysyllabes) limmu, ia, ash, imin, ussu, ilimmu. En analysant imin comme la contraction de ia et de min (soit 7 = 5 + 2) et ilimmu comme résultant de la contraction de ia et de limmu (soit 9 = 5 + 4), il est tentant d’admettre qu’il y a eu une étape quinaire avant l’étape décimale, d’autant plus qu’une main ne compte que cinq doigts.


Le nombre dix est symbolisé par le signe <, qui note aussi la syllabe u. Les Sumériens et leurs successeurs, adoptant les cunéiformes comme système d’écriture et de comptage, écriront donc << pour vingt, <<< pour trente, et ainsi de suite. Mais ils écriront soixante-dix << (et non <<<<<<<), quatre-vingts <<< (et non <<<<<<<<), et soixante-deux sera représenté par < ⎟⎟ et non par <<<<<< ⎟⎟. C’est-à-dire que les nombres dix et soixante sont représentés par le même signe, les ambiguïtés étant évitées grâce au contexte. Et il y aura également emploi de ce même signe pour désigner le nombre 3 600 (qui est le résultat de 60 fois 60).


Le système mésopotamien, où la « base » vaut 60, est appelé sexagésimal. En fait, l’on doit admettre que ce système de numération est hybride, puisque résultant de la fusion d’un système décimal (accordant une place particulière à 10, à 100, etc.) et d’un système réservant une place particulière au nombre 6. L’avantage du nombre 6, pour les opérations de comptage, réside dans le fait qu’il vaut 2 fois 3. Ainsi, une dizaine de moutons ne peut guère être subdivisée qu’en 2 groupes de 5 ou en 5 groupes de 2. Par contre, une douzaine de bêtes peuvent être réparties selon les formules 2 × 6, 3 × 4, 4 × 3 et 6 × 2. C’est un avantage pratique que les Mésopotamiens ne furent pas les seuls à constater. La langue française connaît les termes « demi-douzaine », « douzaine », « grosse » (douze douzaines), qui n’auraient aucune raison d’être d’un point de vue purement décimal.


Nous avons dit qu’il serait dépourvu de sens de distinguer, chez ces peuples anciens, magie, science, religion, littérature… Il y a un savoir dont tous les éléments ont le même statut, le savoir commun de la masse du peuple, et le savoir spécial, et d’ailleurs plus ou moins secret, de l’élite, formée des dirigeants politiques et de leurs fonctionnaires (scribes, prêtres, chefs militaires…). La masse ne connaissait pas l’écriture, qui était une technique particulière réservée aux scribes et qui nécessitait un long apprentissage (il faut du temps pour assimiler et utiliser les nombreux signes du syllabaire sumérien), mais évidemment elle savait compter, du moins elle savait utiliser les nombres peu élevés rencontrés dans la vie courante. Sans être capable de l’écrire, tout homme adulte « sait » qu’il possède autant de doigts que d’orteils, ou qu’il y a plus de vin dans six pots que dans quatre. Quant à l’élite, elle connaissait l’écriture, la numération, et savait effectuer des opérations sur les nombres. Ceux-ci étaient connus non seulement comme représentations de quantités (cinq moutons, trois haches…), mais également comme liés aux croyances religieuses. Chez les Mésopotamiens, chaque dieu avait un nom, mais aussi un nombre, celui-ci étant d’autant plus élevé que le dieu était situé plus haut dans la hiérarchie de leur polythéisme. Il en résultait qu’à certains nombres étaient attribués une signification mystique, voire même certains pouvoirs magiques. La non-distinction entre technique et mystique entraîne certains à faire sur les nombres des considérations qui dépassent les simples besoins du comptage. De même qu’il attribue un caractère « sacré » à certains astres, à certains animaux ou végétaux, l’homme de ce temps attribuera un caractère sacré à certains nombres. Le nombre « un » est, dans un tel état d’esprit, un nombre tout à fait particulier, qui alimentera la réflexion des premiers penseurs. L’on constate également que de nombreux peuples accordent une valeur magique (positive ou négative) au nombre « sept »9. Aujourd’hui, certaines personnes qui ne doutent pas d’être intelligentes et cultivées attribuent encore une force maléfique au nombre « treize »… La connaissance des nombres et des calculs sur les nombres était donc à la fois d’ordre pratique (résoudre des problèmes) et d’ordre mystique. Savoir que 7 est sacré était de la même importance que savoir que 4 et 3 font 7… Cette mystique des nombres semble avoir été plus développée chez les Mésopotamiens que chez les Égyptiens.


Les débuts de la géométrie


Le savoir arithmétique de l’époque des pyramides et des ziggourats (nous sommes toujours dans la haute Antiquité, c’est-à-dire entre 3000 et 600 avant notre ère), lié à la connaissance de l’écriture, est donc plus poussé dans la partie de la population qui, par profession, a acquis la capacité d’écrire. Ainsi se constitue une classe de techniciens intellectuels au service du pouvoir (ils ont besoin de loisir pour se livrer à leurs études, et mettent leurs connaissances au service des dirigeants de la société pour obtenir ce loisir en retour). Ils sont souvent proches des prêtres, ou même confondus avec eux, à une époque où la religion est une arme décisive du pouvoir.


La géométrie qui se constitue à l’époque des débuts de l’écriture est assez peu différente des connaissances intuitives de l’homme ordinaire. Tout adulte dispose de quelques termes appropriés pour désigner des formes spéciales, c’est-à-dire des dispositions plus ou moins régulières de points. Trois points forment un triangle, les points qui forment le pourtour d’un pot ou d’un bouclier constituent un cercle, et chacun peut comprendre ce que signifient des mots comme pyramide, carré, cylindre, etc. Alors que la technique des nombres est l’arithmétique, celle des formes ou figures est la géométrie.


La réflexion montre qu’il y a certains « liens » entre nombres et figures. C’est ainsi que certaines figures sont, précisément, définies par des nombres. Ainsi, le triangle : 3  points (sommets) et 3 côtés ; le carré : 4 points (sommets) et 4 côtés. À première vue, il n’y a pas d’élément numérique dans un rond. Mais en dessinant le point qui se trouve au centre de ce rond, l’on constate facilement que tous les points se trouvant sur le pourtour du cercle sont à égale distance du point central, ce qui est bien une propriété numérique.


Mais il y a une autre sorte de relation entre les nombres et les figures. Si l’on considère une corde ou une ceinture, il correspond à ces différents objets la figure géométrique « ligne ». Mais une ligne peut être plus ou moins longue, la ceinture d’une femme maigre sera, par exemple, plus courte que celle d’un homme corpulent. Or ceci a un intérêt économique évident : je ne vais pas échanger une ceinture longue contre une ceinture courte, j’y perdrais ! Si l’on considère, d’autre part, des figures comme les triangles, les carrés, les losanges, ces figures géométriques sont également déterminées à partir de la considération d’objets de la réalité, et l’on y retrouve l’idée de quantité. Par exemple, un champ peut être carré ou triangulaire, mais surtout grand ou petit ; une feuille de papyrus peut être plus grande qu’une autre. Enfin, d’autres figures encore, comme la sphère, le cylindre, le cube, correspondent à d’autres objets également caractérisés par une quantité (à savoir la quantité de grains ou de vin que cette figure peut contenir), c’est-à-dire un nombre.


C’est ainsi que la connaissance des figures géométriques, d’une part, et la connaissance des nombres, d’autre part, vont permettre de résoudre des problèmes d’échanges relativement complexes : quelles doivent être les longueurs des côtés d’un champ triangulaire pour qu’il soit équivalent à un champ carré dont la longueur du côté est donnée ? Quelles seront les aires de ces champs ? Quel sera le volume d’un cube dont on connaît le côté ou d’un cylindre dont on connaît le diamètre et la hauteur ?


La solution de ces problèmes peut être parfois obtenue par le dessin.


Si je considère un champ rectangulaire dont un côté vaut ⎧⎧⎧⎧ pas (le pas est la longueur séparant les deux pieds d’un homme en train de marcher) et dont l’autre vaut ⎧⎧⎧⎧ ⎧⎧ pas, je peux dessiner (sur un papyrus ou dans le sable) un rectangle dont un côté vaut ⎟⎟⎟⎟ pouces et dont l’autre vaut ⎟⎟⎟⎟⎟⎟ pouces. Cela signifie que je représente, sur mon dessin, au moyen de ⎟ pouce, une longueur qui « dans la réalité » est de ⎧ pas.


Je constate alors que je peux diviser mon dessin en carrés d’un pouce de côté, et en comptant les carrés, je trouve qu’il y en a ⎧⎧ ⎟⎟⎟⎟. J’en conclus que mon champ correspond à ⎧⎧ ⎟⎟⎟⎟ champs carrés ayant chacun un côté de ⎧ pas.


Il faut remarquer que la relation entre ⎧⎧⎧⎧ et ⎧⎧⎧⎧⎧⎧, d’un côté, et ⎧⎧ ⎟⎟⎟⎟, de l’autre, n’est pas du tout évidente.


En résolvant des problèmes de ce genre à des fins pratiques (mesurage de champs, de pièces de tissu, calcul du volume de pierres nécessaire pour construire une pyramide d’une hauteur prévue à l’avance, etc.), tant les Mésopotamiens que les Égyptiens ont accumulé un certain savoir géométrique. Ils ont, par exemple, découvert cette propriété assez remarquable que si un triangle, obtenu par division d’un rectangle en deux parties selon une diagonale, a un de ses côtés d’une longueur de ⎟⎟⎟ et l’autre d’une longueur de ⎟⎟⎟⎟, alors la longueur du troisième côté (l’hypoténuse) a forcément une longueur de ⎟⎟⎟⎟⎟.


De même que pour déterminer une aire il faut considérer deux longueurs, pour déterminer un volume il faut en considérer trois.


En notation moderne, on aura A = b.h, V = a.b.h. A est l’aire d’un rectangle de « base » b et de « hauteur » h. V est le volume d’un parallélépipède de bases a et b et de hauteur h. Ces considérations géométriques ont donc une signification arithmétique. Faire b fois h, c’est faire h + h + h + h +… jusqu’à compter b occurrences de h. Cette opération, ou multiplication, est une généralisation de l’addition. La multiplication de deux termes correspond à la recherche d’une aire, celle de trois termes à la recherche d’un volume.


Les tables de multiplication facilitent grandement les calculs. Voici, par exemple, le début de la table de multiplication par 3, en notation moderne et telle qu’elle pouvait paraître sur une tablette d’argile d’il y a quatre ou cinq mille ans.
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Les signes de multiplication (×) et d’égalité (=) étaient ignorés des Anciens.


Ces tables font apparaître des nombres particuliers, obtenus par la multiplication d’un nombre par lui-même. Le nombre a.a sera appelé le « carré » de a, et a.a.a sera appelé le « cube » de a, pour des raisons géométriques évidentes. Ainsi, 9 est le carré de 3 et 8 est le cube de 2.


Remarquons que si nous avons pu dire que les notions les plus élémentaires de l’arithmétique (comptage, addition et soustraction) correspondaient, dans notre enseignement, à ce que l’on demandait à un enfant de six ans, les considérations géométriques que nous venons de signaler, avec mesures de longueurs, d’aires et de volumes et donc utilisation de la multiplication, correspondent à peu près à ce qui est demandé aujourd’hui à un enfant de dix ans.


Il a donc fallu quelques millions d’années à l’humanité pour atteindre le niveau mathématique d’un enfant de six ans, puis un ou deux milliers d’années pour atteindre celui d’un enfant de dix ans. Ou, pour le dire autrement, au début de sa scolarité, un de nos enfants réalise en trois ou quatre ans un développement mental, dans le domaine mathématique, correspondant à une histoire qui a duré des milliers d’années.


Les quatre opérations arithmétiques


En fait, les Égyptiens et les Mésopotamiens connaissaient quatre opérations arithmétiques : l’addition, la soustraction, la multiplication et, en plus, la division. De même que la soustraction est une conséquence de l’addition, la division est une conséquence de la multiplication. En notation actuelle :


a + b = c, donc a = c – b, et a.b = c, donc a = c/b.


Tout comme la multiplication, la division correspond à des situations de la vie économique tout à fait banales. Si l’on devait connaître le nombre de sacs de blé transportés par trois chariots en portant douze chacun (multiplication : 3 × 12 = 36), l’on devait aussi, par exemple, savoir combien de sacs recevraient les quatre hommes qui allaient se les partager (division : 36/4 = 9). 


Le passage de l’état de connaissance où seule est connue l’addition à l’état de connaissance où l’on dispose des quatre opérations arithmétiques montre comment s’effectue le progrès en mathématique : par généralisation.


Une notion peut être généralisée soit par opposition (retournement) soit par extension (prolongation). En utilisant la métaphore de la marche (la généralisation est un progrès, c’est-à-dire un mouvement), nous pouvons soit avancer dans une autre direction soit poursuivre notre chemin dans le même sens, toujours plus loin… Quand l’homme dispose de la notion de « robuste », il va, par opposition, former la notion de « faible ». Quand l’homme dispose de la notion de « grand », il va, par extension, former la notion de « très grand »… Ainsi, à partir de l’addition (un nombre plus un deuxième nombre), l’on conçoit assez facilement l’opération opposée : la soustraction (un nombre moins un nombre). Le résultat d’une addition s’appelle la somme ; le résultat d’une soustraction s’appelle la différence.


Ainsi encore, à partir de l’addition de deux nombres identiques (trois plus trois), l’on conçoit par extension l’addition répétée plusieurs fois de ces mêmes nombres (trois plus trois plus trois plus trois, le tout donc quatre fois), que l’on appellera multiplication. Il est alors encore possible, par une nouvelle généralisation (d’opposition, cette fois), de concevoir la division, qui est l’inverse de la multiplication comme la soustraction est l’inverse de l’addition. Le résultat d’une multiplication est le produit, celui d’une division le quotient.


Tout cela nous paraît extrêmement simple, au début du xxie siècle, quand la scolarisation nous a enseigné ces notions depuis le plus jeune âge, et que nous avons oublié l’effort intellectuel qui fut nécessaire pour les apprendre. Mais il a fallu des siècles à l’humanité pour clarifier ces notions. Les Égyptiens et les Mésopotamiens, à partir de l’idée de division, sont allés encore plus loin : ils ont conçu l’idée de fraction.


Soit à répartir trois sacs de blé entre deux hommes.


Il est facile de voir que chacun recevra un seul sac et qu’il en restera alors un seul à partager (3 = 2 × 1 + 1), ce qui signifie que 3 = 2 × (1 + 1/2). Ce que nous écrivons « ½ » représente un nombre plus petit que 1. De même, 7/2 ou 8/3 représentent des nombres, mais il ne s’agit pas de nombres naturels (on dit aussi nombres entiers). Ce sont des nombres fractionnaires, ou fractions.


Dans une fraction, représentée par deux nombres entiers séparés par une barre oblique (ou horizontale), le nombre divisé est le numérateur, le nombre divisant est le dénominateur.


Quand l’écriture est inventée quelque part dans le Croissant fertile, les vastes populations qui y prospèrent grâce à l’agriculture trouvent dans cette écriture un nouvel avantage sur leurs voisins. En effet, l’écriture permet non seulement, comme on l’a vu, le développement de la comptabilité et donc des échanges commerciaux, mais est en outre un moyen d’administration pour un ensemble humain atteignant les dimensions d’un empire. De plus en plus, par leur « civilisation », les Égyptiens et les Mésopotamiens se démarquent de leurs voisins, et c’est eux qui élaborent les premières notions de mathématique. Plus à l’est, le fleuve Indus sera également un centre de développement basé sur la séquence sédentarisation-agriculture-urbanisation. Ce fut la civilisation de Mohenjo-Daro et de Harappa, qui connaissait également l’écriture (et, bien entendu, les rudiments d’arithmétique liés à la naissance même de l’écrit). Comme les archéologues ont pu établir qu’il y avait eu très tôt des échanges commerciaux entre Mésopotamiens et Indiens, l’on peut se demander si l’écriture est née indépendamment des deux côtés, ou si l’écriture de Mohenjo-Daro n’est qu’une imitation de celle des agriculteurs de l’Euphrate et du Tigre. Mais pour l’histoire de la pensée mathématique, cette question est sans intérêt.


Encore plus à l’est, les grands fleuves de Chine offraient également, à l’humanité, des conditions locales favorables au développement de l’agriculture, et donc de la civilisation. Et en effet, dès le début du deuxième millénaire avant notre ère, un âge du bronze y apparaît, avec développement d’une écriture et donc d’une mathématique. La civilisation chinoise fut brillante, et il y eut des mathématiciens chinois éminents, car aucune civilisation ne peut se développer sans mathématique. Mais nous n’en parlerons plus, certainement pas par dédain. La mathématique chinoise représente un corps de connaissances tout à fait remarquable mais, d’une part, il faut admettre les données de la chronologie : la civilisation des vallées du fleuve Jaune et du fleuve Bleu est postérieure à celle des vallées du Nil, de l’Euphrate et du Tigre. Et, surtout, l’évolution de la Chine s’est faite presque entièrement sans contact avec le foyer civilisateur que fut le Croissant fertile. Si la Chine n’avait pas existé, notre mathématique serait exactement telle qu’elle est !


Redisons-le. Ce n’est pas du dédain. Il n’y a aucun ethnocentrisme dans notre décision d’étudier l’histoire de la mathématique sans étudier la mathématique des Chinois. Simplement, c’est un résultat de l’étude même de cette histoire. La mathématique d’aujourd’hui résulte des travaux des Américains d’aujourd’hui, des Chinois d’aujourd’hui et, à vrai dire, des mathématiciens d’aujourd’hui de pratiquement tous les pays qui ont des grandes écoles et des universités, travaux qui reposent sur ceux de leurs prédécesseurs du xixe siècle, qui étaient principalement français, anglais et allemands, qui eux-mêmes prolongeaient les travaux des mathématiciens, surtout français, anglais et allemands, du xviiie siècle, et ainsi de suite jusqu’aux scribes égyptiens et sumériens d’il y a cinq mille ans. Dans cette filiation continue, les mathématiques chinoises n’interviennent à aucun moment. Nous suivrons, dans notre exposé, l’autre sens de ce cheminement continu, et les travaux mathématiques chinois d’avant le xxe siècle, aussi brillants furent-ils, n’y ont aucune place.


De même, en Amérique, des cultures amérindiennes tout à fait remarquables nous impressionnent par leurs vestiges artistiques. En particulier, les Mayas connaissaient l’écriture et donc la mathématique. Mais ici, plus encore qu’en Chine, nous avons affaire à une culture qui n’a eu aucune influence sur l’évolution qui va des Égyptiens et des Mésopotamiens jusqu’aux mathématiciens du xxie siècle.


Nous ne parlerons donc ni de la mathématique chinoise ni de la mathématique maya. Ce sont des sujets certes fort intéressants, mais qui ne s’inscrivent pas dans un exposé qui vise non à donner une vue d’ensemble sur toutes les activités mathématiques de toute l’humanité, mais à montrer comment la mathématique de l’humanité aujourd’hui « mondialisée », y compris d’ailleurs en Chine ou au Mexique, s’est constituée au cours des siècles à partir des premières découvertes des Égyptiens et des Sumériens.


Les Indo-Européens


Depuis l’invention de l’écriture (– 5000 ans) jusqu’aux environs du vie siècle avant notre ère (– 2600 ans), c’est-à-dire pendant deux millénaires et demi, la connaissance mathématique, formée de l’ensemble du savoir arithmétique et du savoir géométrique dont on a vu qu’ils étaient liés l’un à l’autre, évolue fort peu. L’invention concomitante de l’écriture et du calcul fut une innovation tout à fait majeure pour l’humanité, mais ensuite il n’y a pratiquement pas de progrès. Les scribes de la fin du Nouvel Empire, en Égypte, représentent les nombres, font des additions et des soustractions, et calculent les longueurs, les aires et les volumes exactement comme le faisaient déjà les fonctionnaires de Khéops, de Khéphren et de Mykérinos. De même, chez les Mésopotamiens, les Babyloniens de Nabuchodonosor n’ont pas de connaissances mathématiques substantiellement supérieures à celles des Sumériens du début de l’histoire des régions comprises entre le Tigre et l’Euphrate.


C’est comme si, en ayant donné l’écriture à l’humanité, le Croissant fertile avait donné tout ce qu’il pouvait : une représentation des nombres entiers et fractionnaires, les quatre opérations arithmétiques, et quelques notions de géométrie, avec en particulier le moyen de calculer les longueurs, les aires et les volumes.


Pendant que les empires d’Égypte et de Mésopotamie développent leur remarquable civilisation, comprenant déjà la pré-science mathématique que nous avons décrite, plus au nord, des immigrations de peuples « indo-européens » venus de régions septentrionales vont importer, à l’ouest, en Hellade, une langue, le grec, et à l’est, dans la vallée de l’Indus, une autre langue, le sanscrit.


Les invasions indo-européennes ont une histoire très complexe, et d’ailleurs très controversée. Cet immense mouvement d’hommes a pris des siècles, et concerné une région qui va de l’Islande à l’Inde. Ce qui pour nous importe, c’est que, en deux endroits, en Hellade et dans la vallée de l’Indus, ces Indo-Européens rencontrèrent une culture supérieure et qu’ainsi deux centres de développement mathématique apparurent.


En Hellade, la civilisation minoenne a déjà une écriture (et donc les connaissances mathématiques attachées à la connaissance de l’écriture), mais surtout elle est en contact commercial avec les Égyptiens et les Mésopotamiens. Quand les Indo-Européens submergent les Minoens (les Mycéniens de l’âge du bronze, puis les Doriens de l’âge du fer, en deux vagues successives), ils rencontrent une civilisation bien supérieure à la leur et, surtout, disposant déjà des connaissances mathématiques égypto-mésopotamiennes. Ces nouveaux venus, qui parlent grec, créent des cités : Mycènes, Sparte, Corinthe, Thèbes, Athènes, en Grèce continentale, mais également (car ce sont d’excellents navigateurs) en Turquie (Milet, Samos, Éphèse…), à l’est de la Grèce, et en Italie, à l’ouest (Syracuse, Tarente, Élée…).


Bien plus à l’est, à la limite orientale des invasions indo-européennes, les envahisseurs, qui ici sont des Aryens et dont la langue est le sanscrit, rencontrent également une civilisation supérieure, celle d’Harappa et de Mohenjo-Daro, qu’ils submergent non sans s’initier à son savoir.


Vers 800 avant notre ère10, en Inde, Baudhayana rédige un Sulbasutra. Les Aryens avaient emmené avec eux leur religion, dont les livres sacrés sont les Védas. En marge de ces Védas, les prêtres écrivirent toutes sortes d’ouvrages de commentaires, dont les sulbasutras constituent un genre particulier. Il s’agit de descriptions nécessaires à la construction des autels en vue de sacrifices religieux. Évidemment, ces livres comportaient des précisions d’ordre arithmétique ou géométrique (hauteur et largeur de l’autel, nombre de certains éléments constitutifs…), et c’est en ce sens qu’ils doivent être cités dans une histoire des mathématiques. Mais Baudhayana est un prêtre, ce n’est nullement un mathématicien. Je veux dire que s’il fait effectivement de la mathématique, ce n’est pas pour réfléchir aux propriétés des nombres et des figures, mais c’est uniquement pour expliquer comment il faut construire des autels. Nous sommes toujours, comme chez les scribes d’Égypte et de Sumer, devant des préoccupations utilitaires. Citons également, vers 750, le Sulbasutra de Manava et, vers 600, le Sulbasutra rédigé par Apastamba. Remarquons qu’en sanscrit sutra désigne un texte didactique, et que sulba signifie « corde ». C’est que les prêtres, en construisant leurs autels, se servaient d’une corde tendue pour mesurer les distances.


Par exemple, Baudhayana avait constaté, à l’aide d’une corde, que si l’on considère la diagonale d’un carré quelconque et que l’on construit un carré ayant cette diagonale comme côté, on obtient un carré dont la superficie est exactement le double de celle du petit carré !


Nous sommes arrivés en 600 avant notre ère. Il y a deux foyers de pré-science mathématique : en Hellade et en Inde. L’histoire a voulu que ce soit en Hellade, et non en Inde, que la science mathématique apparaisse.
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Les Grecs


Au vie siècle avant notre ère, Thalès de Milet puis Pythagore de Samos fondent la science mathématique en établissant que les propriétés des nombres et des figures peuvent faire l’objet de démonstrations. Pendant près d’un millénaire, la mathématique grecque accumulera tout un savoir arithmétique et géométrique, auquel il faut ajouter la logique d’Aristote. À Milet d’abord, à Athènes ensuite, puis à Alexandrie, la mathématique fait l’objet d’enseignements, de recherches, et de nombreux traités sont publiés. Euclide, vers 300 A.C., résume dans ses Éléments toute la mathématique de son temps. Archimède, puis Diophante, et d’autres mathématiciens de moindre importance, ajouteront encore de nombreux théorèmes au corpus euclidien, jusqu’au tarissement de la pensée mathématique grecque, vers le vie siècle de notre ère.


Réception du legs égypto-mésopotamien


Les Mycéniens puis les Doriens qui s’installent en Grèce y rencontrent un niveau de vie bien supérieur au leur ; c’est d’ailleurs cela même qui les a attirés vers le sud. Ils découvrent ainsi l’écriture, qu’ils emploient pour noter leur propre langue, qui s’impose au peuple conquis. Ils découvrent aussi ce que les Minoens avaient appris lors de leurs échanges commerciaux avec les grands empires du Nil, de l’Euphrate et du Tigre : l’arithmétique et la géométrie égypto-mésopotamiennes. Se basant sur les travaux de l’archéologue Arthur Evans, George Sarton a établi que la numération des Minoens était d’origine égyptienne1, comme d’ailleurs leur écriture pictographique qui dérivait des hiéroglyphes.


Utilisant bientôt un alphabet (contrairement aux écritures hiéroglyphique et cunéiforme, qui sont syllabiques), les Grecs désignent les nombres naturels par une lettre selon l’ordre alphabétique : α représente l’unité, β deux, γ trois, δ quatre, ι représente dix, κ vingt, ρ cent, etc. Ainsi, κδ signifiera ⎧⎧ ⎟⎟⎟⎟ , soit 24 comme nous l’écrivons aujourd’hui. Cette formulation est plus compacte (il faut moins de signes pour représenter un nombre donné), mais n’apporte pas de réel avantage autre que cette compacité.


Les Grecs ont également employé un autre système de numération, qualifié d’attique ou d’hérodianique2. L’unité est figurée par un trait, mais les nombres 5, 10, 100, 1 000 et 10 000 sont symbolisés par la majuscule de l’initiale du mot désignant ces nombres. Ainsi, 5 est Π (Πεντε), 10 Δ (Δεκα), 100 Η (Ηκατον), 1 000 Χ (Χιλιοι) et 10 000 est représenté par Μ (Μυριοι, en français « myriade »). Par conséquent, dans la numération hérodianique, le nombre 20 243 s’écrit ΜΜΗΗΔΔΔΔIII.


Mais les Grecs recourent plutôt au système des traits pour représenter les nombres quand il s’agit d’effectuer des opérations. Et, pour la pratique même du calcul, ils se servent de leurs doigts, ou de cailloux disposés sur une planche, l’abaque (du latin abacus : « table »). Pour nous, au début du xxie siècle, il nous paraît plus simple de calculer par écrit. Mais les Grecs, pas plus que les Égyptiens ou les Chaldéens, ne disposaient d’une numération simple. La multiplication de ⎧⎧⎧⎧ par ⎧⎧⎧⎧⎧⎧, comme on l’a vu, était fort compliquée. Et comment effectuer la division de ριδ par κγ ?


Ces Grecs, plus encore que les Égyptiens et les Mésopotamiens, étaient des commerçants, et devaient tenir une comptabilité, d’autant plus complexe que se développaient leurs affaires (échanges de céramiques, d’huile d’olive et de vin contre des céréales et des métaux). C’est à Milet, au vie siècle, sur les bords de la mer Égée, en Ionie, qu’un Grec, riche commerçant peut-être, qui avait beaucoup voyagé sans doute, et qui avait des loisirs, a inventé la science mathématique.


Thalès de Milet


Ce Grec innovateur est Thalès de Milet. Il a fait passer la géométrie du stade d’un savoir empirique à celui d’une science rationnelle. Ses textes sont tous perdus, et nous ne connaissons son œuvre, d’ailleurs très mal, que par ses successeurs qui le citent avec respect (il était compté parmi les Sept Sages). La biographie même de Thalès est très mal connue ; son activité se situe au début du vie siècle avant notre ère.


Thalès a constaté que le rapport entre la distance d’un objet et sa hauteur est le même que le rapport analogue d’un autre objet plus éloigné, si le point d’observation A, le sommet du premier objet B et le sommet du second objet C sont en ligne droite. En notation moderne, si la distance du premier objet à l’observateur est d1 et sa hauteur h1, et si la distance du deuxième objet est d2 et sa hauteur h2, l’on a toujours d1/h1 = d2/h2, ce qui d’ailleurs permet de calculer h2 si l’on connaît les trois autres grandeurs, puisque h2 = h1.(d2/d1). Cette découverte permet, d’un point de vue pratique, de calculer la hauteur d’un édifice grâce à une visée et à quelques mesures au sol.


Cette découverte tout à fait fondamentale, au sens fort du terme puisqu’elle fonde la science mathématique, est tout simplement la prise de conscience de la possibilité de dessiner les objets qui nous entourent. Et l’on sait l’importance que le dessin, et plus précisément le dessin réaliste (par opposition aux arts stéréotypés des Égyptiens et des Mésopotamiens), avait pour les Grecs. Si, sur un vase en céramique ou sur un mur d’un édifice, je dessine Ulysse bandant son arc, non seulement je fournis au spectateur de mon dessin l’occasion d’évoquer Ulysse, mais en plus je reproduis sur mon dessin des rapports entre certains éléments dessinés qui sont identiques aux rapports analogues dans la réalité. Par exemple, l’arc d’Ulysse est, dans mon dessin, deux fois plus long que la cuisse du héros, et cette cuisse, à son tour, est deux fois plus longue que la tête. Mais justement, dans la réalité aussi, l’arc du soldat est deux fois aussi long que sa cuisse, et celle-ci deux fois aussi longue que sa tête. C’est d’ailleurs parce que ces rapports (que l’on appelle aussi des proportions) sont respectés que le dessin est ressemblant. C’est cela, le sens de ce que l’on appellera le théorème de Thalès : du modèle au dessin (du moins, si le dessin est réaliste), les rapports sont respectés. Et dans l’histoire de l’art, l’on constate justement qu’il y a généralement un processus historique en trois temps : l’art « primitif » semble inintéressé par le respect de ces proportions, peut-être parce que l’artiste des débuts ne les voit pas ou, en tout cas, ne leur accorde aucune valeur ; puis, l’art « classique » se caractérise, au contraire, par le respect de ces proportions ; puis enfin, l’art « moderne » se libère de ce souci, et rejoint l’art primitif par d’autres exigences esthétiques que celles liées à la stricte reproduction de la réalité.


Je ne vais évidemment pas passer de l’histoire de la mathématique à l’histoire de l’art, mais il me paraît essentiel de comprendre que si l’arithmétique a pour origine le travail des comptables, des commerçants, des navigateurs, la géométrie a sa source dans le travail des artistes, peintres, céramistes, architectes… L’origine utilitaire de l’une et de l’autre est totalement évidente. C’est encore vrai avec Thalès, mais en plus apparaît une dimension non utilitaire, d’ordre esthétique ou intellectuel (ou ludique, comme on voudra), qui va petit à petit isoler la mathématique des domaines pratiques où elle est née. Déjà, Thalès de Milet fera de la mathématique pour le plaisir. Nous espérons que notre lecteur comprend ce plaisir, qu’il le ressent même, et c’est notre raison de l’inviter à nous suivre, même si le chemin est parfois difficile. C’est un plaisir qui passe par l’effort, mais le lecteur qui nous aurait suivi jusqu’ici doit admettre qu’en y allant pas à pas, en suivant la route tracée par l’histoire même de la mathématique, l’effort à faire n’est pas insurmontable. Et le plaisir du voyage, me semble-t-il, en vaut la peine.


L’œuvre de Thalès de Milet est fondatrice de la science mathématique, car, d’une part, cet auteur découvre de nouvelles propriétés et conçoit de nouveaux êtres mathématiques (par exemple, la notion d’angle, nécessaire pour déterminer que trois points sont en ligne droite), et, d’autre part et surtout, parce qu’il conçoit la mathématique comme un enchaînement de propriétés qui se démontrent les unes à partir des autres. En effet, la découverte de Thalès peut être démontrée, c’est pourquoi on l’appelle le théorème de Thalès.


Un théorème est une proposition démontrée. Un lemme est une proposition démontrée plus proche de l’évidence. Ainsi, pour démontrer le théorème de Thalès, faut-il démontrer d’abord les deux lemmes suivants.


Lemme 1.- L’aire d’un rectangle est égale au produit de ses côtés, ce que l’on écrit :


aire = longueur × hauteur.


Comment démontrer ce lemme ? L’on partira d’un savoir acquis. Nous savons (c’est la définition même de l’aire d’un carré) que l’aire du carré de côté a vaut a × a. Si mon terrain est carré et que son côté est de 12 mètres (peu importe ici que le mètre soit une unité de longueur moderne ; les Grecs mesuraient les longueurs en coudées), je sais que son aire est de 12 × 12 = 144 m² (mètres carrés).


Mais si je place côte à côte deux carrés identiques, j’obtiens une nouvelle figure, qui est un rectangle, et dont l’aire vaut évidemment le double de chaque carré :


a × a + a × a = 2 × a × a.


Il est alors immédiat de constater que l’aire d’un rectangle de hauteur a et de côté b, si b = n × a, vaut n × (a × a), soit (n × a)× a, soit b × a. C’est bien le produit de la longueur b par la hauteur a.


Lemme 2.- L’aire d’un triangle rectangle est égale au demi-produit de sa base (b) par sa hauteur (a).


Ce deuxième lemme se démontre tout aussi facilement. En effet, si le rectangle a pour aire b × a, ou b.a, il est immédiat que le triangle, qui est obtenu en divisant le rectangle en deux surfaces égales selon la diagonale, a pour aire la moitié, soit (b.a)/2.
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Calcul de l’aire du carré, du rectangle et du triangle (Antiquité).


Nous pensons que le lecteur non mathématicien rencontre ici ses premières difficultés. Il comprend certainement qu’un rectangle possède une aire double de l’aire de chacun des deux triangles que l’on obtient en coupant ce rectangle en deux selon une diagonale. Il voit même qu’il y a deux diagonales, qu’il y a donc deux manières de couper diagonalement le rectangle et que, dans les deux cas, le résultat est le même. Mais peut-être est-il en difficulté devant notre manière d’écrire des choses comme a.a ou (b.a)/2 ? Il est tout à fait normal qu’il trouve cela difficile. Les Grecs ne le faisaient pas, parce qu’ils ne savaient pas le faire. En somme, notre lecteur en difficulté se trouve, si l’on peut dire, à l’âge mental du Grec du temps d’Hérodote, de Sophocle ou de Périclès. Mais, en poursuivant sa lecture, il va progresser à toute vitesse !


J’ai, en tout cas, commis un grave péché d’anachronisme. Comme nous le verrons, ce n’est qu’au xvie siècle que les mathématiciens commenceront à représenter systématiquement les grandeurs par des lettres, et il faudra même attendre la fin du xviie siècle pour que cette pratique extrêmement efficace soit généralisée. J’ai des difficultés, tellement cette manière d’écrire des nombres quelconques sous la forme de lettres (soit x la valeur de…) est pour moi devenue habituelle, pour me représenter combien cette écriture peut sembler difficile aux débutants en mathématique, et donc pourquoi il a fallu tant de temps aux mathématiciens pour y aboutir.


Cette question est tout à fait centrale, et les enseignants savent bien que cette difficulté n’est même jamais surmontée par certains élèves. Ici semble se situer ce qui fera le départ entre ceux que l’on appellera les « matheux » et ceux que l’on appellera les « littéraires ». Or, rappelons-nous que j’ai commencé mon histoire des mathématiques en rappelant que l’histoire commençait avec l’invention de l’écriture. Qu’est-ce, en somme, que cette invention ? C’est parvenir à utiliser un double renvoi. Je lis chou et je sais que cette séquence de signes renvoie d’abord au son « chou », ce que je peux appeler un mot, et je sais ensuite que ce mot « chou » (lu ou entendu) renvoie à la chose « chou » (un légume). Il est tout de même très difficile de comprendre que des traces d’encre sur un papier blanc non seulement représentent un son ou une suite de sons, mais qu’en outre elles désignent une chose du monde « réel ». Eh bien, en mathématique, l’on utilise semblablement une écriture pour désigner des « êtres mathématiques ». Ainsi me suis-je servi, pour expliquer le théorème de Thalès, des lettres A, B et C pour désigner trois points en ligne droite, et j’ai choisi les lettres a et b pour désigner les deux côtés d’un rectangle (a désignant à la fois le côté a, qui est un segment de droite et donc un être géométrique, et la longueur de ce côté, qui est un nombre et donc un être arithmétique). Les mathématiciens grecs utilisaient déjà, comme je l’ai fait, des lettres (en général, majuscules) pour désigner des points dans une figure géométrique, mais par contre ils n’eurent pas l’idée de se servir de lettres pour désigner des grandeurs, comme a pour désigner le côté d’un carré.


Si toutes les personnes jouissant, comme dit la formule consacrée, de la plénitude de leurs facultés mentales, parviennent à comprendre le double symbolisme de l’écriture (le signe graphique est le symbole du mot, et le mot le symbole de la chose), il semble que certains soient, irrémédiablement, en difficulté quand il s’agit de comprendre le symbolisme mathématique, dans lequel des signes graphiques (lettres, chiffres, signes opératoires +, –, /, etc.) symbolisent des êtres mathématiques. Pour surmonter cette difficulté, il me semble qu’il faut d’abord en prendre conscience et suivre patiemment, sans brûler les étapes, le chemin parcouru par l’humanité pour passer de « un, deux, trois.… » et de « ce rectangle est deux fois plus grand que ce carré » aux notions de plus en plus générales et complexes que nous rencontrerons tout au long de ce chemin. Ce que Thalès a fait, chacun de nous peut le refaire. Bien sûr, le progrès mathématique que nous allons décrire dans ce livre implique que les êtres mathématiques rencontrés seront de moins en moins simples. Nous rencontrerons des nombres « négatifs », des nombres « imaginaires », des figures bien moins simples que les triangles, par exemple des icosaèdres et des hyperboles. Et peut-être que, malgré tous ses efforts, tel ou tel lecteur perdra pied à la fin de ce livre, un tel nous quittera déjà à la fin du xviiie siècle, un autre ne pourra plus suivre quand nous serons arrivés dans les années 1860 ou 1870… C’est que si chacun peut refaire ce qu’a fait Thalès, il faut bien admettre que, parmi nous, il y a des personnes qui n’atteindront jamais les capacités mathématiques d’un Euler ou d’un Riemann.


J’aurais évidemment pu choisir d’écrire cette histoire en me conformant le plus possible aux manières des mathématiciens des diverses époques étudiées d’exprimer leur savoir. Le symbolisme mathématique serait ainsi apparu plus tard, bien plus tard dans mon exposé. Je l’ai d’ailleurs déjà partiellement fait en présentant la numération chez les Égyptiens et chez les Mésopotamiens, et je le ferai encore, à l’occasion, pour montrer l’évolution du symbolisme mathématique. Mais le faire systématiquement aurait alourdi considérablement ce livre, sans grand profit. Et surtout, c’est justement ce symbolisme qui constitue l’essence de la pensée mathématique, et donc il vaut mieux s’y habituer le plus rapidement possible.


Revenons au théorème de Thalès, que nous allons maintenant démontrer en nous basant sur les deux lemmes précités. Ici aussi, anachronisme ! Nous ne prétendons pas reproduire la démonstration de Thalès. D’ailleurs, nous ne la connaissons pas, puisque ses éventuels écrits sont tous perdus. Nous nous contenterons de donner une démonstration pour montrer – car c’est l’essentiel – que d’une « vérité mathématique » donnée on peut en déduire d’autres.


Considérons deux droites quelconques qui se coupent en A, les deux points B et D sur l’une des droites, et les perpendiculaires (BC) et (DE) abaissées sur l’autre droite. Conformément à l’usage actuel, nous représentons par (BC) la droite (plus exactement, le segment de droite) qui relie le point B au point C, et par BC la longueur correspondante. Thalès devait démontrer que AC/BC = AE/DE, ce qui revient à démontrer que AC × DE = BC × AE.


Remarquons que la deuxième expression a un sens géométrique immédiat. Elle affirme que l’aire du rectangle dont les longueurs des côtés valent AC et DE (soit AC × DE) est égale à celle du rectangle dont les côtés valent BC et AE (soit BC × AE).


Je construis alors le rectangle AEDG, et je constate qu’il s’agit de démontrer que le rectangle ACJG (dont l’aire = AC × DE) a la même aire que le rectangle AEFH (dont l’aire = BC × AE). Comme ces deux rectangles ont le rectangle ACBH en commun, il suffit de démontrer que CEFB = HBJG.
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Le théorème de Thalès (c. 600 A.C.).


Ayant ADG = AED et BDJ = BFD, il vient ADG – BDJ = AED – BFD.


Mais ADG – BDJ = HBJG + ABH et AED – BFD = CEFB + ACB, donc HBJG + ABH = CEFB + ACB, et puisque ABH = ACB, l’on constate finalement que HBJG est bien égal à CEFB. Ce qu’il fallait démontrer !


Cette démonstration est valable quelle que soit la position du point B entre A et D. Cela signifie, en d’autres termes, que pour un angle donné α compris entre les droites (AC) et (AB), les rapports BC/AC, B’C’/AC’, etc., sont identiques. Ce rapport, qui est une caractéristique de l’angle α, est appelé la pente de l’angle α.


Angles, cordes, arcs et secteurs


Le travail de Thalès impose de considérer un nouvel être mathématique : l’angle. L’on sait mesurer les longueurs, les aires et les volumes, mais comment mesurer les angles ?


D’abord, deux angles sont remarquables : l’angle droit (qui est formé par deux perpendiculaires) et l’angle plat, qui est l’angle obtenu par la somme de deux angles droits. Ensuite, il faut noter que si l’on considère un cercle (C) de centre O et deux rayons quelconques (OA) et (OB), ces deux droites définissent un angle auquel correspondent un segment de droite, la corde (AB), et un arc de cercle compris entre les points A et B. Si l’on fait tourner (OB) par rapport à (OA) supposé fixe, l’angle AOB, la corde et l’arc augmentent ou diminuent tous les trois dans la même proportion. Par définition, on admettra pour unité d’angle celui dont l’arc a la même longueur que le rayon du cercle.
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La corde et l’arc de l’angle AOB.


Quand le segment (OB) a fait un tour complet, c’est-à-dire quand B coïncide avec A, l’arc ainsi déterminé est évidemment la circonférence complète de centre O et de rayon (OA). On peut écrire que la longueur de cette circonférence C = K.R (K est une constante, R est le rayon), ce qui conduit à Arc = Angle.R. Et donc la constante K correspond à un angle valant deux angles plats ou quatre angles droits (soit un tour complet).


Quant à la figure délimitée par (OA), (OB) et l’arc AB, on l’appelle secteur. Son aire est égale à 1/2.angle.R².


Si l’angle droit vaut D, l’angle plat vaut, bien sûr, 2D.


Les écrits de Thalès étant perdus, il est impossible d’écrire de manière précise l’histoire des débuts de la géométrie. À partir de son théorème et de la considération des angles, Thalès a dû déduire certaines vérités géométriques, à moins que ce ne soit ses disciples et ses successeurs qui aient constitué ce savoir. Toujours est-il qu’au début de la science grecque (c’est-à-dire vers la fin du vie ou le début du ve siècle, quand commencent les guerres médiques), toute une série de théorèmes sont démontrés.


Voici les principaux de ces théorèmes concernant les angles.


Égalité des angles opposés par le sommet


Soit les droites a et b, formant les angles α, β, γ et δ. Il est d’abord évident que la somme de ces quatre angles est égale à quatre angles droits. En considérant la droite a, l’on voit que l’angle α et l’angle β forment un angle plat, et de même l’angle β et l’angle γ forment, sur la droite b, également un angle plat (soit 2D) :


α + β = 2D et β + γ = 2D, donc α + β = β + γ, donc α = γ. Ce qu’il fallait démontrer !


Égalité des angles alternes internes


Menons en un point de la droite b une droite x telle que l’angle A qu’elle forme avec b soit égal à l’angle α. L’intersection de b et de x détermine quatre angles, notamment A et B du côté de la droite a. On dit que les angles B et δ sont « alternes internes ». On a évidemment : α + δ = 2D et A + B = 2D, donc α + δ = A + B, et donc (puisque par construction A = α) B = δ. Ce qu’il fallait démontrer !
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Quelques théorèmes concernant les angles (VIe siècle A.C.).


Somme des angles d’un triangle


Soit un triangle quelconque ABC. Les géomètres grecs voyaient bien que si un des angles du triangle augmentait, cela imposait la diminution corrélative d’un autre angle. Ils ont alors étudié cette question à l’aide d’une construction géométrique très simple. Construisons, en A, une droite parallèle à BC. L’angle α est égal à l’angle B (α et B sont alternes internes). De même, β = C (ces deux angles étant aussi alternes internes). On a, bien sûr : α + A + β = 2D. Il vient donc : A + B + C = 2D.


Ce résultat est étonnant ! Quel que soit le triangle envisagé, le raisonnement précédent reste valable : la somme des angles d’un triangle est toujours égale à deux angles droits. Si les propriétés des angles opposés par le sommet ou des angles alternes internes peuvent sembler « évidentes » et dès lors peu intéressantes, remarquons que le fait que les angles d’un triangle, quel que soit celui-ci, forment toujours une somme égale à deux angles droits est tout à fait intéressant. Je veux dire que l’on ne s’y attendait pas. Demandez à quelqu’un qui ignore tout de la géométrie ce que vaut la somme des trois angles d’un triangle, il est fort probable qu’il vous répondra que cela dépend « évidemment » du triangle… Il s’agit d’une véritable « découverte », surprenante. On voit ici la supériorité de la science des Grecs sur la pré-science des Mésopotamiens et des Égyptiens. Par le raisonnement, les mathématiciens vont maintenant pouvoir découvrir des propriétés insoupçonnées des figures et des nombres.


Les géomètres grecs vont donc encore démontrer bien d’autres théorèmes, en particulier ils vont étudier l’égalité des triangles et la similitude des triangles. Deux triangles ABC et EFG sont égaux si l’on peut les superposer. Dans ce cas, l’on démontre facilement que leurs angles et leurs côtés homologues sont égaux (angle A = angle E, AB = EF, etc.). Deux triangles ABC et A’B’C’ sont semblables si leurs angles homologues sont égaux (A = A’, B = B’ et C = C’).


Il est évident que deux triangles égaux sont également semblables. Il est évident aussi, puisque la somme des angles d’un triangle vaut deux droits, que pour établir que deux triangles sont semblables il suffit de constater l’égalité de deux angles homologues (si A = A’ et B = B’, ayant C = 2D – (A + B) et C’ = 2D – (A’ + B’), il est immédiat que C = C’).
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Deux triangles égaux.
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Deux triangles semblables.


L’étude des triangles semblables a permis de généraliser le théorème de Thalès. Celui-ci consistait à établir une proportion entre les côtés homologues de deux triangles rectangles semblables. Les géomètres successeurs de Thalès ont pu établir que la proportion existe aussi entre les côtés homologues de triangles semblables (rectangles ou non). Si donc les triangles ABC et A’B’C’ sont semblables, on a :


AB/A’B’ = AC/A’C’ = BC/B’C’.


Avec les Grecs, la mathématique n’est plus un simple passe-temps ou un ensemble de procédés pour résoudre des problèmes pratiques, c’est un édifice intellectuel qui dégage un intense sentiment de beauté et qui possède, contrairement à d’autres édifices intellectuels comme la poésie ou l’histoire, ce caractère remarquable d’être absolu ou, si l’on préfère, indiscutable. Les aventures d’Ulysse chantées par Homère auraient pu être tout autres, et si un sculpteur réussit un chef-d’œuvre, il y a dans sa statue quantité de détails qui auraient pu être différents, mais le rapport découvert par Thalès entre la hauteur et la distance d’objets « semblables » est une constante, toujours et partout, et cela s’impose à l’homme comme une réalité absolue et définitive. Et la raison humaine peut découvrir et comprendre, par le procédé de la démonstration, ces propriétés mathématiques qui s’imposent à elle…


C’est ainsi que, de même que la découverte de l’écriture fut aussi celle de l’arithmétique, la découverte de la mathématique (l’idée que les propriétés mathématiques sont absolues, nécessaires, et qu’elles peuvent être démontrées) fut du même coup la naissance du rationalisme : l’homme peut, par sa raison, comprendre le monde. Ou, pour le dire autrement, il y a dans le monde des régularités qui permettent à la raison humaine de le décrire. La somme des angles d’un triangle est égale à deux droits, toujours et partout, et deux angles opposés par le sommet sont égaux, quels que soient les hommes qui observent ces deux angles, et où que ces angles se trouvent. L’homme est capable de comprendre le monde. Le monde est compréhensible…


Impressionnés par l’inéluctabilité des propriétés mathématiques, les penseurs grecs successeurs de Thalès vont aussi découvrir comme un mystérieux rapport entre mathématique et justice, d’une part, mathématique et beauté, d’autre part.


Prenons l’exemple de la division (opération difficile à l’époque, que seuls d’authentiques mathématiciens étaient capables d’effectuer), et supposons qu’il faille diviser, entre cinq héritiers, un troupeau de cent trente chèvres. Quant le calculateur grec arrive à la conclusion que chacun recevra vingt-six animaux, non seulement cela est exact (mathématiquement), mais cela est juste (moralement).


D’autre part, il est certain que les Grecs éprouvèrent un grand plaisir esthétique dans la recherche mathématique. Ainsi le Bien, le Beau et le Vrai sont-ils profondément et mystérieusement liés.


Pythagore de Samos


À la fin du vie siècle, un autre mathématicien grec, également originaire d’Ionie, Pythagore3 de Samos, fait considérablement progresser le savoir.


La théorie des nombres


Nous avons vu l’intime lien qui unissait l’arithmétique et la géométrie. Cette idée fascinait Pythagore qui, considérant des points régulièrement disposés sur le sol, découvre des relations arithmétiques intéressantes entre les nombres.
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Nombres « triangulaires » et « carrés » (Pythagore, c. 500 A.C.).


Cela le conduit à définir les nombres figurés, c’est-à-dire correspondant à une figure géométrique. Ainsi, les nombres 1, 3, 6, 10, 15, 21 (en notation moderne) sont triangulaires, alors que les nombres 1, 4, 9, 16, 25, 36 sont carrés – cela, comme on l’a vu, était déjà connu par l’étude des tables de multiplication :


	3  =	1 + 2 4 = 1 + 3 = 2 × 2


	6  =	3 + 3 9 = 4 + 5 = 3 × 3


	10 =	6 + 4 16 = 9 + 7 = 4 × 4


	15 =	10 + 5 25 = 16 + 9 = 5 × 5


	21 =	15 + 6 36 = 25 + 11 = 6 × 6


	28	=	21 + 7	49	= 36 + 13	= 7 × 7


	36	=	28 + 8	64	= 49 + 15	= 8 × 8


	45	=	36 + 9	81	= 64 + 17	= 9 × 9


Chaque nombre figuré est égal à son prédécesseur augmenté d’un nombre lui-même régulièrement incrémenté de un (pour les nombres triangulaires) ou de deux (pour les nombres carrés). En outre, l’on remarque que les nombres carrés résultent aussi de la multiplication d’un nombre par lui-même (la dénomination « carré » venant d’ailleurs de la signification géométrique de ce nombre, qui représente l’aire d’un carré, comme on l’a vu ci-avant).


En étudiant la division, Pythagore constate que les nombres ont des diviseurs en nombre variable :
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Les nombres dont les seuls diviseurs sont l’unité et le nombre lui-même sont les nombres premiers (1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19…). Les nombres divisibles par deux sont les nombres pairs, les autres étant impairs. Un nombre est soit pair soit impair. Les mathématiciens ont pris l’habitude de ne pas considérer le nombre 1 comme premier.


Les nombres parfaits sont ceux qui sont la somme de leurs diviseurs (sauf le plus grand de ceux-ci, égal au nombre lui-même). Les Grecs en connaissaient quatre :


6	= 1 + 2 + 3


28	= 1 + 2 + 4 + 7 + 14


496	= 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248


8 128	= 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 + 1 016 + 2 032 + 4 064


Pythagore était très impressionné par ces propriétés des nombres, et il en a trouvé d’autres encore. Lui ou certains de ses disciples, car il n’est pas impossible que les écrivains de l’Antiquité aient attribué à Pythagore des résultats obtenus par ses élèves. Il était mathématicien, mais aussi philosophe, et d’ailleurs chef d’une école philosophique, et il pensait que le monde était formé de réalités ultimes apparentées aux nombres entiers.


Le triangle rectangle


En étudiant les triangles et les carrés, peut-être en observant un jour un sol recouvert de dalles carrées, Pythagore découvre une relation entre l’hypoténuse d’un triangle rectangle et ses deux autres côtés : le théorème de Pythagore.


Les écrits de Pythagore sont perdus, comme ceux de Thalès, et nous ignorons les circonstances exactes de cette découverte. Mais il est fort possible que Pythagore ait découvert d’abord sa relation dans le cas du carré (les triangles obtenus en divisant ce carré selon une diagonale sont égaux, et leurs petits côtés sont égaux). Il constate que le carré construit sur l’hypoténuse a une aire exactement double de celle du carré construit sur un des petits côtés. On voit facilement, en effet, que le carré construit sur un petit côté est formé de quatre petits triangles, alors que le carré construit sur l’hypoténuse correspond à huit petits triangles. Nous avons vu que cette propriété était déjà connue de l’Indien Baudhayana. Mais celui-ci a constaté la propriété « empiriquement », en procédant à des mesures à l’aide d’une corde tendue. Pythagore « démontre » la propriété, ce qui est tout autre chose.
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Le théorème de Pythagore (c. 500 A.C.).


De même que la découverte faite par Thalès, celle de Pythagore s’impose à lui comme une propriété toujours et partout vraie. Le génie de Pythagore sera alors de démontrer, par le raisonnement, que la relation reste vraie même si le triangle rectangle a ses deux petits côtés inégaux. En notation moderne, l’hypoténuse valant h, le petit côté a et le grand côté b, on a : h² = a² + b².


Il est probable que Pythagore a démontré son théorème à partir de celui de Thalès. Soit, en effet, le triangle ABC, rectangle en B. Par B, menons la perpendiculaire au côté (AC), et soit H le point de rencontre de cette perpendiculaire avec (AC). À l’aide des connaissances géométriques déjà connues de Pythagore, on peut d’abord démontrer que les triangles ABH et BCH sont semblables. En effet, l’angle B est divisé par la perpendiculaire en deux angles B1 et B2, et l’on a B1 + C = D (la somme des angles d’un triangle vaut 2D, et l’angle H vaut D) et B2 + A = D (même raisonnement dans le triangle ABH). Ayant aussi A + C = D (puisque le triangle ABC est rectangle), l’on déduit de ces égalités que A = B1 et que C = B2. La première égalité permet d’affirmer que le triangle ABH est semblable au triangle ABC, et la seconde que le triangle BCH est semblable, également, à ABC.
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La perpendiculaire abaissée de l’angle droit


sur l’hypoténuse d’un triangle rectangle détermine sur celle-ci


deux segments formant un rectangle égal au carré de la perpendiculaire.


La proportionnalité des côtés homologues permet d’écrire :


CH/BH = BH/AH, soit BH² = AH.CH.


Mais l’on a aussi AB/AC = AH/AB et BC/AC = CH/BC, d’où


AB² = AH.AC (1) et AC² = CH.AC (2).


En additionnant (1) et (2) membre à membre, on obtient :


AB² + AC² = AC.(AH + CH) = AC² (car AH + CH = AC).


Voilà donc une démonstration possible. Mais peut-être Pythagore a-t-il suivi un tout autre raisonnement. En dessinant les carrés sur (AB) (petit côté de l’angle droit), sur (BC) (grand côté de l’angle droit) et sur (AC) (hypoténuse), on constate facilement que le carré AC² est la somme du carré PQRS et de quatre triangles égaux ACQ. Le triangle ACQ est égal au triangle ABC, et sa superficie vaut 1/2.AB.BC. Le carré PQRS est construit sur le segment (PQ) qui vaut BC – AB, et donc sa superficie est


(BC – AB)² = BC² + AB² – 2.BC.AB.


On a donc AC² = BC² + AB² – 2.BC.AB + 4.1/2.AB.BC = BC² + AB². Ce qu’il fallait démontrer…


En considérant le cas particulier du triangle rectangle dont un côté vaut 3 et l’autre 4, Pythagore a retrouvé une relation dont nous avons vu qu’elle était déjà connue empiriquement des Égyptiens et des Mésopotamiens : 5 × 5 = 4 × 4 + 3 × 3. Cette relation, dans laquelle figurent les trois nombres successifs 3, 4 et 5, est de toute beauté. Elle confirme le sentiment de Thalès d’une implacable vérité mathématique, non dénuée de valeur esthétique et de sens moral.
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Le théorème de Pythagore pour un triangle rectangle quelconque.


Les grandeurs incommensurables


Revenant au cas le plus simple d’un triangle rectangle dont les deux côtés sont égaux, Pythagore considère alors que s’il prend la longueur d’un de ces côtés comme unité, il doit avoir 1² + 1² = ?², c’est-à-dire que la longueur (représentée par le point d’interrogation) de l’hypoténuse doit être telle que son carré soit égal à 1 + 1 = 2. Il est évident que la longueur de l’hypoténuse est supérieure à 1 et inférieure à 2. Mais quelle est sa valeur exacte ?


Étant comprise entre 1 et 2, la valeur de l’hypoténuse, que nous appellerons h, doit être un nombre fractionnaire, soit le rapport entre deux nombres qu’il s’agit de trouver : h = p/q. Cette fraction étant réduite à sa plus simple expression, les nombres p et q sont premiers entre eux (ils n’ont pas de diviseur commun).


Démontrons d’abord deux lemmes qui expriment des propriétés des carrés :


Lemme 1.- Le carré d’un nombre pair est pair.


Bien sûr, 2 × 2 = 4 et 6 × 6 = 36, et 2, 4, 6 et 36 sont tous des nombres pairs. Mais il s’agit de démontrer que cette propriété est valable pour tous les nombres pairs, sans exception. Si n est un nombre entier absolument quelconque, il est évident que son double, 2n, est un nombre pair. On peut alors écrire (2n)² = 2n.2n = 4n², et 4n² est évidemment divisible par 2 (quel que soit n) et est donc pair. Ce qu’il fallait démontrer.


Lemme 2.- Le carré d’un nombre impair est impair.


Tout nombre de forme 2n + 1 est forcément impair, quel que soit n, et il vient (2n + 1)² = 4n² + 4n + 1. Le carré est donc toujours impair. Ce qu’il fallait démontrer.


Revenons maintenant à la diagonale du carré de côté égal à un.


Ayant h² = 2 = p²/q², l’on a p² = 2q², ce qui démontre que p doit être pair. Comme p et q sont premiers entre eux, il faut donc que q soit impair.


La parité de p permet d’écrire p = 2k, soit p² = 4k², et donc 4k² = 2q², soit finalement q² = 2k². Ceci démontre qu’il faut que q soit pair.


L’on voit donc que l’on aboutit à une contradiction : q devrait être à la fois pair et impair, ce qui est impossible. Il est impossible de trouver, aussi grands soient-ils, deux nombres entiers p et q tels que (p/q)² = 2. On dit que l’hypoténuse et le côté sont incommensurables. Aujourd’hui, les mathématiciens appellent rationnels les nombres qui peuvent être représentés par une fraction (le rapport entre deux nombres entiers) et irrationnels les nombres que l’on ne peut pas représenter exactement de cette manière. Mais, bien entendu, on peut trouver des approximations. La longueur de l’hypoténuse d’un carré de côté unitaire est un nombre irrationnel, la racine de 2, représenté aujourd’hui par √2 , et l’on peut facilement calculer que la valeur de √2  est comprise entre 1,4 et 1,5, puisque 1,4 × 1,4 = 1,96 et que 1,5 × 1,5 = 2,25.


Cette découverte fut, pour les mathématiciens grecs, une véritable crise, que les historiens des mathématiques appellent la « crise de l’irrationnel ». D’une part, Thalès et Pythagore venaient de construire tout un édifice de démonstrations s’enchaînant parfaitement et mettant en évidence des vérités mathématiques nouvelles ; d’autre part, ces découvertes conduisaient les mathématiciens à croire que les nombres (entiers) sont à la base de toutes choses, et notamment de toutes les figures géométriques, et voilà qu’un élément géométrique particulièrement simple, la diagonale d’un carré, ne peut pas être réduit à une expression numérique ! Ce fut un véritable blocage dans le développement de la science mathématique des Grecs : ils continuèrent à développer la géométrie, mais n’avancèrent plus guère en arithmétique.


On raconte – mais c’est peut-être une légende, en tout cas les sources manquent à l’historien – qu’un disciple de Pythagore, membre de sa secte, Hippase de Métaponte (ve siècle), aurait été exclu de la secte pour avoir révélé cette propriété de la diagonale du carré. Les pythagoriciens – comme souvent dans les sectes – tenaient secrètes certaines de leurs découvertes, et ne toléraient pas qu’un de leurs membres fasse connaître ces secrets à des non-membres. 


Il faut voir ici qu’au lieu de s’opposer, le rationalisme et le mysticisme se complètent dans la pensée pythagoricienne. Pythagore n’ignorait pas le sens mystique que certains attribuaient aux nombres, peut-être d’ailleurs en se référant aux mathématiques mésopotamiennes. Cette mystique des nombres était pour lui non pas la preuve qu’il y avait des mystères qui échappaient à la compréhension humaine, mais elle constituait, au contraire, l’indication qu’il y avait dans les nombres une signification profonde, mystérieuse mais néanmoins accessible à l’esprit humain, et qui était le fondement de toutes choses. À partir des successeurs de Pythagore, la mathématique sera cultivée pour elle-même, comme une espèce d’exercice intellectuel (en fait, comme un divertissement, procurant des satisfactions d’ordre esthétique), mais elle sera aussi considérée comme un moyen d’accéder au sens des choses, et même à leur sens caché, c’est-à-dire comme un passage obligé pour ceux qui veulent s’adonner à la recherche philosophique. Science (description du monde) et philosophie (compréhension du monde) sont ainsi étroitement liées dans la pensée grecque classique.


Au cours du ve siècle, le rationalisme, déjà malmené par la crise des incommensurables, est ébranlé une seconde fois par l’enseignement de certains philosophes qui découvrent des paradoxes. Ainsi, Zénon d’Élée expose ses paradoxes de la flèche et de la tortue.


Le paradoxe de la flèche considère qu’avant d’atteindre sa cible, une flèche doit forcément atteindre la moitié de sa trajectoire. Cela est indiscutable. Mais, avant d’atteindre ce point, elle doit atteindre la moitié de la moitié de sa trajectoire. Cela est tout autant indiscutable. Et avant d’atteindre ce nouveau point, elle doit atteindre la moitié de la moitié de la moitié de sa trajectoire, et ainsi indéfiniment : la flèche ne peut donc pas atteindre sa cible… Et nous sommes partis d’une affirmation indiscutable…


Le paradoxe de la tortue est également une démonstration de l’impossibilité du mouvement. Achille, pourtant coureur rapide, ne pourra jamais atteindre une tortue qui court devant lui. En effet, avant d’atteindre la tortue, il doit d’abord atteindre l’endroit où se trouvait la tortue avant le départ d’Achille. Mais, arrivé à cet endroit, la tortue a continué de marcher, et maintenant Achille doit de nouveau, avant d’atteindre la tortue, atteindre d’abord l’endroit où elle se trouvait au moment où il est arrivé à l’endroit précédent, et ainsi de suite. Achille n’atteindra donc jamais la tortue.


Les paradoxes de Zénon, ainsi que d’autres raisonnements du même genre proposés par des philosophes que l’on appellera « sophistes » (leurs raisonnements sont des sophismes), provoquent dans la pensée grecque une crise de confiance qui prolonge celle issue de la découverte de Pythagore à propos de la diagonale du carré.


C’est le philosophe Socrate, à Athènes, qui permettra à la pensée grecque de sortir de l’impasse. À propos des démonstrations de l’impossibilité du mouvement, Socrate avait une réponse simple : il se levait, et marchait autour de son interlocuteur. Il démontrait le mouvement en marchant. Socrate montrait ainsi que si la raison humaine avait la puissance de découvrir des vérités, notamment des vérités mathématiques, il fallait parfois la ramener à la réalité par le recours à la simple observation quand, trop sûre d’elle-même, elle aboutissait à des absurdités.


Socrate a beaucoup enseigné, mais n’a rien écrit. Il ne fut pas mathématicien, mais il a sa place dans notre histoire de par sa réhabilitation du raisonnement face aux prétentions des sophistes. Il eut un élève qui transmettra sa pensée, Platon, qui eut lui-même un élève, Aristote, dont l’importance dans l’histoire de la pensée humaine est tout à fait primordiale. Les trois noms de Socrate, Platon et Aristote, correspondant à trois générations successives, sont les plus importants de toute la pensée de l’Antiquité.


Quelques problèmes géométriques


Les mathématiciens grecs, pour des raisons esthétiques, vont se poser un certain nombre de questions de géométrie en s’imposant de ne les résoudre qu’avec l’aide exclusive de la règle et du compas, c’est-à-dire en ne prenant en compte que deux figures considérées comme « fondamentales » ou « parfaites » : la droite et le cercle.


Vers 440 avant notre ère, Œnopide de Chios résout le problème de la perpendiculaire : comment abaisser, d’un point quelconque donné, la perpendiculaire à une droite donnée ?


Il suffit, plaçant la pointe sèche du compas sur le point donné P, de dessiner un cercle de rayon quelconque (mais suffisant pour toucher la droite donnée). Celui-ci détermine, sur la droite, deux points A et B tels que PA = PB (en effet, ces segments de droite sont des rayons d’un même cercle). On dessine alors deux nouveaux cercles, d’un rayon quelconque mais suffisamment grand, l’un de centre A et l’autre de centre B. Ces deux cercles se coupent en un point X. La droite (PX) est alors la perpendiculaire cherchée passant par P (en effet, par construction, AX = BX : le triangle AXB est donc un triangle isocèle). Remarquons que cette construction permet aussi de repérer le point médian entre deux points quelconques A et B.
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Construire la perpendiculaire d’un point donné sur une droite donnée


(Œnopide de Chios, c. 440 A.C.).


Les trois problèmes insolubles


Vers 435, Artémon de Clazomènes pose le problème de la quadrature du cercle : comment construire le carré dont l’aire est exactement égale à celle d’un cercle donné ? Vers 430, Hippocrate de Chios pose le problème de la duplication du cube : comment construire un cube dont le volume est exactement le double du volume d’un cube donné ? Vers 425 (ces dates sont très approximatives), Hippias d’Élis pose le problème de la trisection de l’angle : comment diviser exactement un angle donné en trois angles égaux ?


Ces trois problèmes, que les mathématiciens grecs puis leurs successeurs s’acharneront à résoudre, ne seront jamais résolus. Il faudra attendre le xixe siècle pour démontrer même que ces problèmes sont insolubles. Il ne suffit pas de poser un problème pour que la solution existe…


Les lunules d’Hippocrate


Pour tenter de résoudre le problème de la quadrature du cercle, Hippocrate (déjà cité) a imaginé une construction intéressante, bien qu’elle n’ait pas apporté de vraie solution. Soit un triangle ABC, rectangle en A. On trace les trois cercles construits sur les trois côtés pris comme diamètres. Cela fait apparaître deux « lunules » de base (AB) et de base (AC).
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Les lunules d’Hippocrate (c. 430 A.C.).


Un théorème démontre que l’hypoténuse d’un triangle rectangle inscrit dans un cercle est confondu avec un diamètre. Si donc, dans la construction d’Hippocrate, O est le milieu de (BC), l’on a OB = OA = OC (ces trois segments sont trois rayons d’un même cercle, et sont donc égaux).


Hippocrate constate alors que la lunule basée sur (AB) a pour aire la différence entre 1°) l’aire de l’ensemble (demi-cercle AB plus triangle ABO) et 2°) le secteur AOB.


Soit L1 = K.AB²/8 + triangle ABO – ½ .θ.OA² (4) et semblablement l’on a pour la lunule sur CB : L2 = K.AC²/8 + triangle ACO – ½ .(K – θ).OA² (5).


Il vient donc L1 + L2 =


(AB² + AC²).Κ/8 + triangle ABO + triangle ACO – ½.OA².(θ + K – θ)


= BC².K/8 + triangle ABC – ½.OA².K.


Mais BC = 2.OA, donc BC²/8 = OA²/2, et finalement : L1 + L2 = triangle ABC. La somme des aires des lunules est égale à l’aire du triangle.


Si AB = AC (triangle isocèle), les deux lunules sont égales, et leur somme est égale au demi-carré de côté AB. Hippocrate a donc réalisé sinon la quadrature du cercle, du moins celle de la lunule.


Nous sommes arrivés, dans notre histoire, à la fin du ve siècle. C’est alors, autour de l’an 400, que Démocrite d’Abdère – le fameux philosophe partisan des atomes – détermine la façon de calculer le volume d’une pyramide et celui d’un cône. Il parvient à établir que le volume d’une pyramide est égal au tiers de celui du prisme correspondant, et que, de même, le volume d’un cône vaut le tiers de celui du cylindre de même base et de même hauteur.


C’est aussi vers cette époque qu’Archytas de Tarente (un pythagoricien) constate qu’il existe trois polyèdres réguliers, c’est-à-dire dont toutes les faces sont régulières et égales : le cube (six faces qui sont des carrés), le tétraèdre (quatre faces qui sont des triangles) et le dodécaèdre (douze faces qui sont des pentagones).
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Le dodécaèdre est un polyèdre régulier à douze faces.


La divine proportion


Ayant découvert la beauté de la mathématique, il était inévitable que les Grecs, avec leur esprit investigateur, finissent par chercher la mathématique de la beauté. Si les relations mathématiques sont porteuses d’une beauté intrinsèque, les objets beaux, ceux de la nature et ceux de l’art, ne sont-ils pas construits selon des caractéristiques exprimables en termes mathématiques ? Dans cet ordre de préoccupation, les Grecs se mirent à chercher la divine proportion, c’est-à-dire le découpage (section) d’un segment de droite en deux parties telles que l’on aie un résultat particulièrement harmonieux.


Il est d’abord évident qu’il y a, pour diviser un segment de droite en deux parties d’une manière esthétique, la solution très simple du milieu : les deux morceaux obtenus sont égaux, et il se dégage, en effet, de cette figure toute simple une impression d’équilibre qui est à la base de la valeur esthétique des figures régulières : triangle équilatéral, carré, etc. C’est ce que l’on appelle la symétrie.
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Les points A et A’, B et B’, etc., sont symétriques par rapport à la droite d,


appelée « axe de symétrie ».


Mais cette idée n’épuise pas la question. Il y a peut-être un deuxième point à trouver sur le segment, pour obtenir une harmonie moins évidente, plus subtile, que la simple égalité.
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La « divine proportion » selon Eudoxe (c. 365 A.C.).


Vers 365 (date très incertaine), Eudoxe de Cnide, surtout connu comme astronome, a alors imaginé qu’il fallait diviser le segment (AB) en un point C tel que l’on obtienne deux segments, un grand et un petit ; pour qu’il y ait harmonie, il faut que le rapport du segment entier (AB) au grand morceau (AC) soit égal au rapport du grand morceau au petit (CB). On doit donc avoir AB/AC = AC/CB, ce qui peut s’écrire : AC.AC = AC² = AB.CB. Le carré construit sur (AC) a une aire exactement égale à celle du rectangle construit sur l’autre morceau de segment (CB) et dont la hauteur serait égale à celle du segment entier (AB).


Mais comment trouver le point C, en se servant uniquement d’une règle et d’un compas ? Eudoxe construit d’abord, sur la perpendiculaire en A au segment (AB), le point M tel que AM = AB/2. Il construit ensuite, sur cette même perpendiculaire, le point N tel que MB = MN, et finalement il détermine sur (AB) le point X tel que AX = AN. Ayant, d’après le théorème de Pythagore, MN² = AM² + AB² = AB²/4 + AB², il vient : MN² – AB²/4 = AB².


Ayant aussi MN = AX + AB/2, donc MN² = AX² + AB²/4 + AX.AB, il vient : MN² – AB²/4 = AX² + AX.AB, et donc : AB² = AX² + AX.AB, soit AX² (le carré sur AX) = AB.(AB – AX) (le rectangle sur XB), ce qui signifie que le point X est bien le point cherché, et qu’il existe une « divine proportion » entre AX et XB !


[image: Item_22692.png] 


Construction de la divine proportion.


On dit aussi que le point X divise le segment donné AB « en extrême et moyenne raison ». Notons que le mot « raison » signifie ici « rapport » (en latin : ratio). Le terme n’a donc aucun rapport avec la rationalité. Appelons a la longueur AX et b la longueur XB. On a évidemment a + b = AB.


Le rapport dit « extrême raison » vaut [image: Item_21246.png] et le rapport dit « moyenne raison » vaut [image: Item_21255.png]. La divine proportion est donc [image: Item_21264.png].


Les artistes grecs ont été particulièrement impressionnés par ces proportions « dignes des dieux », et certains s’en sont servis pour la composition de leurs œuvres. Il est utile de le noter pour comprendre l’effort des mathématiciens grecs pour démontrer des théorèmes et résoudre des problèmes arithmétiques ou géométriques. D’abord, cela confirme qu’il existe de « mystérieuses » relations entre les nombres et les formes. Ensuite, cela nous fait comprendre que la motivation de la recherche mathématique (du moins, chez les Hellènes) est d’ordre esthétique.


Les sections coniques


Quelques années plus tard, disons vers 350, Ménechme fait une constatation qui impressionnera particulièrement les mathématiciens. Il considère un cône quelconque, et il remarque d’abord que l’on peut couper un tel corps par un plan de manière à obtenir un cercle (évidemment, de plus en plus petit si le plan s’éloigne de la base du cône). Le cercle est une section conique.
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Les sections coniques (Ménechme, c. 350 A.C.).


Mais si l’on incline le plan coupant le cône, on obtient trois courbes différentes selon l’inclinaison : une ellipse, une parabole ou une hyperbole. Le cône étant engendré par un triangle tournant autour d’un de ses côtés, il existe une « profonde » relation entre le triangle (une des figures les plus simples de la géométrie), formé de trois droites, et les sections coniques, qui sont des courbes.


La naissance de la logique


Platon et Aristote vont donc tenter, après Socrate, de sauver le rationalisme, faisant face à la vague de scepticisme induite par l’enseignement des sophistes.


En 387, Platon fonde à Athènes une école de philosophie : l’Académie. La mathématique y est considérée comme nécessaire pour la formation des philosophes, en lointaine résonance aux idées pythagoriciennes. Sur la porte d’entrée monumentale de l’Académie, Platon avait fait inscrire : « Que nul n’entre ici s’il n’est géomètre. » Peut-être fut-il l’inventeur de l’examen d’entrée aux grandes écoles…
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