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Enmathématiques,legroupeestunestructurealgébriquefondamentaleissuedelathéoriedesnombresetdelathéoriedeséquationsalgébriques,laterminologiegroupeétantdueàEvaristeGaloisquiautiliséaudébutdu19èmesièclelemotgroupeausensderegroupementpourdestransformations.Danslanatureetdanslesdiﬀérentsdomainesd’activitédel’homme,ledomained’applicationdecettenotionmathématiqueesttrèsvaste.Nouspouvonsparexemplepercevoir,àl’échellemacroscopique,lanotiondegroupedesymétriedansdesexpériencesfamilières:retournerlamain,paumeenbasouenhaut,c’estutiliserungroupedetransformationàdeuxéléments,l’identitéetunerotationde180°autourdel’axedubras.Autreexemple:fairefonctionneruneporteàtambour,c’estutiliserungroupecontinu,celuidetouteslesrotationsautourd’unaxe.Lorsqu’onobserveauniveaumicroscopiqueundiamant,c’est-à-direuncristaldecarbonepur,onpeutmettreenévidencedesaxesderotationoudesplansdesymétrielaissantlesatomesdecarboneinvariants,lorsd’unensembled’opérationsdesymétrieayantunestructuredegroupe.Ilestaussibienconnuquelestransformationsquipermettentdepasserd’unrepèreinertielàunautrerepèreinertielformentungroupe:legroupedeGaliléeenphysiqueclassiqueEnrelativitérestreinte,HenriPoincaréamontréquelestransformationsdeLorentz,lestranslationsd’espaceetdetempsetlesrotationsformentensembleungroupedesymétrie,appelégroupedePoincaré.L’applicationessentielledelathéoriedesgroupesquenousprésentonsicisefaitdansledomainedelaphysiquequantiqueetenparticulier,enphysiqueatomique,enphysiquemoléculaireetenphysiquedusolide.Nousn’aborderonspaslanotiondesymétriespontanémentbrisée.Unexempleclas-siqueestlacristallisationd’unliquide.Lessymétriesspontanémentbriséessontl’élé-mentessentieldestentativesthéoriquesactuellesd’uniﬁcationdesforcesfondamen-tales.L’étudequantiquedesgroupesdetransformationdesymétriesetdeleurreprésenta-tiondansl’espacedesétatsaprincipalementtroisobjectifs:–caractériserlesniveauxd’énergieetlesfonctionsd’ondecorrespondantes,–expliquerlalevéededégénérescenced’unniveaud’énergie,sousl’eﬀetd’uneper-turbation,–déterminerlesrèglesdesélectiondestransitionsentreniveauxd’énergie.Lebutesticid’initierlesétudiantsenlicenceoumasterdephysique,auxapplicationsdesgroupesdetransformationdesymétrie.13






Avant-proposLesnotionsmathématiquessontintroduitesprogressivement,aufuretàmesuredesbesoins.Lesthéorèmesnesontdémontrésquelorsquecelapermetdedonnerquelqueséclaircissementssurlathéorieetlorsqueladémonstrationestassezrapide.14
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Lemotsymétrieavaitplutôtpourlesgrecslesensdejusteproportionetils’appliquaitsurtoutauxarts.Lesensactueldecemotestplusgéométrique:onparledesymétried’unobjetparrapportàunedroite,unplan,ouunpoint,ouencoredesymétriederotation.Ilenexistedanslanaturedenombreuxexemples:lescristauxdeneige,denombreusesﬂeurs,desanimauxunicellulaires;touslessolidescristallinspossèdentdetellespropriétésdesymétrie.Danslelangagescientiﬁquelemotsymétrieaunsensplusgénéral:ildésignetoutetransformationquilaisseinvariantunsystème,uneloiphysiqueouunegrandeurphysique.1.1Déﬁnitions–Transformationsdesymétrie.Onappelletransformations(ouopérations)desymétried’unsystèmephysique,lesopérationsquiamènentlesystèmeàcoïncideraveclui-même.Onditaussiplusbrièvement:symétriesdusystème.–Produitdedeuxsymétries.Unetransformationdesymétriepeutcorrespondreàlasuccessiondedeuxouplusieursopérationsdesymétrie.SoientAetBdeuxopérationsdesymétriesuc-cessives,eﬀectuéesdanscetordre.LatransformationrésultanteestappeléeproduitetnotéeC=BANotonsqu’engénéral,ceproduitn’estpascommutatif(BA=AB).1.2LesdiﬀérentstypesdesymétriesgéométriquesIlexistetroistypesfondamentauxdesymétriegéométrique:–larotationd’unangledonnéautourd’unaxedonné;–laréﬂexion(ousymétrieparrapportàunplan,oumiroir);–latranslation.Cederniertypedesymétrienepeutnaturellementexisterquepourunmilieuidéa-lementconsidérécommeillimité,parexempleunréseaucristallin.Uncorpsdedi-mensionsﬁniescommeunemolécule,nepeutévidemmentpasposséderlasymétriedetranslation.15
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Chapitre1Lestransformationsdesymétrie1.2.1LasymétriederotationLesnotationshabituellementemployéessontlessuivantes:–Cn:rotationd’unangleφ=2πnautourd’unaxe(nentier).Cetaxederotationestditd’ordrenouaxen-aire.–Cpn:rotationd’unangleφ=p2πnautourd’unaxen-aire,pétantunentier.Remarques–C1correspondàunerotationd’angle2π(oud’angle0).CetteopérationcoïncideaveclatransformationidentitéE.–Cpn=Cn/psinestmultipledep.Parexemple,C36correspondàlarotationd’unangle3×2π6=πc’est-à-direàC36=C6/3=C2.–Cnn=C11=C1=E1.2.2LasymétriederéﬂexionSiunobjetsesuperposeaveclui-mêmeaprèsuneréﬂexiondansunplan,celui-ciestappeléplandesymétrie.Lesréﬂexionsdansunplandesymétriesontnotéesσ.Onalesrelationsévidentes:σ2=Eσn=Esinestpairσn=σsinestimpairSileplandesymétrieestperpendiculaireàunaxedesymétried’ordrenonnoteengénérallaréﬂexionσh,l’indicehsigniﬁant«horizontal»(l’usageestdequaliﬁerl’axederotationde«vertical»).Sileplandesymétriecontientunaxed’ordren,onlanoteσvl’indicevsigniﬁant«vertical».vhCnσσFig.1.1–Plansderéﬂexionetaxen-aire.1.2.3L'inversionIC’estlasymétrieparrapportàunpointΩdénommécentred’inversion(oucentredesymétrie).Silecentred’inversionsetrouveàl’origined’unsystèmedecoordonnéescartésiennes,lesystèmeestinvariantparunchangementdusignedescoordonnées,soit(x,y,z)en(−x,−y,−z).16
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1.2LesdiﬀérentstypesdesymétriesgéométriquesExemple:Lamoléculed’éthylèneC2H4.Contrairementauxaxesderotationouauxplansderéﬂexion,unemoléculepossèdeauplusunseulcentred’inversionO.Propriétédel’inversionI:Iσh=σhI=C2IC2=C2I=σhHHHHOFig.1.2–LamoléculeC2H4LesopérationsC2,σhetIsontdoncinterdépendantes:laprésencededeuxd’entreellesentraînelaprésencedelatroisième.1.2.4Larotation-réﬂexion(ourotationimpropre)SnSilarotationCnd’ordren,suivied’uneréﬂexionσhdansunplanperpendiculaireàl’axederotation,amènelesystèmeencoïncidenceaveclui-même,onditquecelui-cipossèdeunaxederotation-réﬂexiond’ordren.CetteopérationdesymétrieestnotéeSn(cf.Fig.1.3).Sn=Cnσh=σhCn.

.

P"PP'Cnth.

Fig.1.3–Larotation-réﬂexion..

P"PP'C2th.

.

OFig.1.4–Larotation-réﬂexionS2.NotonsquelesdeuxopérationsCnetσhnesontpasobligatoirementdesopérationsdesymétriedusystème:–Sinestpair:Snn=Cnnσnh=EE=E–Sinestimpair:Snn=Eσh=σhetdanscecasCnetσhsontdesopérationsdesymétriedusystème.Remarque:S2=C2σh=I17
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Chapitre1LestransformationsdesymétrieExemple:lamoléculedeméthaneCH4L’atomedecarboneoccupelecentred’untétra-èdrerégulierdontlessommetssontoccupésparlesatomesd’hydrogène.LamoléculepossèdedesaxesdesymétriedetypeS4.Eneﬀet,toutatomeHsesuperposeàunautreatomeHparrotation-réﬂexionσhCnautourdel’axeverticaletduplanperpendicu-lairecontenantl’atomedecarbone.HHHHCS4Fig.1.5–LamoléculeCH4.1.2.5AssociativitéduproduitdedeuxopérationsdesymétrieThéorèmeLeproduitdeplusieursopérationsdesymétriegéométriquesestas-sociatif,c’est-à-direquesiA,BetCsontdesopérationsdesymétriedusystème,alors:A(BC)=(AB)CPourétablirlethéorèmeilsutderemarquerquececiestvraipourlestroisopérationsfondamentales:rotation,réﬂexionettranslation.Remarque:Onacoutumededésignerparlamêmenotationl’opérationdesymétrieetl’élémentcorrespondant.OndiraparexemplelarotationCnetl’axeCnd’ordren.Exemple1ConsidéronsdeuxrotationsC2etC′2autourdedeuxaxesconcourantsOaetObetformantunangleθ.MontronsqueleproduitC2C′2estunerotationd’angle2θautourd’unaxepassantparlepointOetperpendiculaireauxdeuxpremiers.Leproduitdedeuxrotationsestundéplacement:s’ilexisteunaxeinvariant,c’estunerotationau-tourdecetaxe.ConsidéronsunpointPsurlaperpendiculaireenOàOaetOb.Fig.1.6–ProduitdesrotationsC2C′2.LarotationC′2amènePenP′,OaenOa′etlaisseObinvariant.LarotationC2amèneensuiteP′enP,ObenOb′etlaisseOa′invariant.LespointsdeladroitePP′sontdoncinvariants:ladroitePP′estdoncl’axederotation.Onobtientl’anglederotationenremarquantqueOa′etOb′font,respectivementavecOaetOb,l’angle2θ.LeproduitC2C′2n’estpascommutatif:eninversantl’ordredesdeuxrotationsonobtientaussiunerotationd’angle2θ,maisdesensinverse.18
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1.2LesdiﬀérentstypesdesymétriesgéométriquesExemple2Montrerqueleproduitdedeuxréﬂexionsσvetσ′vdansdeuxplansformantundièdred’angleφdonneunerotationd’angle2φautourdeladroited’intersection∆desdeuxplans.Leproduitest-ilcommutatif?Ona(ﬁgure1.7):Pσ′v−→P′σv−→P′′Fig.1.7–ProduitdedeuxrotationsdeπautourdesaxesOaetOb.Larelationσvσ′v=C(2φ)estévidented’aprèslaﬁgure1.7.Ceproduitestnoncommutatifcarl’inversiondesfacteurschangelesensdelarota-tion.Notonsquelarelationci-dessusmontrel’interdépendancedestroisopérations:l’exis-tencededeuxd’entreellesentraînecelledelatroisième.Etudionslescasoùφ=π/2;φ=π/3etφ=π/6:Pourφ=π/3ilyatroisréﬂexionsσv,σ′v,σ′′venplusdelarotationC3.σ′v=σvC3etσ′′v=σ′vC3=σvC23Pourφ=π/6ontrouvedemêmesixréﬂexions.σφvσ'vσvσ'vσ"v=πφ=πφ=π236C2C3C6Fig.1.8–Casparticulierssuivantdiversesvaleursdeφ.ExerciceMontrerlacommutativitédesdiﬀérentsproduitssuivants:1)Deuxréﬂexionsdansdesplansperpendiculaires.2)Deuxrotationsd’angleπautourdedeuxaxesconcourantsperpendiculaires.3)Unerotationd’angleφetuneinversionparrapportàunpointdel’axederotation.4)Deuxrotationssuccessivesautourd’unmêmeaxe.19
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2.1Structuredegroupe2.1.1LoidegroupeUnensembleGd’élémentsestmunid’unestructuredegroupelorsqu’onyadéﬁniuneloidecompositioninterne,àsavoir:(A,B)→C∈G∀(A,B)∈Gayantlestroispropriétéssuivantes:(i)Laloiestassociative.(ii)ElleadmetunélémentneutreuniqueEdansG.(iii)Chaqueélémentpossèdeunsymétrique,c’est-à-direqu’aucoupled’unélémentquelconqueetdesonsymétrique,ilcorrespondl’élémentneutreE.Lesgroupesdetransformationsdesymétrie,quifontl’objetdecechapitre,sontmunisd’uneloi«multiplicative».LesymétriquedeAestappelédanscecassoninverseetnotéA−1.Laloidegroupeestainsidéﬁniepar:(i)∀(A,B,C)∈G,alors(AB)C=A(BC)(ii)∀A∈GalorsAE=EA=A(iii)∀A∈G∃A−1∈GtelqueA−1A=AA−1=E2.1.2GroupesparticuliersGroupesﬁnisUngroupecontenantunnombreﬁnid’élémentsestditﬁni.Lenombregdecesélémentsestappelél’ordredugroupe.GroupescontinusUngroupeinﬁniayantlapuissanceducontinuestditcontinu.21
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Chapitre2LesgroupesdetransformationsdesymétrieGroupescycliquesUngroupeestditcycliquesitouslesélémentsdugroupepeuventêtreobtenusàpartirdel’und’euxparitération.Sinestl’ordredugroupe,sesélémentssont:A,A2,A3,...,An=EL’inversedel’élémentApestalorsl’élémentAn−pdugroupe.Groupesabéliens(oucommutatifs)Ungroupeestditcommutatif,ouabélien,sisaloidecompositioninterneestcommu-tative.C’estlecasparexempledetouslesgroupescycliques.2.2GroupesdesymétriegéométriquesL’ensembledesopérationsdesymétried’unsystèmeestungroupeausensmathéma-tiqueduterme.Eneﬀet:–laloidecompositionestinternecarleproduitdedeuxopérationsdesymétriedusystèmelaisseencorelesystèmeinvariant–laloidecompositiondesopérationsdesymétriedusystèmeestassociative(cf.1.2.5)–l’opérationidentitéestl’élémentneutredel’ensemble–etenﬁnsiuneopérationdesymétrielaisselesystèmeinvariant,soninverselaisseégalementlesystèmeinvariant.2.2.1Groupedesymétried'unsystèmequantiqueL’opérateurhamiltonienHd’unsystèmephysiquedemassems’exprimeenfonctiondesopérateursimpulsion(ouquantitédemouvement)⃗peténergiepotentielleV(⃗r,t)selon:H=⃗p22m+V(⃗r,t)Saconnaissancepermetdedécrirel’étatdusystèmequantiqueainsiquesonévo-lutiondansletemps;eneﬀet,siunsystèmeresteinvariantdansuneopérationdesymétrie,latransformationcorrespondantedescoordonnéesn’altèrepasl’équationdeSchrödinger:HΨ(⃗r,t)=i¯h∂Ψ∂t(⃗r,t)où¯h=h/2πestlaconstantedePlanckréduiteetΨ(⃗r,t)lafonctiond’onde.Onappelleradoncgroupedesymétried’unsystèmephysiquel’ensembledetouteslestransformationsdescoordonnéeslaissantinvariantl’hamiltoniendusystème.2.2.2ExemplesdegroupesdesymétriegéométriquesGroupedesymétriedelamoléculed'eauH2OCegroupecontientlesélémentsdesymétriesuivants:–l’identitéE,22
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2.2Groupesdesymétriegéométriques–larotationautourdel’axeC2quiestbissectricedel’angleHOH,–laréﬂexiondansleplanσvdelamolécule,–1aréﬂexiondansleplanσ′vperpendiculaireauprécédentetcontenant1’axederotationC2.Notonsquechaqueélémentdecegroupeestsonpropreinverse.CetensembleE,σv,σ′v,C2formelegroupeC2.HHOC2vσFig.2.1–SymétriesdeH2OΝΗΗΗC32π32π3ΔΗΗΗσσʹσ"vvvFig.2.2–SymétriesdeNH3Groupedesymétriedelamoléculed'ammoniacNH3Cettemoléculeformeuntétraèdredontunefaceestuntriangleéquilatéral.LesélémentsdesymétriedelamoléculeNH3sont:–E,l’identité;–C3,rotationde2π3autourdel’axe∆;–C23,rotationd’angle4π3(oud’angle−2π3autourdel’axe∆);–σv,σ′v,σ′′v,réﬂexionsdanslestroisplans(passantparl’axeternaire)médiateursdutriangleéquilatéralforméparlesatomesd’hydrogène.L’inversedel’opérationC3estC23etlesréﬂexionsσvsontleurspropresinverses.L’ensembledesopérationsE,C3,C23,σv,σ′v,σ′′vformelegroupeC3v.2.2.3TabledemultiplicationPoursedonneruneloidegroupe,ilsutdesedonnertouslesproduits(ordonnés)ABenuntableauqu’onappelletabledemultiplication,outabledecomposition,dugroupeG:GEAB...EEAB...AAA2BA...BBABB2..................L’examendelatabledemultiplicationd’unensembled’opérationsdesymétriepermetdereconnaîtresil’ensembleestungroupe.Laloidecompositiondesopérationsde23
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Chapitre2Lesgroupesdetransformationsdesymétriesymétrieétantassociative,ilsutqu’ilyaitl’identitéetquecelle-cisoitcontenueuneseulefoisdanschaqueligneetchaquecolonne,symétriquementparrapportàladiagonaleprincipale,cequidémontrel’existencedel’inversedechaqueélémentdanscetensemble.Ordred’unélémentEtantdonnéunélémentAd’ungroupeG,onappelleordredeAlepluspetitnombren,s’ilexiste,telqueAn=E.Pourungroupeﬁni,cenombrenexistetoujours:enitérantpfoisl’élémentAonﬁnittoujoursparretrouverundesélémentsprécédentsdelasuite,c’est-à-direqueAp=Ap−n(avecn<p),sinonlenombredesélémentsdugroupeneseraitpasﬁni.Commelaloidegroupeestassociative,ilvientenmultipliantlesdeuxmembresàdroiteparAn:ApAn=Ap−nAn=ApParconséquentAn=E,cequidémontrelaconjecture.Exemplesa)Tabledemultiplicationdel’ensembled’opérationsdesymétrieC2v=E,C2,σv,σ′v:C2vEC2σvσ′vEEC2σvσ′vC2C2Eσ′vσvσvσvσ′vEC2σ′vσ′vσvC2EL’examendelatablemontrequecetensembledetransformationsdesymétrieabienlastructured’ungroupe:–symétriedesEparrapportàdiagonaleprincipale,–chaqueélémentdugroupeestsonpropreinverse,–legroupeestabélien(symétriegénéraleparrapportàladiagonaleprincipale).L’ordredugroupeestg=4.b)Ensembled’opérationsdesymétrieD3=E,C3,C23,C2,C′2,C′′2,lestroisaxesbi-nairesC2,C′2,C′′2sedéduisantlesunsdesautresparrotationde2π3dansunplanperpendiculairel’axeternaireC3.24
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2.3Sous-groupes,isomorphismesetclassesd’équivalenceCCC'C"22232π3+πππMNPQC'2C2C"2Fig.2.3–LegroupeD3Exercice.MontrerqueD3estungroupe.Est-ilabélien?Solution:D3EC3C23C2C′2C′′2EEC3C23C2C′2C′′2C3C3C23EC′2C′′2C2C23C23EC3C′′2C2C′2C2C2C23′′C′2EC23C3C′2C′2C2C′′2C3EC23C′′2C′′2C′2C2C23C3ELegroupeD3estungroupenonabéliend’ordre6.Onnoteparailleursquel’ordredesaxesternairesC3etC23est3etceluidesaxesbinairesest2.2.3Sous-groupes,isomorphismesetclassesd'équivalence2.3.1Sous-groupesToutsous-ensembleHd’ungroupeGayantlastructuredegroupe(aveclaloidugroupeG)estappelésous-groupedugroupeG.Ainsi:a)C1=Eformeàluiseulunsous-groupeden’importequelgroupe.b)C3=E,C3,C23estunsous-groupecycliquedugroupeD3.25
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Chapitre2LesgroupesdetransformationsdesymétrieCasd’ungroupeﬁniPourvériﬁerqu’unsous-ensembleHd’ungroupeGﬁniestungroupeilfautetilsutqu’ilsoitfermépourlaloidecompositiondeG(c’est-à-direqueleproduitdedeuxélémentsquelconquesdeHappartiennenécessairementàH),caralorslespropriétés(ii)et(iii)(cf.2.1.1)sontaussiréaliséesdansH;eneﬀet,sinestl’ordred’unélémentA:E=An∈H=⇒A−1=An−1∈H2.3.2IsomorphismededeuxgroupesDeuxgroupesGetG′sontditsisomorphess’ilexisteuneapplicationbijectivefdeGdansG′tellequel’élémentdeG′correspondantauproduitdansGdedeuxélémentsquelconquesAetBestleproduitdansG′desélémentscorrespondantàAetB:∃fbijective:G→G′f(AB)=f(A)f(B)Conséquences:–seulsdeuxgroupesdemêmeordrepeuventêtreisomorphes;–sil’unestabélien,l’autrel’estaussi;–pourmontrerl’isomorphismededeuxgroupesilsutdevériﬁerqueleurstablesdemultiplicationsecorrespondentexactement.ExempleLestroisgroupesC2,Ci,CSsontisomorphes:C2EC2EEC2C2C2ECiEIEEIIIECSEσEEσσσEOnnoteraqueleursélémentsn’ontpaslemêmeeﬀetgéométrique.ExerciceComparerlestablesdemultiplicationdesgroupesC3vetD3.Quepeut-onenconclure?Attentionàlafaçonderangerleséléments…2.3.3Classesd'ungroupeElémentsconjuguésDeuxélémentsAetBdeGsontditconjugués(ouéquivalents)s’ilexisteunélémentCdeGtelque:B=CAC−1L’ensembledesélémentsBconjuguésdeAformentlaclassed’équivalenceCdeA.Sionsedonnel’élémentAonobtientlaclassetouteentièreenformanttouslesproduitsGAG−1,l’élémentGparcouranttoutlegroupeG.26
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2.3Sous-groupes,isomorphismesetclassesd’équivalenceChaqueclasseestdonccomplètementdéterminéeparl’unquelconquedeseséléments.OnpeutdèslorssubdivisertoutgroupeGenrclassesC1,C2···Cretchaqueélémentdugroupenepeutévidemmentappartenirqu’àuneseuleclasse;lesclassessontdoncdisjointesetréalisentunepartitiondugroupe.Classedel’élémentneutre.Laclassedel’élémentneutreEnecontientqueE;eneﬀet:GEG−1=E∀G∈GL’élémentneutrenepeutdoncapparteniràaucuneautreclasse;saclasseestnotéeC1.CasdesgroupesabéliensDansungroupeabélienchaqueélémentformeuneclasseàluiseulcar:∀A,B∈G,alors,B=GAG−1=GG−1A=AClasseinverseLesinversesdesélémentsd’uneclasseCformentuneclasseappeléeclasseinverseC−1deC.Eneﬀet:A=CBC−1⇐⇒A−1=CB−1C−1ThéorèmeDanslegroupedesmatricescarréesn×nlesélémentsd’unemêmeclasseontmêmetrace.Onrappellequelatraced’unematriceAestlasommedesélémentsdiagonaux.TrA=i=ni=1Aii(l’indicedeligned’unélémentdelamatriceestnotéenhaut,l’indicedecolonneenbas).Nousutiliseronsdorénavantlanotationdesommationd’Einsteinenomettantlesignelorsqu’unindiceestrépétéenhautetenbas:TrA=AiiUnindicesous-entendantlasommationestditmuet.ConsidéronsunematriceBéquivalenteàA,soitB=CAC−1.LesélémentsmatricielsdeAC−1sontdonnéspar:(AC−1)ℓj=Aℓk(C−1)kjetceuxdeB=CAC−1par:(CAC−1)ij=CiℓAℓk(C−1)kj27
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Chapitre2LesgroupesdetransformationsdesymétrieD’où,enutilisantlesymboledeKronekerδkℓ(oùδkk=1siℓ=ketδkℓ=0siℓ=k):TrB=CiℓAℓk(C−1)ki=(C−1C)kℓAℓk=δkℓAℓk=AkkOnadoncbien:TrB=TrA2.3.4ElémentséquivalentsdanslesgroupesdetransformationsgéométriquesThéorèmeTouteclassed’ungroupedesymétriegéométriquenepeutcontenirquedesopérationsdemêmenature.SoitungroupeGdetransformationsgéométriquesopérantdansl’espacegéométriqueeuclidienordinaireàtroisdimensionsetconsidéronsdeuxpoints⃗xet⃗ydecetespace.Nousallonsd’abordmontrerquesi⃗yestletransforméde⃗xparunélémentAdeGetsiBestleconjuguédeAparC,c’est-à-diresiB=CAC−1,alorsC⃗yestletransformédeC⃗xparB:C⃗y=B(C⃗x)(2.1)Eneﬀet,C⃗y=CA⃗xetsil’onconsidèreque⃗x=E⃗x=(C−1C)⃗x,ilvient:C⃗y=CAC−1(C⃗x)=BC⃗xUnélémentdesymétrieAdugroupeestﬁgurégéométriquementparl’ensembledespointsinvariantsparl’opérationdesymétrie(parexempleunaxederotation,unplanderéﬂexion,etc.)c’est-à-direque⃗y=A⃗x=⃗x.Pourcespointsparticulierslarelation(2.1)devient:C⃗x=BC⃗xsoit:⃗x=C−1BC⃗xc’est-à-direquelestransformésparCdespointsinvariantsparAsontinvariantsparB.Autrementdit,siAetBsontéquivalents,ilexisteunélémentCdugroupequiamènelesélémentsdesymétriecorrespondantsl’unsurl’autre.Ildécouledecequiprécèdequetouteclassed’ungroupedesymétriegéométriquenepeutcontenirquedesopérationsdemêmenature:desrotations,oudesrotations-réﬂexions,oudesplansderéﬂexion,oudestranslations.Enparticulierdeuxrotations(propresouimpropres)équivalentesAetBsontnéces-sairementdesrotationsdemêmeangle.Eneﬀet,sil’angleestunefractionrationnellede2π:φ=pq(2π)(petqentiers)L’ordredesrotationsestdéﬁnietestlemême;siA=Cpq,sonordreestq:Aq=EParconséquent:Bq=(GAG−1)q=GAqG−1=E28
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