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Avant-propos





Voici la question. LA question à laquelle tout matheux est confronté bien trop régulièrement. Que l’on soit chercheur, professeur, étudiant ou tout simplement amateur de jeux mathématiques, on se retrouve toujours à devoir se justifier de sa passion. La question peut être posée de façon candide (« à quoi ça sert, l’algèbre ? » ou « les statistiques, je vois bien l’utilité, mais les fonctions, je vois pas du tout où vous voulez en venir ») ou un peu plus agressive (« franchement, je n’ai jamais rien compris aux maths, ça sert à rien votre truc » ou « maintenant qu’on a des calculatrices, c’est complètement dépassé vos machins »), mais elle n’en reste pas moins un peu déstabilisante. Alors, que répondre ?

Il y a essentiellement deux façons de répliquer. On peut par exemple parler de l’aspect pratique, puisque les mathématiques regorgent d’applications concrètes. L’arithmétique1 est à la base de la cryptographie sans laquelle les transactions bancaires seraient certaines moins sûres. L’algèbre2 et la logique sont indissociables de l’informatique. Les probabilités ont bien sûr des applications en finances, mais permettent aussi aux biologistes de retracer l’évolution des êtres vivants. Grâce à la théorie des graphes, un GPS peut retrouver le plus court chemin entre deux points d‘un réseau routier. Et je ne parle pas des liens entre l’analyse3 et les sciences physiques.

La seconde façon de répondre à la question « Mais à quoi servent les maths ? » est de sensibiliser à la « beauté » mathématique. Il n’est pas question ici du côté artistique des figures fractales, des objets comme le chou romanesco ou la côte bretonne, invariables par changement d’échelle. Je ne parle pas non plus du si surfait nombre d’or, qui justifierait selon les mystiques les proportions parfaites du Parthénon ou de ma carte bleue. Le terme « beauté » ne fait pas référence chez les mathématiciens à un esthétisme visuel, mais plutôt au plaisir intellectuel que la pratique des mathématiques peut procurer. Une formule peut être jugée « belle » lorsqu’elle fait le lien entre deux domaines pourtant très éloignés, comme c’est le cas de l’égalité 1 + 1/2² + 1/3² + 1/4² + … = π²/6 qui lie le nombre π à une somme infinie. Une démonstration peut être considérée élégante lorsqu’elle fait appel à des arguments inattendus, ou qu’elle est tellement simple que personne n’y avait pensé auparavant.

En réalité, aucune de ces réponses ne pourra satisfaire votre interlocuteur si celui-ci a des préjugés bien ancrés. Un téléphone portable est certes bourré de mathématiques de haut niveau, que ce soit d’un point de vue matériel ou logiciel, mais on peut parfaitement l’utiliser sans y comprendre quoi que ce soit. Une formule comme l’identité d’Euler, qui énonce que ei π+ 1 = 0, sera belle aux yeux d’un mathématicien qui y voit réunie en une seule relation toutes les constantes fondamentales des mathématiques, alors que le béotien n’y verra pas de raison de s’appesantir.

Quand quelqu’un demande « Mais à quoi servent les maths ? », j’ai l’impression qu’il attend une réponse magique qui lui donnerait d’un seul coup une explication au fait que des gens aiment réellement se prendre la tête sur des problématiques purement abstraites, qu’il en découle ou non des applications concrètes. En réalité, tout ce que peut transmettre un professionnel ou un amateur, c’est un peu de passion, et dans les bons moments, celle-ci s’avérera communicative. Il y a finalement peu de différences entre la passion des mathématiques et celle de la collection de pin’s Disney.

Tentons alors une troisième approche à cette question « Mais à quoi servent les maths ? », en explorant différents exemples oscillant entre le fondamental et le complètement anecdotique de problématiques « concrètes » auxquelles se confrontent tous les jours les mathématiciens. Attention tout de même, ce qui est concret pour un matheux ne le sera pas forcément pour le commun des mortels. Il est donc temps de comprendre comment accrocher des cadres à un mur, comment trier des crêpes, comment rendre la démocratie un peu plus démocratique, comment remporter Roland-Garros en fermant les yeux et surtout, comment bien choisir son urinoir. À quoi bon chercher des applications concrètes quand il en existe autant qui sont absurdes ?






1. L’arithmétique est l’étude des nombres entiers, de leur propriétés (être premier, être un carré…) et de celles de leurs opérations.


2. L’algèbre peut être définie comme l’étude des transformations entre des objets mathématiques (les symétries en géométrie, par exemple).


3. L’analyse est la branche des mathématiques qui traite des propriétés des fonctions (limites, continuité,…) et de celles de leurs variations (dérivée, intégrale…).










MAIS À QUOI SERVENT LES MATHS…













  


  1. À… Compter ?


  

    


  


  

    

      – Mon papa, il est plus fort que le tien !


      – Nan, c’est le mien le plus fort !


      – C’est pas vrai, parce que le mien, il est cent fois plus fort !


      – Nan, le mien, il est un million de fois plus fort !


      – Mais le mien, il est un million de milliards de fois plus fort !


    


    *


      *     *


    Bon, évidemment, au grand soulagement du voisinage, cette discussion intéressante ne durera pas indéfiniment. Vos enfants risquent de s’essouffler, ou simplement n’arriveront plus à surenchérir, faute de nombres encore plus grands… C’est sans compter sur l’intervention des mathématiciens qui eux débordent d’inventivité pour fabriquer des nombres grands. Très grands. Toujours plus grands ! Alors, puisqu’il paraît que les maths servent à compter, voyons jusqu’où elles nous permettent de le faire.


    

      Les géants de Conway


      Pour atteindre des grands nombres, rien ne vaut les bonnes vieilles puissances de 10. C’est d’ailleurs ainsi que débute toute bonne joute de « mon papa, c’est l’plus fort » :


      102 = 100 : cent


      103 = 1 000 : mille


      106 = 1 000 000 : un million


      109 = 1 000 000 000 : un milliard


      Etc.


       


      Et après ? Le débat fait rage, puisque deux écoles s’affrontent.


      D’un côté, il y a les partisans des suffixes en «-lliard » et en «-llion », les adeptes de l’« échelle longue ». C’est le cas de la France, mais aussi de la majorité de l’Europe, du Mexique et d’une bonne partie de l’Amérique du Sud.


      Selon cette « échelle longue », les grands nombres qui suivent sont le billion (1012 = 1 000 000 000 000), le billiard (1015, i.e., un « 1 » suivi de quinze « 0 »), le trillion (1018), le trilliard (1021), le quadrillion (1024), puis le quintillion (1030), le sextillion (1036), le septillion (1042), l’octillion (1048), le nonillion (1054) et le décillion (1060).


      On peut donc compter dans cette échelle jusqu’à neuf cent quatre-vingt-dix-neuf décilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf décillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf nonilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf nonillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf octilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf octillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf septilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf septillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf sextilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf sextillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf quintilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf quintillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf quatrilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf quadrillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf trilliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf trillions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf billiards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf billions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf milliards neuf cent quatre-vingt-dix-neuf millions neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf ! (1066 – 1 = 1 000 00011 – 1).


      Je résume tout ça : le N-ième nombre en «-llion » est le nombre 106×N, c’est-à-dire la N-ième puissance de 1 000 000, tandis que le N-ième nombre en «-lliard » est le nombre 106×N + 3 (mille fois la N-ième puissance de 1 000 000).


      De l’autre côté, il y a les défenseurs du seul suffixe «-llion », les adeptes de l’« échelle courte ». On y trouve surtout les pays anglophones (États-Unis, Royaume-Uni, Canada, Australie…) mais aussi le Brésil et la Russie… Dans cette échelle courte, le nombre 1 000 000 000 = 109 ne se lira donc pas « un milliard » mais « un billion ». Attention donc à ce faux ami, le « billion » anglais est mille fois plus petit que le billion français. Les grands nombres suivants sont le trillion (1012 = 1 000 000 000 000), le quadrillion (1015), le quintillion (1018), le sextillion (1021), le septillion (1024) etc. On peut donc compter dans cette échelle tous les nombres jusqu’à 1036 – 1.


      Et pour les nombres plus grands ? Que ce soit l’échelle courte ou longue, le nom des grands nombres s’appuiera sur leur étymologie latine, ce qui apporte son lot d’approximations. On trouve par exemple en français plusieurs façons de parler du nombre 106×4 : l’orthographe « quadrillion » est celle que l’on retrouve aujourd’hui le plus souvent dans les dictionnaires, mais l’orthographe « quatrillon » est toujours acceptée, et c’est d’ailleurs celle-ci qui est encore préconisée dans la législation française (dans le Décret no 61-501 du 3 mai 1961 relatif aux unités de mesure, toujours en vigueur aujourd’hui).


      Il fallait un super-héros pour fixer tout ça une bonne fois pour toutes, et c’est le génial John Conway1 qui est arrivé ! Aidé par Allan Wechsler, il a mis au point le système actuellement utilisé pour la nomenclature systématique des grands nombres.


      Commençons simple, et apprenons comment nommer tous les nombres de 1 à 1 000 000999 (= 106×999). Dans un premier temps, on a les 9 premiers préfixes des nombres en «-llion », fournis par les premières unités latines (voir figure 1).


      

        [image: ]


        

          Figure 1. Tableau des unités seules.


        


      


      Dans un deuxième temps, on pourra nommer le N-ième nombre en «-llion » (pour N entre 10 et 999), en consultant le tableau de la figure 2.


      Pour lire le N-ième nombre en «-llion » (c’est-à-dire, le nombre 106×N = 1 000 000N), on commence par décomposer N suivant ses chiffres des centaines (c), dizaines (d) et unités (u).


      Ce N-ième nombre en «-llion » s’écrira alors « u d c llion », en remplaçant u, d et c par les radicaux adéquats obtenus à partir du tableau (attention à l’inversion des unités et des centaines, qui permet le raccordement avec le suffixe en « tillion »). Si l’un des chiffres est « 0 », il n’apparaitra tout simplement pas dans le nom du nombre.


      Par exemple, le 198-ième nombre en « llion » (c’est-à-dire, = 106×186 = 101 116) s’écrit « un octononagintacentillion ».


      Les lettres entre parenthèses dans le tableau permettent un raccordement euphonique des radicaux : si une lettre entre parenthèses est commune entre deux radicaux, elle sera présente dans le mot final. Ainsi, le 186-ième nombre en « llion » ne sera pas « un seoctogintacentillion » mais « un sexoctogintacentillion ».


       


      De plus, dans le cas où le chiffre des centaines est 0, on remplacera le « a » final du préfixe des dizaines par un « i » (voir en dessous l’exemple de = 106×42).


      Voici quelques exemples pour lire le N-ième nombre en «-llion » :


      N = 4 : un quadrillion (celui-ci se lit dans le tableau précédent des unités seules)


      N = 042 : un duoquadragintillion (= 106×42)


      N = 689 : un novemoctogintasescentillion (= 106×689)
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          Figure 2. Tableau des radicaux permettant l’écriture des 999 premiers nombres en «-llion ».


        


      


      N = 905 : un quinquanongentillion (= 106×905)


      N = 999 : un novenonagintanongentillion (= 106×999)


      Et après le novenonagintanongentillion ? C’est là que le système de Conway et Wechsler est génial, puisqu’il permet d’écrire en toutes lettres n’importe quel nombre !


      En fait, pour écrire le N-ième nombre en «-llion », on commence par écrire N en regroupant les chiffres par blocs de 3 (comme on le fait d’habitude, en fait), puis on transcrit chaque bloc selon les règles précédentes, en y intercalant « lli ». Si jamais le bloc est « 000 », on écrit « ni ».


      Par exemple, le N-ième nombre en -illion s’écrit :


      N = 186 042 : un sexoctogintaseptingentilliduoquadragintillion (= 106×186 042 = 101 116 252)


      N = 807 999 : un septemoctingentillinovenonagintanongentillion (= 106×807 999 = 104 847 994)


      N = 5 000 050 : un quintillinilliquinquagintillion (= 106×5 000 050 = 1030 000 300)


      Avec tout ça, il y a de quoi nommer n’importe quel nombre, aussi grand que vous pouvez l’imaginer…


    


    

    


      Du monstre de Shannon au titan de Skewes


      Bien, maintenant que vous savez nommer ces nombres particulièrement grands, voyons dans quels cas ils peuvent servir. Parce que, oui, et cela peut sembler dingue, certains de ces nombres permettent de décrire des quantités très concrètes !


      On retrouve des grands nombres en physique, par exemple. Le nombre d’Avogadro correspond au nombre d’atomes présents dans 12 grammes de carbone 12 (l’isotope le plus commun dans l’atmosphère), soit environ 602 trilliards (6,02×1023). À l’échelle de l’Univers observable, on estime le nombre d’atomes, tous éléments confondus, à cent trédécillions (1080).


      D’autres grands nombres se cachent dans certains jeux, qui sont en conséquence particulièrement appréciés des mathématiciens. Le Rubik’s Cube possède ainsi 43 trillions (4,3×1019) de combinaisons différentes. Au jeu d’échecs, le nombre de parties théoriquement possibles a été estimé par Claude Shannon2 à environ un vigintillion (10120). Mais ce n’est rien à côté du jeu de go, le jeu traditionnel chinois par excellence. Dans ce jeu, le nombre de parties possibles a été estimé à – au moins – dix mille sesexagintacentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillisesexagintasescentillions (101048) ; on ne fait pas mieux aujourd’hui en termes de rejouabilité !


      Les mathématiques théoriques offrent encore pire : le nombre de Stanley Skewes, valant environ 10101034. Rassurez-vous, je ne vais pas écrire ce nombre en toutes lettres : ce livre ne contiendrait pas assez de pages. En fait, même si chaque atome de l’Univers observable était une lettre, il n’y en aurait pas assez !


      Le nombre de Skewes apparait dans l’étude des nombres premiers. Il fournit le premier contre-exemple d’une propriété que l’on croyait auparavant vraie pour tous les nombres3 – il faut dire qu’il est tellement immense que ce contre-exemple semblait particulièrement difficile à concevoir.


      Même si certains de ces grands nombres défient l’imagination, d’autres, plus petits, sont tout de même passés à la postérité. C’est le cas de 10100 (dix sédécilliards), qui a été renommé par le mathématicien Edward Kasner. L’anecdote raconte que Kasner, dans le but de créer un exemple de nombre très grand mais non infini, avait demandé à son petit-neveu de 9 ans de lui donner un nom pour un tel nombre. Le petit-neveu avait répondu : « googol ». C’est ainsi que le gogol, un « 1 » suivi de cent « 0 », est né. Le moteur de recherche Google s’en inspire directement : il symbolise le nombre démesurément grand de pages censées y être référencées.


      Dans la foulée du gogol a été inventé le gogolplex, égal à 10un gogol (d’où le nom du siège social de Google, le Googleplex). Le nom complet de ce nombre ne compte pas moins de 738 lettres ! D’autres mathématiciens ont prolongé le concept, en stipulant qu’un N-plex vaut 10N, et donc que le gogolplexplex vaut 10un gogolplex.


    


    

    

      Le colosse de Graham


      Si vous pensez que les mathématiciens peuvent se contenter de grands nombres comme le nombre d’Avogadro, le nombre de Shannon, le nombre de Skewes ou autre gogolplexplex, vous n’avez encore rien vu ! Ces nombres sont en fait ridiculement petits à côté du mastodonte qui arrive maintenant : le nombre de Graham !


      Ce nombre a pourtant une application bien concrète, puisqu’il constitue la réponse à un problème mathématique (une histoire assez obscure de coloration d’hypercube, où il s’agit de trouver à partir de quelle dimension une propriété est toujours vraie) ; il s’agit d’ailleurs du plus grand nombre jamais apparu dans une démonstration mathématique.


      Pour décrire le colosse de Graham, il faut en passer par la notation fléchée de Donald Knuth4, une méthode particulièrement efficace pour construire des nombres gigantesques.


      La notation de Knuth s’appuie sur l’écriture des puissances aN, que l’on peut définir de la façon suivante :


      aN = a × a × a ×… × a (avec a répété N fois)


       


      Plutôt que de noter aN, Knuth préfère utiliser une flèche verticale : aN = a↑N. On peut dès lors généraliser l’idée, et définir des doubles flèches. En partant du fait que la simple flèche est une répétition de la multiplication (c’est donc la puissance), on définit la double flèche comme étant la répétition de la simple flèche (et donc une répétition de puissances) :


      a↑↑N = a↑(a↑(…↑a)) = aa…a


      avec a répété N fois


       


      On peut calculer par exemple le nombre 2↑↑4 :


      2↑↑4 = 2222= 224= 216 = 65 536


       


      Ce nombre reste un nombre accessible, mais le nombre 2↑↑6 est déjà un nombre considérablement plus grand que le gogolplex, puisqu’il compte cent mille trilliseptemoctogintaducentillions chiffres…


      Mais Knuth ne s’est pas arrêté en si bon chemin, et a complété son concept en proposant la triple flèche, la quadruple flèche et ainsi de suite. La triple flèche se définit de façon récursive, par la formule suivante :


      a↑↑↑ N = a↑↑ (a↑↑ (a↑↑(… ↑↑a)))


      où a est présenté en N exemplaires.


       


      La triple flèche est ainsi la répétition de plusieurs doubles flèches. On peut donc bien sûr définir la quadruple flèche comme une répétition de triples flèches, et ainsi de suite.


      À titre d’exemple, que se passe-t-il si l’on tente de calculer 3 ↑↑↑↑ 3 ?


      On peut déjà dire que 3 ↑↑↑↑ 3 = 3 ↑↑↑ (3 ↑↑↑ 3). Il nous faut donc commencer par calculer 3 ↑↑↑ 3 :


      3 ↑↑↑ 3 = 3 ↑↑ (3 ↑↑ 3) = 3 ↑↑ 333


      = 3 ↑↑ 7 625 597 484 987 = 33…3


       


      Autrement dit, 3 ↑↑↑ 3 est une tour de puissances de 3, et cette tour compte plusieurs billions d’étages. Le nombre 3 ↑↑↑↑ 3 est donc égal à 3 ↑↑ (3 ↑↑… (3↑↑3)…)), avec 3 ↑↑↑ 3 répétitions de ce 3. On peut sans souci affirmer que ce nombre est déraisonnablement grand, et pourtant, il est ridiculement petit face au nombre de Graham…


      Pour construire le monstre de Graham, il va en effet nous falloir répéter 64 fois l’opération qui consiste à calculer le 3 ↑…↑ 3, et où le nombre de flèches est calculé à l’étape précédente, en commençant par le nombre 4.


      On a alors :


      Étape 1 : 4


      Étape 2 : 3 ↑↑↑↑ 3 (avec 4 flèches, c’est le nombre horrible de l’exemple précédent)


      Étape 3 : 3 ↑↑…↑↑ 3 (avec 3 ↑↑↑↑ 3 flèches ; inutile de chercher à concevoir ce nombre, aucun cerveau humain n’en est capable !)


      Étape 4 : 3 ↑↑…↑↑ 3, avec le nombre de flèches calculé à l’étape 3


       


      En répétant ces opérations jusqu’à l’étape 64, nous arrivons enfin à obtenir ce fameux nombre de Graham. Ce nombre est grand. Très grand. Immensément grand. Inimaginablement grand. Il n’existe aucun mot français qui permettrait d’approcher la taille de ce nombre… Pour tout dire, il est considérablement plus facile de conceptualiser l’infini que d’imaginer à quel point ce nombre, pourtant fini, est immense.


      En réalité, les mathématiciens ont été plus loin, puisqu’il existe d’autres façons de fabriquer des nombres prodigieusement plus grands, qui feraient passer le nombre de Graham pour une infime particule de poussière.


      Mais je pense que l’on peut s’arrêter là. Vous avez désormais tous les outils pour écraser votre adversaire lors de votre prochaine joute de « Mon papa, c’est le plus fort » !


      *


        *     *


      

        – Mon papa, il est plus fort que le tien !


        – Nan, c’est le mien le plus fort !


        – C’est pas vrai, parce que le mien, il est un milliard de milliards de fois plus fort !


        – Nan, le mien, il est la répétition un nombre de Graham de fois de la notation fléchée de Knuth entre gogolplex… plex, avec un sédécilliard de « plex », et la constante de Skewes de fois plus fort que ton papa !!!


        – Euh… et ben… euh… Le mien, il est la répétition un nombre de Graham de fois de la notation fléchée de Knuth entre gogolplex… plex, avec un sédécilliard de « plex », et la constante de Skewes plus une fois plus fort !


        – Bon, ok, match nul !


      


    


    



  

    


    

      1. On doit à Conway des travaux particulièrement originaux dans un très grand nombre de champs des mathématiques. On lui doit, entre autres, le jeu de la vie (une simulation de « vie » artificielle), les surréels (un ensemble de nombres qui donne un sens précis à des choses comme 1 +√∞) ou l’étude de la suite 1, 11, 21, 1211, 111221… (chaque terme s’obtient en lisant à haute voix le terme précédent). On en reparlera…


    


    

    

      2. Shannon est avant tout le père de la théorie de l’information, le cadre théorique permettant de quantifier le contenu en informations présent, par exemple, dans un message ou un fichier informatique.


    


    

    

      3. Ce nombre désigne un majorant de la plus petite valeur x pour laquelle π(x) – li(x) > 0, où π(x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs à x, et où li est la fonction logarithme intégral : li(x) = ∫dx/ln(x).


    


    

    

      4. Donald Knuth restera célèbre dans la communauté scientifique pour avoir mis au point le langage TeX, un système de logiciels permettant l’édition d’articles.


    


    









2. À enchanter le petit-déjeuner ?






– Coucou mon chéri ! Le soleil vient de se lever et nous sommes aujourd’hui le 14 février, c’est pourquoi je viens t’apporter au lit un délicieux petit-déjeuner. Voici donc un croissant tout chaud qui sort de la boulangerie, un grand verre de jus d’oranges pressées par mes soins, quelques fruits frais et surtout, un grand bol de lait !

– Oh, merci pour toutes ces attentions ! Mais… pourquoi du lait ? Tu sais bien que je ne le digère pas…

– C’est pourtant simple. Ce grand bol est une allégorie de l’amour que je te porte ! Regarde donc à l’intérieur…



*
*     *

Le petit-déjeuner est le moment le plus important de la journée. C’est ce que je me dis chaque matin lorsque je fixe le regard vide la liste des ingrédients de mes céréales préférées, en attendant que se dissipent les effets dévastateurs d’un réveil prématuré. Il suffit pourtant d’observer un peu son bol, sa tasse ou son verre de jus de kiwi pour voir apparaître, sous les rayons du Soleil, une forme caractéristique, ressemblant pas mal à celle d’un cœur.
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Une cardioïde apparaissant à la surface du café au lait dans un bol éclairé.

© Gérard Janot, CC BY-SA 3.0.





Mais qu’est-ce qu’une cardioïde vient faire dans le fond de tous les récipients ?

Les raisons sont assez simples, mais il faut peut-être décrire un peu plus précisément la façon dont les mathématiques modélisent la forme d’un cœur.


Dessinons des cœurs !

Avec la bonne équation et la bonne calculatrice graphique, on peut dessiner n’importe quoi. C’est ainsi que Richard Clark, rédacteur au service marketing de Wolfram1, s’est fait le spécialiste de la mise en équation de dessin grâce aux théories du signal de Fourier. On lui doit ainsi une formule qui permet à un bon traceur de fonctions de représenter le Pokémon Pikachu (je ne retranscrirai cependant pas l’équation en question dans sa globalité, puisqu’une page entière ne suffirait pas pour l’écrire en entier). Un professeur de mathématiques d’un lycée américain, J. Matthew Register, est aussi spécialiste des dessins par équations. Il a fait parler de lui en 2011 sur Internet, lorsque l’un de ses élèves a publié son équation du logo de Batman. Pour revenir au sujet initial, beaucoup de mathématiciens amateurs ont proposé des formules permettant de dessiner des cœurs, certaines très simples, et d’autres moins. Malgré tout, une seule courbe à l’équation simple semble faire office de cœur pour la communauté mathématique, la cardioïde (voir figure 1).

La courbe appelée cardioïde (du grec kardia, « cœur », et eidos, « forme ») peut être définie de bien des façons différentes, toutes équivalentes (voir figure 2). On peut par exemple observer la trajectoire d’un point fixe situé sur la circonférence d’un cercle en train de rouler (sans glisser) sur un deuxième cercle, le « cercle directeur ». Une telle courbe est appelée « épicycloïde » du grec epi (sur) et kuklos (cercle). Lorsque, en plus, les deux cercles possèdent le même rayon, on obtient la cardioïde. On constate la même forme lorsque le cercle directeur est à l’intérieur du cercle roulant, et que celui-ci est de rayon double.

Historiquement, c’est au début du XVIIe siècle que l’on trouve les premières mentions – implicites – de cette courbe, dans les travaux sur les cycloïdes d’Étienne Pascal, père de Blaise Pascal. D’autres mathématiciens se sont aussi intéressés à cette courbe, comme le français Philippe de La Hire, qui prouve en 1708 que la longueur d’une cardioïde est égale à 16 fois le rayon du cercle directeur. Malgré tout, ce n’est qu’en 1741, sous la plume de Giovanni da Castiglione (francisé en « Jean Castillon »), que la cardioïde est ainsi baptisée, pour sa ressemblance avec la forme d’un cœur.
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Figure 1. Quelques courbes graphiquement intéressantes.(a) La courbe Pikachu de Richard Clark. Il s’agit d’une équation paramétrique, ce qui signifie que toute valeur t comprise entre 0 et 2π correspond aux coordonnées (x(t),y(t)) d’un point de la courbe. L’équation de la figure ne trace en fait que la silhouette du Pokémon, l’équation complète est 10 fois plus longue.

(b) La courbe de Batman de J. Matthew Register. L’équation ne contient originalement qu’une unique formule, construite à partir d’équations d’ellipses et de droites.

(c) Une courbe de cœur, par Jürgen Köller.

(d) Une cardioïde, donnée par son équation paramétrique.
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Une seconde façon de la construire est de choisir un point particulier P d’un cercle C. L’ensemble de tous les cercles centrés sur le périmètre de C et passant par P forment une cardioïde.

Plus étonnant peut-être, l’arithmétique permet de construire cette forme. Il suffit pour cela de répartir 100 points, numérotés de 0 à 99, sur le périmètre d’un cercle, puis de relier par des segments chacun de ces points à celui de son double, en identifiant le point no 0 au no 100, le point no 1 au no 101, et ainsi de suite. Ainsi, on reliera le point no 21 au point no 42, ou le point no 53 au no 106, c’est-à-dire, au point no 6. Tous ces segments délimiteront alors la forme d’une cardioïde. En suivant la même règle avec davantage de points, la délimitation ne sera que plus précise.


[image: ]

Figure 2. De nombreuses méthodes permettent de dessiner une cardioïde. On peut l’obtenir comme une épicycloïde de cercle (a), l’enveloppe de la famille de cercles passant par un point et centrés sur le périmètre d’un autre cercle (b), l’enveloppe des segments reliant les points d’un cercle à celui de leur double (c).




Malgré tout, aucune de ces définitions ne nous enseigne directement l’origine de l’épicycloïde de mon bol de lait. L’explication est tout autre, la cardioïde est une « caustique » de cercle.




Géométrie des rayons lumineux

La réponse nous vient en fait de la lumière qui se répercute sur les bords du récipient du petit-déjeuner. Notre bol est en effet circulaire, et on supposera que les rayons lumineux provenant du Soleil sont tous parallèles. Observons la trajectoire d’un rayon entrant dans le bol après qu’il s’est réfléchi. Les lois de l’optique indiquent, entre autres, que l’angle d’incidence, c’est-à-dire, l’angle formé entre le rayon lumineux incident (celui qui entre) et la normale au point d’incidence (c’est-à-dire, la direction perpendiculaire à la tangente au point de rencontre entre le rayon et le bol) sera toujours égal à l’angle de réflexion, formé par la direction normale et le rayon réfléchi (voir figure 3).
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Figure 3. Réflexion d’un rayon lumineux sur une courbe. D’après la première loi de Snell-Descartes, l’angle d’incidence, en bleu, est toujours égal à l’angle de réflexion, en rouge.




Lorsque l’on observe la trajectoire de l’ensemble des rayons parallèles provenant de l’astre du jour, on s’aperçoit qu’ils ont tendance après leur réflexion à se concentrer sur le contour de ce qui ressemble pas mal à une cardioïde (voir figure 4a). Cette courbe porte le nom de « caustique » de cercle ; elle est tangente à tous les rayons réfléchis provenant d’une source lumineuse particulière (dans notre cas, il s’agit du Soleil).

Malgré tout, la courbe que l’on obtient n’est pas une cardioïde inscrite dans le cercle. Si tel était le cas, on ne pourrait pas observer de points de contact entre la courbe et le cercle. En réalité, il s’agit en fait d’une demi-néphroïde. Cette courbe peut être considérée comme une proche cousine de la cardioïde, puisqu’elles sont toutes deux des épicycloïdes. C’est en effet la forme que l’on retrouve lorsque l’on suit la trajectoire d’un point situé sur le périmètre d’un cercle roulant sur un cercle directeur de diamètre double (voir figure 5). La néphroïde entière est alors une courbe à deux axes de symétries possédant deux points de rebroussement (un point où la courbe semble revenir sur ses pas). Étymologiquement, le nom de « néphroïde » vient du grec nephrós signifiant « rein », ce qui est tout de suite moins romantique.
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Figure 4. (a) Lorsque tous les rayons de lumières parallèles provenant du Soleil sont réfléchis, ils délimitent une courbe, la « caustique », qui ressemblant beaucoup à une cardioïde. Il s’agit en fait d’une autre épicycloïde, la néphroïde. (b) La cardioïde ne peut être obtenue que lorsque la source lumineuse est un point situé sur la circonférence du cercle.
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Figure 5. La trajectoire d’un point situé sur la circonférence d’un cercle roulant sur l’extérieur d’un cercle de rayon double est une autre épicycloïde que la cardioïde, c’est une néphroïde.




Pas de panique, il existe tout de même un moyen de faire apparaitre une véritable cardioïde à la surface de sa boisson matinale. Il suffit pour cela de ne pas éclairer son cercle depuis une source lumineuse lointaine, mais depuis une source ponctuelle située sur son périmètre (voir figure 4b). En rapprochant ainsi votre lampe de votre bol, vous pourrez observer que la caustique d’un cercle n’est autre que la fameuse courbe en cœur.

À présent, votre Saint Valentin est sauvée ! Plus besoin d’investir dans un onéreux diner au restaurant, il suffit d’une lampe torche et d’un bol de lait. Et pour que la journée soit parfaite, vous pouvez accompagner le tout d’un merveilleux poème2.

*
*     *


– Si tu étais une épicycloïde, tu serais une cardioïde.

– Si tu étais une fonction holomorphe, tu serais le sinus au carré. Je serais le cosinus carré, et à nous deux, nous ne formerions qu’un.

– Si tu étais un nombre pair, tu serais 28, car c’est un nombre parfait. Mais si tu étais un nombre impair, tu serais aussi un nombre parfait, mais je serais le seul à garder le secret de ton existence.

– Si tu étais une détermination du logarithme, tu serais… Enfin, tu as compris l’idée.











1. Wolfram Research est une société américaine spécialisé dans les mathématiques. Elle a en particulier produit Mathematica, un logiciel de calcul formel, ainsi que le site Wolfram|Alpha, un moteur de recherche de ce qui est calculable.


2. L’auteur décline toute responsabilité si jamais l’élu(e) de votre cœur ne réagit pas favorablement à ces attentions.
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