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Préface

Edouard Gentaz


Présenter des difficultés en mathématiques représente un véritable handicap dans la vie scolaire d’un enfant, dans la formation professionnelle d’un adolescent ou d’un jeune adulte, dans la vie quotidienne d’une personne. Les compétences en mathématiques des enfants sont effectivement associées à l’emploi futur, le bien-être et la qualité de vie (Crawford & Cribb, 2013). L’évaluation des habiletés mathématiques représente donc un défi majeur dans la prise en charge d’un enfant. Elle est non seulement le moyen de poser un diagnostic et de reconnaître les difficultés vécues par un enfant, mais elle représente aussi l’opportunité de préparer l’intervention dans le but d’améliorer les apprentissages et les performances en mathématiques.

Si l’on porte intérêt, sans toutefois être spécialiste, aux mathématiques et à leurs liens au monde, le site web « Images des maths » (https://images.math.cnrs.fr/), à travers son journal et son blog, offre une approche originale qui mérite d’être soulignée.

Les mathématiques ont un statut particulier dans l’espace public car la plupart des gens ont une opinion et une attitude sur cette discipline, construites en partie sur la base de leur expérience scolaire et familiale. En effet, les mathématiques suscitent des réactions très variées, voire contradictoires, de la fascination au rejet. L’enquête « Les Français et la science en 2020 » conduite auprès d’un échantillon de 3 500 adultes représentatif de l’ensemble de la population française vise à établir non pas tant l’état de leurs opinions que celui de leurs attitudes et représentations à l’égard des sciences et techniques (Bauer et al., 2021). Les résultats montrent que les disciplines les plus citées comme étant des sciences sont, d’une part, celles dont les applications sont ancrées dans la vie quotidienne des Français (85 % pensent que la médecine est une science) et, d’autre part, celles qualifiées de « scientifiques » par le système des filières scolaires : la biologie (84 %), la physique (82 %) ou les mathématiques (75 %). Un point remarquable est qu’il n’existe pas de différence significative entre les femmes et les hommes dans la distribution des perceptions respectives de la scientificité des disciplines alors que ces filières recrutent traditionnellement davantage d’hommes. En outre, il est étonnant de relever que la statistique n’est reconnue comme une science que par 43 % des Français (23 % ne la considérant pas comme telle et 27 % estimant que « ça dépend des cas »). Notons avec inquiétude ici que la psychologie n’est perçue comme scientifique que par seulement la moitié des enquêtés (48 % pour la psychanalyse).

Il n’en demeure pas moins que leur apprentissage et leur enseignement font l’objet d’intenses recherches à travers le monde et suscitent de nombreux débats passionnés. Parmi les débats qui enflamment régulièrement l’espace médiatique, on retrouve les fameux résultats des enquêtes PISA qui évaluent notamment la « culture mathématique » chez les adolescents à travers le monde. Dans ce cadre, la culture mathématique est définie comme « l’aptitude d’un individu à raisonner de façon mathématique et à formuler, à employer et à interpréter les mathématiques pour résoudre des problèmes dans un éventail de contextes du monde réel ». Ainsi, les élèves ne sont pas seulement évalués sur des connaissances au sens strict mais sur leurs capacités à les mobiliser et à les appliquer dans des situations variées, parfois éloignées de celles rencontrées dans le cadre scolaire. En mai 2022, environ 8 000 élèves de 15 ans scolarisés dans 335 collèges et lycées ont participé aux épreuves de l’enquête PISA, ainsi que leurs homologues de 80 autres pays. Si les résultats de cet échantillon français montrent un score global qui se situe dans la moyenne des 37 pays de l’OCDE, les performances sont inférieures par rapport à celles obtenues en 2012. Cette baisse est commune à la plupart des pays de l’OCDE et s’interprète dans le contexte particulier lié à la pandémie mondiale de Covid-19 (Bernigole et al., 2023). PISA mesure par ailleurs le « climat disciplinaire » dans la classe de mathématiques à partir de la fréquence déclarée par les élèves d’événements tels que : « les élèves n’écoutent pas le professeur » ou « il y a du bruit et de l’agitation pendant les cours de mathématiques ». Le « climat disciplinaire » est positivement corrélé avec la performance mathématique dans presque tous les pays. Néanmoins, cette corrélation est faible et plus encore lorsque l’on prend en compte le niveau socio-économique et culturel des élèves. La France se situe parmi les pays (Chili, Finlande, Australie, Nouvelle-Zélande, Suède, Norvège et Pays-Bas) où le « climat disciplinaire » est le moins serein. En France 13,6 % des élèves déclarent qu’il n’y a jamais ou presque jamais de bruit ou d’agitation pendant leur cours de mathématiques. Ils sont deux fois moins nombreux qu’en moyenne dans l’OCDE (27 %). En 2012, ces taux se portaient à 16 % en France et à 26,1 % pour l’OCDE. Le Japon et la Corée du Sud sont les deux pays où le « climat disciplinaire » est le meilleur en mathématiques : les taux sont respectivement de 68,6 % et de 59,5 %.

Concernant les effets du genre, les résultats de PISA (Bernigole et al., 2023) montrent de nouveau que les adolescents en France ont des performances supérieures à celles des adolescentes en culture mathématique, avec une différence analogue à celle de la moyenne des pays de l’OCDE, correspondant à environ 10 % d’écart-type (cette différence n’ayant pas évolué depuis 2003). Ce phénomène est observable dans la plupart des pays de l’OCDE à l’exception de la Belgique, la Grèce, la Turquie, la Pologne, la Corée du Sud, l’Islande, la Suède, la République slovaque, la Norvège et la Slovénie. Ce nombre de pays a considérablement augmenté depuis 2012 où seuls deux pays, la Suède et la Finlande, étaient en situation d’équité selon ce critère. Fait remarquable : en 2022 en Finlande, le score en mathématiques des adolescentes est supérieur à celui des adolescents.

Intéressant, la mesure par PISA de l’anxiété des adolescents face aux mathématiques révèle aussi des résultats et évolutions intéressants. En effet, dans les enquêtes en 2003 et 2012, la France se trouvait parmi les pays de l’OCDE dont les élèves déclaraient la plus forte anxiété vis-à-vis des mathématiques. Ce n’est plus le cas en 2022, où la France se trouve dans la moyenne de l’OCDE concernant cet indicateur. Par exemple, en 2022, 64,2 % des élèves sont d’accord avec l’affirmation suivante : « J’ai peur d’avoir de mauvaises notes en mathématiques » (64,9 % le sont en moyenne dans les pays de l’OCDE) alors qu’ils étaient 73 % en 2012 (61 % en moyenne dans l’OCDE). L’interaction entre le genre et l’anxiété est aussi intéressante à souligner. En effet, en France, les adolescentes sont toujours beaucoup plus anxieuses que les adolescents vis-à-vis des mathématiques. La France est, avec l’Allemagne et la Norvège, le pays où cette différence d’anxiété selon le genre est la plus grande : 55,6 % des garçons se déclarent d’accord avec l’affirmation précédemment prise en exemple contre 71,9 % des filles. Ce constat est à situer dans un contexte où l’on observe une différence de performance en culture mathématique en faveur des garçons en France et en Allemagne, contrairement à la Norvège où les adolescentes et adolescents ont une performance égale (Bernigole et al., 2023).

Pour tenter de mieux comprendre ces résultats, les recherches en sciences cognitives s’intéressent depuis longtemps à la cognition mathématique chez l’enfant et l’adulte, son apprentissage, ses difficultés et son enseignement (voir, par exemple, le débat sur le développement cognitif et les mathématiques modernes, Piaget, 1998). C’est plus récent pour les sciences affectives mais la question de l’anxiété face aux mathématiques posée dans l’enquête PISA illustre cette évolution. Ainsi, les recherches montrent, d’une part, que les émotions et la cognition sont étroitement liées (MacCann et al., 2020), d’autre part que les émotions négatives ont des effets préjudiciables sur la réussite scolaire, en particulier sur les performances mathématiques. Le rôle des émotions et des processus affectifs sur l’apprentissage n’est pas nouveau, avec, par exemple, les concepts de « punition » et de « récompense ». Déjà en 2014, Pekrun et Linnerbrink-Garcia critiquent le fait que la recherche dans le domaine de l’éducation se concentre principalement sur l’anxiété, en négligeant d’autres émotions qui sont censées exercer des influences négatives ou facilitatrices sur la réussite et avoir un impact sur les stratégies cognitives utilisées dans le processus d’apprentissage et la motivation. Les émotions négatives peuvent être un vecteur d’échec et de perte de confiance lorsqu’elles sont inappropriées ou ignorées mais les émotions positives peuvent représenter un puissant catalyseur pour le bien-être et la réussite scolaire.

Cependant, les études sur les effets des émotions ressenties lors de la résolution de différents types de problèmes numériques sont rares. Ainsi, notre équipe (Liverani et al., 2023) a récemment examiné les émotions épistémiques et de réussite ressenties pendant la résolution de deux types de problèmes mathématiques (Rivier & Gentaz, 2020) : les problèmes applicatifs, dont la résolution suppose l’utilisation d’un algorithme spécifique et qui sont régulièrement proposés à l’école (par exemple : « Paul a 6 paquets de biscuits. Il y a 7 biscuits dans chaque paquet. Combien de biscuits Paul a-t-il en tout ? ») et les problèmes non applicatifs, qui ne peuvent être résolus directement avec un algorithme et qui permettent différentes stratégies de résolution (par exemple : « Quatre équipes participent à une rencontre de football. Chaque équipe doit rencontrer toutes les autres. Combien de matches auront lieu au total dans ce tournoi ? »). Ce type de problèmes apparaît moins fréquemment dans les programmes scolaires. Quand on propose à des adultes et à des élèves de 9 ans de résoudre ces différents types de problèmes puis d’évaluer ensuite leurs émotions ressenties après la résolution sur une échelle de Likert, les adultes rapportent des émotions positives épistémiques et de réussite plus élevée envers les problèmes applicatifs par rapport aux problèmes non applicatifs. D’autre part, chez les adultes comme les élèves, les problèmes non applicatifs sont davantage associés à la surprise que les problèmes applicatifs. Chez les élèves, l’anxiété est plus fréquemment ressentie après la résolution des problèmes non applicatifs par rapport aux problèmes applicatifs. Ces résultats préliminaires suggèrent l’importance de diversifier les types de problèmes proposés dans les programmes scolaires pour que les élèves s’habituent à utiliser différentes stratégies de résolution. Cette approche pourrait être utile pour diminuer les émotions négatives envers les mathématiques, telles que l’anxiété, qui commencent à se manifester dès l’école primaire.

Enfin, concernant les plus jeunes enfants, on sait peu de choses sur la manière dont la connaissance des émotions peut être liée à leurs compétences numériques. Pour travailler à combler cette carence, nous avons examiné les liens entre cette connaissance des émotions et les compétences numériques chez 706 élèves âgés de 3 à 6 ans scolarisés dans des écoles maternelles en France (Cavadini et al., 2021). Les résultats révèlent que les performances en mathématiques corrèlent significativement et positivement avec les connaissances et la compréhension des émotions chez les enfants âgés de 3 à 6 ans. Le premier mécanisme pour expliquer ce lien est fondé sur le fait que pour apprendre et se développer, les enfants (en particulier les jeunes enfants) ont besoin d’adultes et de pairs : les enfants ayant une meilleure connaissance de leurs émotions seraient plus à même de les réguler. Une meilleure gestion de ces émotions faciliterait les interactions sociales, permettant aux enfants d’établir de meilleures relations avec leurs enseignants, leurs pairs et leur famille. Cela peut également influencer indirectement les résultats scolaires en offrant aux élèves un réseau de soutien social qui les protège en période de stress et les soutient lorsqu’ils sont confrontés à une nouvelle situation ou à un défi d’apprentissage nécessitant l’aide d’un expert (pair, enseignant). Le deuxième mécanisme expliquant le lien entre la compréhension des émotions et la réussite scolaire pourrait être lié au chevauchement entre la compréhension des émotions et les compétences cognitives : la connaissance des émotions pourrait faire partie d’une sous-dimension de la connaissance/aptitude verbale. L’apprentissage de nouveaux mots relatifs aux émotions pourrait en fait déboucher sur l’acquisition de compétences cognitives telles que l’orthographe ou le vocabulaire. Ainsi, les enfants qui maîtrisent la compréhension des émotions peuvent également performer dans d’autres domaines à l’école (comme l’acquisition du langage ou des nombres). Ces premiers résultats observés chez les jeunes élèves peuvent avoir des implications pédagogiques dans le type des différentes activités proposées en école maternelle et leur mise en œuvre (Richard & Gentaz, sous presse).

Ces études conduites dans des contextes scolaires francophones ne sont que des illustrations du très grand nombre de recherches conduites par les chercheurs et chercheuses en sciences cognitives sur la cognition mathématique chez l’enfant et l’adulte.

Pour mieux en connaître la richesse et leurs apports théoriques et pratiques, cet ouvrage arrive à point car il a l’ambition de fournir des synthèses accessibles de différents modèles, de leurs implications pédagogiques, cliniques ou neuropsychologiques, aussi bien auprès d’enfants ou d’adultes ayant ou pas des difficultés ou des troubles de la cognition mathématique.
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Introduction

Anne Lafay et Marie Villain

« Les maths, ça prend le relais dans les situations où l’intelligence habituelle est en panne. Les chaussures sont un instrument pour marcher, les maths sont un instrument pour penser. On peut marcher sans chaussures, mais on va moins loin. » (Jean-Marie Souriau, mathématicien français)




Chaque jour de notre vie, nous devons manipuler des nombres et des quantités : compter le nombre de couverts à déposer sur la table pour éviter d’oublier les couverts de papy, mesurer une quantité de farine pour éviter d’obtenir un gâteau trop sec, lire l’heure pour ne pas manquer un rendez-vous, compter le nombre de chaussettes nécessaires à mettre dans une valise pour éviter de faire une lessive tous les deux jours durant un voyage, retenir une adresse pour éviter de sonner à la mauvaise porte et se trouver face à un inconnu, calculer une somme pour éviter une situation désagréable, planifier l’achat d’un logement à long terme pour éviter l’endettement, etc. En somme, comprendre et manipuler les nombres sont indispensables à l’autonomie de vie, mais aussi à la réussite scolaire et professionnelle.

Pourtant, pour certaines personnes, toutes ces manipulations mathématiques ne sont pas faciles et automatiques. En particulier, le trouble des apprentissages en mathématiques (dyscalculie) touche jusqu’à 10 % de la population d’âge scolaire (par exemple, 6.2 % des enfants franco-québécois de 8-9 ans selon Lafay et al., 2016), et le trouble acquis de la cognition mathématique (acalculie) touche entre 30 et 68 % des survivant·e·s d’un accident vasculaire cérébral dans la population adulte (par exemple, Benn, 2023).

Au fil des années, on observe une augmentation des recherches dans le domaine de la cognition mathématique. À titre d’exemple, une recherche avec le mot dyscalculia sur Pubmed donnait 126 occurrences jusqu’en 2000, 98 occurrences entre 2001 et 2010, puis 518 occurrences entre 2011 et 2024. De même, une recherche avec le terme acalculia sur la même base de données donnait 200 occurrences jusqu’en 2000, 155 occurrences entre 2001 et 2010, puis 592 occurrences entre 2011 et 2024. Si la recherche en cognition mathématique est de plus en plus productive à l’international (par exemple, Allemagne, Canada, Chine), cet ouvrage est aussi le témoin de cette recherche active dans le milieu francophone.

Pour autant, d’après le décret de compétences des orthophonistes de France (ministère de l’Enseignement supérieur et de la Recherche, 2013), les orthophonistes ont la charge de l’évaluation selon l’acte « Bilan de la cognition mathématique (troubles du calcul, troubles du raisonnement logico-mathématique…) » et aussi celle de l’intervention selon l’acte « Rééducation des troubles de la cognition mathématique (dyscalculie, troubles du raisonnement logico-mathématique…) ». Toutefois, d’après l’enquête de la DREES (Direction de la Recherche, des Études, de l’Évaluation et des Statistiques) parue en janvier 2024 concernant le recours à un·e orthophoniste en libéral pour les enfants et adolescent·e·s (0-18 ans), en 2019, seulement 7 % des actes étaient cotés cognition mathématique (contre 35 % pour les troubles des apprentissages du langage écrit par exemple). Bien que la prise en charge des difficultés mathématiques soit un acte inscrit au décret de compétences des orthophonistes, peu sont ceux et celles qui choisissent cette voie.

Une analyse menée dans le cadre d’un mémoire d’orthophonie encadré par Marie Villain (Lelou, 2021) a conduit à observer que, parmi 330 orthophonistes travaillant auprès de patient·e·s adultes victimes de lésions cérébrales, très peu étaient ceux et celles qui évaluaient et prenaient en charge les difficultés relatives à l’acalculie. Parmi les orthophonistes interrogé·e·s, 55 % ne se considèrent « pas du tout à l’aise » dans le domaine de l’acalculie. Parmi les 280 orthophonistes n’investiguant pas les troubles du calcul lors de l’anamnèse et/ou n’utilisant pas de tests standardisés pour les évaluer, 162 le justifient par un manque de formation dans ce domaine. Sur le versant des apprentissages, un travail mené par Anne Lafay (2023) identifiait également plusieurs barrières à la pratique avec les enfants ayant un trouble des apprentissages en mathématiques : l’anxiété mathématique parfois ressentie par les orthophonistes, un manque de préparation dans leur formation initiale et, de ce fait, un manque de connaissances relatives au développement mathématique de l’enfant, au trouble des apprentissages en mathématiques, à son évaluation et à l’intervention auprès de ces enfants. Le travail réalisé par Galland (2024) dans le cadre de son mémoire de fin d’étude démontre que les étudiant·e·s sont de plus en plus réticent·e·s vis-à-vis du domaine de la cognition mathématique au fur et à mesure de leur formation car ils et elles ont l’impression de ne pas être suffisamment formé·e·s et qu’ils et elles développent une appréhension grandissante à mesure que le diplôme et la pratique autonome approchent. Dans ce contexte, le présent ouvrage, qui regroupe pour la première fois des chapitres abordant la question des troubles développementaux mais aussi des troubles acquis, vise à fournir un support de connaissances utiles pour promouvoir la pratique dans le domaine de la cognition mathématique.

De plus, l’observation sur le terrain nous a conduit à constater que les méthodes diagnostiques et les approches d’intervention en orthophonie dans le contexte francophone sont historiquement distinctes et souvent contradictoires dans leur application. Effectivement, certaines approches ou formations (initiales et continues) des orthophonistes, en particulier avec les enfants, restent fortement influencées par le structuralisme, notamment par les travaux de Piaget. Les étudiant·e·s interrogé·e·s par Galland (2024) indiquent d’ailleurs qu’ils et elles reçoivent des informations parfois contradictoires et incompatibles lors des différents cours et stages, cela conduisant à un sentiment de confusion entre les approches et à propos de l’efficacité de celles-ci. Le présent ouvrage a ainsi l’ambition de rendre accessible et de fournir une synthèse des données issues de la littérature scientifique nécessaires à une pratique basée sur les données probantes.

Sur le plan de la formation, la maquette universitaire en orthophonie en France (ministère de l’Enseignement supérieur et de la Recherche, 2013) comprend un total de 65 heures de cours magistraux et 75 heures de travaux dirigés, répartis de l’année de Licence 2 à l’année de Master 2, consacrés à la cognition mathématique. Le présent ouvrage se donne ainsi la mission de fournir un support de connaissances utiles pour tout le milieu de l’enseignement universitaire francophone. Nous espérons que ce livre pourra devenir une référence pour les enseignants et les enseignantes dans les départements universitaires et pour leurs étudiants et leurs étudiantes.

La vocation ultime de cet ouvrage est donc de fournir aux chercheurs et chercheuses ainsi qu’aux professionnel·le·s de l’enseignement et de la santé (orthophonistes, psychologues, ou encore ergothérapeutes) une mise à jour des connaissances en cognition mathématique. L’ouvrage traite, en 30 chapitres, le développement mathématique chez l’enfant, le fonctionnement mathématique chez l’adulte, les troubles de la cognition mathématique (trouble des apprentissages en mathématiques et acalculie), puis la démarche et les outils d’évaluation, les outils de dépistage et d’évaluation et, enfin, les données probantes en termes d’intervention dans différents domaines des mathématiques auprès d’enfants et d’adultes ayant un trouble de la cognition mathématique.

Nous tenons enfin à remercier pour leur contribution l’ensemble des auteurs et autrices de cet ouvrage, comptant parmi les expert·e·s francophones de la question, ainsi que quelques collègues anglophones de renom.
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CADRAGE ET MODÈLES THÉORIQUES
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      1. Introduction


      L’apprentissage élémentaire des mathématiques comme système symbolique (Hiebert, 1988) comporte trois niveaux et/ou moments plus ou moins intriqués au cours de leur évolution dans les sociétés dotées d’un système scolaire (voir pour les effets de l’absence de système de scolarisation O’Shaughnessy et al., 2023). Le premier a trait aux apprentissages préscolaires du traitement non-symbolique des quantités et des grandeurs réalisés en fonction de la maturation et des conditions environnementales, physiques et sociales. Ces apprentissages s’effectuent souvent en milieu familial, mais de nombreuses cultures se dotent d’une organisation de préscolarisation visant à préparer voire assurer certains apprentissages. Le deuxième apprentissage, majeur au plan du nombre, est celui de l’acquisition des symboles (et des signes) et du traitement précis des données symboliques, verbales et indo-arabes (voire signées) : apprendre à associer avec précision les symboles sociaux aux quantités auxquelles ils correspondent (valeur cardinale), apprendre à les ordonner de manière à ce qu’ils respectent le principe du successeur (valeur ordinale) (Izard et al., 2008 ; Sarnecka & Wright, 2013). Le troisième apprentissage concerne celui des combinaisons des signes numériques (nombres) et des signes associés aux opérations (=, >, <, +, –, x, :) afin de formaliser l’équivalence (et les différences), d’additionner, soustraire, multiplier et diviser de sorte que le résultat aboutisse à une quantité elle-même précise et exacte, mais aussi découvrir et apprendre les propriétés de ces combinaisons de signes. Ces propriétés – commutativité, inversion, etc. – sont fondamentales pour parvenir à une « mathématisation », à savoir les traitements algébriques qui combinent les signes ou symboles en suivant des règles et ceci indépendamment des valeurs des nombres et de leur association à des référents (Hornung et al., 2022 ; Wu, 2001). Comment les enfants parviennent à atteindre ces trois objectifs reste matière à débat (Hutchison et al., 2020 ; Nunez, 2017 ; O’Shaughnessy et al., 2022). Toutefois des données existent, qui décrivent avec une bonne précision l’évolution des performances des enfants et leur enchaînement dans le temps ; et des recherches portant sur des interventions permettent, au moins dans certains cas, de suggérer voire d’établir des relations de causalité et d’envisager de prédire les éventuels impacts des interventions (Darnon & Fayol, 2020).


    


    

    

      2. Les apprentissages des traitements non-symboliques des grandeurs et quantités


      Les données de la recherche suggèrent que les enfants disposent dès la naissance de deux capacités leur permettant de traiter les quantités et les grandeurs.


      D’une part, les enfants, dès trois ou quatre jours après la naissance, sont en mesure de discriminer et représenter de petites quantités visuellement, vraisemblablement sous forme de « fichiers d’objets » (objet 1 ; objet 2 ; objet 3), et auditivement (entre deux et trois syllabes) (Antell & Keating, 1983). Quelque temps plus tard, ils réagissent aux ajouts et retraits de petites quantités : un objet et encore un autre aboutissent à une configuration de deux objets ; deux objets avec retrait de un donnent un objet (Wynn, 1992). Ces toutes petites quantités, de un à trois ou quatre, qui correspondent au subitizing, ont ceci de particulier que leur traitement ne fait pas appel au comptage, est précoce – il existe avant toute influence culturelle – et sa précision le rapproche des symboles numériques ultérieurement appris (Clements et al., 2019 ; Sokolowski et al., 2022). Il semble universel.


      D’autre part, les bébés parviennent à discriminer, en les comparant, des collections ou des aires de grandes quantités ou surfaces. Toutefois, cette discrimination n’est possible que si les « tailles » des collections diffèrent initialement selon un rapport de un à trois chez les plus jeunes (par exemple de 8 à 24 ou de 12 à 36) puis, ultérieurement, de un à deux (de 8 à 16), avant de s’affiner progressivement sous l’effet conjoint de la maturation et de l’expérience dans la vie courante puis à l’école, cela jusqu’à parvenir aux performances adultes (Halberda & Feigenson, 2008 ; Piazza et al., 2013). Ces traitements, correspondant à l’ANS (Approximate Number System ou système approximatif analogique), restent toujours approximatifs et suivent la loi de Weber-Fechner, qui se traduit par des effets de distance (la discrimination de deux collections est d’autant plus facile que la différence – la distance – entre les deux est importante) et de rapport. Plus important, il existe dès les premiers temps, aussi bien pour le subitizing précoce que pour les traitements par l’ANS, des différences interindividuelles. Ces différences seraient prédictives des différences ultérieures de performance en mathématiques, bien que le poids de variance expliquée reste modeste (Decarli et al., 2023 ; Starr et al., 2013)2.


      Plusieurs recherches ont essayé d’évaluer dans quelle mesure ces premiers traitements préverbaux présentaient des propriétés susceptibles de les rattacher à celles s’appliquant aux futurs nombres entiers, notamment au cardinal et à l’ordinalité. La cardinalité est une notion abstraite, une propriété des ensembles et non des objets : comprendre la notion de « trois » nécessite que tous les ensembles de trois éléments soient considérés équivalents, quels que soient leurs contenus (étoiles, arbres, fourmis), leurs formes, leurs couleurs et leurs dispositions spatiales (massés ou dispersés). Cette abstraction requiert un apprentissage. Par exemple, Michie (1985) a montré que, jusque vers 4-5 ans, l’équivalence de cardinal dépend des caractéristiques des entités mises en relation. Ainsi, deux collections équipotentes ne sont initialement jugées telles que si les éléments qui les composent (billes, escargots, voitures) partagent certaines de leurs caractéristiques (couleurs, positions, tailles, etc.) (Mix, 1999, 2008). Progressivement, les caractéristiques non pertinentes perdent leur effet et l’abstraction du cardinal s’améliore (Huang et al., 2010). Il faut attendre l’accès au « principe dit cardinal » (voir plus loin) pour que la plupart des propriétés concrètes perdent de leur importance dans la détermination du cardinal.


      Izard et al. (2014) ont exploré le rôle potentiel que pourrait jouer la correspondance terme à terme comme fondement possible de la cardinalité chez des enfants de moins de 3 ans ne comprenant pas la signification des nombres au-delà de 4, et donc ne disposant pas du principe d’égalité exacte. Ces enfants ont été soumis à une épreuve de discrimination de quantités proches (5 et 6). Les recherches ont montré que les enfants parvenaient à trouver 3 mais également 6 à condition que les entités ne subissent pas de modification (substitution), mais qu’ils échouaient au-delà de ces quantités (avec 11 par exemple). Ainsi, la correspondance terme à terme était mobilisable mais seulement jusqu’à un certain point ; elle ne constituait pas une procédure abstraite généralisable (Schneider et al., 2022).


      En résumé, les performances préverbales des enfants font bien apparaître une capacité primaire à discriminer, reconnaître voire constituer de petites quantités, mais cette capacité ne présente ni le caractère abstrait de la cardinalité (Michie, 1985 ; Mix, 2008), ni la possibilité de recourir systématiquement à la CTT (correspondance terme à terme) (Izard et al., 2014), ni la réussite aux comparaisons de séries linéaires de jetons au-delà de 2 et partiellement 3 (Starkey & Cooper, 1995), ni la possibilité d’ordonner les quantités non-symboliques (objets, jetons) au-delà de 3 (Michie, 1985). C’est la mise en place des codes analogiques puis symboliques qui permettrait la transition vers l’abstraction.


    


    

    

      3. L’apprentissage du traitement symbolique des quantités


      Le traitement symbolique des quantités se caractérise par sa précision (la cardinalité), qualité que le système approximatif analogique (ANS) ne comporte pas et à laquelle il ne parvient jamais malgré les entraînements et l’expérience qui en raffinent la précision, chez les adultes (Park & Brannon, 2014) comme chez les enfants (Hyde et al., 2014). Il respecte également le principe dit du successeur (ou prédécesseur) : à chaque ajout d’un élément d’une collection, la dénomination avance de un dans la chaîne verbale (ou dans la suite des chiffres indo-arabes) (Izard et al., 2008). Compte tenu des propriétés de l’ANS, il paraît peu probable que les traitements symboliques s’enracinent dans les traitements analogiques approximatifs (De Smedt et al., 2013). Les données longitudinales mettent d’ailleurs en évidence le fait que les performances aux comparaisons de quantités non-symboliques ne prédisent que de manière faible au préscolaire et très faible les scores en mathématiques aux épreuves scolaires (Lyons et al., 2014 ; Schneider et al., 2017).


      L’accès aux traitements symboliques apparaît étroitement lié au langage, bien que la relation ne soit pas encore totalement comprise (Fayol, 2001 ; Mix et al., 2005). Les recherches ayant étudié les associations entre les performances aux épreuves impliquant l’ANS (comparaisons de grandes quantités non-symboliques) et les performances arithmétiques ont fait apparaître que cette relation allait initialement des résultats non-symboliques (NS) vers les performances symboliques (S), étayant plutôt la thèse d’un effet allant des représentations non-symboliques vers les représentations symboliques (NS → S) et d’un impact des performances non-symboliques sur les performances mathématiques ultérieures (Wang et al., 2021). L’évolution se caractérise ensuite par une médiatisation des influences des performances non-symboliques sur les performances mathématiques par le biais des dimensions symboliques, connaissance explicite des nombres et des chiffres arabes notamment (van Marle et al., 2014). Dès lors, les performances non-symboliques progressent sous l’influence des progrès des dimensions symboliques, suggérant une relation bidirectionnelle entre le traitement non-symbolique et le traitement symbolique avec une dominance variable de l’une sur l’autre dont nous connaissons mal le décours temporel et l’impact des différentes activités impliquées (Fazio et al., 2014 ; pour une synthèse, voir Goffin & Ansari, 2019 et Ouyang et al., 2021). Les données relatives aux enfants présentant des difficultés en mathématiques confortent cette conception : la méta-analyse de Schwenk et al. (2017) portant sur 19 études révèle que les enfants ayant des difficultés en mathématiques présentent des déficits des traitements symboliques plutôt que non-symboliques, en accord avec les données rapportées par Rousselle et Noël (2007).


      Les enfants savent précocement compter verbalement, parfois très loin (au moins jusqu’à 10), souvent sous forme d’une litanie (ou chaîne verbale sans réelle distinction des noms de nombres : undeuxtroisquatre… ; Fuson, 1988) sans pour autant comprendre ce que signifie compter ou à quelle quantité correspond tel ou tel nom de nombre (Condry & Spelke, 2008). Ils assignent peu à peu une signification de plus en plus sophistiquée aux noms de nombres, en mettant ces derniers en relation avec des entités discrètes, des quantifications et la numérosité. Cette signification est établie dans toutes les langues du monde pour un, deux, et moins clairement trois (parfois assimilé à « beaucoup »). Son installation varie selon les langues, par exemple en fonction de la présence d’une opposition entre singulier et pluriel ou de difficultés spécifiques (Hodent et al., 2005). Les enfants en arrivent à saisir la logique du comptage et la compréhension intuitive de la fonction de successeur. Cette évolution s’avère lente et relativement complexe pour aller de un jusqu’à dix dans toutes les langues ; au-delà de dix, les différences de vitesse d’acquisition deviennent très importantes selon les caractéristiques des systèmes verbaux de numération (Miller et al., 1995 ; Miller, 1999). L’évolution se traduit également par d’importantes différences interindividuelles associées aux conditions sociales.


      Toutefois, l’apprentissage des traitements numériques précis ne se réduit pas à celui des associations entre noms de nombres (ou chiffres indo-arabes) et quantités. L’environnement social et physique comporte également des formes conventionnelles fréquemment utilisées, tels les dés, les dominos, les cartes à jouer, voire les abaques dans les cultures asiatiques (Frank & Barner, 2012). Certaines de ces formes représentent des quantités limitées (souvent de 1 à 6, parfois 8, voire 12) par des configurations et agencements qui en facilitent le traitement visuel (la reconnaissance rapide ; Mandler & Shebo, 1982). Ceci vaut également, au moins partiellement, pour les configurations de doigts, encore que le caractère conventionnel de celles-ci soit moins clairement attesté (Guedin et al., 2018). Ces représentations externes (signifiants) sont qualifiées de codes analogiques car elles conservent avec les quantités représentées (signifiés) une ressemblance relative facilitant les traitements des quantités correspondantes ; ce qui n’est pas le cas des codes symboliques, abstraits et arbitraires : noms de nombres et chiffres indo-arabes. Plusieurs travaux ont envisagé la possibilité que ces codes analogiques constituent une transition entre représentations initiales biologiquement déterminées et codes symboliques culturels.


      

        3.1. LES CODES ANALOGIQUES CONVENTIONNELS



        Le traitement des petites quantités relevant du subitizing est limité mais précis. Les quantités correspondantes pourraient donc constituer une base analogique plausible pour l’acquisition des premières associations entre des symboles numériques verbaux ou indo-arabes et les quantités correspondantes (Fayol & Seron, 2005 ; Hutchison et al., 2020) et pour l’apprentissage des propriétés de base du nombre : le principe cardinal, le principe du successeur (ajouter un à une quantité correspond à avancer de un dans la séquence des noms de nombres), la cardinalité voire l’ordinalité (Benoit et al., 2004, 2013 ; Clements et al., 2019 ; Izard et al., 2008 ; Sarnecka et al., 2015 ; Schneider et al., 2021a ; Schneider et al., 2021b).


        Plusieurs données de la littérature évoquent cette possibilité en s’appuyant sur des résultats issus de performances d’enfants en difficulté mathématique, sur des études longitudinales mettant en évidence des corrélations voire sur des interventions. De manière sommaire, elles rapportent l’existence de relations – faibles mais significatives – entre les traitements précoces portant sur des configurations conventionnelles analogiques (dés, dominos, configurations de doigts) de un à trois ou quatre éléments et des performances arithmétiques ultérieures à des épreuves symboliques à plusieurs mois ou années d’intervalle (par exemple, résolution d’opérations) (Halberda et al., 2008 ; Mazzocco et al., 2011 ; Xenidou-Dervou et al., 2017). Ces configurations symboliques mais analogiques pourraient, du fait des ressemblances qu’elles conservent avec les quantités représentées, constituer des intermédiaires supportant et favorisant une transition entre les traitements précoces et les traitements symboliques abstraits (noms de nombres ou chiffres indo-arabes) précis, bases de la numération et de l’arithmétique (Starkey & Cooper, 1995 ; Von Glasersfeld, 1982) et fournissant une base pour l’apprentissage du nombre (Clements et al., 2019 ; Le Corre & Carey, 2007 ; Vilette, 1994). Ainsi, selon Klahr et Wallace (1976), les épisodes de comptage acquièrent leur signification sémantique par la mise en relation avec les associations aux quantités traitées par le subitizing : le dernier mot du comptage correspond à la dénomination associée – elle sans comptage – au subitizing.


        Les configurations de doigts, par exemple de 1 à 5, correspondant à une seule main, au sein d’une culture donnée, présentent un caractère conventionnel visuospatial à la fois pour la monstration (montrer trois doigts pour commander trois glaces) et pour le dénombrement (en France, lever successivement le pouce, l’index et le majeur de la main droite) (Guedin et al., 2018 ; Sato & Lalain, 2008). À cette propriété s’en ajoute une autre, sensorimotrice (incarnée), permettant à celui ou celle qui mobilise ses doigts pour montrer ou compter de ne pas seulement voir mais aussi de ressentir en les activant les mouvements des doigts (Di Luca & Pesenti, 2011 ; Sixtus et al., 2023). On connaît mal l’utilisation des doigts dans l’environnement familial et même scolaire (mais voir Poletti et al., 2022) ; il est donc difficile d’estimer la fréquence avec laquelle les enfants sont amenés à mobiliser leurs doigts ou à observer les adultes et autres enfants le faire. Une importante question a trait aux possibilités que les configurations visuospatiales correspondant aux dés et aux dominos ou les configurations visuospatiales et sensorimotrices associées à l’usage des doigts contribuent à l’installation des premières connaissances des symboles numériques, ici les chiffres indo-arabes allant de 1 à 5 (Andres et al., 2008 ; Fayol & Seron, 2005).


        En vue d’établir une éventuelle relation entre le subitizing et l’apprentissage des premières étapes de la numération symbolique, Gray et Reeves (2014) rapportent que la dénomination de petites quantités (de 1 à 5) chez des enfants de 4 ans prédit partiellement, en complément de la mémoire de travail, la résolution d’additions et de soustractions simples. Paliwal et Baroody (2020) ont entraîné des enfants de 2 à 4 ans au subitizing portant sur des configurations de diverses entités ayant différentes propriétés (poissons, jetons, etc.) et ont observé que seuls les enfants parvenant au subitizing de 4 comprenaient à quoi servent le comptage et le statut du dernier nom de nombre lors du dénombrement (Le Corre & Carey, 2007).


        L’une des questions les plus importantes a trait à l’éventuel rôle que pourraient jouer les configurations conventionnelles sur l’apprentissage des systèmes symboliques abstraits. Des hypothèses précises ont été émises, notamment par Fayol & Seron (2005), selon lesquelles les doigts et leurs propriétés sensorielles et motrices pourraient constituer la base des apprentissages symboliques ultérieurs (Fayol et al., en préparation) et conduire à l’évocation et l’automatisation de l’activation des quantités de référence par les signes indo-arabes, en accord avec les données rapportées par Girelli et al. (2000).


      


      

        3.2. L’APPRENTISSAGE DES RELATIONS ENTRE SYMBOLES – VERBAUX OU ÉCRITS – ET QUANTITÉS REPRÉSENTÉES



        Les études portant sur l’apprentissage des premières relations entre noms de nombres et quantités recourent à deux procédures (O’Rear et al., 2024). La première consiste à présenter aux enfants des paires de cartes comportant des quantités d’entités diverses (étoiles, billes, escargots) contrastées, par exemple ** et ****, et à énoncer un nom de nombre ou de montrer un chiffre indo-arabe, par exemple 4. L’enfant doit montrer la carte correspondante. Ce dispositif permet de contrôler la proximité des quantités (dit effet de distance : entre 3 et 4 la distance est de 1 ; entre 3 et 5 elle est de 2) mais aussi la connaissance préalable des enfants. Ainsi, les cartes peuvent comporter des quantités correspondant à ce que savent les enfants ou allant au-delà de ces connaissances, voire un mélange des deux (Mix, 1999). La seconde procédure, généralement considérée comme la plus fiable, propose aux enfants de donner une quantité énoncée verbalement (par exemple : donne 4) à partir d’entités diverses mises à disposition des enfants (jetons, jouets divers) (Le Corre et al., 2006). Baroody et al. (2023) ont comparé les performances d’enfants de 3 ans et 7 mois confrontés à des reconnaissances (dire combien) ou à des productions (donner x) des quantités un (*), deux (**) et trois (***) à partir d’objets divers (par exemple, donne-moi trois petits cochons). Les enfants apprennent les nombres en suivant l’ordre 1, 2, 3 et 4. Ils n’attribuent jamais les nombres qu’ils connaissent à d’autres quantités (Sarnecka & Lee, 2009). Les performances sont meilleures avec 1 et 2 qu’avec 3 (voir déjà Starkey & Cooper, 1995) mais pour 3, « Dire combien (3) » précède « Donne 3 », ce qui peut conduire à surestimer la compréhension des enfants de cette quantité. La question de l’équivalence des deux modalités d’évaluation reste posée : Mou et al. (2021) trouvent une corrélation de r = .77 entre les deux épreuves. Marchand et al. (2022) rapportent que la fiabilité est excellente pour 0, 1, 2 mais beaucoup moins pour 3, 4 et 5.


        Les chercheurs utilisent majoritairement l’épreuve « Donne x » pour catégoriser les enfants en fonction de leur niveau de performance : ils distinguent ainsi ceux qui sont « ne sachant rien » (non-knowers, qui donnent une poignée d’objets sans idée de quantité, par devinement), les « sachant un » (one-knowers, qui donnent un sans erreurs), les « sachant deux » (two-knowers, qui donnent un quand un est demandé, deux quand c’est deux, mais ne savent plus ensuite), et ainsi de suite pour les « sachant trois » puis « sachant quatre » (three-knowers et four-knowers). Au-delà, les enfants parviendraient au principe de cardinalité à l’épreuve de Gelman et Gallistel (1978), ils sont dits « connaisseurs du principe cardinal » (cardinal-principle knowers ; Sarnecka & Carey, 2008) : lors d’un dénombrement par comptage, le dernier nom de nombre émis correspond au cardinal de la collection. Cet accès au principe cardinal impulserait l’apprentissage des associations entre quantités et noms de nombres (Geary & van Marle, 2018) et permettrait de généraliser aux nombres suivants, sans que cette extension s’applique nécessairement d’emblée à tous les nombres.


        L’acquisition de la signification cardinale des noms de nombres soulève deux problèmes (Fayol, 2001). Le passage du code analogique (ANS ou subitizing) au code verbal précis constitue une étape difficile au cours de laquelle les enfants doivent acquérir, d’une part, la capacité à associer et à évoquer mentalement les quantités à partir des dénominations et cela indépendamment des caractéristiques concrètes des entités concernées et, d’autre part, la compréhension de ce que l’ordre des noms de nombre code de manière conventionnelle l’accroissement des quantités. Ces deux dimensions soulèvent chacune des problèmes spécifiques qui existent dans toutes les langues et se traduisent par la lenteur de l’acquisition.


        Le premier problème a trait à la capacité de catégoriser comme équivalents des ensembles qui diffèrent sur de nombreuses dimensions sauf une : la cardinalité. Le lexique aide à considérer comme équivalentes les cardinalités de collections dont les apparences conduiraient plutôt à les traiter différemment (Mix, 1999). Les noms de nombre doivent évoquer par association les cardinalités de manière précise et automatique, sauf à énoncer la suite des noms de nombres par le biais du comptage. Cette évocation ne va pas de soi et constitue sans doute un problème majeur pour les jeunes enfants.


        Le second problème concerne le codage de l’accroissement des quantités. Dans la vie quotidienne, cet accroissement se traduit par une augmentation de longueur, de surface, de densité ou de volume (English & Halford, 1995) : plus le nombre d’éléments s’élève, plus la taille s’accroît. Le langage, lui, encode la quantité d’une manière conventionnelle, par le rang des dénominations (ou l’ordre des signes) : « six » renvoie à une quantité plus importante que « cinq » puisque « six » vient après « cinq », alors que « six » ne comporte aucun indice de ce que la cardinalité qu’il évoque est supérieure à celle de « cinq ».


        L’acquisition de la suite des noms de nombre, initialement (de un à dix) aussi lente et difficile pour tous les enfants du monde, devient ensuite d’autant plus ardue que les systèmes de dénomination des nombres s’écartent du système décimal. Au contraire, il est facilité par les systèmes verbaux reposant sur la base dix, tel le système chinois (dix un pour 11, dix deux pour 12, deux dix cinq pour 25, etc.) (Miura et al., 1993). Concernant la France, la forme de cette suite contraint les enfants à un apprentissage par cœur allant bien au-delà de dix, en raison des formes onze, douze, etc., à seize, puis vingt, trente, etc., à soixante, et enfin à un traitement reposant sur la base 20 (vigésimale) : de soixante-dix à quatre-vingts puis quatre-vingt-dix. Ces irrégularités de construction se traduisent par des erreurs et des retards dans l’apprentissage (Fayol, 1990). Elles se manifestent non seulement dans les traitements et transcriptions (erronées) des nombres de soixante-dix à quatre-vingt-dix-neuf, mais également de tous les nombres les incluant (trois cent soixante-dix-huit par exemple ; Jarlegan et al., 1996 ; Lafay et al., 2024 ; van Rinsveld & Schiltz, 2016). Elles induisent aussi des difficultés de traitement des quantités, des transcodages voire des opérations (Seron & Fayol, 1994 ; Fayol & Seron, 2015). Une question fondamentale pour déterminer l’éventuel impact du langage sur la cognition arithmétique consiste à chercher à déterminer si les variations langagières influent sur les performances lors des activités arithmétiques, par exemple le dénombrement (Camos et al., 1999) ou la résolution d’opérations (Geary et al., 1996) (voir Brysbaert et al., 1998 en néerlandais et Ho & Fuson, 1998, pour les élèves chinois). Il reste que l’étude précise des difficultés d’apprentissage et d’utilisation des noms de nombres en français (notamment ceux qui utilisent la base 20 au-delà de soixante) fait encore défaut, et particulièrement en ce qui concerne les élèves de milieux défavorisés.


      


    


    

    

      4. Du codage des quantités à la relation d’équivalence


      Les symboles ou les signes sont des entités qui représentent ou remplacent quelque chose d’autre ; en mathématiques, certaines marques écrites (les chiffres) symbolisent les quantités et d’autres correspondent aux opérations à effectuer sur ces mêmes quantités : +, –, x, ÷, /. Comme vu précédemment, l’apprentissage des symboles procède d’abord en établissant des associations entre les quantités de référence et les noms de nombres ou les chiffres, signifiants arbitraires. Ces connexions demandent du temps et des efforts pour s’installer, elles mettent longtemps à s’automatiser (Girelli et al., 2000 ; Hawes et al., 2019). Les symboles relatifs aux opérations sur les quantités ne peuvent s’installer que dans un second temps. Ils nécessitent initialement que les actions sur les quantités soient mises en parallèle avec les opérations sur les symboles. L’attention portée aux symboles et à leurs relations aux quantités se déplace sur les opérations et les règles régissant leur utilisation (Hiebert, 1988). De fait, la puissance des mathématiques tient à ce que les symboles peuvent être manipulés sans tenir compte des référents, par abstraction d’avec les situations.


      Les opérations arithmétiques (voir le chapitre 4 sur le calcul écrit par Thevenot, pour plus de détails) consistent à manipuler des symboles en respectant des règles plutôt que de réaliser des transformations sur les quantités concrètes associées à ces symboles (Fayol, 2022). À l’issue des manipulations symboliques réalisées, le résultat doit correspondre à celui auquel aurait abouti la manipulation effective des entités concrètes. Par exemple, la résolution de 16 + 8 assure que si l’on avait effectivement réuni 16 voitures d’une marque et 8 d’une autre, le total des véhicules atteindrait 24, en accord avec le résultat de l’opération. Les enfants doivent découvrir que la manipulation réglée des symboles au cours des opérations équivaut à l’application concrète de transformations. La mise en symboles permet d’écrire la relation d’équivalence 16 + 8 = 24 dans laquelle le signe égal (=) traduit non pas une transformation mais le fait que les quantités ou les valeurs représentées de chaque côté de ce signe sont les mêmes et sont substituables (Gilmore et al., 2018 ; Powell, 2012).


      Les travaux conduits au cours des deux dernières décennies ont montré que le signe égal pose le plus souvent problème même chez les élèves du second degré ; il est souvent erronément assimilé à l’indication d’une opération à exécuter, comme le font apparaître plusieurs recherches. Pour étudier la compréhension et l’utilisation du signe égal, certains chercheurs ont demandé aux élèves de définir et expliquer le fonctionnement de ce signe ; d’autres ont proposé des équations à résoudre ; d’autres enfin ont testé l’encodage en effectuant des présentations rapides suivies d’un rappel. Les résultats convergent et montrent que beaucoup d’élèves (aux États-Unis, environ 2/3 ; Hornburg et al., 2018) à plusieurs niveaux de la scolarité élémentaire (McNeil, 2006) et même secondaire (Chan et al., 2022) traitent ce signe comme un indicateur d’opération à réaliser et non comme correspondant à une marque d’équivalence. Ces mêmes élèves produisent des erreurs récurrentes, par exemple 3 + 4 = 5 + 12 (au lieu de 5 + 2) ou 3 + 4 = 5 + 7 (au lieu de 5 + 2) (Fyfe et al., 2021). Or cette interprétation ne correspond pas à la signification du signe égal et fait même obstacle aux apprentissages ultérieurs en arithmétique et en mathématiques (McNeil et al., 2019 ; Robinson et al., 2018 ; Xu et al., 2024). Ce fait est resté longtemps ignoré.


      Les opérations arithmétiques ont donné lieu à de nombreux travaux (Ashcraft, 1992 ; Barrouillet, 2006 ; Fayol, 2022 ; Roussel et al., 2002 ; Thevenot et al., 2023). Par contraste, les dimensions conceptuelles des opérations ont été moins abordées. Les enfants découvrent assez facilement que la manipulation réglée des symboles (+, –, x, ÷ et /) équivaut à l’application concrète de transformations, et donc apprennent le codage des quantités par les chiffres et des transformations par les signes opératoires. En revanche, il semble moins évident pour eux que la manipulation des symboles ouvre des possibilités (des « libertés ») de traitement des équivalences présentées de manière peu usuelle telles que (3 + 4 + 5 = 3 + ?) ou (? + 18 = 35) (Crooks & Alibali, 2014), ou encore rende parfois plus facile, plus rapide et tout aussi exact le traitement des opérations. La découverte conceptuelle des propriétés des opérations arithmétiques (commutativité, inversion de l’addition et de la soustraction, associativité) constitue une étape dont on ignore encore comment elle s’articule précisément avec les progrès dans la maîtrise des algorithmes (Rittle-Johnson & Schneider, 2016). Elle semble soulever d’importantes difficultés (Koeninger & Nathan, 2004). Elle s’inscrit dans l’évolution des connaissances mathématiques dont la puissance tient à ce que les symboles peuvent être manipulés sans tenir compte des référents, par abstraction d’avec les situations (Hiebert, 1988).


      Les comparaisons internationales ont révélé que d’autres systèmes éducatifs et culturels, notamment celui de la Chine, obtiennent de bien meilleurs résultats aux épreuves testant l’utilisation de l’équivalence (Simsek et al., 2022). D’autres recherches ont mis en évidence un effet négatif des manuels en cours dans les classes aux États-Unis (McNeil et al., 2006 ; McNeil et al., 2014) qui privilégient les présentations a + b = c, lesquelles induisent des apprentissages implicites de formats « canoniques » difficiles à éradiquer (effet d’exposition ; McNeil, 2011 ; McNeil et al., 2019). D’autres enfin ont mis en place des interventions (Bajwa & Perry, 2021 ; Sherman & Bisanz, 2009 ; Warren & Cooper, 2005), des jeux (Tokak et al., 2019), des démarches métacognitives (Fyfe et al., 2021) destinées à en assurer la compréhension par les élèves (Alibali et al., 2017). Au total, les données suggèrent que l’interprétation erronée du signe égal tient moins aux difficultés cognitives et conceptuelles des élèves qu’aux effets d’exposition dans les manuels et les classes à des configurations dominantes du type a + b = c, à un enseignement qui les privilégie et qui les rend très difficiles à combattre du fait de la confiance que leur témoignent les élèves (Grenell et al., 2022). Les conséquences affectent négativement le codage et la compréhension des compositions additives des nombres (tout nombre peut être traité comme une composition d’autres nombres plus petits que lui : 5 = 3 + 1 + 1 ou 2 + ? + 3 = 7, etc.). Ces (dé)compositions jouent un rôle important dans l’apprentissage des nombres et de leurs relations (Ching & Kong, 2022), de là les suggestions d’interventions précoces sur la notion d’équivalence (dès le CE1) et les propositions d’aménagements des manuels et de l’instruction dispensée.


    


    

    

      5. Décrire, prédire, intervenir


      Les recherches portant sur le développement arithmétique ont d’abord consisté en la description des performances dans différents sous-domaines, notamment l’apprentissage du traitement des quantités et l’apprentissage du nombre, à des âges ou niveaux (pré)scolaires successifs. Dans un premier temps, des approches transversales ont conduit à décrire l’évolution des acquis et les stratégies mobilisées par les enfants, par exemple les modalités de détermination des quantités – par subitizing ou par comptage – et le niveau des performances en comptage oral (Fuson, 1988) et aux épreuves de type « Donne x » (voir ci-avant). Des trajectoires ont ainsi été mises en évidence et comparées entre cultures, par exemple en fonction des langues, ou entre milieux socioculturels. Ces descriptions – indispensables pour commencer – ont fait apparaître la nécessité de rechercher les mécanismes sous-jacents susceptibles de rendre compte de la dynamique de l’évolution et des différences interindividuelles.


      À partir des années 1990 environ, plusieurs études longitudinales ont été menées. Celles-ci consistent en un suivi sur des périodes de durées variables, de quelques semaines à plusieurs années, de l’évolution des performances de populations plus ou moins étendues et bien définies : élèves tout-venant, faibles en mathématiques, enfants repérés comme dyscalculiques, etc. (Mazzocco & Thompson, 2005 ; Silver & Libertus, 2022). Elles cherchent le plus souvent à déterminer quelles variables, évaluées au tout début des recherches, permettent de prédire les performances, stratégies ou compétences ultérieures (Fayol, 2017). Certaines ont étudié les capacités cognitives générales (attention, mémoire de travail, attitudes et émotions ; Bull et al., 2008 ; Friso-van den Bos et al., 2013 ; Klein & Bisanz, 2000 ; Moore et al., 2015) voire les caractéristiques socioculturelles des populations. D’autres se sont focalisées sur les performances spécifiquement arithmétiques ou mathématiques (comparaisons de collections ou de nombres ; dénomination de chiffres, etc.), portant parfois sur des domaines très restreints (Hannula-Sormunen et al., 2015).


      Plusieurs recherches, portant souvent sur les périodes précoces, entre la préscolarité (3 à 4 ans), l’école maternelle (5 à 6 ans) et la scolarité élémentaire (du cours préparatoire au cours moyen, voire au-delà) ont été conduites (Aunio & Niemivirta, 2010 ; Aunola et al., 2004 ; Halberda et al., 2009 ; Jordan et al., 2009 ; Kolkman et al., 2013 ; Krajewski & Schneider, 2009). Elles s’attachent souvent à déterminer si et comment les capacités informelles non-verbales (le sens du nombre) développées entre la naissance et 3-4 ans influent sur les apprentissages formels réalisés explicitement au cours de la période scolaire. Elles visent également à mettre en évidence le rôle de médiateurs susceptibles d’expliquer la transition de traitements préverbaux approximatifs et précoces à des traitements précis associés aux systèmes symboliques verbaux ou indo-arabes. Elles contribuent toutes à préciser les variables qui, à un moment M1, permettent de prédire statistiquement les résultats ultérieurs en Mn, n pouvant varier de plusieurs mois à plusieurs années. Les épreuves utilisées consistent essentiellement en comparaisons de paires de collections de points ou de nombres (exprimés en chiffres arabes). Au total, les différences interindividuelles d’acuité de perception des différences entre entités non-symboliques (collections, etc.) évaluées entre 4 et 6 ans expliquent statistiquement une part (modeste) significative de variance des résultats ultérieurs aux traitements des opérations et des problèmes verbaux. Ces performances précoces prédisent aussi la croissance des scores entre niveaux successifs, mais leurs poids diffèrent de manière mal connue selon les dimensions évaluées et les périodes considérées.


      Ces effets de groupe ne doivent pas faire oublier les très fortes différences interindividuelles à l’intérieur de chaque épreuve comme entre les épreuves, telles que mises en évidence par Dowker (2008). Celle-ci a suivi 80 enfants de 42 à 63 mois en leur proposant une série d’épreuves : dénombrement (collections de 5, 8, 10, 12, 21 objets) ; compréhension du principe cardinal (donne-moi n objets) ; compréhension de l’indépendance de l’ordre et, plus généralement, distinction entre modifications qui changent (ajout versus retrait) ou non (compter dans un autre sens) la quantité. Les analyses (de régression) ont montré qu’aucune épreuve ne constitue un prédécesseur absolu d’une autre. Une recherche d’orientation clinique (Stock et al., 2010) a suivi pendant trois années des enfants belges (N = 464) de la maternelle (équivalent grande section de maternelle en France) à la deuxième année de primaire (équivalent CE1 en France), de manière à déterminer quelles performances spécifiques au préscolaire fournissent les indications les plus fiables pour détecter l’appartenance future des élèves aux groupes de dyscalculiques potentiels (< 10e percentile), de faibles (entre 11e et 25e percentiles) et de tout-venant (> 25e percentile). L’épreuve de comparaisons de quantités a la plus grande sensibilité : elle détecte le plus de vrais positifs et le moins de faux négatifs (sujets positifs mais n’ayant pas de trouble). Les tâches de comptage ont la meilleure spécificité : elles repèrent le plus de vrais négatifs et le moins de faux positifs (n’ayant pas de troubles bien que repérés). La combinaison des deux conduit à 87,5 % de prédictions correctes. Tous ces travaux de type corrélationnel suggèrent que certaines épreuves permettent mieux que d’autres de détecter les difficultés ou plus simplement de mettre en évidence des trajectoires de réussite ou d’échec.


      La poursuite des recherches conduit nécessairement à mettre en place des interventions (Gersten et al., 2005). De fait, les données longitudinales fournissent des corrélations qui ne permettent ni de déterminer la direction des éventuelles relations causales ni d’isoler les contributions spécifiques des différentes variables. Elles prennent rarement en compte les modalités d’intervention, sauf parfois dans le champ de la clinique (Mazzocco & Räsänen, 2013). Celles qui le font ont conduit les chercheurs et les praticiens intervenant dans le champ de la clinique à privilégier les interventions focalisées sur des composantes spécifiques dont plusieurs résultats ont montré l’efficacité (Dowker & Sigley, 2010 ; Holmes & Dowker, 2013). Les questions se posent partiellement en d’autres termes lorsque les interventions concernent des groupes voire des classes entières.


      Certaines expériences visent à améliorer les performances des élèves en mathématiques. Plusieurs ont mis en place des dispositifs chez de jeunes élèves (entre 3 et 5 ans) du fait que les inégalités de performances dans les domaines du nombre sont détectées très précocement (Jordan et al., 2022). De ce fait, les économistes, les sociologues et les psychologues défendent l’idée que seules des interventions précoces sont en mesure de réduire ces inégalités dont les observations témoignent du fait qu’elles tendent à s’accroître avec la montée dans les niveaux scolaires (Bailey et al., 2021 ; Bodovsky & Youn, 2012 ; Daucourt et al., 2021). Pour déterminer quelles interventions concevoir et implémenter, plusieurs résultats ont été exploités (Nguyen et al., 2016 ; Wong & Chan, 2019). Jordan et al. (2022) proposent que les actions intègrent trois sous-domaines en interactions : 1) les nombres entiers et la suite verbale, la correspondance terme à terme, la cardinalité et la reconnaissance des chiffres ; 2) les relations entre nombres entiers (plus, moins, autant) ; l’ordinalité et les comparaisons ; la ligne numérique ; 3) les opérations : ajouts et retraits ; compositions et décompositions ; présentations non-verbales ou sous formats d’histoires ou de faits numériques. Ces domaines sont chacun susceptibles de donner lieu à des activités adaptées aux différences individuelles, constituant des opportunités d’apprentissage et visant à offrir des difficultés potentiellement surmontables (sans supprimer les obstacles), à les affronter avec aide éventuelle de sorte que les élèves puissent progresser (Byrnes & Wasik, 2009). Ces activités, diverses (Clements et al., 2023) peuvent être proposées dans un cadre préscolaire ou familial et leurs effets peuvent donner lieu à évaluation (Cahoon et al., 2023 ; Devlin et al., 2022 ; Lefevre et al., 2010). Elles peuvent aussi être organisées en situation scolaire.


      Relativement peu de travaux ont abordé l’instruction mathématique reposant sur la recherche, probablement en raison du coût en organisation et de la difficulté de mise en place des dispositifs complexes en situation écologique tout en assurant le contrôle de l’implémentation de ces dispositifs et l’évaluation de leurs effets. Ceux qui l’ont fait soulignent l’importance d’assurer à tous les élèves, notamment ceux issus des milieux les plus défavorisés, une formation de base précoce en mathématiques leur permettant de bénéficier ensuite des enseignements ultérieurs. Le postulat de ces travaux est que tous les élèves disposent des capacités de base et que les apprentissages dépendent des opportunités de mobiliser celles-ci et d’apporter à travers un enseignement de qualité les savoirs et savoir-faire nécessaires aux progrès (Clements et al., 2011 ; Clements et al., 2023 ; Clements & Sarama, 2007). Plusieurs recherches ont effectivement abouti à des améliorations de performances plus ou moins importantes et significatives, avec, pour certaines, des suivis évaluant la stabilité des acquis et le bénéfice ultérieurs des progrès réalisés (Chard et al., 2008 ; Clements et al., 2011 ; Greenes et al., 2004 ; Shanley et al., 2017 ; et en France, Darnon & Fayol, 2022 ; Vilette et al., 2017)3.


    


    

    

      6. Conclusion


      Les données accumulées au cours des deux ou trois dernières décennies ont mis en évidence le déroulement apparemment général, lent et hiérarchisé de l’apprentissage du nombre dans les cultures disposant de systèmes verbaux de dénomination des quantités et des grandeurs. Cet apprentissage se réalise au gré des interactions avec les adultes et les pairs et en relation avec les situations de la vie courante fournissant des opportunités d’observations et d’actions. Ces dernières semblent jouer un rôle important, au point que l’utilisation de plus en plus systématique dans nos cultures du paiement par carte bancaire et d’achats d’entités non plus à l’unité mais par groupements de tailles diverses (par 4, 6, 12, etc.) peut faire craindre un manque de familiarisation avec et d’apprentissages implicites de la numération et des pratiques de manipulation des quantités et des mesures par les enfants jeunes. Et il n’est pas certain que le recours aux jeux puisse se substituer efficacement aux activités quotidiennes d’emploi de la monnaie, d’interactions au cours des échanges et d’utilisation des mesures.


      La (pré)scolarisation précoce des enfants, de plus en plus répandue dans le monde entier, pourrait sans doute assurer en partie des apprentissages de base du nombre, du dénombrement, des transformations, etc. L’extension, dans plusieurs pays, des recherches portant sur l’évolution des savoirs, des savoir-faire et des notions arithmétiques (ou mathématiques si on préfère) n’est sans doute pas fortuite : la prise de conscience de l’importance croissante des connaissances scientifiques conjuguée aux constats des performances aux évaluations internationales (PISA4, PIRLS5) devrait conduire à définir de manière de plus en plus précise des programmes mais aussi (et surtout ?) des modalités d’interventions susceptibles d’assurer des apprentissages efficaces et stables chez tous les élèves6. Les quelques études scientifiquement contrôlées recensées dans ce chapitre restent trop rares et ne portent que sur des populations restreintes et localisées pour que des principes généraux puissent en être déduits. En particulier, peu d’entre elles abordent la question des inégalités – très précoces – et des interventions efficaces parvenant à les réduire de manière stable, de sorte que les apprentissages ultérieurs capitalisent sur des savoirs et savoir-faire initiaux consolidés.


      Il s’agit d’un énorme chantier qui devra mobiliser la formation des enseignant·e·s, l’étude expérimentale des progressions et des activités à proposer et évaluer, mais qui devra aussi se préoccuper de l’implication des parents (voir le chapitre 24 sur le home-numeracy environment écrit par Girard, pour plus de détails). Les travaux relatifs à l’apprentissage du nombre et à ses utilisations ont un bel avenir et une certaine urgence compte tenu des résultats actuels.
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      1. Introduction


      Un aspect central du développement de l’enfant est sa connaissance et sa compréhension des quantités (Mazzocco et al., 2011 ; Sophian, 2007). La capacité à distinguer trois points de deux, à juger qui a la plus grande quantité de jus et à reconnaître qu’il faut plus de 10 minutes pour se rendre en voiture chez tante Millie est à la base de la compétence numérique (par exemple, Clayton & Gilmore, 2015 ; Dehaene, 1997 ; Odic & Starr, 2018) (voir le chapitre 1 sur l’acquisition du nombre, écrit par Fayol, pour plus de détails). Une fois que les enfants entrent à l’école, ils sont censés apprendre à représenter les quantités de différentes manières, y compris avec des mots, des représentations externes et une notation formelle. L’un des principaux objectifs du programme scolaire de mathématiques est d’initier les enfants à la manière dont les symboles sont utilisés pour exprimer les quantités. Par exemple, le symbole « 6 » est utilisé pour représenter la quantité 6, comme dans 6 pommes ou 6 minutes. En effet, la connaissance des nombres, y compris l’identification des nombres et le fait de savoir quel nombre se trouve entre « 5 » et « 7 », est à la base de compétences ultérieures en mathématiques (par exemple, Jordan et al., 2007 ; Mazzocco et al., 2011).


      Au cours des premières années, les enfants sont familiarisés avec les quantités à plusieurs chiffres dans divers contextes. À l’école maternelle, par exemple, les enfants sont exposés au calendrier mensuel (avec les dates des jours jusqu’à 31) et ils voient des nombres à plusieurs chiffres sur les murs de la classe (comme l’image d’une chenille avec 10 groupes de 10 pattes, illustrant la signification du nombre 100, par exemple). Dès la 1re année de primaire (CP en France), ils apprennent à nommer et à représenter les nombres à plusieurs chiffres d’une manière qui les aidera plus tard à opérer avec ces quantités (par exemple, à l’aide de matériel de manipulation, de représentations picturales et de chiffres). La manière dont les nombres à plusieurs chiffres sont formellement exprimés dans le système de numération indo-arabe est, comme l’ont suggéré Moeller et al. (2011), simple : la valeur nominale des chiffres représente le nombre d’unités d’une taille spécifique (c’est-à-dire les puissances de 10) définie par la position du chiffre dans le nombre (Ross, 1989). Ce concept est appelé principe de position ou valeur positionnelle (Cheung & Ansari, 2021 ; Houdement & Tempier, 2018).


      La compréhension conceptuelle de la valeur positionnelle – en particulier le principe de position – peut être considérée comme une capacité numérique de base (Dietrich et al., 2016) et il a été démontré qu’elle permettait de prédire les résultats ultérieurs en mathématiques, notamment en arithmétique et en résolution de problèmes à énoncé verbal (Chan et al., 2014 ; Ho & Cheng, 1997 ; Mix et al., 2023). Bien qu’élégant et puissant, le système de notation indo-arabe est opaque en ce qui concerne les référents quantitatifs associés aux chiffres d’un nombre. En effet, tout au long de l’école primaire et au-delà, les enfants ont montré des difficultés considérables avec les concepts de valeur positionnelle (par exemple, Booth & Siegler, 2008 ; Hiebert & Wearne, 1996 ; Lafay et al., 2023 ; Mix et al., 2019). Des recherches récentes ont montré que même les adultes ont des difficultés à comprendre la signification de nombres à plusieurs chiffres (Barilaro et al., 2023 ; Osana et al., 2024 ; Thanheiser, 2009) et que la connaissance de la valeur positionnelle, en particulier la « relation entre la position et la valeur », prend beaucoup de temps à se développer (Cheung & Ansari, 2021).


      Malgré l’importance du principe de position et les difficultés observées dans sa maîtrise, les enfants ont encore d’autres choses à apprendre, ce dont fait état ce présent chapitre. Le principe de position n’est qu’une partie du système de numération, reposant plus largement sur les relations mathématiques entre les différents niveaux d’unités d’un nombre à plusieurs chiffres (Fraivillig, 2018 ; Fuson, 1990). Lorsque l’enseignement et l’évaluation se concentrent uniquement sur le principe de position, la structure conceptuelle caractérisant un nombre décimal peut être perdue, ou au mieux laissée implicite (Houdement & Tempier, 2018).


      Que ce soit dans le contexte du système décimal ou non, la manière dont les unités de tout domaine mathématique sont liées les unes aux autres constitue une « grande idée » des mathématiques à l’école (Charles, 2005 ; Schmidt et al., 2002). La capacité à construire et à coordonner ces unités de manière flexible (ce que l’on appelle la « coordination des unités » ; Norton et al., 2015 ; Steffe, 1992 ; Ulrich & Wilkins, 2017) présente des avantages considérables pour l’apprentissage d’autres sujets clés du programme de mathématiques, notamment l’arithmétique, la multiplication, les nombres rationnels et l’algèbre (Hackenberg, 2013 ; Steffe et al., 2014). La structure conceptuelle du système décimal est elle-même basée sur la coordination des unités (Fuson, 1990 ; Houdement & Tempier, 2018 ; MacDonald et al., 2018). Savoir comment les unités de numération (autrement dit les puissances de 100, 101, 102, etc.) d’un nombre décimal sont liées par une relation multiplicative et les coordonner de manière flexible permet des transformations qui soutiennent le fonctionnement de l’addition et de la soustraction à plusieurs chiffres (Ladel & Kortenkamp, 2016).


      Ce chapitre a deux objectifs principaux. Le premier est de présenter une brève description des composantes du système décimal qui sont le plus souvent évaluées par les chercheurs en cognition mathématique et en psychologie de l’éducation. Notre deuxième objectif est de présenter une vue d’ensemble de la structure conceptuelle de la numération décimale, qui est ancrée dans la relation multiplicative entre les unités d’un nombre. Nous illustrons la structure conceptuelle de la numération en présentant ce qui est désormais une trajectoire développementale largement citée de la conception des nombres chez les enfants (Fuson, 1990). Notre thèse principale est qu’il est important pour les chercheurs et les praticiens de connaître la structure du système de numération, y compris ses différentes composantes et la manière dont celles-ci sont liées, afin de pouvoir soutenir et évaluer au mieux les connaissances des enfants dans ce domaine. En outre, en faisant le point sur la réflexion des enfants sur les concepts décimaux, les enseignants et les professionnels seront en mesure de répondre à l’évolution des conceptions des élèves sur les concepts décimaux.


    


    

    

      2. Composantes de la numération décimale


      

        2.1. PRINCIPE DE POSITION



        D’un point de vue mathématique, le système de numération décimale est relativement simple. Lorsque les chercheurs évaluent les connaissances des individus en matière de système décimal, ils mesurent généralement ce que l’on appelle la valeur positionnelle, une constellation de concepts régis par le principe de position (Cheung & Ansari, 2021 ; Ross, 1989 ; Zhang & Norman, 1995). En d’autres termes, la valeur de chaque chiffre d’un nombre à plusieurs chiffres dépend de sa position (par exemple, le chiffre le plus à droite représente des groupes de taille 100, la position immédiatement à sa gauche représente 101, la position à sa gauche, 102, et ainsi de suite). La valeur nominale des chiffres détermine le nombre de groupes de taille correspondant à leur position. Par exemple, le nombre à trois chiffres 367 contient des groupes de 102, 101 et 100, et les chiffres eux-mêmes représentent des nombres, à savoir qu’il y a trois groupes de 102, six groupes de 101 et sept groupes de 100. La valeur de 367 est donc basée sur la propriété additive (Ross, 1989), à savoir 367 = (3 × 102) + (6 × 101) + (7 × 100). Mix et al. (2022) utilisent le terme « syntaxe de comptage + unité » (count + unit syntax) pour désigner la signification quantitative des symboles qui est nécessaire pour donner un sens aux nombres à plusieurs chiffres, à la fois à l’oral et à l’écrit.


        Du point de vue de l’enfant, cependant, la signification des nombres à plusieurs chiffres est loin d’être simple ou transparente. La valeur positionnelle est l’un des concepts les plus difficiles à assimiler pour les enfants de l’école primaire (Mann et al., 2012 ; Mix et al., 2019 ; Raghubar et al., 2009). Des recherches antérieures ont démontré, par exemple, que les enfants ont du mal à faire correspondre les mots-nombres verbaux aux nombres écrits. Par exemple, Power et Dal Martello (1997) ont observé que des enfants italiens de 7 ans ne respectaient pas les principes de la valeur positionnelle lorsqu’on leur demandait de lire des nombres à trois chiffres exprimés symboliquement. Des erreurs dites « d’ordre de grandeur », comme écrire « 5002 » en entendant le nombre « cinq cent deux », ont également été observées chez des enfants parlant différentes langues, notamment l’anglais, le chinois et le français (Chan et al., 2017 ; Fuson et al., 1997a ; Lafay et al., 2023 ; McCloskey, 1992). En outre, chez les enfants d’âge scolaire, la détermination du nombre le plus grand entre deux nombres dont l’ordre des chiffres est inversé (par exemple, 23 et 32) est souvent moins précise et prend plus de temps que lors de la comparaison de nombres qui peuvent nécessiter peu ou pas de connaissance de la valeur positionnelle (par exemple, comparer 38 et 26 ; Cheung & Ansari, 2021 ; Moeller et al., 2011 ; Nuerk et al., 2001). En outre, il a été suggéré que les tâches d’estimation de la position de nombres sur une ligne numérique (voir Schneider et al., 2018 pour une revue) peuvent être utilisées pour évaluer la connaissance de la valeur positionnelle. En effet, selon Moeller et al. (2009) placer un nombre cible à deux chiffres sur une ligne numérique de 0 à 100 requiert de faire la différence entre les dizaines et les unités et de savoir que la valeur de la dizaine est 10 fois supérieure à celle de l’unité. Dietrich et al. (2016) ont récemment démontré que la variabilité de l’estimation sur ligne numérique au début de la 1re année de primaire (CP en France) explique les performances arithmétiques à la fin de l’année.


        Des mesures plus directes de la valeur positionnelle ont également été utilisées dans des recherches antérieures. Les tâches de représentation, par exemple, demandent aux enfants d’utiliser des représentations externes (par exemple, des blocs 10) pour montrer un nombre à plusieurs chiffres ou de nommer les nombres correspondant à des quantités exprimées par des représentations externes (par exemple, des images de blocs 10). Lafay et al. (2023) ont constaté que, par rapport aux enfants n’ayant pas de difficultés, ceux ayant des difficultés en mathématiques avaient des notions moins développées du regroupement par dizaines (par exemple, ils utilisaient 32 blocs pour représenter le chiffre 32) et avaient une faible compréhension de la valeur positionnelle (par exemple, ils utilisaient trois blocs à côté de deux blocs pour représenter le nombre 32).


        Les mesures directes de la valeur positionnelle peuvent toutefois poser des problèmes de validité de construit. Les enfants mémorisent souvent des procédures apprises par cœur à l’école, comme savoir comment nommer une quantité (par exemple, 538) lorsqu’on leur montre des représentations visuelles (par exemple, des blocs 10), en particulier lorsque ces représentations sont sous forme canonique (c’est-à-dire des affichages qui sont déjà regroupés ; Chan et al., 2014). Dans une autre étude, Osana et Lafay (2019) ont construit une tâche de jugement qui demandait aux élèves de déterminer si une représentation visuelle (par exemple, des groupes d’hexagones) correspondait à la valeur d’un chiffre souligné dans un nombre à plusieurs chiffres. Il n’est pas clair si la performance dans cette tâche est une évaluation valide du principe de position ou si elle mesure à quel point les participants se souviennent de ce qui leur a été enseigné à l’école, ce qui met en évidence les surestimations possibles des évaluations directes de la valeur positionnelle.


      


      


        2.2. AU-DELÀ DE LA VALEUR POSITIONNELLE : STRUCTURES CONCEPTUELLES DU SYSTÈME DÉCIMAL



        La numération décimale se caractérise par un système de concepts interdépendants qui forment une « structure organisatrice de 10 » (Fraivillig, 2018) qui se généralise à tous les nombres à plusieurs chiffres. Un nombre à plusieurs chiffres est composé d’unités de numération dans un système ordonné où les unités consécutives sont liées par un facteur de 10. Dans tous les nombres à trois chiffres par exemple, la taille de l’unité des dizaines est 10 fois supérieure à celle de l’unité des unités, et la taille de l’unité des centaines est 10 fois supérieure à celle de l’unité des dizaines. De ce point de vue, le système décimal est basé sur des relations multiplicatives entre les unités de numération (Mix et al., 2022).


        Un concept central dans la compréhension du système décimal est ce que Fuson (1990) a appelé la conception des « dix pour un » (ten-for-one), c’est-à-dire l’idée que, pour n’importe quelle unité de numération, 10 éléments de cette unité doivent être considérés comme étant la même chose que 1 élément de l’unité de numération supérieure suivante – c’est-à-dire que 10 d’une unité sont équivalents à 1 de l’unité supérieure suivante. Cette prise de conscience s’effectue par le processus « d’unitisation » (unitizing), c’est-à-dire par le déplacement de ce qui est considéré comme « 1 » (Fosnot & Dolk, 2001). Comme l’a noté Fraivillig (2018), l’unitisation « exige des enfants qu’ils considèrent simultanément une collection d’éléments individuels et l’ensemble [composite] compris » (p. 23, traduction libre). Savoir que, par exemple, 1 000 est aussi équivalent à 10 centaines va de pair avec le fait de reconnaître que 10 unités de numération (quelles qu’elles soient) sont des unités différentes de l’unité de numération supérieure suivante.


        La connaissance de la structure sous-jacente de la numération décimale permet aux enfants de comprendre les grands nombres (Houdement & Tempier, 2018), ce qui est particulièrement important compte tenu des contraintes physiques de certaines représentations externes pour modéliser de grandes quantités (Fuson, 2018). L’utilisation de blocs 10 ou de modèles de longueur pour représenter, par exemple, le nombre 350 000, présente des contraintes physiques évidentes. La connaissance de la structure de base permet également aux enfants d’apprendre les transformations des unités permises par ces relations. Ladel et Kortenkamp (2016) ont qualifié cette coordination des unités de « compréhension flexible de la valeur positionnelle ». Cette flexibilité conceptuelle permet de développer des stratégies indispensables pour l’addition et la soustraction. Par exemple, pour soustraire 382 de 528, il faut transformer l’opérande le plus grand en 4 centaines, 12 dizaines et 8 unités pour que l’algorithme symbolique s’effectue avec sens. En outre, une compréhension flexible de la valeur positionnelle favorise la création d’« algorithmes inventés » (Carpenter et al., 2014) par les enfants qui sont encouragés à donner un sens à la signification quantitative des nombres. Lors de la soustraction de 272 à 306, par exemple, un enfant qui comprend la relation entre les unités pourrait raisonner comme suit : « 30 dizaines soustraites de 27 dizaines donnent 3 dizaines, puis je dois ajouter les 4 unités lorsque j’enlève 2 de 6. La réponse est donc 34. »


        Bien qu’il existe plusieurs tâches qui évaluent le principe de position avec des degrés de validité variables, peu ont été développées pour évaluer la connaissance des enfants de la structure du système décimal, qui englobe plus qu’une compréhension explicite du nombre d’unités. Par exemple, Tempier (2013) a constaté que les élèves de 3e année de primaire (CE2 en France) avaient des difficultés à coordonner les unités qui leur permettraient de répondre à des questions telles que « Combien de centaines y a-t-il dans 60 dizaines ? » et « Combien y a-t-il de dizaines dans 764 ? ». La validité de la mesure de Tempier est discutable étant donné que les enfants ont des difficultés à faire correspondre les quantités (par exemple, exprimées avec des blocs 10) à leurs représentations symboliques (Chan et al., 2017 ; Lafay et al., 2023). Dans une autre étude récente, nous avons constaté que les performances des élèves de 1er année de primaire (CP en France) étaient plus élevées lors de la composition d’une dizaine à partir de dix unités que lors de la décomposition d’une dizaine en dix unités (Osana et al., 2024), ce qui témoigne d’une faiblesse dans la compréhension des relations.


      


    


    

    

      3. L’apprentissage et le développement de la numération décimale


      

        3.1. APPRENTISSAGE DE NUMÉRATION DÉCIMALE À L’ÉCOLE



        En ce qui concerne les éléments de la numération décimale enseignés à l’école, la valeur positionnelle occupe une place centrale. En particulier, les élèves apprennent souvent à nommer les positions des chiffres dans un nombre (c’est-à-dire les « unités », les « dizaines », les « centaines », etc. ; Herzog et al., 2019). D’autres activités pédagogiques vont au-delà de la dénomination des unités de numération selon le principe de position : elles sont conçues pour illustrer comment un nombre à plusieurs chiffres est la somme d’unités de comptage (c’est-à-dire le principe de position) ; ces activités comprennent souvent l’établissement de liens entre différentes représentations des nombres (par exemple, les blocs 10, les cadres de 10 – ten frame –, les dominos, les jetons dans un tableau de valeurs positionnelles, les mots-nombres et la notation écrite standard). Bien que les activités pédagogiques soient généralement conçues pour mettre en évidence la signification des chiffres (par exemple, 53 comme cinq groupes de 10 et trois groupes de 1), la relation multiplicative entre les unités de numération est, la plupart du temps, rarement au centre de l’attention dans les classes élémentaires.


        Il existe des analyses des programmes scolaires existants et des supports conceptuels pour le développement de la compréhension des valeurs positionnelles (par exemple, Fuson, 1998 ; Mix et al., 2019 ; Rojo et al., 2021). Un examen de ces travaux dépasse la portée du présent chapitre, mais le consensus qui se dégage de ces analyses est que les enfants des premières années de l’élémentaire s’engagent rarement dans des activités qui soutiennent la compréhension relationnelle des unités décimales (Houdement & Tempier, 2018 ; Mix et al., 2019 ; Tempier, 2013). En outre, la qualité du matériel pédagogique et les pratiques des enseignants (par exemple, les gestes, l’alignement spatial du matériel ; voir Fuson, 2018 ; Richland et al., 2007) laissent également à désirer dans les classes élémentaires, ce qui empêche les élèves d’abstraire d’importants schémas conceptuels dans le système décimal.


        Fuson (1990) a fourni un exemple de l’une de ces pratiques pédagogiques douteuses en soulignant l’importance de la « conception de dix pour un », c’est-à-dire la composition de dix unités de numération en une unité de l’unité de numération supérieure suivante (regroupement) ou l’inverse, à savoir la décomposition d’une unité de numération en dix unités de l’unité de numération inférieure suivante. Elle a noté que l’introduction du regroupement est souvent retardée dans les premières années, ce qui peut nuire à l’apprentissage de la valeur positionnelle. En effet, avec nos collègues (Osana et al., en préparation), nous avons mené une analyse informelle d’une série de manuels scolaires de 1re année (CP en France) couramment utilisés dans une grande région métropolitaine du Canada. Parmi toutes les activités relatives à la valeur positionnelle et à la numération, aucune ne présentait de calculs d’addition et de soustraction de nombres à plusieurs chiffres avec retenue, malgré les nombreuses preuves que les activités de regroupement aident les enfants à comprendre le système décimal (Carpenter et al., 1997 ; Chan et al., 2014 ; Fuson, 1998 ; Hiebert & Wearne, 1996). L’addition et la soustraction de nombres à plusieurs chiffres sans retenue ne nécessitent que de travailler avec la valeur nominale des chiffres dans chaque colonne de valeurs positionnelle, ce qui peut renforcer ce que Fuson (1998) a appelé la conception des « chiffres uniques concaténés ». La conception des chiffres uniques concaténés se caractérise par le fait de considérer un nombre à plusieurs chiffres comme des chiffres simplement placés les uns à côté des autres sans savoir que leur emplacement correspond à des unités de tailles différentes. Cette conception limite l’apprentissage à la mémorisation des règles qui dictent ce qu’il faut faire avec les marques écrites lors d’une addition ou d’une soustraction. L’accent mis sur les règles de la notation écrite peut donner lieu à des algorithmes « bogués » (Brown & VanLehn, 1982) parce que les enfants ne sont pas encouragés à penser aux référents quantitatifs des symboles.


      


      

        3.2. LE DÉVELOPPEMENT DES CONNAISSANCES STRUCTURELLES DES ENFANTS SUR LE SYSTÈME DÉCIMAL



        Sur la base de recherches considérables sur la résolution de problèmes1 par les enfants (par exemple, Fuson & Kwon, 1992 ; Fuson et al., 1997b), Fuson (1998) a présenté le modèle triadique Ct-PIV (Count-Place Value) décrivant les structures conceptuelles des enfants en ce qui concerne les nombres à deux chiffres. Le modèle décrit le développement de la connaissance des nombres chez les enfants et la manière dont leurs structures conceptuelles influencent et sont influencées par la façon dont les nombres sont dits, écrits et illustrés à l’aide de représentations externes. Fuson et ses collègues ont constaté que les enfants considèrent d’abord les nombres à plusieurs chiffres comme une seule collection de uns (c’est-à-dire qu’ils considèrent 46 comme 46 unités individuelles de uns, ce qui est appelé une « conception unitaire »). À partir de cette conception unitaire, les enfants commencent à considérer un nombre à plusieurs chiffres comme un « groupe de X et de uns » : un groupe de uns équivalant au nombre de dizaines et aux uns restants (par exemple, 40 uns et 6 uns dans 46). À partir de là, les enfants commencent à voir une quantité à deux chiffres comme étant composée de groupes de 10 et des uns restants : c’est la conception du comptage par dizaines et par uns. Les enfants qui ont la conception du comptage par dizaines et par uns voient un nombre à deux chiffres comme des groupes de 10 dans une séquence de comptage (c’est-à-dire que 46 est vu comme 10, 20, 30, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46).


        Le dernier point sur la voie du développement vers une compréhension structurelle du système décimal est la conception de la valeur positionnelle et des unités. Dans ce cas, les enfants considèrent que les nombres à deux chiffres sont constitués d’unités distinctes de 10 et de uns, les dizaines et les uns étant considérés comme des types d’unités différents. À ce stade, les enfants comptent les dizaines comme s’il s’agissait de uns, ce qui est une caractéristique de la compréhension du système décimal (Carpenter et al., 2014). Lorsqu’ils participent à des activités où le regroupement devient utile (par exemple, la soustraction avec retenue), les enfants peuvent tirer parti de leur compréhension abstraite des unités décimales pour appliquer avec souplesse la conception des dizaines pour les uns à tous les chiffres adjacents, ce qui permet une compréhension structurelle des nombres, même grands (Fuson, 1998 ; Herzog et al., 2019). Autrement dit, les enfants doivent « s’appuyer sur le nombre en tant que structure » (MacDonald et al., 2018, p. 19, traduction libre) pour acquérir des connaissances flexibles dans le domaine des nombres à plusieurs chiffres. Chan et ses collègues (2014, 2017) ont constaté que les stratégies des enfants pour compter des images de blocs 10 présentées sous une forme non-canonique correspondaient à la description de Fuson (1990) du développement conceptuel des enfants, fournissant un soutien empirique supplémentaire pour le modèle triadique Ct-PIV. En particulier, Chan et al. (2017) ont constaté que l’apprentissage de la valeur positionnelle par les enfants reflète le développement de la coordination des unités de manière plus générale : plus précisément, le raisonnement des enfants sur les structures multiplicatives commence par le comptage des actions et la coordination de ces actions avant qu’ils n’intériorisent la compréhension abstraite des chiffres en tant « qu’unités dans différentes positions » (p. 124).


        Jusqu’à présent, les chercheurs ont affirmé que la meilleure façon de soutenir le développement de l’unitisation des enfants dans des contextes décimaux est de les immerger dans des environnements de classe structurés autour de la résolution de situations mathématiques problématiques. Selon Fuson (1998) et Carpenter et al. (1997, 2014), il n’est pas nécessaire que les enfants maîtrisent les concepts de valeur positionnelle avant de commencer à résoudre des calculs d’addition et de soustraction à plusieurs chiffres (voir également Hiebert & Carpenter, 1992). Avec les supports adéquats, tels que le matériel de manipulation et les dessins, ils peuvent résoudre des calculs en « créant du sens » (Mix et al., 2019 ; Rojo et al., 2021 ; Sophian, 2019). En particulier, les calculs qui impliquent des regroupements peuvent mettre en évidence le moment où il faut regrouper 10 uns en une dizaine (ou une dizaine en 10 uns), ce qui constitue un développement clé dans la compréhension des nombres à plusieurs chiffres par les enfants.


      


    


    

    

      4. Conclusion


      Dans ce chapitre, nous avons décrit le paysage actuel des connaissances des enfants sur la numération décimale. Nous avons cherché à mettre en évidence les aspects de la valeur positionnelle qui ont prévalu au cours des dernières décennies dans la recherche et la pratique, et nous avons proposé que les recherches s’orientent vers la connaissance structurelle des nombres par les enfants et les implications pédagogiques associées (Mason et al., 2009 ; Mulligan & Mitchelmore, 2009 ; Osana & Lafay, 2019). En fin de compte, notre objectif était d’attirer l’attention sur l’importance de soutenir la compréhension du nombre par les enfants au-delà du principe de position ; l’apprentissage du rôle des unités dans le système décimal et de la façon dont elles sont liées peut fournir la base conceptuelle pour l’apprentissage dans d’autres domaines mathématiques, tels que la multiplication, les fractions et l’algèbre.


      La littérature actuelle montre à quel point la compréhension de la valeur positionnelle peut être difficile pour les enfants, soulignant la complexité du principe de position, qui est actuellement au centre de la recherche et de la pratique. Soutenir le développement de la structure conceptuelle de la numération, basée sur l’unitisation et les relations multiplicatives entre les différents niveaux d’unités, ajoute un défi supplémentaire pour les chercheurs et les praticiens. La communauté des chercheurs doit se pencher davantage sur les moyens d’évaluer la compréhension structurelle et relationnelle du système décimal par les enfants et sur la conception d’un enseignement qui favorise l’apprentissage des enfants dans ce domaine.


      Pour les praticiens, nous soutenons qu’il est nécessaire de mener davantage de recherches sur le développement professionnel. Les enseignements et les professionnels (par exemple, orthophonistes) bénéficieraient d’une meilleure compréhension du rôle des unités dans les nombres à plusieurs chiffres et de la manière dont la compréhension structurelle des nombres se développe chez les enfants. En particulier, le fait de savoir que de nombreux enfants sont limités par une conception des nombres à plusieurs chiffres concaténés (Chan et al., 2017 ; Fuson, 1998) et qu’un tel raisonnement conduit à des erreurs de calcul bien documentées (Brown & VanLehn, 1982) peut servir de guide important pour les praticiens. L’enseignement axé sur la structure conceptuelle favorise plutôt l’abstraction et la généralisation en mathématiques (Mulligan et al., 2009), ce qui est essentiel à une compréhension flexible des nombres et du système décimal.
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