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Avant-propos


Ce livre fait suite au livre Mathématiques pour l’Agrégation interne. Analy se et


probabilités du même auteur publiéinitialementaux éditions Vuibert. Il aaidé un


grand nombre de candidats àréussir l’agrégationinterne voire externe.


Il pourra être encore trèsutile àdenombreux enseignants de mathématiques


souhaitantsepréparer àl’agrégationinterne et égalementàceux, en particulier les


ingénieurs, qui souhaitentsereconvertirvers l’enseignementdes mathématiques


via l’agrégation.

Le coursest décrit en détail, les théorèmesetpropositions sontdémontrés.


Les exercices, tous corrigés, permettentdemieux intégrer les notions étudiées.De


nombreuses applications, entièrement détaillées, parfois transversales, c’est-à-dire


inter-chapitres ou inter-domaines,complètentlecours.


La première partie du livre(chapitres1à6)est consacrée aux notions de


top ologie nécessaires àlalecture de ce livre.


Concernantles mathématiquesappliquées, outre un cours complet de proba-


bilités, deuxchapitresd’analyse numérique ontété rédigés en adéquation avecles


besoins des candidats :lechapitre 12, vitesse et accélérationdeconvergencede


suites réelles et le chapitre 25, calcul de valeurs approchéesd’uneintégrale. La pré-


sentationdecelui-ci aété repenséepar rapportaupremier livre. Un chapitre sur


lesfonctions convexes aété rajoutéavecenparticulier des propriétés sur le com-


portementasymptotiqueen+∞de celles-ci, fonction réciproque lorsque celle-ci


existe, d’unefonction convexe, continuité et dérivabilité de cesfonctions...


Remerciements:Jesouhaitevivementremerc ier Frédéric Duhaa collègue et ami


qui aacceptéderelireune partie de ce livre. Ces remarquesetconseils m’ontété


fort utiles. Je voudrais égalementremercierAlain Luguet et les éditions De Boeck


Supérieur qui ontacceptédepublier cettenouvelle édition.
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Chapitre 1

Topologie sur lesespaces métriques


Introduction


Ce premier chapitre, ainsi que les chapitres 2à6,regroupel’ense mble des


déﬁnitions et propriété srelatives aux espaces métriquesutilisées dans ce livre. Les


constructions des corps R (munisdelarelation d’ordreusuelle) et C sontadmises :


on admetainsi le th éorème 1.1etlethéorème 4.2, page 42. L’importance des bornes


sup érieures et inférieuresm’a incité àles rappeler.


Dans ce chapitre, K représente soit R,lecorpsdes nombres réels, soit C,le


corpsdes nombres complexes.


1.1 Rappels


1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:On dit qu’unepar tie A de R est majorée s’il existe un réel


M vériﬁant :


∀a ∈ A, a ≤ M.


Le réel M est appelé majorantdelapartie A.


Théorème admis 1.1 Toute partie A de R,non videetmajorée,admet un


plus petitmajorant appelé borne supérieure de A et noté sup A


Proposition 1.2 La borne supérieured’une partie A,non vide et majorée de


R,est caractériséepar :


∀a ∈ A, a ≤ sup A,


∀ε > 0, ∃a ∈ A/ a>sup A − ε.
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Cette proposition donneune caractérisation de laborne supérieure. La première


assertion indiqueque sup A est un majorantdeAet la secondeindiqueque sup A


en est le pluspetit.Onnotera qu’il existe unecaractérisation àl’aide de suites.


On pourra lire àcesujet la proposition 2.6,page20.


Notation : Si A estune partienon majorée de R,onpose


sup A =+∞.


1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:On dit qu’unepar tie A de R est minorées’il existe un réel


m vériﬁant :


∀a ∈ A, a ≥ m.


Le réel m est appelé minorantdelapartie A.


Théorème admis 1.3 Toute partie A de R,non vide et minorée,admet un


plus grand minorant appelé borne inférieure de A et noté inf A.


Proposition 1.4 La borne inférieured’unepartie A,non vide et minorée de


R,est caractériséepar :


∀a ∈ A, a ≥ inf A,


∀ε > 0, ∃a ∈ A/ a<inf A + ε.


Notation : Si A estune partienon minorée de R,onpose


inf A = −∞.


1

1

1

1

Déﬁnition : On ditqu’une partiedeRestbornée si elle est minorée et


ma jorée.


Exercice 1.1 Montrerque


R

+∗


= {x ∈ R/x > 0}.


est une partie de R minorée de borne inférieure 0.


Solution. R


+∗


est unepartieminorée par 0.Soit ε un réel strictementpositif.Le


réel

ε

2

est strictement positif.Ona


ε

2

<0+ε.
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Ainsi, 0est la borne inférieure de R


+∗


. ♣


On peut donc noter que inf A n’appartientpas toujours à A.Ilenest de même


pour une borne supérieure.


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition :

1. Si la borne supérieure d’une partie A nonvide et majorée appar-


tientàA,cette borne supérieure estégalement appelée maximum


de A et notée max A.

2. Si la borne inférieured’unepartie A nonvide et minorée appar-


tientàA,cette borne inférieure estégalementappelée minimum


de A et notée min A.


Exercice 1.2 Soient A et B deuxparties de R,non vides et majorées. On note


A + B = {z ∈ R; ∃x ∈ A ∃y ∈ B, z = x + y}.


Montrer que A + B estune partie majorée et non vide de R et que sup(A + B)=


sup A +sup B.


Solution. Il es tévidentque A + B est nonvide.Leréel sup A +sup B est un


ma jorantdeA+B.Eneﬀet,consid érons z un élément de A + B.Ilexiste x


élémentdeAet y élémentdeBtels que z = x + y.Ona


z=x+y≤sup A +sup B.


Vériﬁons que sup A +sup B est le pluspetit majorantdeA+B.Soit ε un réel


strictement positif.Ilexiste un élément a de A et un élément b de B vériﬁant


a>sup A − ε,


et

b>sup B − ε.


Le réel(a+b)est un élément de A + B vériﬁant


a + b>sup A +sup B − 2ε.


sup A +sup B est ainsi la borne supérieure de A + B. ♣


Exercice 1.3 Soit f :[0,1] → [0, 1],une applicationcroissante.


Montrer qu’il existeunréel x


0

appartenantà[0, 1] vériﬁant f(x


0

)=x


0

.Dans ce cas,


on dit que x


0

est un point ﬁxe de l’application f.Onpourra introduirel’ensemble


A = {x ∈ [0, 1]/f(x) ≥ x}.
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Solution. L’ensemble A est une partiedeRnon vide car elle contient0.Elle est


ma joré epar 1. Elle admetdonc une borne supérieure que l’onnote sup A.Ceréel


appartientausegment [0;1].Eneﬀet, le réel 0étantélémentdeAet 1étant un


majorant de A,ona


0≤sup A ≤ 1.


L’application f étantcroissante


∀a ∈ A, a ≤ f(a ) ≤ f (sup A).


Ainsi, le réel f(sup A) estunmajorantdeA.Onendéduit que


f(sup A) ≥ sup A.


L’application f étantcroissante, on obtient


f [f(sup A)] ≥ f[sup A].


Cette dernière inégalité signiﬁe que f(sup A) estélémentdeA:


f(sup A) ≤ sup A.


Le réel sup A estainsi un pointﬁxe.


♣

1.2 Distance


Pour déﬁnir unedistance, il suﬃtdeconsidérer un ensemble. On peut remar-


quer qu’aucune loi ou structuresur l’ensemble n’est exigée.


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:Soit E un ensemble non vide.Onappelle distance sur E


toute application

d : E × E → R


+

vériﬁant :

1. ∀(x, y) ∈ E


2

,d(x, y)=0⇔x=y.


2. ∀(x, y) ∈ E


2

,d(x, y)=d(y, x).


3. ∀(x, y, z ) ∈ E


3

,d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z ).


Le couple (E,d) es tappeléespace métrique.


Exemples:


1. Sur R,l’application (x, y ) 5→ |x − y| est unedistance.


2. Pour tout ensemble E,ladistance d déﬁnie par


d(x, y)=0 si x = y, d(x, y)=1 si x += y,


est appelée distance discrètesur E.L’esp ace métrique (E,d) est appelé


espace métrique discret.
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1.2.1Diamètre d’une partie, distance entredeux parties


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Soit (E,d) un espacemétrique. Si A est une partiedeE


non vide,onapp elle diamètre de A l’élémentde[0, +∞] déﬁnipar


δ(A)= sup


(x,y)∈A


2

d(x, y).


On dit que A estbornée si δ(A) < +∞.


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:Soient A et B deux parties nonvides d’un espace métrique.


On appelle distance entre A et B le réel


d(A, B)= inf


x∈A

y∈B

d(x, y).

Lorsque x est un élémentdeE,onappelle distancedexàA,leréel


d(x, A)=d({x},A)= inf


y ∈A

d(x, y).

Remarque 1.1 Attention, on peut avoir A ∩ B = ∅ et d(A,B)=0.Ilsuﬃtpour


cela de considérer, parexemple, dans R,lesingleton {0} et R


+∗


.

1.2.2Espacemétrique produit


Proposition 1.5 On considère n espacesmétriques (E


1

,d

1

),··· ,(E


n

,d

n

).


L’application

d

prod


:(E


1

×E


2

×···×E


n

)

2

−→ R


+

((x


1

,x

2

,··· ,x

n

),(y


1

,y

2

,··· ,y

n

)) 5−→ max


i∈{1,···,n}


d

i

(x


i

,y

i

)

estune distance sur E


1

× E


2

×···×E


n

appeléemétrique produit.


1.3 Norme

Les espaces métriquessur lesquelsontravaille en généralenanalyse sontsoit


des K-espaces vectoriels tels que R, R


2

, R


3

, R


n

(n ∈ N


∗

), C, C


n

(n ∈ N


∗

), les

espaces fonctionnels. .., soit des parties deces ensembles:intervalle réel, cer cle,


sphère. .. La structure d’espace vectorielnouspermet de déﬁnir unenorme. Nous


pouvonsensuite construire, àpartirdecette norme,une distanceinduite.
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1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Soit (E, +,.) un K-espacevectoriel. On appelle norme sur


E toute application


/./ : E → R


+

vériﬁant :

1. ∀x ∈ E, /x/ =0⇔x=0.


2. ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E, /λx/ = |λ|./x/.


3. ∀(x, y) ∈ E


2

, /x + y/≤/x/+/y/.


Muni d’une norme, E est appelé espace vectoriel normé. (en abrégé


e.v.n.).

Exemples:


1. Dans R


n

,ennotant x =(x


1

,x

2

,···x

n

) un élément de R


n

,onales normes


suivantes :

/x/

1

=

n

i=1


|x


i

|, /x/


2

=

G

,

,

6

n

i=1


x

2

i

, /x/


∞

=max


1≤i≤n


|x


i

|.


On peut remarquerque pour n =1,ces trois normes sontégales. C’estcette


norme qui sera utiliséesur R.


2. On considère B(R, R) l’espace vectoriel des fonctionsdéﬁnies sur R,bornées


et àvaleurs réelles. L’application /./


∞

déﬁnie par :


∀f ∈ B(R, R), /f /

∞

=sup


x∈R


|f(x)|,


est unenorme sur B(R, R)


Pour 1, on laisseraaulecteurlesoin de vériﬁer que, sur R


n

,les applications /./


1

et

/./

∞

sontdes normes. L’application /./


2

estlanorme euclidienneissueduproduit


scalaire indiqué dans l’exemple 1delasection 1.4.2.page 8. Le dernierexemple


est traité, dans un cadre un peuplus général,dansl’exercice 2.1. page 21.


Proposition 1.6 Soit E estunespacevectoriel normédenorme /./.L’appli-


cation


E × E → R


+

(x, y) 5→ /x − y/,


estune distancesur E.


La preuve de cetteproposition découle des propriétés d’unenorme.


Proposition 1.7 Soit (E, /./) un espace vectoriel normé. Une partie nonvide


A de E est bornéesietseulement si il existe un réel positif M vériﬁant


∀x ∈ A, /x/≤M.
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Preuve.


1. Supposons qu’il existe un réel M positif vériﬁant


∀x ∈ A, /x/≤M.


Alors,

∀(x, y) ∈ A


2

,d(x, y)=/x−y/≤/x/+/y/≤2M.


A estdoncune partie bornée de E.


2. Réciproquement,supp os ons A bornée. Choisissons a un élémentdeA.


Alors,

∀x ∈ A, /x/≤/x−a/+/a/≤δ(A)+/a/.


Nous pouvonschoisir le réel M = δ(A)+/a/.


♣

1.4Produit scalaire,norme euclidienne,


norme hermitienne

Dans cette section, nous déﬁnissonsleproduitscalaire sur un K-espace vecto-


riel. Le produit scalaire permet de déﬁnir une norme induite.Unespace vectoriel


muni d’un produitscalaire estplus ńsophistiquéż qu’un espace vectoriel normé. Il


disp oseenparticulierd’outils tels que l’orthogonalité, dontilest inutile de vanter


l’utilité.

Attention,nousdevonsici distinguer les cas K = R et K = C.


1.4.1Déﬁnitions


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produitscalaire


sur E,toute application


<.,.> :E×E →R


étant,

1. symétrique i. e. ∀(x, y) ∈ E


2

,<y, x>=<x,y >


2. linéaireàdroite i. e.


∀(x, y


1

,y

2

) ∈ E


3

,∀(λ,µ) ∈ R


2

<x,λy


1

+µy


2

>= λ <x,y


1

>

+µ<x, y


2

>

3. positive i. e. ∀x ∈ E, <x,x>∈R


+

4. déﬁnie i. e. ∀x ∈ E, <x,x>=0 =⇒ x=0.


Remarque 1.2 Lespropriétés 1et2permettentdedireque le produit scalaire


réelest linéaireàgauche, doncbilinéaire.
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1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Soit E un C-espacevectoriel. On appelle produitscalaire


sur E,toute application


<.,.> :E×E →C


étant,

1. àsymétr ie hermitien ne i. e. ∀(x, y) ∈ E


2

,<y, x>=<x,y >


2. linéaireàdroite i. e.


∀(x, y


1

,y

2

) ∈ E


3

,∀(λ,µ) ∈ C


2

<x,λy


1

+µy


2

>= λ <x,y


1

>

+µ<x, y


2

>

3. positive i. e. ∀x ∈ E, <x,x>∈R


+

4. déﬁnie i. e. ∀x ∈ E, <x,x>=0 =⇒ x=0.


1

1

1

1

Déﬁnition:Un espace vectoriel muni d’un produitscalaire estappelé


espacepréhilb ertien.


1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:On dit quedeux élémentsdeE,xet y,sontorthogonaux


si

<x,y >=0.


Remarque 1.3 Lespropriétés du produit scalaire(réel ou complexe)permettent


d’écrire:


∀x∈E, <


⃗

0,x >=<x,


⃗

0>=0.


En particulier, <


⃗

0,


⃗

0 >=0.


1.4.2Exemples


1. L’application qui, àtoutcouple (x, y) d’élémentsdeR


n

(en notant x =


(x


1

,x

2

;···x


n

) et y =(y


1

,y

2

;···y


n

),associe le réel


n

2

i=1


x

i

y

i

est un produitscalairesur R


n

.

2. Soit R[X] l’espace vectoriel de spolynômes àcoeﬃcients sur R.L’application


qui, àtoutcouple (P, Q) d’élémentsdeR[X]associe


@

1

0

P (x)Q(x)dx,


est un produitscalairesur R[X].


3. Soit C([0, 1], C) le C-espace vectorieldes fonctions déﬁnies et continues sur


le segment [0, 1] àvaleurs complexes. L’application qui, àtoutcouple (f, g)
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d’éléments de C([0, 1], C),associe


@

1

0

f(x)g(x)dx,


est un produitscalaire.


Preuve.


1. La preuve est évidente.


2. Les trois premièrespropriétés du produitscalaire sontévidentes àvériﬁer.


Prouvons la quatrième :

Soit P estunpolynôme vériﬁant


<P,P >=


@

1

0

P

2

(x)dx =0.


L’application P


2

étantcontinueetpositivesur le segment [0, 1],nousavons


∀x ∈ [0, 1],P


2

(x)=0.


Le polynôme P admettantune inﬁnité de racinesest le polynôme nul.


3. Cette dernière preuvesimple est laissée au lecteur.


♣

1.4.3Inégalité de Cauchy-Schwarz


Notation : Soit E un espace vectoriel préhilbertien.Notons(parabus pour


l’instant)pourtoutélément x de E,


/x/ =


√

<x,x>.


Nousmontreronsque cetteapplication /./ estune norme sur E.Pourcela, nous


avons besoin de l’inégalité de Cauchy-Schwarz :


Proposition 1.8 Inégalité de Cauchy-Schwarz.Soit E un espacevectoriel pré-


hilbertien.Ona


∀(x, y) ∈ E


2

, | <x,y >|≤/x/./y/


Il yaégalité si et seulement si les vecteurs x et y sont liés.


Preuve. Si x est nul, le résultat est évident. Supposons désormais x nonnul.Nous


proposons deu xpreuves. La première, classique, estrestreinte au cas réel.


1. K = R.

Considérons l’application f déﬁnie sur R par


f : R −→ R


+

λ 5−→/λx+y/


2

.
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En utilisantlabilinéarité et la symétrie du produit scalaire réel :


∀λ ∈ R,f(λ)=<λx+y, λx + y>=λ


2

/x/


2

+2λ<x,y >+/y/


2

.

La fonction f est unefonction polynôme du second degréàvaleurs positives.


Son discriminantsimpliﬁé est négatif. C’est-à-dire,


<x,y >


2

−/x/

2

./y/


2

≤ 0.


D’où le résultat. Nous remarquons quenousavons égalitésietseulement


si le discriminant estnul, c’est-à-dire si et seulement si il existe un réel λ


0

vériﬁant f(λ


0

)=0,c’est-à-dire si et seulementsiles vecteurs x et y sont


liés.

2. K = R ou C.

Le vecteur y peut-ilsedécomposer en somme d’unvecteur colinéaire à x et


d’un vecteur orthogonal à x ?Résolvonspour cela, dans (K,E),lesystème


d’inconnue (λ,z)


J

y =λx+z,


<x,z >=0.


⇐⇒

J

y = λ x + z,


<x,y−λx>=0.


⇐⇒

J

z = y −


<x,y >

∥x∥

2

x,

λ =


<x,y >

∥x∥

2

.

On obtientune uniquesolution. La décomposition est donc unique. Notons


y = λx + z

cette décomposition. Celle-ci étantunique,les vecteurs x et y sontliés si et


seulementsilevecteur z estnul.


On a

/y/

2

= |λ|


2

/x/

2

+ /z/


2

=

| <x,y >|


2

/x/


4

/x/


2

+/z/


2

et

/x/

2

/y/

2

= | <x,y >|


2

+/x/


2

./z/


2

≥|<x,y >|


2

.

On obtientl’inégalité désir ée .Onremarque que l’on aune égalité si et


seulementsizestnul,c’est-à-dire si et seulementsiles vecteurs x et y sont


liés.

♣

Proposition 1.9 Soit E un espacevectoriel préhilbertien. L’application déﬁnie


sur E àvaleurs dans R par:


x5→


√

<x,x>,


estune norme appeléenormeeuclidienne si K = R et hermitienne si K = C.
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Preuve.


1.

√

<x,x>=0⇔<x,x >=0⇔x=0.


2.

∀λ ∈ K, ∀x ∈ E,


P

< λx, λx>=


P

|λ|


2

<x,x>= |λ|


√

<x,x>.


3. (a) cas K = R,


∀(x, y) ∈ E


2

, /x + y/


2

=<x+y, x + y>


=/x/


2

+2<x,y >+/y/


2

≤/x/


2

+2/x/./y/+/y/


2

≤(/x/+/y/)


2

.

(b) cas K = C,

∀(x, y) ∈ E


2

, /x + y/


2

=<x+y, x + y>


=/x/


2

+2$(<x,y >)+/y/


2

≤/x/


2

+2|<x,y >|+/y/


2

≤/x/


2

+2/x/./y/+/y/


2

≤(/x/+/y/)


2

.

D’où,

/x + y/≤/x/+/y/.


♣

Exemple : La normeeuclidienne associée au produitscalaire indiqué dans le


premier exemplepage 8, estlanorme /./


2

indiquée en exemple page 6.

Proposition 1.10 Soit E un espacevectoriel préhilbertien.Ona,


∀(x, y) ∈ E


2

, /x + y/


2

+ /x − y/


2

=2

!

/x/


2

+/y/


2

$

.

Cetteégalité est appeléeidentité du parallélogramme.


Exercice 1.4 Montrerque,dans les exemples de la page6,les normes /./


1

et /./


∞

ne sontpas euclidiennes.


Solution. Pour lesvecteurs x =(1,0,0,··· ,0) et y =(0,1,0,··· ,0),par exemple,


l’identité du parallélogramme n’est pasvériﬁée. ♣
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1.5 Topologie d’un espacemétrique


On se replace, jusqu’à la ﬁn du chapitre, dans lecadregénéraldes espaces


métriques. On considère (E,d) l’un d’eux.


1.5.1Boule, sphère


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Pour tout x élément de E et pour tout réel r strictement


positif, onapp elle,


1. bouleouvertedecentre x et de rayon r,l’ensemble B(x, r)={y∈


E/d(x, y) <r},


2. boulefer mé edecentre x et de rayon r,l’ensemble B


f

(x, r)={y∈


E/d(x, y) ≤ r},


3. sphèredecentre x et de rayon r,l’ensemble S(x, r)={y∈


E/d(x, y)=r}.


1.5.2Ouverts


1

1

1

1

1

Déﬁnition : On dit qu’une partie Ω de E estunouvertdeEsi,pour


tout élément x de Ω,ilexiste uneboule ouverte de centre x incluse dans


Ω.


Proposition 1.11 1. Lesparties ∅ et E sontdes ouverts de E.


2. La réunion d’unefamille non vide d’ouverts de E estunouvert de E.


3. L’intersection d’unefamille ﬁnie non vide d’ouverts de E est un ouvert


de E.

Preuve.


1. Pour l’ensemble vide, aucune vériﬁcationn’est àfaire. Toute boule ouverte


de E est inclusedans E,donc E est un ouvert de lui-même.


2. On considère (θ


i

)

i∈I

,unensemble d’ouverts de E indicés par un ensemble


I nonvide. Soit x un élément de (∪


i∈I

θ

i

).Ilexiste i


0

élément de I telque


x appartienneàl’ouvert θ


i

0

et un réel strictement positif r,vériﬁant


B(x, r) ⊂ θ


i

0

.

Donc

B(x, r) ⊂∪


i∈I


θ

i

.

(∪


i∈I


θ

i

)estunouvert de E.


3. Soient n un entier strictement positif, θ


1

, ··· ,θ


n

, n ouverts de E et x un


élément appartenantàleur intersection (∩


n

i=1


θ

i

).Alors,


∀i ∈ {1, ··· ,n},∃r


i

>0/B(x, r


i

) ⊂ θ


i

.
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Soit

r =min{r


1

, ··· ,r


n

}.


Le réel r eststrictementpositif et


∀i ∈ {1, ··· ,n},B(x, r) ⊂ B(x, r


i

) ⊂ θ


i

.

D’où

B(x, r) ⊂∩


n

i=1


θ

i

.

(∩


n

i=1


θ

i

) est donc un ouvert de E.


♣

Exemple : Uneboule ouverte de E estunouvert de E.


Preuve. On considère B(x, r) la boule ouvertedeEde centre x et derayon r.Soit


y un élémentdecette boule. Lerée l (r −d(x, y)) est strictem entpositif.Montrons


que la bouledecentre y et de rayon (r −d(x, y)) est inclusedanslaboule B(x, r).


Soit z un élément de B(y,r −d(x, y)).Ona,


d(x, z) ≤ d(x, y)+d(y, z) <d(x, y)+r−d(x, y)=r.


Ceciprouveque B(y, r −d(x, y)) est inclu se dans B(x, r) et que cette dernière est


un ouvertdeE. ♣


Remarque 1.4 Une intersection inﬁnied’ouvertspeut ne pasêtreunouvert. Par


exemple, dans R, ∩


n∈N


∗

]

−1


n

,

1

n

[= {0} n’estpas ouvert de R.


Voisinage


1

1

1

1

1

Déﬁnition : Soit x un élément de E.Ondit qu’unepartie V de E est


un voisinagedexs’il existe uneboule ouverte de centre x contenue dans


V .


Exemple : L’intervalle [0, 1] estunvoisinage de


1

2

.

1.5.3Fermés


Si A est une partie de E,onnotera A


c

soncom plémentairedans E.


1

1

1

1

Déﬁnition : On ditqu’une partie F de E est un fermédeEsi F


c

,son


complémentaire dans E,est un ouvert de E.


Ànoterqu’il existe unecaractérisation séquentielle des fermés. (Voir section


2.3.3,page 23).
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Proposition 1.12 1. Lesparties ∅ et E sontdes fermés de E.


2. L’intersection d’une famillenon vide de fermés de E estunfermé de


E.


3. La réunion d’une famille ﬁnienon vide de fermés de E estunfermé de


E.


Preuve.


1. ∅


c

= E et E


c

= ∅.


2. On considère (F


i

)

i∈I

,unensemble de fermés de E indicés par un ensemble


I nonvide et leurintersection ∩


i∈I

F

i

:

(∩


i∈I

F

i

)

c

=(∪


i∈I


F

c

i

).


Ce dernierensemble es tunouvert de E en tant qu’uniond’ouvertsdeE.


3. Soient n un entier strictementpositif, F


1

, ··· ,F


n

, n fermésdeE.Ona,


(∪


n

i=1


F

i

)

c

= ∩


n

i=1


F

c

i

.

Cet ensemble estunouvert de E en tant qu’intersection ﬁnie d’ouverts de


E.


♣

Exemple : Uneboule ferméeest un fermé.


Preuve. On considère x un élémentdeE,runréelstrictementpositif et B


f

(x, r)


la boulefermée de centre x et de rayon r.Montrons queson complémentaire dans


E est un ouvert. Soit y élément de B


c

f

(x, r).Leréel (d(x, y) − r) eststrictement


positif.Vériﬁons que la bouleouvertedecentre y et de rayon (d(x, y) − r) est


incluse dans B


c

f

(x, r).Soit z élémentdeB(y, d(x, y) − r).Ona,


d(x, y) ≤ d(x, z)+d(z, y) <d(x, z)+d(x, y) − r,


d’où,


d(x, z) >r.


On vientdemontrer que B(y, d(x, y) −r ) estincluse dans B


c

f

(x, r).Cette dernière


est un ouvertdeE. ♣


Remarque 1.5 Une union inﬁniedefermés peut ne pasêtreunfermé. Par


exemple, dans R, ∪


n∈N


∗

] −∞,


−1


n

]=]−∞,0[ n’estpas fermé.


1.5.4 Adhérence, intérieur

Théorème-déﬁnition 1.13 Soit A une partie de E.L’intersection desfermés


contenant A est un fermé appelé adhérencedeA,noté A.Deplus,


1. A ⊂ A.


2. A = A si et seulement si A est un fermé de E.
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Preuve. Soit A une partie de E.Notons (F


i

)

i∈I

l’ensemble des fermés de E


contenant A.Remarquons qu’il existe de tels ferméscar E en estun. L’adhérence


de A est déﬁnie par,


A = ∩


i∈I

F

i

.

Une intersection quelconque de fermés est un fermé,l’adhérence de A est donc un


fermé de E.

1. On a,

∀i ∈ I, A ⊂F


i

,

donc

A ⊂∩


i∈I


F

i

=A.


2. (a) Si A = A,alors A est fermécar A l’est.


(b) A es tinclus dans tout fermécontenant A.Donc, si A estfermé,ona


A⊂A.Puisque A ⊂ A,onobtient A = A.


♣

Voici une caractérisation des points appartenant àl’adhérence d’une partie A de


E.Ilexiste égalementune caractérisationséquentielle (section2.3.2,page 22).


Proposition 1.14 Soit A une partie de E.Unélément x de E appartient à


A si et seulementsid(x, A)=0i. e.


∀ε > 0, ∃a ∈ A, d(a,x)<ε.


Preuve. Montrons la contraposée :


x ∈ (A)


c

⇔ d(x, A) > 0.


1. Supposons que x appartienneàl’ouvert (A)


c

.Ilexiste un réel strictement


positif r vériﬁant


B(x, r) ⊂ (A)


c

.

A étantinclus dans A,onendéduit qu’aucunélémentdeAn’appartientà


B(x, r).Donc


∀a ∈ A, d(x, a) ≥ r et d(x, A) ≥ r>0.


2. Soit x un élémentdeEvériﬁant d(x, A) > 0.Par simpliﬁcation, notons


d(x, A)=α.


On a,

∀a ∈ A, d(a, x) ≥ α.


Aucun élémentdeAn’appartient à B(x, α), A es tdoncinclus dans le fermé


(B(x, α))


c

. A étantleplus petit fermé contenant A,ona


A⊂(B(x, α))


c

.

On en déduit que x n’appartientpas à A.


♣
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/

Déﬁnition : Unepartie A de E estdite densedans E si A = E.


Théorème-déﬁnition 1.15 Soit A unepartie de E.L’union desouverts


contenusdans A est un ouvertappelé intérieur de A et noté


◦

A.


Preuve. Soit A une partiedeE.Onpeut remarquer que l’ensemble des ouverts


de E contenus dans A estnon videcar ∅ en estun. L’intérieur de A est ainsi déﬁni.


Uneunionquelconque d’ouverts est un ouvert, donc l’intérieu rdeAest un ouvert


de E. ♣


1.5.5Métrique induite


Proposition-déﬁnition 1.16 Soit (E,d) un espacemétrique et E


′

une partie


non vide de E.Larestriction de l’application d àlapartie E


′

× E


′

permet de


déﬁnir une distance sur E


′

appelée distanceinduite.


Proposition 1.17 On considère un espacemétrique (E,d) et E


′

une partie


non vide de E et l’espace métrique E


′

muni de la distanceinduite .


1. Lesouverts de E


′

sont les ensembles delaforme θ ∩ E


′

, θ étantun


ouvertdeE.


2. Lesfermés de E


′

sont lesensemblesdelaforme F ∩ E


′

, F étant un

fermédeE.
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Chapitre 2

Suitesdans un espace métrique


2.1 Déﬁnitions, convergence


1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Soit (E,d) un espace métrique. On appelle suite dans E,


une ap plication déﬁnie sur N (ouune partiedeN)àvaleursdans E.Elle


estsouvent notée (u


n

)

n∈N


.

Lesdéﬁnitions suivantes sontdonnéespourdes suitesdéﬁniessur N.


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:Une suite (u


n

)

n∈N


est

*Constante si


∀n ∈ N,u


n+1


= u


n

,

*Stationnaire si


∃p ∈ N, ∀n ≥ p, u


n+1


= u


n

.

*Périodiques’il existe un entier strictementpositif p vériﬁant,


∀n ∈ N,u


n+p


=u


n

.

Théorème-déﬁnition 2.1 Soit l ∈ E.Ondit qu’unesuite (u


n

)

n∈N


converge


vers l si

∀ε > 0, ∃n


0

∈ N/∀n ≥ n


0

,d(u


n

,l)<ε. (2.1)


Cet élément de E estunique. On l’appelle limite de la suite (u


n

)

n∈N


.Onnote


lim

n→+∞


u

n

= l.


On dit quelasuite (u


n

)

n∈N


estconvergente.


Remarque 2.1 Dans l’assertion (2.1), les deuxdernièresinégalités peuvent être


strictesoularges.
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Preuve. Montrons l’unicité de la limite d’une suite convergente. Considérons l


et l


′

,deux éléments de E,limite d’une suite (u


n

)

n∈N


.Soit ε un réel strictement


positif.


∃n


0

∈ N, ∀n ≥ n


0

,d(u


n

,l)<ε,


∃n


1

∈N, ∀n≥n


1

,d(u


n

,l

′

)<ε.


Soit n


2

=max(n


0

,n

1

).Ona,


d(l, l


′

) ≤ d(l, u


n

2

)+d(u


n

2

,l

′

)<2ε.


On en déduit que d(l, l


′

)=0.Lalimite, si elle existe est unique. ♣


Exemple : Soit a un nombre réel vériﬁant |a| < 1.Lasuite réelle (u


n

)

n∈N


déﬁnie

par

∀n ∈ N,u


n

=a


n

est unesuiteconvergente vers 0.


En eﬀet, considérons un réel stric tement positif ε.Onsupposeradansunpremier


temps a +=0.Ona,sachant que ln(|a|) est strictement négatif


|a


n

− 0| < ε ⇔ n ln(|a|) < ln ε ⇔ n>


ln ε


ln(|a|)

.

On notera, pour tout réel x, E(x) la partie entière de x et x


+

leréel max{x, 0}.


Choisissons n


0

=(E(


ln ε


ln(|a|)

+1))


+

.Nousobtenons


∀n ≥ n


0

, |a

n

− 0| < ε.


La suite (u


n

)

n∈N


est donc convergente vers 0.


Le cas a =0est laisséaulecteu r.


/

Déﬁnition : Unesuitenon convergente estdivergente.


1

1

1

1

Déﬁnition:On dit qu’une suite (u


n

)

n∈N


estbornéesilapartiedeE,


{u


n

/n ∈ N},est bornée.


Proposition 2.2 Une suiteconvergente estbornée.


Preuve. Considérons unesuite (u


n

)

n∈N


convergente vers un élément l de E.

∃N ∈ N, ∀n ≥ N, d(u


n

,l)≤1.


Notons,

M =max{d(u


0

,l),··· ,d(u


(N−1)


,l),1}.


Nous obtenons

∀(p, q) ∈ N


2

,d(u


p

,u

q

)≤d(u


p

,l)+d(l, u


q

) ≤ 2M.


La suite (u


n

)

n∈N


est bornée. ♣
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2.2 Suites dans un espace vectoriel normé

Dans cettesection,l’ensemble sur lequel nous trav aillonsest un espacevectoriel


sur K (=R ou C), donc muni d’une loidecompositioninterne, l’addition, et d’une


loi de composition externe, la multiplicationpar un scalaire (réel ou complexe).


Considérons donc (E,+,.) un espace vectoriel.


Notation : On note


A(N,E)


l’ensemble des suites àvaleursdans E.


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Dans l’ensemble A(N,E),ondéﬁnit


1. Une loi de composition internenotée+:lasomme de deuxsuites


U =(u


n

)

n∈N


et V =(v


n

)

n∈N


est la suite U + V =(u


n

+v


n

)

n∈N


2. Uneloi de compositionexternenotée.:le produitdelasuite U


par le scalaire λ estlasuite λ.U =(λu


n

)

n∈N


Proposition 2.3 L’ensemble A(N,E),munides lois + et . déﬁnies en 2.2,


estunespacevectoriel sur K.


On munitdésormais E d’une norme /./ et de la métrique associée àcette norme.


Proposition 2.4 On considère l, l


′

deuxéléments de E et λ, λ


′

deux scalaires.


Soient U, V deuxsuitesàvaleursdans E convergentes respectivement vers l


et l


′

.Alorslasuite


λU + λ

′

V

est convergentever s


λl + λ

′

l

′

.

Preuve. Soit ε un réelstrictement positif.


∃n


0

,/∀n≥n


0

,/u


n

−l/<ε,


∃n


1

,/∀n≥n


1

,/v


n

−l


′

/<ε.


Soit n


2

=max{n


0

,n

1

}.Onobtient,pourtout entier n supérieur à n


2

,

/(λu


n

+λ


′

v

n

)−(λl+λ


′

l

′

)/≤|λ|/u


n

−l/+|λ


′

|./v


n

−l


′

/≤(|λ|+|λ


′

|)ε<(|λ|+|λ


′

|+1)ε.


Ceciprouvelaconvergence de λU + λ


′

V vers λl + λ


′

l

′

. ♣


Corollaire 2.5 L’ensemble des suites àvaleurs dans E,convergentes pour la


norme /./,est un sous-espacevectorielde(A(N,E),+,.).
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2.3Caractérisation séquentielle


Plusieursnotionsont été pr écé demm entcaractériséesàl’aide du fameux ε :


borne supérieure,borne inférieure, adhérence. Dans cettesection, nous donnons


une caractérisationdeces notions àl’aide des suites.Ilest importantdeconnaître


cesdeux typesdecaractéris ation. En eﬀet, pour certaines résolutionsd’exercices,


ou démonstrations de théorèmes, il estpréférable d’utiliser les epsilon, tandis que,


pour d’autres, onutilisera lessuites. La section est complétéeaveclacaractérisa-


tionséquentielle d’une partie fermée.Onverra d’autres caractérisationsséquen-


tielles, en particulier cellesdelacontinuité et de la limite, section3.4, page 35.


2.3.1 Caractérisation séquentielledes bornes supérieure


et inférieure

Proposition 2.6 Soit A une partie non vide,majorée de R et M un majorant


de A.Les propriétés suivantes sont équivalentes:


1. M est la borne supérieuredeA.


2. Il existe unesuited’éléments de A convergente vers M.


3. Il existe unesuitecroissanted’élémentsdeAconvergente vers M.


Preuve.


1. 1 ⇒ 3


Soit M la borne supérieure de A.Pourtoutentier naturel n,choisissons un


élément a


n

de A vériﬁant


M −


1

2

n

<a

n

≤M.


Notons b


n

l’élémentdeAdéﬁni par b


n

=max{a


0

, ··· ,a


n

}.Lasuite (b


n

)

n∈N


estcroissante et


∀n ∈ N,M−


1

2

n

<a

n

≤b


n

≤M.


donc

|M −b


n

| <


1

2

n

.

La suite (b


n

)

n∈N


est unesuite croissanted’élémentsdeAconvergente vers


M.


2. 3 ⇒ 2.Évident.


3. 2 ⇒ 1


Considérons (a


n

)

n∈N


,une suite d’élémentsdeAconvergente vers M,ma-


jorant de A.Soit ε un réelstrictementpositif.Ilexiste un entier naturel n


0

vériﬁant


|M − a


n

0

| < ε donc a


n

0

>M−ε.


Ceciprouveque M est la borne supérieure de A.


♣














 


[image: ]
2.3.CARACTÉRISATION SÉQUENTIELLE 21


Proposition 2.7 Soit A une partie nonvide etminorée de R et m un minorant


de A.Les propriétés suivantes sont équivalentes:


1. m estlaborneinférieure de A.


2. Il existe unesuited’éléments de A convergente vers m.


3. Il existe unesuitedécroissanted’éléments de A convergente vers m.


Preuve. La preuve estlaissée au lecteur. ♣


Exercice 2.1 On considère X un ensemble non vide, (E,/./) un espacevectoriel réel


norméetB(X, E ) l’espace vectoriel des applications déﬁnies sur X àvaleurs dans E


et bornées. Montrerque l’application /./


∞

déﬁnie par:


∀f∈B(X, E), /f/


∞

=sup


x∈X

/f(x)/,


est unenorme sur B(X, E ).


Solution.

1.

/f/

∞

=0⇔sup


x∈X

/f(x)/ =0⇔∀x∈X, /f(x)/ =0⇔f=0.


2. Soit λ ∈ R et f ∈ B(X, E ).


∀x ∈ X, /λf(x)/ = |λ|/f(x)/≤|λ|/f/


∞

.

|λ|/f/


∞

est donc un majorant de {/λf(x)//x ∈ X}.Montronsqu’il est


borne supérieure de cet ensemble.Ilexiste unesuite (x


n

)

n∈N


d’élémentsde


Xtelle que la suite (/f(x


n

)/)

n∈N


convergevers /f/


∞

.Lasuite (/λf(x


n

)/)

n∈N


convergevers |λ|/f/


∞

.Ceciprouveque |λ|/f/


∞

=sup


x∈X

/λf(x)/,c’est-


à-dire

/λf/

∞

= |λ|/f/


∞

.

3. Soient f et g deuxéléments de B(X, E ).Ona


∀x∈X, /(f + g)(x)/≤/f/


∞

+/g/


∞

.

(/f/


∞

+/g/


∞

)est donc un majorant de {/ (f + g)(x)//x ∈ X}.Laborne


supérieure étantleplus petit des majorants,


/f + g/

∞

≤/f/


∞

+/g/


∞

.

On vientdemontrer que l’application /./


∞

est unenorme de l’espace vectoriel


B(X, E). ♣
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2.3.2Caractéris ation séquentielledel’adhérence


Grâce àlaproposition 1.14page 15, nous avons une première caractérisation


des points adhérentsàune partie A d’un espacemétrique (E,d).Envoic iune


caractérisation séquentielle.

Proposition 2.8 Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E.Un


élément x de E appartientàA,l’adhérencedeA,sietseulementsiilexiste


une suite de pointsdeAqui converge vers x.


Preuve. Soit x un élémentdeA.Noussavons, d’aprèslaproposition 1.14. page 15,


que d(x, A)=inf


a∈A

d(x, a)=0.Soit n un entier naturel. Choisissons un élément


a

n

de A vériﬁant,


d(x, a


n

) ≤


1

2

n

.

La suite (a


n

)

n∈N


estconvergente vers x.


Réciproquement, on considèreunélément x de E et unesuite (a


n

)

n∈N


d’éléments

de A convergente vers x.Alors,


∀ε > 0, ∃n


0

∈ N/d(a


n

0

,x)< ε.


On en déduit que d(x, A)=0et que x est un élémentdeA. ♣


Corollaire 2.9 Soit A unepartiedeRnon vide.


1. Si A est majorée alors


sup A ∈ A,


2. Si A est minorée alors


inf A ∈ A.


Preuve. Il suﬃtd’utiliser les propositions 2.6et2.8. ♣


Exercice 2.2 1. On considère E un espace vectoriel normé, x un élément de E


et r un réelstrictementpositif. Montrerque


B(x, r)=B


f

(x, r).


2. Montrerque cettepropriétén’est pas toujours vraie si l’on se place dans un


espace métrique.
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Solution.

1. On a B(x, r) ⊂ B


f

(x, r) car B


f

(x, r) estunfer mé contenant B(x, r),donc


sonadhérence.Montronsl’inclusion inverse.Soit y un élément de B


f

(x, r).


La suite (y


n

)

n∈N


∗

,déﬁnie par


∀n>0,y


n

=x+(1−


1

n

)(y − x)

est une suited’élémentsdeB(x, r) convergente vers y.Donc y appartient


à B(x, r).Nous avons prouvéque B


f

(x, r) ⊂ B(x, r).Ladoubleinclusion


étantdémontrée,


B(x, r)=B


f

(x, r).


2. Considérons un ensemble E,contenant au moins deuxéléments, muni de


la distance discrète (voir exemple 2page 4). Soit x un élément de E.Nous


avons


B(x, 1) = {x}.


On remarqueque {x} est un fermédeE,car {x} = B


f

(x,


1

2

).Donc


{x} = B(x, 1) = B(x, 1).


Or

B

f

(x, 1) = E.


♣

2.3.3Caractérisation séquentielled’unfermé


Proposition 2.10 Une partie F d’un espace métrique (E,d) est ferméesiet


seulement si toute suitedepoints de F convergente, converge versunélément


de F .

Preuve. Considérons F unepartiefermée de E et (f


n

)

n∈N


une suite d’éléments


de F convergente vers un élément de E noté l.D’après laproposition 2.8,page


22. l estunélémentdeF.F étantfermé, on a F = F .D’où l est élément de F .


Réciproquement, on considèreune partie F de E,telle que toute suite de points


de F convergente, convergeversunélémentdeF.Montronsque F estfermé,


c’est-à-dire F = F .Soit x un élémentdeF.Noussavons,d’après la proposition


précédente, qu’il existe une suite (f


n

)

n∈N


d’élémentsdeF convergente vers x.


D’après notre hypothèse, x estélémentdeF.D’où F ⊂ F .L’inclusion inverse


étanttoujours vériﬁée,onaF=F. ♣
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2.4Suitesextraites, sous-suites


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:Soient (E,d) un espace métrique et (u


n

)

n∈N


unesuite de E.


On ditque (v


n

)

n∈N


estune suite extraite(ou une sous-suite)de(u


n

)

n∈N


s’il existe une application ϕ : N → N strictementcroissantevériﬁant


∀n ∈ N,v


n

=u


ϕ(n)


.

Exemple : Soit (u


n

)

n∈N


,une suite d’élémentsdeE.Les suites (u


2n+1


)

n∈N


,

(u


3n


)

n∈N


, (u


n

2

)

n∈N


...sontdes su ites extraites de lasuite (u


n

)

n∈N


.

Remarque 2.2 On peut vériﬁer parune récurrenceimmédiate que


∀n ∈ N, ϕ(n) ≥ n.


Cettepropriété serautiliséedans plusieurspreuves.


Proposition 2.11 Si unesuite (u


n

)

n∈N


de E converge vers un élément l,alors


toutesuiteextraitede(u


n

)

n∈N


converge vers l.


Preuve. On considèreune suite (u


n

)

n∈N


de E convergente vers un élément l de


E et une application ϕ : N → N strictement croissante. Soit ε un réel strictement


positif.


∃N ∈ N, ∀n ≥ N, d(u


n

,l)<ε.


On a,

∀n ≥ N, ϕ(n) ≥ n ≥ N.


On déduit que

∀n ≥ N, d(u


ϕ(n)


,l)<ε,


puisque la suite (u


ϕ(n)


)

n∈N


est convergentevers l. ♣


1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:Soit (u


n

)

n∈N


une suite àvaleurs dans E.Ondit qu’un


élément a de E est valeurd’adhérence de lasuite (u


n

)

n∈N


s’il est limite

d’une suite extraite de (u


n

)

n∈N


.
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Exemples :

1. On considèrelasuite de réels (u


n

)

n∈N


déﬁnie par,


∀n ∈ N,u


n

=(−1)


n

(1 +

1

n +1


).


Les réels 1et(-1) sontvaleurs d’adhé re nce de lasuite (u


n

)

n∈N


car la suite

(u


2n


)

n∈N


estconvergente vers 1etlasuite (u


2n+1


)

n∈N


vers (-1).


2. L’ensemble des valeurs d’adhérencedelasuite (cos n)


n∈N


estlesegment


[−1; 1].Pourlapreuve,onpourra voir l’exercice 7.8page 82.


Proposition 2.12 Une suiteconvergente admet exactement une valeur


d’adhérence.

La preuveest immédiate d’après la proposition 2.11.


Remarque 2.3 La réciproque est fausse. Il suﬃtdeconsidérer la suitederéels


((n)

(−1)

n

)

n∈N


admettant 0comme seule valeur d’adhérence. Elle est divergente car


non majorée.


Exercice 2.3 On considère une suite (u


n

)

(n∈N)

àvaleurs dans un espacemétrique


(E,d).


1. On suppose queles deux sous-suites (u


2n


)

(n∈N)

et (u


2n+1

)

(n∈N)

sontconver-


gentes. Àquelle condition la suite (u


n

)

(n∈N)

est-elle convergente ?

2. Onsuppose queles troissous-suites (u


2n


)

(n∈N)

, (u


2n+1

)

(n∈N)

et (u


3n


)

(n∈N)

sont convergentes. Montrerque la suite (u


n

)

(n∈N)

est convergente.

Solution.

1. Notons l la limite de la suite (u


2n


)

(n∈N)

et l


′

la limite de la suite (u


2n+1


)

(n∈N)

.

Montrons quelasuite (u


n

)

(n∈N)

estconvergente si et seulementsil=l


′

.

(a) Supp osons l = l


′

.

Soit ε un réelstrictement positif.Alors,


∃n


0

∈ N, ∀n ≥ n


0

,d(u


2n


,l)<ε,


∃n


1

∈N, ∀n≥n


1

,d(u


2n+1


,l)<ε.


Soit n


2

=max (2n


0

, 2n

1

+1).Ona


∀n≥n


2

,d(u


n

,l)<ε.


La suite (u


n

)

(n∈N)

est doncconvergente, de limite l.


(b) Si l += l


′

,lasuite (u


n

)

(n∈N)

admet au moins deux valeu rs d’adhérence


distinctes.Elle ne peut converger.
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2. Notons l la limite de la suite (u


2n


)

(n∈N)

, l


′

la limite delasuite (u


2n+1


)

(n∈N)

et l


′′

la limite de la suite (u


3n


)

(n∈N)

.

La suite (u


6n


)

(n∈N)

est unesuiteextraite des suites convergentes (u


2n


)

(n∈N)

et (u


3n


)

(n∈N)

.Elle est donc convergente et,


J

lim

n→+∞


u

6n


=lim


n→+∞


u

2n


= l,


lim

n→+∞


u

6n


=lim


n→+∞


u

3n


= l


′′

.

D’où l = l


′′

.Demême, la suite (u


6n+3


)

(n∈N)

est unesuite extraite des suites


convergentes (u


3n


)

(n∈N)

et(u


2n+1


)

(n∈N)

,donc


J

lim

n→+∞


u

6n+3

=lim


n→+∞


u

3n


= l


′′

,

lim

n→+∞


u

6n+3

=lim


n→+∞


u

2n+1

= l


′

.

D’où l


′′

= l


′

.Les suites (u


2n


)

(n∈N)

et (u


2n+1


)

(n∈N)

ayant même limite, la


suite (u


n

)

(n∈N)

estconvergente.


♣

Exercice 2.4 Montrerqu’une suite périodique et convergenteest constante.


Solution. On considère unesuite (u


n

)

(n∈N)

convergente vers un élément l et pé-


riodiquedepériode p,oùpestunentier strictement positif.


Soit k un entier naturel. Montronsque u


k

= l.Toute suite extraite de la suite


(u


n

)

(n∈N)

estconvergente vers l et en particulier la suite extraite (u


(k+pn)


)

(n∈N)

.

Cette suite est constante de valeurcommune u


k

.Donc u


k

= l.Onendéduit que


∀k ∈ N,u


k

=l.


♣

Voici unecaractérisation de l’ensemble desvaleurs d’adhérenced’une suite.


Cette propriété sera utiliséepar exemple pour déterminer, suivant les valeursdu


réel θ,l’ensemble desvaleurs d’adhérencedelasuite (cos nθ)


n∈N


(Exercice 7.8 page


82).

Proposition 2.13 Soient (E,d) un espacemétrique et (u


n

)

n∈N


une suite dé-

ﬁnie sur E.Onnote, pour tout entier naturel p, A


p

la partie de E déﬁni e


par

A

p

= {u


n

; n ≥ p} = {u


p

,u

p+1


, ···}.


L’ensembledes valeurs d’adhérencedelasuite (u


n

)

n∈N


est

VA= ∩


p∈N


A

p

.
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Preuve. Considérons l unevaleurd’adhérence de lasuite.


Il existe (u


ϕ(n)


)

(n∈N)

unesuiteextraite convergente vers l.Considérons un entier


naturel p.Lasuite (u


ϕ(n+p)


)

(n∈N)

est une suite extraitedelasuite (u


ϕ(n)


)

(n∈N)

.

Elle est convergente vers l.Deplus,


∀n ∈ N, ϕ(n + p) ≥ n + p ≥ p.


La suite (u


ϕ(n+p)


)

(n∈N)

estune suited’élémentsdeA


p

.D’aprèslaproposition 2.8


page 22,lalimite l appartient à A


p

.Onendéduit que


l ∈∩


p∈N


A

p

.

Réciproquement, considérons l appartenantà∩


p∈N


A

p

.Constru isons par récur-


rence une application ϕ : N → N strictement croissante, telle que la suite extraite


(u


ϕ(n)


)

(n∈N)

soit convergente vers l.Ondétermine cette application ϕ,d’unepar t


parson premierterme


ϕ(0)=min{m ∈ N/d(l, u


m

) ≤ 1}


(remarquons que {m ∈ N/d(l, u


m

) ≤ 1} estnon vide car d(l, A


0

)=0(proposition


1.14, page 15))


et, d’autre part, par la relationderécurrence :


ϕ(n +1)=min {m ≥ ϕ(n)+1/d(l, u


m

) ≤


1

2

n+1


}.


Remarquons, comme précédemment, que {m ≥ ϕ(n)+1/d(l, u


m

) ≤


1

2

n+1


} est non


vide puisque d(l, A


(ϕ(n)+1)


)=0.


L’application ϕ : N → N ainsi construite est strictementcroissante. De plus,


∀n ∈ N,d(u


ϕ(n)


,l)≤


1

2

n

.

La suite (u


ϕ(n)


)

(n∈N)

convergevers l.L’élément l estdoncune valeur d’adhérence


de (u


n

)

n∈N


. ♣


Exercice 2.5 On considère une suitepériodique àvaleurs dans un espace métrique


(E,d).Montrer quel’ensemble de ses valeurs d’adhérenceest égalàson ensemble


image.

Solution. Notons q la période de cette suite. L’ensembleimageest


{u


0

,u

1

,··· ,u

q−1


}.


En reprenant les notationsdelaproposition 2.13, nous avons, pour tout entier


naturel p,


A

p

= {u


p

,u

p+1


, ··· ,u


p+q−1


}={u


0

,u

1

,··· ,u

q−1


}.
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Ces ensembles étantdes parties fermées de E,


∀p ∈ N, A


p

= {u


0

,u

1

,··· ,u

q−1


}.


Ainsi, l’ensemble desvaleursd’adhére nce et égalà


∩

+∞


p=0


A

p

= {u


0

,u

1

,··· ,u

q−1


}.


♣
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Chapitre 3

Continuitéetlimite


dans les espaces métriq ues

3.1 Continuitéponctuelle, continuité


sur un espace métrique

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:Soient (E,d) et (E


′

,d

′

)deux espacesmétriques, f : E → E


′

uneapplication et a un élémentdeE.Ondit que f estcontinueenasi


∀ε > 0, ∃α > 0 ∀x ∈ E, d(x, a) < α ⇒ d


′

(f(x),f(a)) < ε.


Remarque 3.1 Lesdeux dernières inégalitéspeuventêtrestrictes ou larges. Il en


sera de mêmepour les déﬁnitions données dans les sections 3.2 et3.3.


Exemple : On considère f l’application déﬁnie sur R


+

par

f : R


+

→ R


+

x 5→


√

x.

Soit a un réelstrictement positif. Montrons que f est continue en a.Ona,


∀x∈R


+

, |


√

x−


√

a|=


|x−a|


√

x+


√

a

≤

|x−a|


√

a

.

Pour un réel ε strictement positif ﬁxé, on peut choisir α = ε


√

a.L’application est


ainsi continue en a.


Je laisse le soin aulecteur de montrer que l’application f est continue en 0.
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1

1

1

1

1

1

Déﬁnition :Soient (E, d) et (E


′

,d

′

)deux espaces métr iques, f : E → E


′

uneapplication.Ondit que f est continue sur E si f estcontinueen


tout pointdeE.


Exemple : L’application f déﬁnie dansl’exemple précédent est continue sur R


+

.

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:Soient (E,d), (E


′

,d

′

) deux espaces métriques et une ap-


plication f : E → E


′

.Ondit que f estunhoméomorphismesifest


bijective, continue et si f


−1


est continue. On ditalors que (E,d) et


(E


′

,d

′

) sonthoméomorphes.


Exercice 3.1 On considère la fonction f déﬁnie sur R


∗

par

∀x ∈ R


∗

,f(x)=


1

x

.

Montrer que f est continue sur R


∗

.

Solution. Soit a un réel non nul. Montrons que f est continue en ce point. On


considère ε un réel strictementpositif.Prenons


α =min{


|a|

2

,

εa


2

2

}

Soit x un réel vériﬁant |x − a| ≤ α.L’inégalité


|a| ≤ | x| + |a − x|

entraîne

|x| ≥ | a| − |x −a| ≥


|a|

2

.

Ainsi,

∀x ∈ R


∗

, |x − a| < α ⇒


0

0

0

0

1

x

−

1

a

0

0

0

0

=

|x − a|

|ax|

≤

2|x − a|


a

2

< ε.

L’application f est continue en tout point a de R


∗

donc sur R


∗

. ♣


Remarque 3.2 On remarque que dansl’exerciceprécédent, pour chaqueréelstric-


tementpositif ε,leréel α proposédépend de la valeurduréel a.Lorsque l’on fait


l’étude de la continuité d’une applicationdéﬁniesur un espacemétrique (E,d),si,


pour chaqu e ε,lechoixdeαpeut être indépendantdel’élément de E choisi,on


dit que la fonction est uniformément continue sur E.Voici la déﬁnitiondans la


sectionsuivante.
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3.2 Continuitéuniforme sur un espace métr iq ue


1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition : Une application f :(E,d) → (E


′

,d

′

) est uniformément


continue sur E si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀(x, y) ∈ E


2

,d(x, y) < α ⇒ d


′

(f(x),f(y)) < ε.


Voici unecatégorie importante de fonctions uniformémentcontinues :les fonc-


tions lipschitziennes.

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

Déﬁnition:


1. Soit k ∈ R


+∗


.Ondit que f :(E, d) → (E


′

,d

′

) est k-lipschitzienne


si

∀(x, y) ∈ E


2

,d

′

(f(x),f(y) ≤kd(x, y).


2. On dit que f est contractante si fest k-lipschitzienne, avec k<1.


Exemple : On peut vériﬁer,grâce àl’inégalité des accroisseme ntsﬁnis, quetoute


fonction déﬁnie surunintervalle I,àvaleurs réelles, dérivable sur I et de dérivée


bornée sur I,est lipschitzienne sur I.


Proposition 3.1 Une application déﬁnie sur E,lipschitzienne, est uniformé-


mentcontinue sur E.


Preuve. Pour un réel strictement positif donné ε,ilsuﬃtdechoisir α =


ε

k

. ♣


Exercice 3.2 Soit (E,d) un espacemétrique et a un élément de E.Montrer que


l’application f déﬁniesur E par


f : E −→ R


+

x 5−→ d(a, x)


est uneapplicationlipschitzienne de rapport1.


Solution. Soient x et y deuxéléments de E.D’aprèsl’inégalité triangulaire,


d(a, x) ≤ d(a, y)+d(y, x),


d’où,


d(a, x) − d(a, y) ≤ d(y, x).
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De même, on a,


d(a, y) ≤ d(a, x)+d(x, y)


d’où,


−d(x, y) ≤ d(a, x) − d(a, y).


Le réel d(x, y) étantpositif,onendéduit


|d(a, x) − d(a, y)| ≤ d(x, y).


L’application f est lipschitzienne de rapport 1. ♣


Proposition 3.2 Soit (E,/./) un espacevectoriel normé. L’application


E → R


+

x 5→ /x/


estlipschitzienne de rapport 1donc uniformément continuesur E.


Preuve. Il suﬃtd’utiliser le résultatprécédentenprenant a =0. ♣


Exercice 3.3 On considère (E, d) un espace métrique et l’espace E × E muni de la


métrique produit (proposition 1.5 page5)que l’on notera d


prod

.Montrer quel’appli-


cation g déﬁnie sur E × E par

g : E × E −→ R


+

( x, y) 5−→ d(x, y).


est uneapplicationlipschitzienne.


Solution. Soient (x, y ) et (x


′

,y

′

) deux élémentsdeE×E.Nousavons


d(x, y) ≤ d(x, x


′

)+d(x


′

,y

′

)+d(y


′

,y).


Ainsi,

d(x, y) − d(x


′

,y

′

)≤d(x, x


′

)+d(y


′

,y).


De même,

d(x

′

,y

′

)−d(x, y) ≤ d(x, x


′

)+d(y


′

,y).


On en déduit que

|d(x, y) − d(x


′

,y

′

)|≤d(x, x


′

)+d(y


′

,y)≤2.d


prod

((x, y), (x


′

,y

′

)).


L’application g est lipschitzienne de rapport 2. ♣
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Exercice 3.4 On considère (E,d), (E


′

,d

′

) deux espacesmétriques et f une applica-


tiondéﬁnieetcon ti nu esur E,àvaleurs dans E


′

.Onconsidèreégal eme nt l’espace


E × E muni de la métrique produit (proposition1.5 page 5) que l’onnotera d


prod

.

Montrer que l’application h,déﬁniesur E × E par


h : E × E −→ R


+

( x, y) 5−→ d


′

(f(x),f(y)).


est uneapplicationcon tinuesur E ×E.


Solution. On considère (x


0

,y

0

)un élément de E ×E.Montronsque h estcontinue


en (x


0

,y

0

).Pourtoutcouple (x, y) de E,nousavons


d

′

(f(x


0

),f(y


0

)) ≤ d


′

(f(x


0

),f(x)) + d


′

(f(x),f(y)) + d


′

(f(y) ,f(y


0

)).


Ainsi,


d

′

(f(x


0

),f(y


0

)) −d


′

(f(x),f(y)) ≤ d


′

(f(x


0

),f(x)) + d


′

(f(y) ,f(y


0

)).


De même,


d

′

(f(x),f(y)) − d


′

(f(x


0

),f(y


0

)) ≤ d


′

(f(x


0

),f(x)) + d


′

(f(y) ,f(y


0

)).


On en déduit que


|d


′

(f(x


0

),f(y


0

)) −d


′

(f(x),f(y))| ≤ d


′

(f(x


0

),f(x)) + d


′

(f(y),f(y


0

)).


Soit ε un réel strictementpositif.L’application f étantcontinueenx


0

et y


0

,il

existe deuxréels strictement positifs α


x

0

et α


y

0

vériﬁant

∀x ∈ E, d(x


0

,x) ≤α


x

0

⇒d


′

(f(x


0

),f(x)) ≤ ε,


∀y ∈ E, d(y


0

,y)≤α


y

0

⇒d


′

(f(y


0

),f(y)) ≤ ε.


On déﬁnit le réel strictementpositif α


0

par α


0

=min{α


x

0

, α


y

0

}. Ainsi,


∀(x, y) ∈ E×E, d


∞

((x


0

,y

0

),(x, y)) ≤ α


0

⇒ |d


′

(f(x


0

),f(y


0

)) − d


′

(f(x),f(y))| ≤ 2ε.


On en conclutque h est continue en (x


0

,y

0

),puissur E × E. ♣


3.3Limite d’unefonctionenunpoint


Nous savons quel’étude de la continuité d’une fonction peut s’eﬀectuerentout


pointdeson ensemble de déﬁnition. Nous allonsvoir,danscette section, que l’étude


de l’existence d’une limited’une fonction peut s’eﬀectuer nonseulemententout


pointdel’ensemble de déﬁnition mais, également, en tout pointdeson adhérence.


Parexemple,siune fonction f est déﬁnie surunintervalle ]a, b[,l’étude de la


continuité se fait en chaquepoi nt de ]a, b[.Enrevanche, on peut étudier l’existence
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