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HistoiredesmathématiquesÉvaristeGalois,mathématicienfrançais(1811-1832)Génietrèsprécoce,ÉvaristeGaloiséchoueauconcoursdel’Écolepolytechniquepouravoirjetél’épongeàlaﬁguredel’examinateurquinecomprenaitpassadé-monstration.Admiscontresongréàl’Écoleroyale(futureENS),ilenestexcluen1831pouravoirlevésonpoignardàlasantéduroiLouis-Philippe.Ilmeurttragiquementle31mai1832dansunduelaupistoletcontreunmarijaloux.Galois,danssonMémoiresurlesconditionsderésolubilitédeséquationsparradicauxparuen1830,généralisedesidéesdeJoseph-LouisLagrange(1736-1813).Ilétudieuncertainsous-groupedugroupedespermutationsdesracinesd’uneéquationpolynomialepourdéciderdesarésolubilitéparradicaux.C’estdumoinslalecturemodernequenouspouvonsfaired’untexteassezabsconsmaisbouillonnantd’idéesnouvelles.Proposépourle«Prixdel’Académiedessciences»,lemémoireestégaréparSiméonDenisPoissonquinel’amêmepaslu.Cen’estquevingtansplustardqu’ArthurCayley(1821-1895)énonceladéﬁnitiongénéraled’ungroupe,indépendammentdelanotiondepermutation.En1872,danssonProgrammed’Erlangen,FélixKleinrefondetoutelagéométriesurleconceptdegroupedetransformations.1

Sous-gr

oupe

eng

endré

par

une

par

tie

1.1.Intersectiondesous-groupesProposition1.1.Intersectiond'unefamilledesous-groupesSoit(G,∗)ungroupe.L'intersectiond'unefamilledesous-groupesdeGestunsous-groupedeG.DémonstrationUtilisonslanotationmultiplicative.Soit(Hi)i∈Iunefamilledesous-groupesdeGetH=i∈IHi.Désignonsparel’élémentneutredeG.Pourtouti∈I,e∈Hi,donce∈Het,parconséquent,H=∅.Deplus,pourtout(x,y)∈H2,quelquesoiti∈I,(x,y)∈H2i,doncxy−1∈Hi;parconséquent,xy−1∈H.Hvériﬁelacaractérisationd’unsous-groupe.1.2.Sous-groupeengendréparunepartieDéfinition1.2.Sous-groupeengendréparunepartieSoit(G,∗)ungroupeetAunepartiequelconquedeG.Onappellesous-groupeengendréparAl'intersectiondelafamilledessous-groupesdeGcontenantA.Onlenote<A>ougr(A).8
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Chapitre1.ComplémentssurlesgroupesC
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Exemples•SiaestunélémentdeG,alorslesous-groupeengendréparlesingleton{a}estl’ensembledesitérésdea:a={na,n∈}ennotationadditive,{an,n∈}enmultiplicative.•Danslegroupemultiplicatif∗,lesous-groupeengendréparlesingleton{e2iπn}estl’en-sembledesracinesn-ièmesdel’unitén.•Danslegroupedesbijectionsduplanafﬁne,lesous-groupeengendréparlessymétriescentralesestl’ensembledessymétriescentralesetdestranslations.•Danslegroupesymétriquen,lesous-groupeengendréparlescyclesdelongueur3estlegroupealternén,ensembledespermutationsdesignature+1.Proposition1.3.Caractérisationdusous-groupeengendréparunepartieSoit(G,∗)ungroupeetAunepartiedeG.Alors<A>est,ausensdel'inclusion,lepluspetitsous-groupedeGcontenantA.Démonstration1.D’aprèslaproposition1.1.,<A>estestbienunsous-groupedeGetilcontientAparconstruction.2.SoitHunsous-groupedeGcontenantA.Puisque<A>estl’intersectiondetouslessous-groupesdeGcontenantA,ona<A>⊂H.Ainsi<A>estcontenudanstoutsous-groupecontenantA,c’estdoncbienlepluspetitausensdel’inclusion.Proposition1.4.Descriptiondusous-groupeengendréparunepartieSoit(G,∗)ungrouped'élémentneutreeetAunepartiedeG.1.<>={e}.2.SiAestnon-videalors:<A>=x∈G;∃n∈∗,∃(α1,...,αn)∈(A∪A−1)n,x=α1∗···∗αn.End’autrestermes<A>estl’ensembledesélémentsdeGquisontdesproduitsﬁnisd’élémentsdeAoud’inversesd’élémentsdeA.Démonstration1.Ilestclairque{e}estlepluspetitsous-groupedeGcontenant!2.PosonsH=x∈G;∃n∈∗,∃(α1,...,αn)∈(A∪A−1)n,x=α1∗···∗αnetdémontronsqueHestlepluspetitsous-groupedeGcontenantA.•Prouvonstoutd’abordqueHestunsous-groupedeG.L’ensembleAétantnon-vide,ilexistea∈Adonca∗a−1∈Hc’est-à-diree∈H.Soitmaintenantx=α1∗···∗αn∈Hety=β1∗···∗βm∈H.Alorsx∗y−1=α1∗···∗αn∗β−1m∗···β−11estbienunproduitﬁnid’élémentsdeA∪A−1,doncx∗y−1estbiendansH.•ProuvonsensuitequeA⊂H.EnfaitA⊂A∪A−1⊂H.•ProuvonsenﬁnqueHestlepluspetitsous-groupedeGcontenantA.SoitLunsous-groupedeGcontenantA.Pourtoutx∈Aonax∈Letx−1∈L,doncA∪A−1⊂L.PuisparstabilitédeLparproduitonobtientH⊂L.9
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*1.3.Partiegénératriced'ungroupeDéfinition1.5.Partiegénératriced'ungroupeUnepartieAd'ungroupeGestditegénératricedeGsilesous-groupeengendréparAestGtoutentier.Exemples•Lesingleton{−1}estunepartiegénératricedugroupe(,+).•L’ensembledestranspositionsestunepartiegénératricedugroupesymétriquen.2

Gr

oupe

monogène

2.1.DéfinitionetexemplesDéfinition1.6.GroupemonogèneUngroupeGestditmonogènes'ilestengendréparunsingleton{a}.UntelélémentaestditgénérateurdeG.OnditindifféremmentqueGestengendrépar{a}oupara.Exemples•Legroupe(,+)estmonogène,degénérateur1ou−1.•Legroupe(4,×)desracinesquatrièmesdel’unitéestmonogène,degénérateuriou−i.2.2.Sous-groupesde(,+)Théorème1.7.Sous-groupesde(,+)Toutsous-groupedugroupe(,+)estmonogène,autrementditpourtoutsous-groupeHde,ilexisten∈telqueH=n.DémonstrationSiH={0},alorsH=0.Sinon,Hcontientaumoinsunentiernonnuletsonopposé.L’ensembleH∩∗estunepartienonvidede∗,quipossèdedoncunpluspetitélément,quenousnoteronsn.Ilestclairquen⊂H.Réciproquement,soitmunélémentquelconquedeH.Effectuonsladivisioneuclidiennedemparn:ilexiste(q,r)∈2telquem=nq+ret0r<n.CommemetnqappartiennentàH,ilenestdemêmeder.MaisrestpositifetstrictementinférieuraupluspetitélémentstrictementpositifdeH;ilnepeutêtrequenul.Ainsi,m=nq∈n,doncH⊂net,endéﬁnitive,H=n.10
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3

Gr

oupes

/n3.1.CongruencemodulonDéfinition1.8.CongruencemodulonSoitn∈.Deuxentiersrelatifsaetbsontditscongrusmodulonlorsquea−b∈n.Onécrita≡b[n].Proposition1.9.Unerelationd'équivalenceLarelationdecongruencemodulonestunerelationd'équivalence.DémonstrationLelecteurvériﬁerasoigneusementlaréﬂexivité,lasymétrieetlatransitivitédecetterelation.Sin>0,alorsaetbsontcongrusmodulonsietseulementsiilsontlemêmerestedansladivisioneuclidienneparn.Ilyadoncexactementnclassesd’équivalence.Laclassed’unentierkestleplussouventnotéekouk(n)s’ilyauneambiguïtésurn.Elleestparfoisnotée•kouCln(k).Définition1.10.Ensemble/nOndésignepar/nl'ensembledesclassesd'équivalencemodulon:/n=0,1,...,n−1.3.2.Groupe(/n,+)Proposition1.11.AdditiondesclassesSoitn∈∗.Pourtout(a,b)∈2,laclassemodulondea+bnedépendquedesclassesdeaetdeb,etnondereprésentantsparticuliersdecesclasses.Onaainsiuneadditiondans/n:∀(a,b)∈(/n)2,a+b=a+b./nmunidecetteadditionestungroupeabélien.DémonstrationSoit(a,b)∈a×b:a−a∈netb−b∈n.(a+b)−(a+b)=(a−a)+(b−b)∈n,donca+b∈a+b.Onvériﬁequel’additionainsidéﬁniedans/nestassociative,commutative,qu’elleadmetunélémentneutre0etquetouteclasseapossèdeuneopposée,−a.11






[image: background image]


MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*Exemple+012300123112302230133012Leséléments1et3sontsymétriques(opposés);0et2sontchacunleurpropresymétrique.Figure1.1.Tabledugroupe(/4,+).3.3.Élémentsgénérateursde/nThéorème1.12.Élémentsgénérateursde/nSoitn∈∗.Legroupe(/n,+)estmonogène.Unélémentkestgénérateurdecegroupesietseulementsil'entierkestpremieravecn.DémonstrationSikengendre/n,alorsilexisteunentierptelquepk=1,c’est-à-direpk≡1[n].Ilexistedoncunentierqtelquepk=1+qn,d’où,d’aprèslethéorèmedeBezout,k∧n=1.Réciproquement,sikestpremieravecn,alorsilexistedesentierspetqtelsquepk+qn=1,d’oùpk≡1[n]etpk=1.Pourtoutr∈[[0,n−1]],r=prk:kengendrelegroupe/n.RemarqueLenombred’élémentsgénérateursdugroupe/n,c’est-à-direlenombred’entiersde[[1,n−1]]premiersavecnestappeléindicatriced’Eulerdel’entiernetnotéφ(n).Lecalculdecenombreseraétudiédanslechapitresuivant,page43.4

Gr

oupe

cy

clique

Définition1.13.GroupecycliqueOnappellegroupecycliqueungroupemonogènefini.ExemplesPourtoutn∈:•Legroupe(n,×)desracinesn-ièmesdel’unitéestcyclique,engendrépare2iπn.•Legroupe(/n,+)estcyclique,engendrépar1(n).Théorème1.14.ClassificationdesgroupesmonogènesToutgroupecycliquedecardinalnestisomorpheà(/n,+).Toutgroupemonogèneinfiniestisomorpheà(,+).12
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DémonstrationSoitGungroupemonogène,quenousnoteronsmultiplicativement.SoitaungénérateurdeG.L’appli-cationφ:k→akestunmorphismede(,+)dans(G,×),surjectifparhypothèse.Lenoyaudecemorphismeestunsous-groupede,doncdelaformend’aprèslethéorème1.7.Deuxcaspeuventseprésenter:•sin=0,Kerφ={0},alorslemorphismeestaussiinjectif,doncbijectif.LegroupeGestainsiisomorpheà;•sin>0,alorsak=eéquivautàk∈n:ainsinestlepluspetitentierstrictementpositiftelquean=e.Lesous-groupeengendréparaestparconséquent:<a>={e,a,a2,···,an−1}.Deplus,pourtout(k,k)∈2,ak=akéquivautàak−k=e,doncàk≡k[n]ouencorek(n)=k(n).L’application:k(n)→akestunisomorphismede/ndansG.L’entiernestappeléordredel’élémenta.Exemples•(n,×)estisomorpheà(/n,+),vial’isomorphismek(n)→e2ikπ/n.•(/3×/2,+)estisomorpheà(/6,+),vial’isomorphismek(6)→(k(3),k(2)).•({eikα,k∈},×),oùα/∈πestungroupeisomorpheà(,+),vial’isomorphismek→eikα.5

Or

dr

e
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élément

d'un
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oupe

5.1.ThéorèmedeLagrangeThéorème1.15.ThéorèmedeLagrangeDansungroupefini,lecardinald'unsous-groupeestundiviseurducardinaldugroupe.DémonstrationSoitGungroupeﬁnietHunsous-groupedeG.Larelation,déﬁniedansGparxysietseulementsixy−1∈H,estunerelationd’équivalence:•réﬂexive:∀x∈G,xx−1=e∈H;•symétrique:∀(x,y)∈G2,xy−1∈H⇒yx−1=(xy−1)−1∈H;•transitive:∀(x,y,z)∈G3,xy−1∈Hetyz−1∈H⇒xz−1=(xy−1)(yz−1)∈H.Pourtoutx∈G,l’applicationy→xy−1dexdansHestunebijectioncar,pourtoutz∈H,ilexisteunetunseuly=z−1x∈xtelquexy−1=z.Touteslesclassesd’équivalenceontdonclemêmecardinalqueH.CommecesclassesformentunepartitiondeG,onendéduitque|G|=p|H|,oùpestlenombredeclassesd’équivalence.13
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*5.2.Ordred'unélémentd'ungroupeDéfinition1.16.Ordred'unélémentSoitaunélémentd'ungroupeG.Silesous-groupeengendréparaestfini,lecardinaldecesous-groupeestappeléordredel'élémenta.Sinon,l'élémentaestditd'ordreinfini.Exemples•iestunélémentd’ordre4dugroupe(∗,×).•Uneréﬂexiondel’espaceeuclidienEestunélémentd’ordre2dugroupeO(E).•Uncycledelongueurkestunélémentd’ordrekdugroupesymétriquen.•2estunélémentd’ordreinﬁnidugroupe(∗,×).Proposition1.17.OrdreetdivisibilitédansSoitaunélémentd'ungroupeGd'élémentneutree.Siaestd'ordredfini,alors:∀n∈,an=e⇐⇒d|n.(Ennotationadditive:∀n∈,n·a=e⇐⇒d|n.).DémonstrationSiaestd’ordred,legroupeengendréparaestdecardinald,doncisomorpheà/d.Doncan=eéquivautàn=0dans/d,c’est-à-diren∈d,soitddivisen.Proposition1.18.Caractérisationdel'ordred'unélémentSoitaunélémentd'ungroupeG.L'ordredeaestlepluspetitentierpstrictementpositif,s'ilexiste,telqueap=e(ennotationadditive:pa=0).DémonstrationEnnotationmultiplicative,lesous-groupeengendréparaestl’imagedumorphismeφ:k→akde(,+)dans(G,×).Lenoyaudeφestunsous-groupede(,+),doncdelaformep,avecp∈.•Sip=0,alorsφestinjectif,lesous-groupeengendréparaestisomorpheà(,+)etl’élémentaestdoncd’ordreinﬁni.•Sip∈∗,alorsak=e⇐⇒k∈p.Ainsipestlepluspetitentierstrictementpositiftelqueap=e.Lesous-groupeengendréparaest{e,a,a2,...,ap−1}:l’ordredeaestlecardinaldecesous-groupe,c’est-à-direp.Proposition1.19.L'ordred'unélémentdiviselecardinaldugroupeSiGestungroupefinidecardinaln,alorstoutélémentdeGestd'ordrefinietsonordreestundiviseurden.14
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Chapitre1.ComplémentssurlesgroupesC

OURS

DémonstrationSiGestﬁni,alorstoutsous-groupeengendréparunélémentdeGestﬁniet,d’aprèslethéorèmedeLagrange(1.15),soncardinalestundiviseurden.Théorème1.20.Undesnombreuxthéorèmesd'EulerSoitGungroupefinidecardinaln.PourtoutélémentadeG:an=e.DémonstrationSiaestd’ordrep,alorsn∈p,doncan=e.5.3.Groupecycliqueetordred'unélémentSoitGungroupeﬁnidecardinaln.UnélémentdeGestgénérateurdeGsietseulementsisonordreestn.Parconséquent:Ungroupeﬁnidecardinalnestcycliquesietseulementsiilcontientaumoinsunélémentd’ordren,générateurdugroupe.Exemples•Legroupe(/n,+)estﬁnietengendré(entreautres)par1:ilestcyclique.•Legroupeproduit(/3×/2,+)estﬁnietengendré(entreautres)par(1(3),1(2)):ilestcyclique.•Legroupe(n,×)desracinesn-ièmesdel’unitéestﬁnietengendré(entreautres)pare2iπ/n:ilestcyclique.•Legroupealterné3,decardinal3estengendré(entreautres)parlecycle(1,2,3):ilestcyclique.ConseilsméthodologiquesPourjustifierqu'ungroupefinidecardinalnn'estpascyclique,ilfautmontrerquelesordresdetoussesélémentssontdesdiviseursstrictsden.Parexemple,legroupesymétrique3,decardinal6,n'estpascycliquecarl'ordredechacundesesélémentsest1,2ou3,maisjamais6.5.4.GroupedecardinalpremierProposition1.21.GroupedecardinalpremierSoitpunnombrepremier.Toutgroupedecardinalpestcyclique.15
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*DémonstrationL’ordred’unélémentdivisep:c’est1oup.Touslesélémentsdistinctsdel’élémentneutreeontpourordrep.Legroupeestdonccycliqueetengendréparn’importequelélémentdistinctdee.6

P
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Définition1.22.GroupeproduitSoit(G,∗)et(G,◦)deuxgroupes.OnmunitleproduitcartésienG×Gdelaloi(x,x)(y,y)=(x∗y,x◦y).Alors,(G×G,)estungroupe,appelégroupeproduitdeGetG.ExempleLegroupe/2×/2estappelégroupedeKlein.Ilpossèdeunélémentd’ordre1ettroisélé-mentsd’ordre2.Iln’estdoncpascycliqueetn’estpasisomorpheà/4.+(0,0)(0,1)(1,0)(1,1)(0,0)(0,0)(0,1)(1,0)(1,1)(0,1)(0,1)(0,0)(1,1)(1,0)(1,0)(1,0)(1,1)(0,0)(0,1)(1,1)(1,1)(1,0)(0,1)(0,0)Figure1.2.TabledugroupedeKlein/2×/2.OnrencontrefréquemmentdesgroupesisomorphesaugroupedeKlein;parexemple,engéo-métrie,legroupedesisométriesconservantunrectangle:l’identité,deuxsymétriesaxialesd’axesperpendiculairesenunpointOetlasymétriecentraledecentreO.OS1S2◦IdS1S2SOIdIdS1S2SOS1S1IdSOS2S2S2SOIdS1SOSOS2S1IdFigure1.3.Legroupedesisométriesdurectangle.16
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FICHE

S

YNTHÈSE

Sous-groupeengendréparunepartieSoitGungroupe.•L’intersectiond’unefamilledesous-groupesdeGestunsous-groupedeG.•Lesous-groupeengendréparunepartieAdeGestl’intersectiondelafamilledessous-groupesdeGcontenantA.C’estlepluspetitsous-groupedeGcontenantA.•OnditquelapartieAestgénératricedeGsilesous-groupeengendréparAestG.•LegroupeGestditmonogènes’ilestengendréparunsingleton{a}.OnditindifféremmentqueGestengendréparaouqueaestunélémentgénérateurdeG.•Ungroupeestditcycliques’ilestmonogèneetfini.Groupes/n•Lessous-groupesdugroupe(,+)sontmonogènes,c’est-à-diredelaformen,avecn∈.•Larelationdecongruencemodulon,définiesurpar:a≡b[n]⇐⇒a−b∈nestunerelationd’équivalence.•L’ensembledesclassesd’équivalence,noté/npeutêtremunid’unestructuredegroupe.Pourtoutn∈,legroupe/nestmonogène.•Laclassed’unentierkmodulonestgénératricede/nsietseulementsikestpremieravecn.•Toutgroupemonogèneestisomorpheà:•,s’ilestinfini;•/n,s’ilestfinidecardinaln.Ordred’unélément•Dansungroupefini,lecardinald’unsous-groupediviseceluidugroupe.•Unélémenta∈Gestditd’ordrem∈∗silesous-groupeengendréparaestfinidecardinalm.•SiGestungrouped’élémentneutree,l’ordred’unélémenta∈Gestlepluspetitentierm∈∗,s’ilexiste,telqueam=e.•Pourtouta∈G,siaestd’ordrem,alors:∀n∈,an=e⇐⇒m|n.•SilegroupeGestfinidecardinaln,pourtouta∈G,an=e.•Sipestunnombrepremier,toutgroupedecardinalpestcyclique.RETROUVEZICILASYNTHÈSEDECECHAPITREÀTÉLÉCHARGERwww.lienmini.fr/212891-SYNTH-0117
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MÉTHODES

P

AS

À

P

AS

Méthode1:Sous-groupeengendréparunepartiePourmontrerqueHestlesous-groupedeGengendréparunepartieA,vousdevezmontrer:•queHestunsous-groupedeG;•queA⊂H;•quepourtoutsous-groupeHdeG,siA⊂H,alorsH⊂H.Pourmontrerqu’unepartieAestgénératricedeG,vouspouvezmontrerquetoutélémentdeGestunproduitd’élémentsdeAetd’inversesd’élémentsdeA.Applicationdelaméthode:voirlesexercices7,8,C.Méthode2:Ordred'unélémentd'ungroupePourmontrerqu’unélémentad’ungroupe(notémultiplicativement)estd’ordrep,démontrezqueap=eetque,pourtoutdiviseurqdepdistinctdep,aq=e.Applicationdelaméthode:voirlesexercices1,2,3,D.Méthode3:GroupecycliquePourmontrerqu’ungroupeGdecardinalnestcyclique,vouspouvez:•trouverunélémentd’ordrendansG;•trouverunisomorphismeentre/netG;•conclureimmédiatementsinestunnombrepremier.Applicationdelaméthode:voirlesexercices1,4.Méthode4:Élémentsgénérateursdugroupe/nPourmontrerquelaclassed’unentierkmodulonestd’ordrendanslegroupeZ/nZ,démontrezquekestpremieravecn.Applicationdelaméthode:voirlesexercices5,6.18
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EXER

CICES

V

r

ai
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F

aux

VraiFauxa)L’ensembledestranspositionsestunepartiegénératricedugroupesymétriquen.b)Laréuniond’unefamilledesous-groupesdeGestunsous-groupedeG.c)Danslegroupe(,+),lesous-groupeestmonogène.d)Danslegroupe/poùpestpremier,touslesélémentssauf0sontgénérateurs.e)Sipestunnombrepremier,legroupe/pn’aquedeuxsous-groupes:{0}etlui-même.f)Unélémentxd’ungroupe(G,×)estd’ordremsietseulementsixm=e.g)Toutgroupemonogèneestisomorpheà(,+)ouàungroupe(/n,+)avecn∈∗.h)Toutgroupedecardinal4estisomorpheà/4.Ex

er

cic

es

d

'application

du

chapitr

e

1

Sivousêtesbloquépourdémarrerunexerciced’application,rendez-vousàlaﬁndelapartieExercices,rubrique«Aidesàlarésolutiondesexercices».EXERCICE1SoitGetHdeuxgroupes,gunélémentd’ordrepdeGethunélémentd’ordreqdeH.Quepeut-ondiredel’ordrede(g,h)danslegroupeG×H?MontrerquesiGetHsontcycliquesdecardinauxpremiersentreeux,alorsG×Hestcyclique.EXERCICE2SoitGungroupeabélien,xetydeuxélémentsdeGdontlesordresrespectifspetqsontpremiersentreeux.Montrerquexyestd’ordrepq.EXERCICE3SoitfunmorphismedegroupesdeGdansGetxunélémentdeGd’ordreﬁnip.Quepeut-ondiredel’ordredef(x)dansG?Application:trouvertouslesmorphismesdegroupesde/7dans/15,puisde/4dans/12.EXERCICE4UngroupeabélienGd’élémentneutre0Gestditsimples’iln’estpasréduità{0G}ets’ilnepossèdepasd’autresous-groupeque{0G}etG.1)Àquelleconditionlegroupe(/n,+)est-ilsimple?2)Montrerqu’ungroupeabélienﬁniestsimplesietseulementsiilestcycliquedecardinalpremier.19
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*EXERCICE5Soitn∈∗etHunsous-groupede/n.SoitGl’ensembledesentiersrelatifsdontlaclassemodulonappartientàH.MontrerqueGestunsous-groupede,doncdelaformemavecm∈∗.MontrerquemestundiviseurdenetqueHestengendréparlaclassedem.Déterminertouslessous-groupesde/n.Exemples:sous-groupesde/4,/6,/12.EXERCICE6Unpolygoneàncôtés(nentiersupérieurouégalà3)estditréguliers’ilestinscritdansuncercleetquetoussescôtésontlamêmelongueur.Ilpeutêtreconvexeoucroisé(sescôtéspeuventsecroiserendehorsdeleursextrémités).OnpeutsupposersansnuireàlagénéralitéquececercleestdecentreO,derayon1etquelepointd’afﬁxe1estl’undessommetsdupolygone.Combiendeformesdistinctespeutprendreunpolygonerégulieràncôtés?Dessinez,parexemple,touteslesformesdecarré(n=4),depentagonerégulier(n=5),d’hexagonerégulier(n=6)etd’heptagonerégulier(n=7).EXERCICE7Considéronslesapplicationsde\{0,1}danslui-même:f1:x→x,f2:x→1−x,f3:x→11−x,f4:x→1x,f5:x→xx−1,f6:x→x−1x.1)DémontrerqueG={f1,f2,f3,f4,f5,f6}estungroupepourlacomposition.2)Déterminertoussessous-groupes.3)Déterminerlesous-groupedeGengendréparlespartiessuivantes:{f2};{f3};{f2,f3}.EXERCICE8Onappellematricedetransvectiond’ordre2unematricedelaforme1a01ou10a1,aveca∈.Montrerquel’ensembledesmatricesdetransvectiond’ordre2engendrentlegroupespéciallinéaireSL2(),composédesmatricesde2()dedéterminant1.Ex

er
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e

1

Sivousêtesbloquépourdémarrerunexerciced’approfondissement,rendez-vousàlaﬁndelapartieExercices,rubrique«Aidesàlarésolutiondesexercices».EXERCICEASoitGungroupeﬁnietfunmorphismenonconstantdeGdanslegroupemultiplicatif∗.Déterminerlasommex∈Gf(x).EXERCICEBSoitG,·)ungroupeabélien,d’élémentneutree,etHunsous-groupedeG.1)MontrerquelarelationdéﬁniedansGpar:∀(x,y)∈G2,xy⇐⇒x·y−1∈Hestunerelationd’équivalence.20
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Chapitre1.ComplémentssurlesgroupesEXER

CICES

2)Onnotexlaclassed’équivalenced’unélémentxdeGetG/Hl’ensembledesclassesd’équiva-lence.Pourtout(x,y)∈G2,onposex∗y=x·y.a)Quellehypothèseestfaiteimplicitementparcettedéﬁnition?Est-ellevériﬁée?b)Montrerque(G/H,∗)estungroupeabélien.Onl’appellegroupequotientdeGparH.EXERCICECSoitAetBdeuxsous-groupesd’ungroupeG.OnposeAB={ab∈G,a∈A,b∈B}.MontrerqueABestunsous-groupedeGsietseulementsiAB=BA.Montrerquec’estalorslesous-groupedeGengendréparA∪B.EXERCICEDSoitGungroupedecardinal35.DémontrerqueGcontientaumoinsunélémentd’ordre7etunélémentd’ordre5.EXERCICEESoitGungroupe,notémultiplicativement,d’élémentneutree.Onsupposequ’ilexistedansGdeuxélémentsaetbdistinctsdeetelsqueaba=b.1)Montrerqueab=ba−1etba=a−1b.2)a)Montrerque:∀j∈,ajb=ba−j.b)Montrerque:∀(j,k)∈2,ajbk=bka(−1)kj.3)SoitH={ajbk,(j,k)∈2}.MontrerqueHestlesous-groupedeGengendrépar{a,b}.4)Onsupposequeaestd’ordrenetbd’ordrem,oùnetmsontdeuxentiersnaturelspremiersentreeux.a)Montrerque:∀(j,k)∈2,aj=bk⇒j∈netk∈m.b)EndéduirequetoutélémentdeHs’écritdefaçonuniquesouslaformeaj0bk0,oùj0∈[[0,n−1]]etk0∈[[0,m−1]].c)EndéduirelecardinaldeH.5)SoitGlegroupedesbijectionsdedans.Déterminerlecardinaldusous-groupeHdeG,en-gendréparlesapplicationsretsdéﬁniespar:r:z→jzoùj=e2iπ3s:z→z.InterprétergéométriquementchaqueélémentdeH.Sujets

de
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our
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SUJETIOralMines-TelecomLesgroupes(/8,+)et(/2×/4,+)sont-ilsisomorphes?SUJETIIOralCCINPPourθ∈,ondéﬁnitlesmatrices:A(θ)=cosθ−sinθsinθcosθetA(θ)=chθshθshθchθ.MontrerquelesensemblesG={A(θ),θ∈}etG={A(θ),θ∈},munisdelamultiplicationmatricielle,sontdesgroupes.Sont-ilsisomorphes?Indication:résoudrel’équationX2=I2dansGetdansG.21
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*SUJETIIIOralMines-PontsSoitpunnombrepremiersupérieurouégalà3.SoitGl’ensembledesmatricesdelaforme:M(a,b,c)=1ab01c001,où(a,b,c)∈/p3.1)MontrerqueGestungroupemultiplicatif.2)QuelestlecardinaldeG?3)Déterminerl’ordredechaqueélémentdeG.SUJETIVOralMines-Ponts1)SoitGungroupeﬁnitelque,pourtoutx∈G,x2=e.a)MontrerqueGestabélien.OnsupposequeG={e};soitaunélémentdeGdistinctdee.b)MontrerqueH={e,a}estunsous-groupedeG.c)EndéduirequelecardinaldeGestpair.d)OndéﬁnitdansGlarelationxy⇐⇒xy−1∈H.Montrerqueestunerelationd’équiva-lenceetquel’ensembledesclassesd’équivalence,notéG/H,peutêtremunid’unestructuredegroupe.e)QuelestlecardinaldugroupequotientG/H?f)EndéduirequelecardinaldeGestunepuissancede2.2)SoitGungroupedecardinal2p,oùpestunnombrepremier.MontrerqueGcontientaumoinsunélémentd’ordrep.SUJETVOralCentraleMPSoitpunnombrepremier.OnposeGp={z∈,∃k∈,zpk=1}.1)MontrerqueGpestunsous-groupede(∗,×).Onl’appellep-groupedePrüfer.2)DécrireGpàl’aidedesgroupescycliquesUpkdesracinespk-ièmesdel’unité.3)Montrerquelessous-groupesstrictsdeGpsontcycliquesetqu’aucund’euxn’estmaximalpourl’inclusion.4)MontrerqueGpn’estpasengendréparunsystèmeﬁnid’éléments.SUJETVIOralXMPSoitGungroupeabéliendecardinalpqoùpetqsontdeuxnombrespremiersdistincts.MontrerqueGestcyclique.SUJETVIIOralXMP1)SoitGungroupeabélienﬁni.Montrerqu’ilexisteunélémentzdeGdontl’ordreestlePPCMdesordresdetouslesélémentsdeG.2)Soituncorps(commutatif).Démontrerquetoutsous-groupeﬁnidugroupemultiplicatif∗estcyclique.22
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Chapitre1.ComplémentssurlesgroupesEXER

CICES

AidesàlarésolutiondesexercicesExercicesd'applicationduchapitre1Exercice1.Quepeut-ondiredel'ordreducouple(g,h)oùgethsontdesélémentsgénérateursrespectifsdeGetH?Exercice2.Montrezqueretpqsedivisentmutuellement.Exercice3.Montrezquel'ordredef(x)diviseceluidex.Danschaqueexemple,cherchezlesimagespossiblesd'unélémentgénérateurdugroupededépart.Exercice4.Montrezque(/n,+)estsimplesietseulementsinestpremier.Exercice5.Quepeut-ondiredel'imageréciproqued'unsous-groupeparunmorphismedegroupes?Exercice6.Décrivezlasuitedesaffixesdessommetsdupolygone.Exercice7.1)Dequelgroupe(G,◦)pourrait-ilbienêtreunsous-groupe?CalculeztouteslescomposéesdesélémentsdeGdeuxàdeux.Quepouvez-vousendéduire?2)Cherchezlessous-groupesdeGà1,2,...,6éléments.Ya-t-ildessous-groupesà4ou5éléments?Pourquoi?3)Souvenez-vousdelacaractérisationdusous-groupeengendréparunepartie.Exercice8.CherchezlaformequepeutprendreunproduitdematricesdetransvectionetmontrezquetoutematricedeSL2()peuts'écriresouscetteforme.Exercicesd'approfondissementduchapitre1ExerciceA.Pourtouta∈G,l'applicationx→axestunebijectiondeGdansG.ExerciceB.Onpeuts'inspirerdelaconstructiondugroupe/n(paragraphe3.2.).ExerciceC.EnsupposantqueABestunsous-groupedeG,montrezqueAB⊂BAetBA⊂AB.ExerciceD.LecasoùGestcycliqueesttrèssimple.SiGn'estpascyclique,supposezqu'iln'existeaucunélémentd'ordre5;faitesundessin.ExerciceE.3)a)Commencezparlecasj∈,parrécurrence.b)Demêmepourk.4)MontrezqueHestunsous-groupedeGetquetoutsous-groupedeGquicontientaetbcontientH.5)a)Montrezqueamj=eetbnk=e.b)Pensezàladivisioneuclidienne.c)Combienya-t-ildecouples(j0,k0)?6)Montrezquersr=s.23
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a)Vrai.b)Faux,engénéral.Parexemple,2∪3n’estpasstableparaddition(2+3/∈2∪3).c)Faux.Iln’existeaucunrationnelr0telquetoutrationnelrs’écrivesouslaformer=nr0,avecn∈.d)Vrai.e)Vrai.f)Faux.Ilfautqu’iln’yaitpasd’entierk∈[[1,m−1]]telquexk=e.g)Vrai.h)Faux.Legroupe/2×/2n’estpasisomorpheà/4.C
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EXERCICE1L’ordrede(g,h)estlePPCMdesordresdegetdeh.SiGetHsontcycliquesd’ordresaetbpremiersentreeux,alorsGpossèdeaumoinsunélémentgd’ordrea,etHunélémenthd’ordreb.L’élément(g,h)estd’ordreabdansG×H,quiestdonccyclique.EXERCICE2Soitrl’ordredexy.Ilvient(xy)pq=(xp)q(yq)p=e,doncrdivisepq.Réciproquement,(xy)r=xryr=eimpliquexr=y−r.D’où,xqr=y−qr=e.Onendéduitquepdiviseqr;commeilestpremieravecq,ildiviser.Onmontredemêmequeqdiviser.Commep∧q=1,leproduitpqdiviser.Endéﬁnitive,r=pq.EXERCICE3Sixp=e,alorsf(x)p=e:l’ordredef(x)estundiviseurdep.Legroupe/7possèdeunélémentd’ordre1etsixélémentsd’ordre7:leursimagesnepeuventêtrequed’ordre1dans/15;leseulmorphismepossibleestl’applicationnulle.Legroupe/4possèdedeuxélémentsd’ordre4,àsavoir1et3.Leursimagesdans/12nepeuventêtreque0,3,6,9,d’oùquatremorphismespossibles(chacunétantentièrementdéﬁniparl’imagede1).EXERCICE41)Sinestpremier,alorslecardinald’unsous-groupede/nnepeutêtreque1oun:ilestsimple.Réciproquement,si/nestsimple,soitpundiviseurden;l’élémentpengendreunsous-groupedecardinaln/p,doncn/p=1oun/p=n,soitp=noup=1:nestpremier.2)SiGestungroupecycliquedecardinalnpremier,ilestisomorpheà/ndoncsimple.Récipro-quement,soitGungroupeﬁnisimpledecardinaln.Toutélémentdistinctde0Gestd’ordren,doncengendreG.OnendéduitqueGestcyclique,doncisomorpheà/n:nestpremier.24
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Chapitre1.ComplémentssurlesgroupesEXERCICE5Gestl’imageréciproquedusous-groupeHparlemorphismek→k,surjectioncanoniquededans/n;c’estdoncunsous-groupede,delaformem.Commen=0∈H,ilvientn∈m:ainsimdivisen.Pourtoutx∈H,nousavonsx∈m,c’est-à-direqu’ilexisteunentierktelquex=km,d’oùx=km:mengendreH.Lessous-groupesde/nsontdonclesgroupescycliquesengendrésparlesdiviseursden.•Sous-groupesde/4:<1>=/4;<2>={0,2};<4>={0}.•Sous-groupesde/6:<1>=/6;<2>={0,2,4};<3>={0,3};<6>={0}.•Sous-groupesde/12:<1>=/12;<2>={0,2,4,6,8,10};<3>={0,3,6,9};<4>={0,4,8};<6>={0,6};<12>={0}.EXERCICE6UnpolygonerégulieràncôtésestinvariantparlarotationdecentreOquipermetdepasserd’unsom-metausuivant.Parconséquent,l’ensembledesafﬁxesdessommetsestdelaforme(1,eiθ,e2iθ,...,e(n−1)iθ)oùeiθestunélémentd’ordrendugroupe(∗,×),c’est-à-direunélémentgénérateurdugroupendesracinesn-ièmesdel’unité.Cequisigniﬁequeθ=k(2π/n),oùkestunentierpremieravecn.Lenombredevaleurscorrespondantesdeeiθestdoncφ(n),oùφestl’indicatriced’Euler.Onremarquequelesva-leurseiθete−iθdéﬁnissentlemêmepolygonerégulier,parcourudansunsensoudansl’autre.Lenombredepolygonesréguliersàncôtésestdoncφ(n)2.•φ(4)2=1:iln’existequ’uneseuleformedecarré:•φ(5)2=2:ilexistedeuxformesdepentagonesréguliers:•φ(6)2=1:iln’existequ’uneseuleformed’hexagonerégulier:•φ(4)2=3:ilexistetroisformesd’heptagonesréguliers:EXERCICE71)ConstruisonslatabledeG:◦f1f2f3f4f5f6f1f1f2f3f4f5f6f2f2f1f5f6f3f4f3f3f4f6f5f2f1f4f4f3f2f1f6f5f5f5f6f4f3f1f2f6f6f5f1f2f4f3L’ensembleGestnonvide,stableparcompositionetilcontientlesinversesdeseséléments:c’estdoncunsous-groupedugroupedesbijectionsde\{0,1}danslui-même.25






[image: background image]

[image: background image]


MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*2)Cherchonslessous-groupesdeGparnombred’éléments:•seulsous-groupedeGàunélément:{f1};•sous-groupesdeGàdeuxéléments:{f1,f2},{f1,f4},{f1,f5};•seulsous-groupedeGàtroiséléments:{f1,f3,f6};•toutsous-groupecontenantaumoinsquatreélémentsestGtoutentier.3)Lesous-groupeengendrépar{f2}(pluspetitsous-groupecontenantf2)est{f1,f2}.Lesous-groupeengendrépar{f3}(pluspetitsous-groupecontenantf3)est{f1,f3,f6}.Lesous-groupeengendrépar{f2,f3}(pluspetitsous-groupecontenantf2etf3)estG.EXERCICE8Onmontred’abordtrèsfacilementquetoutematricedetransvectiond’ordre2apourdéterminant1etquel’ensembleSL2()desmatricescarréesdetaille2dedéterminant1estbienunsous-groupedeGL2().Ons’aperçoitensuitequel’ensembledesmatricesdelaforme1a01estunsous-groupedeSL2(),demêmequel’ensembledesmatricesdelaforme10a1.PourespérerobtenirunematricequelconquedeSL2(),ilfautdonceffectuerunproduitdematricesdecesdeuxensembles.Essayonsleproduit:M(x,y,z)=1x0110y11z01.Touscalculsfaits,onobtient:M(x,y,z)=1+xyx+z+xyzyyz+1.SoitmaintenantunematricequelconquedeSL2():A=abcd,avecad−bc=1.OnauraM(x,y,z)=Asietseulementsi:1+xy=ax+z+xyz=by=cyz+1=d.Supposonsc=0.D’où:y=c,x=a−1c,z=d−1c.Réciproquement,cetriplet(x,y,z)vériﬁelesystème,doncl’égalitéM(x,y,z)=A.Danslecasoùb=0,ilsufﬁtd’examinerleproduit:M(x,y,z)=10x11y0110z1.Onconclutdelamêmefaçon.Danslecasoùb=c=0,ona:A=a001/a=1101a−1/a01/a.Onestramenéàunematricedelaformeab0davecad=1etb=0,dontonavuplushautqu’elleestunproduitdematricesdetransvection.Conclusion:toutematricedugroupeSL2()estunproduitdematricesdetransvection.D’aprèslapro-position1.4,cegroupeestengendréparlesmatricesdetransvection.26
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EXERCICEACommefn’estpasconstant,ilexistea∈Gtelquef(a)=1.L’applicationx→axestunebijectiondeGdansG,donc:x∈Gf(x)=x∈Gf(ax)=f(a)x∈Gf(x).Orf(a)=1,onendéduit:x∈Gf(x)=0.EXERCICEB1)Larelationest:•réﬂexive,carpourtoutx∈G,x·x−1=e∈H;•symétrique,carpourtout(x,y)∈G2,six·y−1∈H,alors(x·y−1)−1=x·y−1)∈H;•transitive,carpourtout(x,y)∈G3,six·y−1∈Hety·z−1∈H,alors:(x·y−1)−1·y·z−1=x·z−1∈H.2)a)Pourquecettedéﬁnitionaitunsens,ilfauts’assurerquelaclassedex·ynedépendquedesclassesdexetdeyetnondereprésentantsparticuliersdecesclasses.Soit(x,x)et(y,y)dansG2telsquex=xety=y.Montronsquex·y=x·y.Six·x−1∈Hety·y−1∈H,alors:(x·y)·(x·y)−1=x·y·y−1·x−1=(x·x−1)·(y·y−1)∈H.Ladéﬁnitiondelaloi∗dansG/Hestbienvalidée.Onremarqueraquedansladernièreégalité,onautilisélacommutativitédugroupeG.Dansungroupenonabélien,cetteconstructionn’estplusvalidepourunsous-groupequelconque,maisuniquementpourcertainsd’entreeuxappeléssous-groupesdistingués.Cettenotionn’estpasauprogramme.b)Onmontrealorssansdifﬁcultéquelaloi∗estassociative,qu’ellepossèdeunélémentneutrequieste,etquetoutélémentxpossèdeuninverse,quiestx−1.Ainsi(G/H,∗)estungroupe.EXERCICECSupposonsqueAB=BA.L’ensembleABestnonvide,carilcontiente=ee.Soitx=abety=abdeuxélémentsdeAB(avec(a,a)∈A2et(b,b)∈B2).Alorsxy−1=abb−1a−1.Orabb−1appartientàAB,doncàBA:ilexistea∈A,b∈Btelsqueabb−1=ba.Onendéduitquexy−1=baa−1,quiappartientàBAdoncàAB.ABestunsous-groupedeG.SupposonsmaintenantqueABsoitunsous-groupedeG:•soitx=abunélémentdeAB(avec(a,b)∈A×B).x−1estencoreélémentdeAB,c’est-à-direqu’ilexiste(a,b)∈A×Btelquex−1=ab,d’oùx=b−1a−1,quiestélémentdeBA:AB⊂BA;•soitx=baunélémentdeBA(avec(a,b)∈A×B).Puisqueb=e·beta=a·esontdesélémentsdeAB,quieststableparlaloideG,ilvientx∈AB:BA⊂AB.Endéﬁnitive,AB=BA.Danscecas,lesous-groupeABcontientAetB,ettoutsous-groupecontenantAetBcontientAB:ABestlepluspetitsous-groupedeGcontenantAetB.27
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*EXERCICEDTouslesélémentsdeGontpourordre1,5,7ou35.•SiGestcyclique,ilpossèdeunélémentad’ordre35,donca35=e,c’est-à-dire(a7)5=e.L’entier5estlepluspetitentiern>0telque(a7)n=e,carsinononauraita7n=eavec7n<35,cequiestabsurde.Doncl’élémenta7estd’ordre5.Onmontredemêmequea5estd’ordre7.•SupposonsmaintenantqueGn’estpascycliqueetqu’ilnepossèdeaucunélémentd’ordre7.Alorstouslesélémentsdistinctsdeesontd’ordre5.Soita1=e,legroupeengendrépara1est<a1>={e,a1,a21,a31,a41}.Pourtoutélémenta2/∈<a1>,<a2>={e,a2,a22,a32,a42}et<a1>∩<a2>={e}.Sionréitèrecetteopéra-tion;onobtientunesuiteﬁnie(a1,a2,...,ap)tellequepourtoutk∈[[2,p]],ak/∈1i<k<ai>.Onaalors1ip<ai>=4p+1.•e•a1•a21•a31•a41•a2•a22•a32•a42••••••••••••••••CetteréunionnepeutpasêtreégaleàGpuisque35n’estpascongruà1modulo4.Doncilexistebienaumoinsunélémentd’ordre7.Onpeutmontrerdemêmequ’ilexistedansGaumoinsunélémentd’ordre5,puisque35n’estpascongruà1modulo6.EXERCICEE1)Enmultipliantl’égalitéaba=b,respectivementàdroiteouàgauche,para−1,onobtient:ab=ba−1;ba=a−1b.2)a)Montronsd’abordlapropositionparrécurrencepourjentiernaturel:•L’égalitéestévidentepourj=0.•Soitj∈telqueajb=ba−j.Parassociativitédelaloietd’aprèsl’hypothèsederécurrence:aj+1b=a(ajb)=a(ba−j)=(ab)a−j=(ba−1)a−j=ba−(j+1).L’égalitéajb=ba−jestdoncétabliepourtoutentierjpositif.Enmultipliantl’égalitéajb=ba−jàgauchepara−jetàdroiteparaj,ilvient:a−jb=baj,cequiprouvelapropositionpourl’entiernégatif−jet,parconséquent,pourtoutentierrelatif.28
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Chapitre1.Complémentssurlesgroupesb)Delamêmefaçon,commençonspardémontrerlapropositionparrécurrencepourkentiernaturel.•L’égalitéestévidentepourk=0.•Soitk∈telque,pourtoutj∈,ajbk=bka(−1)kj.Onaalors:ajbk+1=ajbk·b=bka(−1)kjb=bkba−(−1)kj=bk+1a(−1)k+1j.L’égalitéajbk=bka(−1)kjestdoncétabliepourtoutentierkpositif.Enmultipliantcetteégalitéàgaucheetàdroiteparb−k,nousobtenons:b−kaj=a(−1)kjb−kpourtoutj∈.Enremplaçantjpar(−1)kj,ilvient:ajb−k=b−ka(−1)kj,cequiprouvelapropositionpourl’entiernégatif−ket,parconséquent,pourtoutentierrelatif.3)L’ensembleHestnonvide,carilcontientaetb.Montronsqu’ileststableparlaloideG:soitx=ajbkety=ajbkdeuxélémentsdeH.xy=ajbkajbk=aja(−1)kjbkbk=aj+(−1)kjbk+k.Doncxy∈H.MontronsqueHcontientlesinversesdetousseséléments.Soitx=ajbk∈H:x−1=b−ka−j=a(−1)k+1jb−k∈H.L’ensembleHestdoncunsous-groupedeGcontenantaetb.Ortoutsous-groupedeGcontenantaetbcontientnécessairementajbkpourtout(j,k)∈2.Hestdonclepluspetitsous-groupecontenantaetb,c’est-à-direlesous-groupeengendrépar{a,b}.4)a)Soitjetkdeuxentierstelsqueaj=bk.Onaalors:amj=bmk=(bm)k=e.L’entiermjestdoncunmultipledel’ordredea:ndivisemj.D’aprèslethéorèmedeGauss,commenestpremieravecm,ndivisej.Demême:bnk=anj=(an)j=e.L’entiernkestdoncunmultipledel’ordredeb:mdivisenk.D’aprèslethéorèmedeGauss,commemestpremieravecn,mdivisek.b)Soitx=ajbk∈H,avec(j,k)∈2.Effectuonslesdivisionseuclidiennesdejparnetdekparm:j=qn+j0oùj0∈[[0,n−1]];k=qm+k0oùk0∈[[0,m−1]].x=aqn+j0bqm+k0=aj0bk0.Montronsquecetteécritureestunique;supposonsqu’ilexistedesentiersj1∈[[0,n−1]]etk1∈[[0,m−1]]telsque:x=aj0bk0=aj1bk1.Onaalors:aj0−j1=bk1−k0.D’aprèslerésultatdelaquestion4)a):j0−j1∈netk1−k0∈m,cequiimplique:j0=j1etk0=k1.ToutélémentxdeHs’écritdoncdefaçonuniquesouslaformeaj0bk0avecj0∈[[0,n−1]]etk0∈[[0,m−1]].c)Parconséquent:|H|=[[0,n−1]]×[[0,m−1]]=nm.29
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*5)Déterminonsl’applicationrsr:∀z∈,rsr(z)=j(jz)=jjz=z=s(z).Doncrsr=s.Deplus,r3=Idets2=Id.Onpeutappliquerlesrésultatsdesquestionsprécédentes:lesous-groupeHestdecardinal6et:H={Id,r,r2,s,rs,r2s}.Géométriquement:•restlarotationdecentreOd’angle2π3;•r2estlarotationdecentreOd’angle4π3;•sestlasymétrieparrapportàl’axedesréels;•rsestlasymétrieparrapportàladroitepassantparOetd’anglepolaireπ3;•r2sestlasymétrieparrapportàladroitepassantparOetd’anglepolaire2π3.C
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SUJETILegroupe(/8,+)estcyclique,tandisquepourtout(x,y)∈/2×/4:4(x,y)=(4x,4y)=(0,0);touslesélémentsdugroupe(/2×/4,+)ontunordreaupluségalà4.Cegroupen’estpascyclique.Lesdeuxgroupesnesontpasisomorphes.SUJETIIPourtoutθ∈,detA(θ)=detA(θ)=1=0,doncA(θ)etA(θ)appartiennentàGL2().Montronsquelesapplicationsθ→A(θ)etθ→A(θ)sontdesmorphismesdugroupe(,+)danslegroupeGL2().A(θ)A(θ)=cosθ−sinθsinθcosθcosθ−sinθsinθcosθ=cos(θ+θ)−sin(θ+θ)sin(θ+θ)cos(θ+θ),A(θ)A(θ)=chθshθshθchθchθshθshθchθ=ch(θ+θ)sh(θ+θ)sh(θ+θ)ch(θ+θ),cequiprouvequeA(θ)A(θ)=A(θ+θ)etA(θ)A(θ)=A(θ+θ).LesensemblesGetGsontlesimagesdesmorphismesAetA;cesontdoncdessous-groupesdeGL2(),×.LegroupeGestbienconnu:c’estlegroupespécialorthogonalSO2(),constituédesmatricesderotationduplan.SoitX=A(θ)∈G.AlorsX2=A(2θ)=cos2θ−sin2θsin2θcos2θ.DoncX2=I2équivautàθ=kπ,aveck∈.Finalement,ilyadeuxsolutionsàX2=I2dansG:X=I2ouX=−I2.Demême,soitX=A(θ)∈G.Alors,X2=A(2θ)=ch2θsh2θsh2θch2θ.DoncX2=I2équivautàθ=0.IlyauneseulesolutionàX2=I2dansG:X=I2.Supposonsqu’ilexisteunisomorphismeφdeGdansG.Alors:φ(−I2)2=φ(I2)=I2,cequiimplique,puisqueφ(−I2)∈G,queφ(−I2)=I2.L’égalitéφ(I2)=φ(−I2)contreditl’injectivitédeφ.FinalementlesgroupesGetGnesontpasisomorphes.30
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Chapitre1.ComplémentssurlesgroupesSUJETIII1)Onsaitque=/pestuncorps.LesélémentsdeGontpourdéterminant1:ilssontinversibles.MontronsqueGestunsous-groupedugroupeGLn().•M(0,0,0)=I3,élémentneutredeGLn().•Pourtous(a,b,c)et(a,b,c)dans/p3,M(a,b,c)∗M(a,b,c)=1a+ab+b+ac01c+c001=M(a+a,b+b+ac,c+c)∈G.•Pourtout(a,b,c)dans/p3,M(a,b,c)−1=1−a−b+ac01−c001=M(−a,−b+ac,−c)∈G.DoncGestbienungroupe.2)Sansdétour:Card(G)=Card/p3=p3.3)L’ordred’unélémentdeGestundiviseurdep3;ilnepeutdoncêtreque1,p,p2oup3.Pardéﬁnition,seulelamatriceI3estd’ordre1.SoitM(a,b,c)unélémentdeGdistinctdeI3.Parrécurrencesurn(àfairelejourJ!),ilvientpourtoutn∈:M(a,b,c)n=1nanb+n(n−1)2ac01nc001=M(na,nb+n(n−1)2ac,nc).Enparticulier,commepestunnombrepremierimpair,p−12∈etp(p−1)2estunmultipledep.Ainsi,pa,pb+p(p−1)2acetpcsontdesmultiplesdep:leurclassedans/pestnulleetparconséquentM(a,b,c)p=I3.ToutélémentdeGdistinctdeI3estd’ordrep.SUJETIV1)a)Pourtout(a,b)∈G2:(ab)−1=ab,d’oùba=ab:Gestabélien.b)Hestnonvide,stableetcontientlesinversesdeseséléments:c’estunsous-groupedeG.c)D’aprèslethéorèmedeLagrange,lecardinaldeGestmultipledeceluideH,doncpair.d)Onpeutfaireuneconstructionanalogueàcelledugroupe/n(paragraphe3.2.etexerciced’appro-fondissementB).e)Pourtoutx∈G,x={x,ax}.LecardinaldeG/Hestdonc|G|/2.f)Pourtoutx∈G/H,x2=e.LegroupeG/HadonclamêmepropriétéquelegroupeG:soncardinalestsoit1,soitpair.Enitérantceprocédé,onobtientunesuitedegroupesdontlescardinauxsontenprogressiongéométriquederaison1/2.Cettesuiteestnécessairementﬁnieetlecardinaldechacundecesgroupes,dontG,estunepuissancede2.2)Pourp=2,legroupeGestdecardinal4;ilestisomorpheà/4ouà/2×/2.Danslesdeuxcasilpossèdeunélémentd’ordre2.Sip>2,lesordrespossiblesdesélémentsdeGsont1,2,pet2p.•S’ilexisteunélémentd’ordrep,alorslerésultatestacquis.•S’ilexisteunélémentad’ordre2p,alorsa2estd’ordrep(d’ailleurs,Gestcyclique).•SupposonsenﬁnquetouslesélémentsdeGdistinctsdeesoientd’ordre2:d’aprèsI.6),lecardinaldugroupeGestunepuissancede2,cequiestabsurde.31
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*SUJETV1)Gp⊂∗;1∈GpdoncGp=∅.Soit(z,z)∈G2p:ilexistedeuxentiersketktelsquezpk=1etzpk=1.Alors:zz−1pk+k=zpkpkzpk−pk=1.donczz−1∈Gp.Ils’ensuitqueGpestunsous-groupede∗.2)LegroupeGpestlaréuniondelafamille(Upk)k∈,croissantepourl’inclusion.3)SoitHunsous-groupedeGp.S’ilexistedesentiersktelsqueUpk⊂H,soitk0leplusgrandentierk∈telqueUpk⊂H.•SiUpk0=H,alorsHestunsous-groupecycliquedeGp.SiHétaitmaximalpourl’inclusion,ilseraitégalàlaréunionGp,cequiestexclu.•Sil’inclusionUpk0⊂Heststricte,soitzunélémentdeH\Upk0.Commeilexistek1∈telquez∈Upk1,aveck1>k0,alorslesous-groupedeHengendréparzestdelaformeUpk,aveck0<kk1,doncUpk⊂H,cequiestcontraireàladéﬁnitiondek0.Danscecas,onconclutquepourtoutk∈,Upk⊂H,d’oùparréunionGp⊂HetdoncH=Gp.Conclusion:touslessous-groupesstrictsdeGpsontcycliquesetnonmaximaux.4)SiGpétaitengendréparunnombreﬁnid’éléments,ilexisteraitunentiermaximalk0telqueUpk0contiennetouscesélémentset,parconséquent,Gp⊂Upk0,cequiestabsurde.SUJETVISupposonsqueGnesoitpascyclique,c’est-à-direqu’ilnecontienneaucunélémentd’ordrepq.SoitxunélémentdeG\{e}.Sonordrenepeutêtrequepouq,disonsppourﬁxerlesidées.SoityunélémentdeGn’appartenantpasausous-groupeengendréparx.Supposonsqueysoitaussid’ordrep.SoitHlesous-groupedeGengendrépar{x,y}.L’applicationφ:(i,j)→xiyjde(/p)2dansHestunmorphismedegroupes,surjectifpuisqueGestabélienetH=<x,y>;cherchonssonnoyau.Remarquonsque(i,j)∈Kerφsietseulementsixiyj=e,c’est-à-direxi=y−j.Cetélémentappartientà<x>∩<y>,quiestunsous-groupestrictde<x>,doncd’ordre1,c’est-à-dire{e}.D’oùxi=y−j=e,soit(i,j)∈(p)2et(i,j)=(0,0).Lemorphismeφestinjectif;étantdéjàsurjectif,ilestbijectif.Onendéduitque|H|=p2,cequiestabsurdecarp2nedivisepaspq.Endéﬁnitive,yestd’ordreq.CommeGestabélienetpetqpremiersentreeux,l’élémentxyestd’ordrepq(voirexercice2),cequiestcontraireàl’hypothèse.Nousavonsdémontréparl’absurdequeGétaitcyclique.SUJETVII1)Désignonsparω(x)l’ordred’unélémentxdeG.SoitnlePPCMdesordresdesélémentsdeG.Dé-composonsnenfacteurspremiers:n=ki=1pαii.Pourtouti∈[[1,k]],αiestleplusgrandexposantdepiﬁgurantdanslesdécompositionsenfacteurspremiersdesordresdesélémentsdeG.IlexistedoncunélémentyideGtelqueαisoitl’exposantdepidansladécompositionenfacteurspremiersdesonordre,soit:ω(yi)=pαiimi,avecmi∧pi=1.Onaalorsymiipαii=e.L’ordredeymiidivisepαii,ilestdoncdelaformepβiavecβαi.Siβétaitstrictementinférieuràαi,onauraitymiipβi=e,d’oùypβimii=e,cequicontreditladéﬁnitiondel’ordredeyi.Doncω(ymii)=pαii.Lesordresdesdifférentsymiiétantpremiersentreeuxdeuxàdeux,l’ordredeleurproduity=ki=1ymiiestn.32
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C

ORRIGÉS

Chapitre1.Complémentssurlesgroupes2)Considéronsunsous-groupeﬁniGdecardinalNde(∗,·).SoitnlePPCMdesordresdesélémentsdeG.D’aprèslerésultatdelaquestionprécédente,ilexisteunélémentxdeGd’ordren.D’aprèslethéorèmedeLagrange,ndiviseNet,parconséquent,Nn.Deplus,toutélémentdeGapourordreundiviseurdenetestparconséquentracinedupolynômeXn−1de[X].Commecepolynômepossèdeauplusnracines,onendéduitqueNn.Endéﬁnitive,N=n.L’élémentxapourordreN:legroupeGestcyclique.33
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HistoiredesmathématiquesEmmyNoether,mathématicienneallemande(1882-1935)EmmyNoethernaîtdansunefamillejuived’ErlangendansleroyaumedeBa-vière.En1915,elleestinvitéeparDavidHilbertetFelixKleinàrejoindrelere-nommédépartementdemathématiquesdel’universitédeGöttingen.Cepen-dant,enraisondel’oppositiondelafaculté–quirefusequ’unefemmesoitnom-méeprofesseur–elledoitpendantquatreansdonnerdescourssouslenomdeHilbert.En1934,chasséedel’universitéparlesnazis,elleémigreauxÉtats-UnisoùellerencontreAlbertEinsteinquiladécritcommeun«géniecréatifconsidérable».Paruen1921,sonarticleIdealtheorieinRingbereichen(Théoriedesidéauxdanslesanneaux)poselesfondationsdelathéoriegénéraledesanneauxcommu-tatifs,quigénéralisel’étudeclassiquedel’arithmétiquedesentiersetdespo-lynômes.Ensonhonneur,unanneaudonttouslesidéauxsontengendrésparunepartieﬁnieestappelé«noetherien».1

Idéaux

d'un

anneau

c

ommutatif

1.1.Idéald'unanneaucommutatifDéfinition2.1.Idéald'unanneaucommutatifSoitAunanneaucommutatif.OnappelleidéaldeAunepartieIdeAtelleque:•(I,+)estunsous-groupede(A,+);•IeststableparlamultiplicationparunélémentquelconquedeA:∀x∈I,∀a∈A,ax∈I.Exemples•L’ensemble2desentierspairsestunidéaldel’anneaudesentiers.•L’ensembledessuitesconvergeantvers0estunidéaldel’anneaudessuitesbornées.RemarqueSiunidéaldel’anneauAcontientl’élémentunité1A,alorsilestégalàAtoutentier.Proposition2.2.Imagedirecteouréciproqued'unidéalparunmorphismeSoitAetAdeuxanneauxcommutatifsetfunmorphismed'anneauxdeAdansA.•L'imagedirected'unidéaldeAestunidéaldusous-anneauf(A).•L'imageréciproqued'unidéaldeAestunidéaldeA.Enparticulier,KerfestunidéaldeA.36
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Démonstration•SoitIunidéaldeA.Lemorphismed’anneauxfdeAdansAestd’abordunmorphismedegroupesde(A,+)dansf(A),+,doncf(I),imaged’unsous-groupede(A,+),estunsous-groupedef(A),+.Deplus,pourtoutx∈f(I)ettouta∈f(A),ilexisteξ∈Ietα∈Atelsquex=f(ξ)eta=f(α).Alors:ax=f(α)f(ξ)=f(αξ).CommeαappartientàAetξàIquiestunidéaldeA,αξappartientàIetparconséquentaxappartientàf(I).Nousavonsbiendémontréquef(I)estunidéaldef(A)(quiestunsous-anneaudeA,maispasnécessairementunidéaldeA!).•Demême,soitJunidéaldeA.L’imageréciproquedeJ,sous-groupede(A,+),parlemorphismedegroupesfestunsous-groupede(A,+).Deplus,pourtoutx∈f−1(J)ettouta∈A,f(x)∈Jetf(a)∈A.CommeJestunidéaldeA,f(a)f(x)∈J,c’est-à-diref(ax)∈J,doncax∈f−1(J).Nousavonsbiendémontréquef−1(J)estunidéaldeA.Enparticulier,Kerf=f−1{0A}et{0A}estunidéaldeA,doncKerfestunidéaldeA.Proposition2.3.Intersectionetsommed'idéauxSoitAunanneaucommutatif:•touteintersectiond'idéauxdeAestunidéaldeA;•toutesommed'idéauxdeAestunidéaldeA.DémonstrationSoit(Ij)j∈Junefamilled’idéauxdeA.•L’intersectiondecettefamilleestuneintersectiondesous-groupesde(A,+);c’estdoncestunsous-groupede(A,+).Deplus,soitx∈j∈JIjeta∈A.Pourtoutj∈J,x∈IjetcommeIjestunidéaldeA,ax∈Ij.Endéﬁnitive,ax∈j∈JIj.Nousavonsbiendémontréquej∈JIjestunidéaldeA.•Demême,j∈JIjestunesommedesous-groupesde(A,+);c’estdoncestunsous-groupede(A,+).Soitx∈j∈JIjeta∈A.Pourtoutj∈J,ilexistexj∈Ijtelquex=j∈Jxj,d’où:ax=aj∈Jxj=j∈Jaxj.Commepourtoutj∈J,IjestunidéaldeA,axj∈Ij.Endéﬁnitive,ax∈j∈JIj.Nousavonsbiendémontréquej∈JIjestunidéaldeA.1.2.IdéalengendréparunélémentDéfinition2.4.IdéalengendréparunélémentSoitAunanneaucommutatifetxunélémentdeA.L'ensembledesélémentsdeAdelaformexa,oùaestunélémentquelconquedeA,estunidéaldeAappeléidéalengendréparx.C'estlepluspetitidéaldeAcontenantx.OnlenotexA.xA=y∈A,∃a∈A,y=xa.37
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*Exemples1.L’ensembledesentiersrelatifspairsestl’idéaldeengendréparl’entier2:2=y∈,∃a∈,y=2a.2.L’ensembledespolynômesàcoefﬁcientsréelsadmettant0pourracineestl’idéalde[X]engendréparlepolynômeX:X[X]=P∈[X],∃Q∈[X],P=XQ.Définition2.5.Idéalprincipal,anneauprincipalSoitAunanneaucommutatif.UnidéaldeAestditprincipals'ilestengendréparunseulélé-ment.L'anneauAestditprincipals'ilestintègreetsitoussesidéauxsontprincipaux.Exemples1.Unidéaldel’anneauestunsous-groupede(,+),ornousavonsvudanslechapitreprécédent(théorème1.7)quetoutsous-groupedeestmonogène,c’est-à-diredelaformen;c’estdoncunidéalprincipal.Commel’anneauestintègre,c’estunanneauprincipal.2.Soit[X]l’ensembledespolynômesàcoefﬁcientsentiersetAl’ensembledesélémentsdecetanneaudelaformeP=nk=0anXn,oùpourtoutk∈[[1,n]]ak∈eta0∈2(lecoefﬁcientconstantestpair).OnmontrefacilementqueAestunidéalde[X],maiscetidéaln’estpasprincipalcarparexempleleséléments2etXnesontpasmultiplesl’undel’autre.L’anneau[X]n’estdoncpasprincipal.1.3.DivisibilitédansunanneauintègreDéfinition2.6.DivisibilitéSoitAunanneauintègre.•Onditqueadivisebs'ilexisteunélémentcdeAtelqueb=ac.Onécrita|b.•Sia|b,onditqueaestundiviseurdebouquebestunmultipledea.•Deuxélémentsaetbsontditsassociéssiadivisebetbdivisea.•Unélémentestditirréductiblesisesseulsdiviseurssontlesélémentsinversiblesetlesélémentsquiluisontassociés.RemarqueLarelation«divise»dansl’anneauAseramèneàuneinclusiondesidéauxengendrés:a|b⇐⇒bA⊂aA.38
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2

L'anneau

2.1.IdéauxdeRappelonslerésultatdéjàdémontrédansl’exemple1duparagraphe1.2.:Théorème2.7.Idéauxdeestunanneauprincipal.Toutidéaldeestdelaformen,avecn∈.DémonstrationL’anneauestintègre.SiIestunidéalde,alors(I,+)estunsous-groupede(,+),doncilexisten∈telqueI=n.Toutidéaldeestprincipal.L’anneauestprincipal.RemarqueDansl’anneau,iln’yapasdedifférenceentresous-groupeetidéal,maiscettesituationesttoutàfaitexceptionnelle.Définition2.8.PGCDetPPCMdenentiersentermesd'idéauxSoit(x1,...,xn)unefamilledenentiersrelatifs,avecn2.Onappelle:•PGCDdecettefamillel'uniquegénérateurpositifdel'idéalni=1xi:(x1∧···∧xn)=x1+···+xn;•PPCMdecettefamillel'uniquegénérateurpositifdel'idéalni=1xi:(x1∨···∨xn)=x1∩···∩xn.Onretrouvebienlesdéﬁnitionsétudiéesenpremièreannée.•SoitdlePGCDde(x1,...,xn):d=x1+···+xn,doncpourtouti∈[[1,n]],xi⊂d,c’est-à-dire:d|xi:destundiviseurcommunàtouslesxi.Réciproquement,siδestundiviseurcommunàtouslesxi,alorspourtouti,δ|xi,c’est-à-direxi⊂δ,d’oùd⊂δ,ouencore:δ|d.Toutdiviseurcommunàtouslesxidivised.Endéﬁnitive,destleplusgrand(ausensdeladivisibilité)desdiviseurscommunsàtouslesxi.•SoitmlePPCMde(x1,...,xn):m=x1∩···∩xn.Alorspourtouti∈[[1,n]],m⊂xi,c’est-à-dire:xi|m:mestunmultiplecommunàtouslesxi.Réciproquement,siµestunmultiplecommunàtouslesxi,alorspourtouti,xi|µ,c’est-à-direµ⊂xi,d’oùµ⊂m,ouencore:m|µ.Toutmultiplecommunàtouslesxiestunmultipledem.Endéﬁnitive,mestlepluspetit(ausensdeladivisibilité)desmultiplescommunsàtouslesxi.Algorithme2.9.ExempledecalculavecPythonduPGCDdedeuxentiersdefpgcd(a,b):whileb<>0:r=a%ba,b=b,rreturna39
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*2.2.EntierspremiersentreeuxDéfinition2.10.EntierspremiersentreeuxSoit(x1,...,xn)unefamilledenentiersrelatifs,avecn2.CesentierssontditspremiersentreeuxsileurPGCDest1,c'est-à-diresi:x1+···+xn=.Théorème2.11.ThéorèmedeBezoutLesentiers(x1,...,xn)sontpremiersentreeuxsietseulementsiilexistedesentiersrelatifs(u1,...,un)telsque:x1u1+···+xnun=1.DémonstrationSoitdlePGCDdesxi.Sicesentierssontpremiersentreeux,alorsd=1,donc1∈x1+···+xn,d’oùlarelationdeBezout.Réciproquement,sicetterelationestréalisée,alors1∈d,doncd|1.CommeunPGCDestpardéﬁnitionpositif,ilvientd=1:lesentiersxisontpremiersentreeux.3

Anneaux

/n3.1.Structured'anneaude/nProposition2.12.Multiplicationdans/nSoitn∈∗.Pourtout(a,b)∈2,laclassemodulondeabnedépendquedesclassesdeaetdeb,etnondereprésentantsparticuliersdecesclasses.Onpeutainsidéfinirunemultiplicationdans/n:∀(a,b)∈(/n)2,ab=ab.Alors,(/n,+,×)estunanneaucommutatif.DémonstrationNoussavonsdéjàque(/n,+)estungroupeabélien.Soit(a,b)∈a×b:a−a∈netb−b∈n.Nousavons:ab−ab=(a−a)b+a(b−b)∈n,doncab∈ab.Onvériﬁeaisémentquelamultiplicationainsidéﬁniedans/nestassociative,commutative,distribu-tiveparrapportà+etqu’elleadmetunélémentneutre1.Finalement(/n,+,×)estbienunanneaucommutatif.40
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Exemple:anneau(/6,+,×)+012345001234511234502234501334501244501235501234×012345000000010123452024024303030340420425054321Figure2.1.Tablesdel’anneau(/6,+,×).Onremarqueque2×3=0:/6n’estpasintègre.Sesélémentsinversiblessont1et5,quisontchacunleurpropreinverse.3.2.Inversiblesde/nThéorème2.13.Inversiblesde/nL'élémentkestinversibledansl'anneau/nsietseulementsikestpremieravecn.DémonstrationSikestinversible,alorsilexisteunentierktelquekk=1,c’est-à-direkk≡1[n].Ainsiilexisteq∈telquekk−qn=1.D’aprèslethéorèmedeBezout:k∧n=1.Réciproquement,sik∧n=1,alorsilexistedesentierspetqtelsquekp+nq=1,soitkp≡1[n],d’oùkp=1:ainsi,kestinversible.RemarqueLecalculdel’inversedekdans/nseramèneàl’algorithmed’Euclide.ExemplePuisque5∧18=1,laclasse5estinversibledans/18.Or18=3×5+3;5=1×3+2;3=1×2+1,d’où:1=3−2=3−(5−3)=−5+2×3=−5+2(18−3×5)=2×18−7×5.Ainsi,(5)−1=(−7)=11dans/18.Théorème2.14.Corps/pL'anneau(/p,+,×)estuncorpssietseulementsipestunnombrepremier.Onlenotealorsp.41






[image: background image]


MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*Démonstration(/p,+,×)estuncorpssietseulementsiilpossèdep−1élémentsinversibles,c’est-à-diresietseule-mentsipestpremieravectouslesentiersde1àp−1:c’estunecaractérisationd’unnombrepremier.3.3.Produitfinid'anneauxNousavonsbesoinpourleparagraphesuivantd’étendreauxanneauxlanotiondestructureproduitdéjàétudiéedanslepremierchapitrepourlesgroupes.Définition2.15.AnneauproduitSoit(Ai)i∈[[1,n]]unefamillefinied'anneaux.OnpeutmunirleproduitcartésienA=ni=1Aidesopérationsinternes:•+:six=(xi)i∈[[1,n]]ety=(yi)i∈[[1,n]],alorsx+y=(xi+yi)i∈[[1,n]];•×:six=(xi)i∈[[1,n]]ety=(yi)i∈[[1,n]],alorsxy=(xiyi)i∈[[1,n]].OnvérifieaisémentqueAmunidecesdeuxloisestunanneau.3.4.ThéorèmechinoisThéorème2.16.ThéorèmechinoisSoit(n,m)∈∗2.Sin∧m=1,alorslesanneaux/n×/met/nmsontisomorphes.RemarqueCethéorèmeestainsinomméenhommageaumathématicienchinoisQinJiushao(1202-1261),quidé-montraunénoncééquivalententermesderestesdedivisionseuclidiennes.DémonstrationL’applicationfde/nmdans/n×/mqui,àuneclassekmodulonmassocielecoupledesclassesdekmodulonetm,estunmorphismed’anneaux.Sonnoyauestl’ensembledeskmodulonmtelsquek≡0[n]etk≡0[m],c’est-à-direkdivisibleparnetm;commenetmsontpremiersentreeux,celaéquivautàkdivisibleparnm,c’est-à-direk≡0[nm],ouencorek=0dans/nm.DoncKerf={0},lemorphismefestinjectif.Commelesanneaux/nmet/n×/montlemêmecardinalnm,festbijectif.C’estunisomorphisme.Application:systèmesdecongruenceLethéorèmechinoissigniﬁeque,sinetmsontdeuxentierspremiersentreeux,unsystèmedecongruencesdemodulorespectifsnetméquivautàuneseulecongruencemodulonm.∀(a,b)∈2,∃c∈/x≡a[n]x≡b[m]⇐⇒x≡c[nm].42
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ExempleTirédutraitéShùsh¯uJiˇuzh¯ang,neufchapitresdel’artmathématique,deQinJiushao,publiéen1247LegénéralHanXinaentre900et1000soldats.Sionlesrangepar3,ilenreste2.Sionlesrangepar5,ilenreste3etsionlesrangepar7,ilenreste2.Combiensont-ils?Lenombrexdesoldatsvériﬁelesystèmedecongruences:x≡2[3]x≡3[5]x≡2[7]avecx∈[[900,1000]].Comme3,5et7sontpremiersentreeuxdeuxàdeux,cesystèmeéquivautàuneseulecongruencemodulo3×5×7=105.Ilexiste(p,q,r)∈3telquex=3p+2=5q+3=7r+2.Ilvient3p−5q=1,dontunesolutionparticulièreest(p,q)=(2,1)etl’ensembledessolutions(p,q)=(5s+2,3s+1),avecs∈.Onadoncx=15s+8=7r+2.Onendéduit7r−15s=6.Or15−2×7=1,donc6×15−12×7=6.Unesolutionparticulièreest(r,s)=(−12,−6)etl’ensembledessolutions(r,s)=(15t−12,7t−6),avect∈.Endéﬁnitive,x=105t−82.Lesystèmeéquivautàl’uniquecongruencex≡−82[105].Laseulesolutioncompriseentre900et1000estobtenuepourt=10.Legénérala968soldats.3.5.Indicatriced'EulerDéfinition2.17.Indicatriced'EulerOnappelleindicatriced'Eulerdel'entiern∈∗lenombreφ(n)d'entiersde[[1,n]]premiersavecn.RemarqueNousavonsrencontrécenombreàdeuxreprises:•φ(n)estlenombred’élémentsgénérateursdugroupecyclique(/n,+);•φ(n)estlenombred’élémentsinversiblesdel’anneau(/n,+,×).Noussavonsdéjàque,sipestunnombrepremier,alorsφ(p)=p−1.Algorithme2.18.Calculdel’indicatriced’EulerOnpeutécrireunalgorithmequicalculeφ(n),pourdespetitesvaleursden,enparcouranttouslesentiersde1ànetenincrémentantuncompteurchaquefoisquel’onenrencontreunquiestpremieravecn.Bienentendu,cetalgorithmedevientviteinefficacepourdegrandesvaleursden.CalculenPythondel’indicatriced’Eulerd’unentier(voirauparagraphe2.9lafonctionPGCD):defphi(n):compteur=0fordinrange(1,n+1):ifpgcd(d,n)==1:compteur+=1returncompteur43
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*Proposition2.19.Indicatriced'Eulerd'unproduitd'entierspremiersentreeuxSinetmsontdeuxentierspremiersentreeux,alorsφ(nm)=φ(n)φ(m).DémonstrationD’aprèslethéorèmechinois,sin∧m=1,alorslesanneaux/nmet/n×/msontisomorphes.Leursélémentsinversiblessecorrespondentdanscetisomorphisme.Or(a,b)estinversibledans/n×/msietseulementsiaestinversibledans/netbestinversibledans/m,cequidonneφ(n)φ(m)élémentsinversiblesdans/n×/mpourφ(nm)dans/nm.Onendéduitl’égalité.Proposition2.20.Indicatriced'Eulerd'unepuissanced'unnombrepremierSoitpunnombrepremieretkunentiernaturelnonnul,alorsφ(pk)=pk1−1p.DémonstrationLesentierspremiersavecpksontceuxquisontpremiersavecp,c’est-à-diretouslesentiersquinesontpasmultiplesdep.Dansl’intervalle[[1,pk]],oncomptepk−1multiplesdep,doncpk−pk−1entiersquinelesontpas.Onadoncφpk=pk−pk−1=pk1−1p.Proposition2.21.Indicatriced'EuleretdiviseurspremiersSilesdiviseurspremiersdel'entiernsont(p1,p2,...,pk),alors:φ(n)=n1−1p11−1p2···1−1pk.DémonstrationL’entiernadmetunedécompositionenproduitdefacteurspremiersdelaforme:n=p1α1p2α2···pkαk,oùp1,p2,...,pksontdesnombrespremiersdistinctsdeuxàdeuxetα1,α2,...,αkdesentiersnaturelsnonnuls.Lespiαi,pouri∈[[1,k]],sontpremiersentreeuxdeuxàdeux.Onendéduitque:φ(n)=φp1α1φp2α2···φpkαk=pα111−1p1pα221−1p2···pαkk1−1pk=n1−1p11−1p2···1−1pk.ExempleCalculonsl’indicatriced’Eulerde3600.Lesdiviseurspremiersde3600sont2,3,5,d’où:φ(3600)=36001−121−131−15=960.44
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RemarqueL’avantagedecetteformuleestqu’ellenenécessitepasdeconnaîtrelesexposantsapparaissantdansladécompositionenproduitdefacteurspremiersden,maisseulementlesfacteurspremierseux-mêmes.Cependant,cetteméthodedevientelle-mêmetropcomplexepourdesnombresgéants(unecentainedechiffresdécimaux).Nousverronsci-aprèsquec’estsurcettecomplexitéquereposelasécuritédecer-tainesméthodesutiliséesencryptographie.3.6.Théorèmed'EulerThéorème2.22.Théorèmed'EulerSoitn∈∗.Pourtoutentierapremieravecn:aφ(n)≡1[n].DémonstrationSia∧n=1,alorslaclassedeamodulonappartientaugroupedesélémentsinversiblesdel’anneau/n.Sonordrediviselecardinaldugroupe,quiestφ(n):aφ(n)=1,c’est-à-direaφ(n)≡1[n].Corollaire2.23.PetitthéorèmedeFermatSipestunnombrepremier,alorspourtoutentiera:ap≡a[p].DémonstrationSia∈p,alorsa≡0[p]etap≡0[p],d’oùlerésultat.Sia/∈p,alorsa∧p=1.D’aprèslethéorèmed’Euler,aφ(p)≡1[p]avecφ(p)=p−1.D’oùap−1≡1[p]puisap≡a[p].RemarqueNepasconfondrecethéorèmeavecle«grandthéorèmedeFermat-Wiles»afﬁrmantque,sinestunentiersupérieurouégalà3,iln’existeaucuntriplet(a,b,c)∈∗3telquean+bn=cn.Soussonapparentesimplicité,cerésultat,dontPierredeFermatprétendaitdisposerd’unedémonstration«merveilleuse»,nefutdémontréqu’en1994parAndrewWilesàl’aidedeméthodesextrêmementcomplexes.Application:principeducryptageRSA(voirexerciceG)Ils’agitd’uneméthodedecryptageinventéeparRonRivest,AdiShamiretLéonardAdlemanen1978.Elleutilisedesclésasymétriques:uneclépublique,permettantlibrementdecrypterdesmessagespourundestinataire,etunecléprivée,quecelui-ciestseulàdéteniretquiluipermetdedécrypterlesmessagesqu’ilreçoit.Lasécuritédusystèmereposesurladifﬁcultédecalculerl’indicatriced’Eulerd’untrèsgrandentier.LeRSAestencoreutiliséaujourd’huipouréchangerentoutesécuritédescléssymétriquesutiliséespourcrypteretdécrypterbeaucoupplusrapidement.45
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Anneaux

[X]Dansceparagraphe,estunsous-corpsde,leplussouvent,ou.Cettementionnousgarantitquel’applicationdedansdéﬁnieparn→n·1estinjective.Ceneseraitpaslecaspouruncorpstelque/pavecppremier,danslequelp·1=0.Dans/2,parexemple,1+1=0.Detelleségalitéscompliquentlathéoriedespolynômesetrestreignentlavaliditédecertainsrésultats.Parexemple,dans/2[X],lepolynômeX2+Xestdedegré2maisdefonctionpolynomialenulle.Rappelonsqu’unpolynômeestditunitairesisoncoefﬁcientdominantestégalà1.4.1.Idéauxde[X]Théorème2.24.Idéauxde[X]L'anneau[X]estprincipal,c'est-à-direqu'ilestintègreetquetoutidéalde[X]estdelaformeP0[X],oùP0estunpolynôme,quel'onpeutchoisirunitaire(ilestalorsunique).DémonstrationOnsaitdéjàque[X]estintègre:∀(P,Q)∈[X]2,PQ=0⇒(P=0ouQ=0).SoitIunidéalde[X].SiI={0},alorsIestl’idéalengendréparlepolynômenul.SiI={0},considéronsl’ensembleDdesdegrésdespolynômesnonnulsdeI.CommeDestunepartienonvidede,ellepossèdeunpluspetitélémentn0.SoitP0unélémentdeIdedegrép0.L’idéalP0[X]engendréparP0estinclusdansI.Réciproquement,soitPunélémentquelconquedeI.PardivisioneuclidiennedePparP0:P=P0Q+Ravecdeg(R)<p0.CommePetP0QappartiennentàI,RappartientaussiàI.OrsondegréeststrictementinférieuraupluspetitdegrédesélémentsnonnulsdeI,doncR=0.LepolynômePestdoncunmultipledeP0,c’est-à-direqueIestinclusdansl’idéalengendréparP0.Endéﬁnitive,Iestl’idéalengendréparlepolynômeP0,oupartoutpolynômeassociéàP0.Parmiceux-ci,ilenexisteunetunseulquisoitunitaire.Onpeutétendresansdifﬁcultéà[X]lesnotionsdePGCD,PPCM,élémentspremiersentreeux,ainsiquelethéorèmedeBezout.4.2.PGCDdenpolynômesDéfinition2.25.PGCDd'unefamillefiniedepolynômesSoit(A1,...,An)unefamilledenpolynômesàcoefficientsdans.Onappelleplusgrandcom-mundiviseurouPGCDdecettefamillel'uniquegénérateurunitairedel'idéalnk=1Ak[X].46
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4.3.PolynômespremiersentreeuxDéfinition2.26.PolynômespremiersentreeuxSoit(Ak)k∈[[1,n]]∈[X]n.LespolynômesAksontditspremiersentreeuxsileurPGCDest1:nk=1(Ak[X])=[X].Théorème2.27.ThéorèmedeBezoutSoit(Ak)k∈[[1,n]]∈[X]n.LespolynômesAksontpremiersentreeuxsietseulementsiilexisteunefamille(U1,...,Un)∈[X]ntelleque:nk=1AkUk=1.ConseilsméthodologiquesCommepourlesentiers,larecherched'uncouple(U,V)∈[X]2telqueAU+BV=1peututiliserl'algorithmed'Euclide.ExemplePourA=X3+1,B=X2+1,ilvientpardivisionseuclidiennessuccessives:X3+1=(X2+1)X−(X−1)X2+1=(X−1)(X+1)+2.d'où:2=(X2+1)−(X−1)(X+1)=(X2+1)−(X2+1)X−(X3+1)(X+1)=(X3+1)(X+1)−(X2+1)(X2+X−1).Unesolutionparticulièredel'équationAU+BV=1estdonc:(U0,V0)=12(X+1),12(−X2−X+1).Lasolutiongénéraleest:(U,V)=U0+(X2+1)Q,V0−(X3+1)Q,avecQ∈[X].OnretrouveégalementlethéorèmedeGauss:Corollaire2.28.ThéorèmedeGaussSiunpolynômediviseunproduitdedeuxpolynômesetqu'ilestpremieravecl'undesfacteurs,alorsildivisel'autre.∀(A,B,C)∈[X]3,A|BCetA∧B=1=⇒A|C.47
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*DémonstrationPuisqueA∧B=1,ilexiste(U,V)∈[X]2telqueAU+BV=1,d’oùACU+BCV=C.PuisqueA|BC,ilexisteD∈[X]telqueBC=AD.OnendéduitqueA(CU+DV)=CetdoncqueAdiviseC.4.4.Polynômesirréductiblesde[X]Définition2.29.PolynômeirréductiblesuruncorpsUnpolynômede[X]estditirréductibles'ilestnonconstantetsisesseulsdiviseurssontlespolynômesquiluisontassociésetlespolynômesconstants.Remarques•Lespolynômesirréductiblesjouentlemêmerôledans[X]quelesnombrespremiersdans.•Lecaractèreirréductibled’unpolynômedépendducorpsconsidéré.Parexemple,X2+1estirréductibledans[X],maispasdans[X].Proposition2.30.Existenced'undiviseurirréductibleToutpolynômenonconstantde[X]possèdeaumoinsundiviseurirréductible.DémonstrationSoitPunpolynômenonconstant.L’ensembledesdegrésdesdiviseursnonconstantsdePestunepartienonvidede∗,quipossèdedoncunpluspetitélémentn0.SoitD0undiviseurdePdedegrén0.UndiviseurdeD0nonconstantetnonassociéàD0seraitundiviseurdePdedegréstrictementinférieuràn0,cequicontrediraitladéﬁnitionden0.DoncD0estirréductible.Théorème2.31.DécompositionenproduitdefacteursirréductiblesToutpolynômenonconstantde[X]estunproduitdefacteursirréductibles.Cettedécom-positionestunique,saufàchangerunfacteurenunfacteurassociéouàmodifierl'ordredesfacteurs.DémonstrationLadémonstrationestexactementlamêmequecelledeladécompositiond’unentierenproduitdefacteurspremiers.4.5.Irréductiblesde[X]Conformémentauprogramme,nousadmettronssansdémonstrationlethéorèmesuivant,parfoisappeléthéorèmefondamentaldel’algèbre.Théorème2.32.Théorèmeded'Alembert-GaussToutpolynômenonconstantde[X]possèdeaumoinsuneracinedans.48
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Corollaire2.33.Polynômesirréductiblesde[X]•Lesseulspolynômesirréductiblesde[X]sontlespolynômesdedegré1.•Toutpolynômededegrén0de[X]possèdeexactementnracines,comptéesavecleurordredemultiplicité.•Toutpolynômenonconstantde[X]estscindé,c'est-à-direproduitdepolynômesdedegré1.P=λ(X−a1)m1(X−a2)m2···(X−ak)mk.4.6.Irréductiblesde[X]SoitP∈[X],dedegrén0.Ppossèdenracinescomplexes,comptéesavecleurordredemultiplicité.Sizestuneracined’ordrem:P(z)=P(z)=···=P(m−1)(z)=0etP(m)(z)=0.Enconjuguant,onobtient:P(z)=P(z)=···=P(m−1)(z)=0etP(m)(z)=0.zestdoncaussiracinedePaveclemêmeordredemultiplicitéquez.LesracinesdePsontdoncsoitréelles,soitnonréellesconjuguéesdeuxàdeux,aveclemêmeordredemultiplicité.Dansladécomposi-tionenproduitdefacteursirréductiblesdePdans[X],onpeutregrouperlesfacteurscorrespondantàdeuxracinesnonréellesconjuguées:(X−z)m(X−z)m=(X2+bX+c)m,avecb=−2Re(z)∈etc=|z|2∈.LetrinômeX2+bX+cn’apasderacineréelle:sondiscriminanteststrictementnégatif,b2−4c<0.LepolynômePpeutsedécomposerdans[X]souslaforme:P=λ(X−a1)m1(X−a2)m2···(X−ak)mk(X2+b1X+c1)µ1···(X2+bℓX+cℓ)µℓ.Onendéduitlerésultatsuivant:Proposition2.34.Polynômesirréductiblesde[X]Lesseulspolynômesirréductiblesde[X]sont:•lespolynômesdedegré1;•lespolynômesdedegré2dediscriminantstrictementnégatif.RemarqueUnpolynômede[X]dedegréstrictementsupérieurà2n’estcertainementpasirréductible,mêmes’iln’apasderacineréelle.Parexemple:X4+1=(X2+1)2−2X2=(X2−2X+1)(X2+2X+1).Lesracinescomplexesd’unpolynômesansracineréellesontconjuguéesdeuxàdeux,sibienquesondegréestnécessairementpair.Autrementdit,unpolynômede[X]dedegréimpairatoujoursaumoinsuneracineréelle.L’étudedespolynômesirréductiblesde[X]esthorsprogramme,maisilfautsavoirqu’ilenexisteden’importequeldegré.49
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Algèbr

es

Dansceparagraphecommedansleprécédent,estunsous-corpsde,leplussouventou.5.1.Structured'algèbreDéfinition2.35.AlgèbresuruncorpsOnappellealgèbresurlecorpsou-algèbreunensemblemunidedeuxloisinternesnotées+et×etd'uneloiexternedemultiplicationparlesélémentsde,notée·,tellesque:•(,+,·)estun-espacevectoriel;•(,+,×)estunanneau;sonélémentunitéestnoté1;•∀(x,y)∈A2,∀(α,β)∈2,(α·x)×(β·y)=(αβ)·(x×y).Si,deplus,×estcommutative,onditquel'algèbreestcommutative.Exemples•Le-espacevectorielestune-algèbre.•SiEestun-espacevectoriel,l’ensembledesesendomorphismes(E)estune-algèbrepourlacompositiondesapplications.SonélémentunitéestIdE.•L’ensembledesmatricescarréesn()estune-algèbre,d’élémentunitéIn.•L’ensembledespolynômes[X]estune-algèbre,dontl’élémentunitéestlepolynômeconstant1.•L’ensembledesapplicationsd’unensembleXquelconquedans,(X,)estune-algèbre,dontl’élémentunitéestlafonctionconstanteégaleà1.5.2.Sous-algèbreDéfinition2.36.Sous-algèbreSoitune-algèbre.Onappellesous-algèbredeunepartiedequiestàlafoisunsous-espacevectorieletunsous-anneaude.Proposition2.37.Caractérisationd'unesous-algèbreSoitune-algèbre.Unepartiedeestunesous-algèbredesietseulementsi:•1∈;•∀(α,β)∈2,∀(x,y)∈2,αx+βy∈;•∀(x,y)∈2,x×y∈.DémonstrationIlsufﬁtdecumulerlescaractérisationsd’unsous-espacevectorieletd’unsous-anneau.Onremarquequelacondition=∅estsatisfaiteparlapremièrehypothèseetquelacondition∀(x,y)∈2,x−y∈estuncasparticulierdelaseconde,avecα=1etβ=−1.50
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Exemples•estunesous-algèbredela-algèbre.•SiEestun-espacevectoriel,l’ensembledeshomothétieskIdEestunesous-algèbrede(E).•L’ensembledesmatricesdiagonalesdetaillenestunesous-algèbreden().•L’ensembledespolynômespairsestunesous-algèbrede[X].•L’ensembledesapplicationscontinuesd’unintervalleIdedansestunesous-algèbredeI.5.3.Morphismesd'algèbresDéfinition2.38.Morphismed'algèbresSoitetdeux-algèbres.Onappellemorphismededansuneapplicationfdedansquiestàlafoisunmorphismed'espacesvectoriels(c'est-à-direlinéaire)etunmorphismed'anneaux,c'est-à-diretelleque:•f(1)=1;•∀(α,β)∈2,∀(x,y)∈2,f(αx+βy)=αf(x)+βf(y);•∀(x,y)∈2,f(x×y)=f(x)×f(y).Exemples•L’application(un)n∈→limn∈unestunmorphismedela-algèbredessuitesréellesconver-gentesdansl’algèbre.•L’applicationf→f(0)estunmorphismedela-algèbredesfonctionsdedans,dansl’algèbre.5.4.Substitutiondel'indéterminéed'unpolynômeparunélémentd'unealgèbreSoitP=nk=0akXkunpolynômeàcoefﬁcientsdans.RappelonsqueXn’estriend’autrequ’unpoly-nômeparticulier,appeléindéterminéede[X].Onpeutluisubstituerunélémentxd’unensembleE,àconditiondedisposerd’une:•multiplicationinternedansE,pourdéﬁnirxkpourtoutk∈;•multiplicationexterneparlesélémentsde,pourdéﬁnirakxk;•additioninternedansE,pourajouterlestermesprécédents.CesconditionssontréaliséessiEestuneK-algèbre.Définition2.39.Substitutiondel'indéterminéed'unpolynômeSoitune-algèbre.Onappellesubstitutionl'application(P,x)→P(x)de[X]×dansdéfiniedelafaçonsuivante:siP=nk=0akXketx∈,alorsP(x)=nk=0akxkaveclaconventionx0=1.51
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*ExempleSiP=X2−X+2∈[X]:•pouri∈,P(i)=1−i∈;•pourA=1101∈2(),P(A)=A2−A+2I2=2102∈2();•pourX2∈[X],P(X2)=X4−X2+2∈[X].Proposition2.40.Polynômesannulateurs;polynômeminimalSoitune-algèbreetx∈.L'applicationP→P(x)estunmorphismed'algèbresde[X]dans.Lenoyaudecemorphismeestunidéalde[X],appeléidéaldespolynômesannu-lateursdex.Comme[X]estprincipal,cetidéalestengendréparunseulélément.Sicetélémentestnonnul,ilestuniquesionlechoisitunitaire,doncappelépolynômeminimaldex.ConseilsméthodologiquesPestlepolynômeminimaldel'élémentxdesietseulementsiP(x)=0etsi,pourtoutdiviseurQdePnonassociéàP,Q(x)=0.Exemples•L’élémentidela-algèbreapourpolynômeminimalX2+1.•L’élément1101dela-algèbre2()apourpolynômeminimal(X−1)2.•SoitEunespacevectoriel.Unprojecteurpde(E),nonnuletdistinctdeIdE,admetpourpolynômeminimalX2−X.52
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FICHE

S

YNTHÈSE

Idéald’unanneaucommutatifSoitAunanneaucommutatif.•UnidéaldeAestunsous-groupede(A,+)stableparmultiplicationparunélémentquelconquedeA.•L’intersectionetlasommededeuxidéauxdeAsontdesidéauxdeA.•L’idéalengendréparunélémentxdeAestl’ensemblenotéxAdesélémentsdeAdelaformexa,oùa∈A.C’estlepluspetitidéaldeAcontenantx.•UnidéaldeAestditprincipals’ilestengendréparunseulélément.L’anneauAestditprincipals’ilestintègreetsitoussesidéauxsontprincipaux.Arithmétiquedans•L’anneauestprincipal;toutsous-groupedeestprincipal.•LePGCD(resp.PPCM)d’unefamillefinied’entiersestlegénérateursdelasomme(resp.l’inter-section)desidéauxengendrésparlesélémentsdecettefamille.•Lesentiersd’unefamillefiniesontpremiersentreeuxsileurPGCDest1.•ThéorèmedeBezout:lesentiers(x1,...,xn)sontpremiersentreeuxsietseulementsiilexistedesentiersrelatifs(u1,...,un)telsque:x1u1+···+xnun=1.Anneau/n•(/n,+,×)estunanneaucommutatif.•L’élémentkdecetanneauestinversiblesietseulementsik∧n=1.•L’anneau/pestuncorpssietseulementsil’entierpestpremier.•Théorèmechinois:sinetmsontdeuxentierspremiersentreeux,lesanneaux/n×/met/nmsontisomorphes.•L’indicatriced’Eulerd’unentiern∈∗estlenombreφ(n)d’entiersde[[1,n]]premiersavecn.C’estdonclenombred’élémentsgénérateursdugroupecyclique(/n,+)oud’élémentsinver-siblesdel’anneau(/n,+,×).•Sinetmsontdeuxentierspremiersentreeux,φ(nm)=φ(n)φ(m).•Silesdiviseurspremiersdensont(p1,...,pk),alorsφ(n)=n1−1p1···1−1pk.•Théorèmed’Euler:soitn∈∗.Pourtoutentierapremieravecn,aφ(n)≡1[n].•ThéorèmedeFermat:sipestunnombrepremier,alorspourtoutentiera:ap≡a[p].53
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Anneau[X]•L’anneau[X]estprincipal.•Lesnotionsd’arithmétique(PGCD,PPCM,élémentspremiersentreeux,théorèmedeBezout)s’étendentdeà[X].•Unpolynômede[X]estditirréductibles’ilestnonconstantetsisesseulsdiviseurssontlespo-lynômesquiluisontassociésetlespolynômesconstants.•Théorèmeded’AlembertGauss:toutpolynômenonconstantde[X]possèdeaumoinsuneracinedans.•Lesseulspolynômesirré-ductiblesde[X]sontlespolynômesdedegré1.Toutpolynômenonconstantde[X]estscindé.•Lespolynômesirréductiblesde[X]sontlespolynômesdedegré1etlespolynômesdedegré2àdiscriminantstrictementnégatif.Structured’algèbre•Une-algèbreAestàlafoisun-espacevectorieletunanneauaveclarelation:∀(x,y)∈A2,∀(α,β)∈2,(α·x)×(β·y)=(αβ)·(x×y).•Unesous-algèbredeAestàlafoisunsous-espacevectorieletunsous-anneau.•Unmorphismed’algèbresestàlafoisunmorphismed’espacesvectoriels(=linéaire)etunmor-phismed’anneaux.•SiAestunealgèbreetx∈A,unpolynômePestannulateurdexsiP(x)=0.L’ensembledespolynômesannulateursdexestunidéalde[X].Sicetidéalestengendréparunpolynômenonnul,cepolynôme(uniquesiunitaire)estappelépolynômeminimaldex.RETROUVEZICILASYNTHÈSEDECECHAPITREÀTÉLÉCHARGERwww.lienmini.fr/212891-SYNTH-0254
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MÉTHODES

P

AS

À

P

AS

Méthode1:Idéald'unanneaucommutatifPourmontrerqu’unepartied’unanneaucommutatifestunidéal,vouspouvezdémontrerque:•c’estunsous-groupepourl’additionetileststableparlamultiplicationparunélémentquel-conquedel’anneau;•c’estl’imageréciproqued’unidéalparunmorphismed’anneaux(enparticulier,lenoyaudecemorphisme);•c’estl’imagedirected’unidéalparunmorphismesurjectifd’anneaux.Pourmontrerqu’unanneauAestprincipal,vouspouvez:•démontrerqueAestintègreetquetoutidéaldeAestl’ensembledesmultiplesd’unélémentdonné;•trouverunisomorphismeentreAetou[X].Applicationdelaméthode:voirlesexercices1,2,3.Méthode2:Calculdans/nPourmontrerquelaclassed’unentierkmodulonestinversibledans/n,démontrezquekestpremieravecn.Pourtrouverl’inversedek,utilisezl’algorithmed’Euclidepourcalculerlescoefﬁcientsdel’égalitédeBezoutentreketn.Pourcalculerl’indicatriced’Eulerd’unentiern,comptezlesentiersde1ànquisontpremiersavecn,ouutilisezlaformule:φ(n)=n1−1p11−1p2···1−1pk,où(p1,p2,...,pk)sontlesdiviseurspremiersdel’entiern.Dansdesquestionsdecongruences,pensezauxthéorèmessuivants:•théorèmechinois:sin∧m=1,alorsunsystèmedecongruencesmodulosnetmestéquivalentàuneseulecongruencemodulonm;•théorèmed’Euler:sia∧n=1,alorsaφ(n)≡1[n];•petitthéorèmedeFermat:sipestpremier,alorsap≡a[p]pourtouta∈.Applicationdelaméthode:voirlesexercices4,5,A,B,E.55
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*Méthode3:Calculdansl'anneau[X](estunsous-corpsde.)PourcalculerlePGCDdedeuxpolynômes,utilisezl’algorithmed’Euclide.Pourmontrerqu’unpolynômePde[X]estirréductible:•si=,montrezquePestdedegré1;•si=,montrezquePestdedegré1,oudedegré2avecundiscriminantstrictementnégatif;•lesautrescassontdifﬁcilesethorsprogramme(parexemple,=).PourdécomposerunpolynômePde[X]enproduitdefacteursirréductibles,avecégalàou,cherchezlesracinescomplexesdeP(iln’yapasdeméthodesystématique).Applicationdelaméthode:voirlesexercices7,F.Méthode4:Structured'algèbrePourmontrerqu’unepartied’unealgèbreestunesous-algèbrede,montrezquec’estunsous-espacevectorieletunsous-anneaude.PourmontrerquePestlepolynômeminimald’unélémentad’unealgèbre,montrezqueP(a)=0etque,pourtoutdiviseurQdePnonassociéàP,Q(a)=0.Applicationdelaméthode:voirlesexercices6,F.56
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F
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VraiFauxa)L’ensembledesfonctionsdedanss’annulanten0estunidéaldel’anneaudetouteslesfonctionsdedans.b)L’ensembledesfonctionsdérivablesdedansdontladérivées’annuleen0estunidéaldel’anneaudetouteslesfonctionsdérivablesdedans.c)SoitAunanneaucommutatif.Aestleseulsous-anneaudeAquiestaussiunidéaldeA.d)L’anneau2estintègre.e)Lesanneaux/8×/10et/80sontisomorphes.f)6estinversibledansl’anneau/25.g)Pourtout(p,q)∈2,φ(pq)=φ(p)φ(q).h)Deuxpolynômesquin’ontpasderacinecommunesontpremiersentreeux.i)LepolynômeX6+1estirréductibledans[X].j)estunesous-algèbredela-algèbre.Ex

er

cic

es

d

'application

du

chapitr

e

2

Sivousêtesbloquépourdémarrerunexerciced’application,rendez-vousàlaﬁndelapartieExercices,rubrique«Aidesàlarésolutiondesexercices».EXERCICE1SoitAunanneaucommutatifetMunepartiedeA.OnappelleannulateurdeMl’ensembledesélémentsadeAtelsqueam=0ApourtoutmdeM.Montrerquel’annulateurdeMestunidéaldeA.EXERCICE2SoitAunanneaucommutatifetIunidéaldeA.Onditquel’idéalIestpremiersipourtout(a,b)∈A2,ab∈I⇒(a∈I)ou(b∈I).1)Trouverlesidéauxpremiersde.2)Onconstruitl’anneau-quotientA/Icommeonaconstruitdanslecoursl’anneau/n.Montrerquel’idéalIestpremiersietseulementsil’anneauA/Iestintègre.3)Montrerque,sifestunmorphismed’anneauxdeAdansA,l’imageréciproqued’unidéalpremierdeAestunidéalpremierdeA.EXERCICE3SoitAunanneaucommutatif.UnélémentxdeAestditnilpotents’ilexisteunentiernaturelnonnulntelquexn=0A.1)Montrerquel’ensembledesélémentsnilpotentsdeAestunidéaldeA.2)Soitx∈A.Montrerque,sixestnilpotent,alors1A−xestinversible.Précisersoninverse.57
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*EXERCICE41)Soitndontl’écritureenbase10estdonnéeparn=ki=0bi10i.Donneruneexpressiondenmod11etendéduirequenestcongrumodulo11àlasommealternéedeseschiffres(parexemple,1234≡4−3+2−1≡2[11]).2)Vériﬁerque101estunnombrepremierettrouverunprocédésimilairepourdéterminerlaclassed’unentiermodulo101.Calculer1234mod101,puis222mod101.EXERCICE5Onconsidèrelegroupe(G,×)desélémentsinversiblesdel’anneau/32.1)QuelestlecardinaldeG?2)Quelssontlesordresdeséléments5et15?3)TrouverungroupeadditifisomorpheàG.EXERCICE6Pourtout(a,b)∈2,ondéﬁnitlamatriceM(a,b)=abbbabbba.1)Montrerquel’ensembleEdesmatricesM(a,b)estunesous-algèbredel’algèbre3().2)Trouverlesélémentsinversiblesdel’algèbreE.EXERCICE7Trouverl’ensembledespolynômesP∈[X]telsqueP(X2)=P(X−1)P(X+1).Ex

er
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Sivousêtesbloquépourdémarrerunexerciced’approfondissement,rendez-vousàlaﬁndelapartieExercices,rubrique«Aidesàlarésolutiondesexercices».EXERCICEASoitnunentiersupérieurouégalà3et(G,×)legroupedesélémentsinversiblesdel’anneau/2n.1)QuelestlecardinaldeG?2)Démontrerque:52n−3≡2n−1+1[2n].3)Endéduirel’ordredel’élément5danslegroupeG.EXERCICEBThéorèmedeWilson1)Montrerqu’unentierpestpremiersietseulementsi(p−1)!≡−1[p].2)Soitpunnombrepremierdelaforme4n+1.Montrerque,dans/p:−1=(2n)!2.EXERCICEC1)Soitkunentier.Montrerquel’applicationfk:x→kxestunmorphismedugroupe(/n,+)danslui-même.Àquelleconditioncemorphismeest-ilbijectif?58
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Chapitre2.ComplémentssurlesanneauxEXER

CICES

2)Ondésignepar((/n)∗,×)legroupedesélémentsinversiblesdel’anneau(/n,+,×)etpar(Aut(/n),◦)legroupedesautomorphismesdugroupe(/n,+).Onconsidèrel’applicationφ:k→fkde(/n)∗dansAut(/n).Montrerqueφestunmorphismedugroupe(/n)∗,×danslegroupeAut(/n),◦.Déterminersonnoyauetsonimage.Quepeut-onendéduire?EXERCICEDOnappelleentiertriangulaireunentiernaturelquipeuts’écriresouslaformedelasommedesnpremiersentiersstrictementpositifs:N=1+2+···+n=n(n+1)2.Lebutdel’exerciceestdetrouverl’ensembledesentiersquisontàlafoistriangulairesetcarrés,c’est-à-direpourlesquelsilexistedeuxentiersstrictementpositifsnetptelsque:N=n(n+1)2=p2.(1)1)Soit(n,p)∈∗2vériﬁantl’équation(1).Onpose:r=2n+1;s=2p.Montrerque:r2−2s2=1.(2)CetteéquationestappeléeéquationdePell-Fermat.2)Onconsidèrel’ensemble[2]={a+b2,(a,b)∈2}.a)Montrerque[2]estunanneaucommutatif.b)OndésigneparGlegroupedesélémentsinversiblesdecetanneau.Soit(a,b)∈2.Montrerquea+b2∈Gsietseulementsia2−2b2=±1.c)Soit(a,b)∈∗2telquea+b2∈G.i.Montrerqueba<2b.ii.Onposea+b21+2=a1+b12,avec(a1,b1)∈2.Montrerquea1+b12∈Getque0<a1a;0b1<b.iii.Montrerqu’ilexisteq∈∗telquea+b2=(1+2)q.Discuterlavaleurdea2−2b2enfonctiondeq.3)Endéduirel’ensembledescouples(r,s)∈∗2vériﬁantl’équation(2),puisl’ensembledesentierstriangulairescarrés.EXERCICEESoitpunnombrepremiersupérieurouégalà3etnunentiernaturelsupérieurouégalà2.Onveutmontrerquelegroupe(/pn)∗desélémentsinversiblesdel’anneau/pnestcyclique.1)Montrerque,pourtoutk∈∗,(1+p)pk≡1[pk+1]et(1+p)pk≡1[pk+2].2)Endéduirel’ordredelaclassede1+pdanslegroupe(/pn)∗.3)Onadmetquelegroupe(/p)∗estcyclique;soitxunentiertelquexsoitunélémentgénérateurdecegroupe.Montrerquelaclassedexdans(/pn)∗apourordreunmultipledep−1.Endéduirequ’ilexistedanscegroupeunélémentyd’ordrep−1etconclure.EXERCICEFUnréelαestditalgébriques’ilexisteunpolynômePàcoefﬁcientsentiers(relatifs)admettantαpourracine.1)Montrerquetoutnombrerationnelestalgébrique.Laréciproqueest-ellevraie?2)Soitαunréelalgébrique.Montrerquel’ensembledespolynômesàcoefﬁcientsrationnelsadmet-tantαpourracineestunidéaldel’anneau[X].Endéduirel’existenced’unpolynômeP0àcoef-ﬁcientsentierspremiersentreeuxdansleurensemble,quiengendrecetidéal.MontrerqueP0estuniqueausigneprès.Celuiquiauncoefﬁcientdominantpositifestappelépolynômeminimaldeα.59
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*3)Déterminerlepolynômeminimaldechacundesréelsalgébriquessuivants:α=5+12;α=3+2−3−2;α=cos(2π5).EXERCICEGPrincipeducodageRSASoitpetqdeuxnombrespremiersdistincts.Onposen=pq.1)Déterminerφ(n),indicatriced’Eulerden.2)Soitxunentiercomprisentre1etn−1.Montrer,àl’aidedupetitthéorèmedeFermat,quepdivisexouxp−1−1,etqueqdivisexouxq−1−1.3)Montrerque,quelquesoitl’entiernaturelk,xkφ(n)+1estcongruàxmodulon.4)Soitcunentierpremieravecφ(n).Montrerqu’ilexisteunentierdtelquecdsoitcongruà1moduloφ(n).Endéduirequexcdestcongruàxmodulon.5)CequiprécèdeconstitueleprincipeducryptageRSA:undestinatairedésirantsefaireenvoyerdesmessagescryptésdiffuselibrementuneclédecodagec;ilconserveprécieusementpourlui-mêmelaclédedécodagecorrespondanted.L’expéditeurd’unmessagedoitlenumérisersousformed’unentierx(opérationfacileàcasser),puiscalculerlaclassedexcmodulon,quiconstitueralemes-sagecryptéy.a)Commentledestinatairepeut-ildécrypterlemessage?Pourquoiest-illeseulàpouvoirlefaire?b)Surquoireposelasécuritédusystème?c)Exemple:Onchoisitp=397,q=457,c=1789.Calculerlaclédedécodaged.Crypterpuisdécrypterlemessage«RAS»(numériséenreprésentantchaquelettreparsonnuméroalphabétique).Sujets

de

c
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SUJETIOralCCINPMPSoitθ∈etn∈∗.Décomposerenproduitdepolynômesirréductiblessur[X],puissur[X],lepoly-nôme:P=X2n−2Xncos(nθ)+1.SUJETIIOralMinesMPSoitpunnombrepremierimpairetqundiviseurpremierde2p−1.Montrerqueq≡1[2p].SUJETIIIOralCentraleMPSoitpetqdeuxentierspremiersentreeux.OnconsidèrelespolynômesA=(1−Xp)(1−Xq)etB=(1−Xpq)(1−X).MontrerqueAdiviseBetquelequotientQ=BAestàcoefﬁcientsentiers.CalculerQ(0)etQ(1).SUJETIVOralXMP1)SoitP∈[X],n∈∗,m=P(n).Montrerque:∀k∈,m|P(n+km).2)Endéduirequ’iln’existeaucunpolynômePàcoefﬁcientsentiersnonconstanttelque,pourtoutentiern∈,P(n)soitunnombrepremier.60
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Chapitre2.ComplémentssurlesanneauxEXER

CICES

SUJETVOralXMPSoitP∈[X]unpolynômeàcoefﬁcientsentiersetα∈uneracineentièredeP.1)Onsaitqu’ilexisteunpolynômeQ∈[X]telqueP(X)=(X−α)Q(X).MontrerqueQ∈[X].2)Endéduirequesix∈estunentiernonracinedeP,alorsx−αdiviseP(x).3)DonneruneméthodepourtrouvertouteslesracinesentièresdeP.4)Exemple:trouverlesracinesentièresdeP=X4−8X2+5X+6.SUJETVIOralCentraleMPSoitAunsous-anneaude.1)Soitp∈etq∈∗,premiersentreeux.Montrerque,sip/q∈A,alors1/q∈A.2)SoitIunidéaldeAdistinctde{0}.Montrerqu’ilexisten∈∗telqueI∩=netqu’alorsI=nA.3)Soitpunnombrepremier.Onpose:Zp={a/b;a∈,b∈∗,p∧b=1}.Montrerque,six∈∗,alorsxou1/xappartientàZp.4)Onsupposeicique,pourtoutx∈∗,xou1/xappartientàA.OnnoteIl’ensembledesélémentsnoninversiblesdeA.a)MontrerqueIestunidéaldeA.b)MontrerquetoutidéalstrictdeAestinclusdansI.c)EndéduirequeA=ouA=Zppouruncertainnombrepremierp.SUJETVIIOralENSLyonMPSoitAune-algèbrededimensionﬁnieetintègre.Onidentiﬁe1Aà.1)MontrerqueAestuncorps.2)Montrerquepourtoutx∈A,ilexiste(α,β)∈2telquex2=αx+β.3)Montrerquepourtoutx∈A,x2∈+⇒x∈.4)SoitV={x∈A,x2∈−}.Montrerquepourtoutx∈A,ilexisteununiqueξ∈telque(x−ξ)∈V.5)Soit(x,y)∈V2,(α,β)∈2.Montrerqueαx+βy∈⇒αx+βy=0.6)MontrerqueVestun-espacevectoriel,supplémentairededansA.7)OnsupposequeV={0}.Montrerqu’ilexisteunélémentv∈Vtelquev2=−1.QuelleestladimensiondeV?CelledeA?8)Montrerquel’algèbreAestisomorpheàou.SUJETVIIIOralCentraleMPSoitP=nk=0akXkunpolynômede[X],unitaire,admettantpourracines(λ1,...,λn)(comptéesavecleurordredemultiplicité).Onnote:P=nk=0|ak|;L(P)=nk=0|ak|212;M(P)=nk=1max(1,|λk|).1)Montrerque∀k∈[[0,n]],|ak|nkM(P).2)EndéduirequeL(P)2nM(P).3)MontrerqueL(P)2=12π2π0|P(eiθ)|2dθ.4)Endéduireque,siP=(X−λ)Q,alors:L(P)=L(λX−1)Q.EndéduireuneexpressiondeL(P),endistinguantlesracinesdemodulesupérieurà1desautres.5)Démontrerque:L(P)M(P)(inégalitédeLandau).61
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*SUJETIXCompilationdeplusieurssujetsd'écritCCINPetCentralePartieA:Anneaux[n]Soitnunentiernaturelquin’estpaslecarréd’unentier.Ondésignepar[n]l’ensembledesnombresréelsdelaformea+bn,oùaetbsontdesentiersrelatifsquelconques.1)Montrerquel’applicationde2dans[n]:(a,b)→a+bnestbijective.2)Montrerque[n]estunsous-anneaude.Est-ilintègre?3)Montrerquel’applicationφde[n]dans[n]:a+bn→a−bnestunautomorphismeinvolutifde[n].4)Pourtoutélémentxde[n],onconsidèreleproduitN(x)=xφ(x).a)Montrerque∀x∈[n],N(x)=0⇐⇒x=0.b)Montrerque∀(x,y)∈[n]2,N(xy)=N(x)N(y).5)Montrerquexélémentde[n]estinversibledans[n]sietseulementsiN(x)=±1.PartieB:Étudedel’anneau[5]Onchoisitdanscettepartien=5.1)Donnerquelquesexemplesd’élémentsinversiblesdel’anneau[5].Démontrerqu’ilenexisteuneinﬁnité.2)a)Démontrerqu’iln’existepasd’entiersrelatifscetdtelsquec2−5d2=±2(onpourraraison-nerdansl’anneau/4).b)Endéduirequel’élément2estpremier(ouirréductible)dansl’anneau[5],c’est-à-direque,s’ilexistedeuxélémentsxetyde[5]telsquexy=2,alorsxouyestinversible.3)SoitIl’ensembledesélémentsx=a+b5de[5]telsquelesentiersaetbsoientdemêmeparité.DémontrerqueIestunidéaldel’anneau[5].4)Onsupposequel’idéalIestengendréparunélémentx.Ilexistedoncdesélémentsyetzde[5]telsque2=xyet1+5=xz.Trouverunecontradiction.Quepeut-ondiredel’anneau[5]?PartieC:AnneaudesentiersdeGaussOnappelleentierdeGaussunnombrecomplexedontlapartieréelleetlapartieimaginairesontdesentiersrelatifs:u=a+ib,(a,b)∈2.Ondésignepar[i]l’ensembledesentiersdeGauss.1)Montrerque[i]estunsous-anneaude.Est-ilintègre?Est-ceuncorps?2)a)Montrerque,pourtoutu∈[i],|u|2estunentiernaturel.b)Montrerqueuestinversibledans[i]sietseulementsi|u|=1.c)Endéduirel’ensembledesélémentsinversiblesdel’anneau[i].Quelgroupeconnureconnaît-on?3)Étantdonnédeuxélémentsnonnulsuetvde[i],onditqueudivisev(ouquevestunmultipledeu)s’ilexistew∈[i]telque:v=uw.a)Montrerque,siudivisevdans[i],alors|u|2divise|v|2dans.b)2+iet2−isont-ilsdesdiviseursde4+7i?Laréciproquedelaquestion(a)est-ellevraie?c)DeuxentiersdeGausssontditsassociéssichacundivisel’autre.Montrerqu’ils’agitd’unerelationd’équivalence.Quelleestlaclassed’équivalenced’unélémentu=a+ibde[i]?4)a)Montrerque,pourtoutnombrecomplexez,ilexisteunentierdeGaussutelque|z−u|<1.b)Endéduireque,pourtoutcouple(u,v)∈[i]2,avecv=0,ilexisteuncouple(q,r)∈[i]2telqueu=vq+ret|r|<|v|.c)Lecouple(q,r)est-ilunique?Déterminertouteslessolutions(q,r)∈[i]2pouru=1−ietv=2i.5)Montrerquel’anneau[i]estprincipal.6)UnentierdeGaussu,nonnuletnoninversible,estditpremier(ouirréductible)s’iln’admetpasd’autresdiviseursquelesinversiblesetlesélémentsquiluisontassociés.a)Montrerque,si|u|2estpremierdans,alorsuestpremierdans[i].b)Lesentiers2et3sont-ilspremiersdans[i]?Laréciproquedelaquestiona)est-ellevraie?62
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c)Montrerque,siu=a+ib,aveca∈∗,b∈∗,estpremierdans[i],alors|u|2=a2+b2estpremierdans.d)Montrerquelasommededeuxcarrésd’entiersnaturelsn’estjamaiscongrueà3modulo4.Montrerqu’unentiernaturelcongruà3modulo4premierdansestpremierdans[i].e)Onadmetqu’unentiernaturelcongruà1modulo4premierdansesttoujourssommededeuxcarrésd’entiersnaturels;endéduirequ’iln’estpaspremierdans[i].f)Quelestl’ensembledesélémentspremiersde[i]?63
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*AidesàlarésolutiondesexercicesExercicesd'applicationduchapitre2Exercice1.Vérifiezsoigneusementtouteslesconditionsdeladéfinitiond'unidéal.Exercice2.1)Àquellecondition(ndiviseab)implique(ndiviseaoub)?2)Traduisezlacondition(l'idéalIestpremier)entermesdeclassesd'équivalencedansA/I.Exercice3.Calculez,àl'aidedelaformuledubinôme,(x−y)N,avecNsuffisammentgrandpourquetouslestermessoientnuls.Exercice4.Remarquezque10≡−1[11].Exercice5.L'ordred'unélémentxd'ungroupefiniGestlepluspetitdiviseurdducardinaldugroupetelquexd=1G.Exercice6.1)ÉcrivezM(a,b)souslaformeaI3+bJ.2)CalculezledéterminantdeM(a,b).Exercice7.SilepolynômePn'estpasconstant,envisagezl'unedesesracinesayantleplusgrandmodule.Exercicesd'approfondissementduchapitre2ExerciceA.Mêmeméthodequedansl'exercice5.Ladeuxièmequestionserésoutparrécurrence.ExerciceB.Quelleestlaclassemodulopduproduitdetouteslesclassesinversibles?ExerciceC.1)L'applicationfkestinjectivesietseulementsikx=0impliquex=0.2)Pourmontrerlasurjectivitédeφ,considérezunautomorphismefde/netcalculezφ(k),oùk=f(1).ExerciceD.L'exerciceestbiendétaillé.Faitesattentionauxensemblesprécisauxquelsappartiennentchacunedesvariables.L'anneau[2]estunexempled'anneau[n]faisantl'objetduproblèmeIXàlafindecechapitre.ExerciceE.1)Raisonnezparrécurrence.ExerciceF.Siunréelαestracined'unpolynômeirréductiblePde[X],Pestlepolynômeminimaldeα.ExerciceG.2)PensezauthéorèmedeFermat.3)Pensezàlarécurrence.4)cestinversibledans/φ(n).64
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a)Vrai.b)Faux,sif(0)=0,(fg)(0)=f(0)g(0).c)Vrai.Unidéalquicontient1AestégalàA.d)Faux.Parexemple,(1,0)×(0,1)=(0,0).e)Faux.Parexemple,dans/8×/10,40(x,y)esttoujoursnul,alorsquedans/80,40×1=0.f)Vrai,car6et25sontpremiersentreeux.g)Faux.Ilfautsupposerpetqpremiersentreeux.h)Faux.Dans[X],lespolynômes(X−1)(X2+1)et(X+1)(X2+1)n’ontpasderacinecommune,maisleurPGCDestX2+1.Lapropriétéestvraiepourdespolynômesscindés,doncenparticulierdans[X].i)Faux,puisquedeg(X6+1)>2.j)Faux.n’estpasstableparcombinaisonslinéairesàcoefﬁcientscomplexes.C
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EXERCICE1SoitAnn(M)l’annulateurdeM.•Ann(M)=∅,car0A∈Ann(M).•Soit(a,b)∈Ann(M)2.Sim∈Malorsam=bm=0Ad’où(a−b)m=0A.Ainsia−b∈Ann(M).Parconséquent(Ann(M),+)estunsous-groupede(A,+).•Soita∈Ann(M)etx∈A.Sim∈Malorsam=0Ad’oùxam=0A.Ainsixa∈Ann(M).FinalementAnn(M)estunidéaldeA.EXERCICE21)L’idéalndel’anneauestpremiersietseulementsiab∈nimpliquea∈etb∈,c’est-à-direndiviseabimpliquendiviseaoub,cequicaractériseunentiernpremier.2)Remarquonsquea∈Iéquivautàa=0.Ils’ensuitquel’idéalIestpremiersietseulementsidansA/Il’égalitéab=0impliquea=0oub=0.C’estladéﬁnitiond’unanneauintègre.3)SoitJunidéalpremierdeAet(a,b)∈A2telqueab∈f−1(J).Pardéﬁnition,f(ab)∈Jsoitf(a)f(b)∈J.Parhypothèsef(a)∈Jouf(b)∈J,c’est-à-direa∈f−1(J)oub∈f−1(J).Cecisigniﬁequef−1(J)estunidéalpremier.EXERCICE31)Soitl’ensembledesélémentsnilpotentsdeA.•Toutd’abord=∅,car0Aestnilpotent.•Soit(x,y)∈2et(n,m)∈∗2telquexn=ym=0A.Alors:(x−y)n+m−1=n+m−1k=0n+m−1kxk(−y)n+m−1−k.65
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*Sikn,alorsxk=0A;sik<n,alorsn+m−1−kmdonc(−y)n+m−1−k=0A.Parconséquent(x−y)n+m−1=0Asoitx−y∈.Finalement(,+)estunsous-groupede(A,+).•Soitx∈eta∈A.Ilexisten∈telquexn=0A.Alors(ax)n=anxn=0A.Ainsiax∈.EnconclusionestunidéaldeA.2)Soitx∈Atelquexn=0A.Partélescopage,ilvient:(1A−x)n−1k=0xk=n−1k=0xk−nk=1xk=1A−xn=1A.Demême,n−1k=0xk(1A−x)=1A.Finalement,1A−xestinversibleetsoninverseest:(1A−x)−1=n−1k=0xk.EXERCICE41)10=11−1donc10≡−1[11].Alors,n≡ki=0bi10i≡ki=0bi(−1)i[11].2)Idemavec100=101−1,donc100≡−1[101].Prendrelasommealternéedeschiffresdeuxpardeuxmodulo101.Parexemple:1234≡34−12≡22[101].222=4×1024×1024≡4×14×14≡56×14≡784≡84−7≡77[101].EXERCICE51)Lesinversiblesde/32sontlesclassesdesentiersde0à31premiersavec32,c’est-à-direimpairs.DoncCard(G)=16.2)L’ordrede5estundiviseurde16,soit2,4,8ou16.Or52=25=−7;54=49=17=−15;58=225=1.L’élément5estdoncd’ordre8.Ontrouvedemêmequel’élément15estd’ordre2.3)PosonsG=/2×/8etdéﬁnissonsφ:G→Gparφ(a,b)=15a5b.Onvériﬁequeφestunmor-phismedegroupesde(G,+)dans(G,·).Soit(a,b)∈Kerφ.Alorsφ(a,b)=15a5b=1,d’où5b=152−a.D’aprèslescalculsde2),ilvient<5>∩<15>={1},d’oùa=0etb=0.Lemorphismeφestainsiinjectif.CommeCard(G)=Card(G),ilestbijectif.Lesgroupes(G,·)et(G,+)sontisomorphes.EXERCICE61)Onpeutécrire:M(a,b)=aI3+bJ,avecJ=M(0,1)=011101110.Ainsi,Eestlesous-espacevectorielde3()engendréparlafamille(I3,J).Deplus,EcontientlamatriceunitéI3.MontronsqueEeststableparmultiplication:∀(a,b,a,b)∈4,M(a,b)M(a,b)=(aI3+bJ)(aI3+bJ)=aaI3+(ab+ab)J+bbJ2.OrJ2=211121112=2I3+J,quiappartientàE.DoncM(a,b)M(a,b)∈E.Eestbienunesous-algèbrede3().66
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Chapitre2.Complémentssurlesanneaux2)Unematricecarréeestinversiblesietseulementsisondéterminantestnonnul.detM(a,b)=abbbabbba=aba+2bbaa+2bbba+2b=aba+2bb−aa−b00b−a0=(a+2b)(b−a)2.LesélémentsinversiblesdeEsontlesmatricesM(a,b)tellesquea=beta=−2b.EXERCICE7SupposonsquelepolynômePnesoitpasconstant.L’ensembledesesracinesestalorsﬁnietnonvide.L’ensembledesmodulesdesracinesestunepartieﬁnienonvidede,quipossèdedoncunplusgrandélémentM.SoitαuneracinedePdemoduleM.Onaalors:P(α+1)2=P(α)P(α+2)=0P(α−1)2=P(α−2)P(α)=0.Donc(α+1)2et(α−1)2sontégalementracinesdeP.Ils’ensuitqu’ellesontchacuneunmoduleinférieurouégalà|α|.or:(α+1)2−(α−1)2=4α,d’où:4|α|(α+1)2+(α−1)22|α|.Onendéduitα=0,ordanscecas(α+1)2=α−1)2=1,cequicontreditlefaitqueαsoitlaracinedeplusgrandmodule.Onadoncdémontréparl’absurdequelepolynômePestconstant.SiP(X)=C,alorsC=C2,d’oùC∈{0,1}:lepolynômePestsoitnul(ilauneinﬁnitéderacines)soitégalà1(iln’aaucuneracine).C
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EXERCICEA1)Lesinversiblesde/2nsontlesclassesdesentiersde0à2n−1quisontpremiersavec2n,c’est-à-direimpairs.Ils’ensuitqueCard(G)=2n−1.2)Récurrence:•Pourn=3:5≡22+1[8].•Soitn3telque52n−3≡2n−1+1[2n].52n−2=52n−32=(2n−1+1+k2n)2=22n−2+1+k222n+2n+k2n+1+k22n≡2n+1[2n+1].3)L’ordrede5estundiviseurdel’ordredeG;ilestdoncdelaforme2pavecpn−1.Laquestionprécédentefournit52n−3≡1[2n]ainsique52n−2≡(52n−3)2≡(2n+1)2≡1[2n].L’ordrede5estﬁnalement2n−2.EXERCICEB1)Si(p−1)!≡−1[p],alorspestpremieravec1,2,...,p−1,doncpestunnombrepremier.Réciproque-ment,sipestpremier,alorstouteslesclasses1,2,...,(p−1)sontinversiblesdans/p.Effectuonsleproduitdecesclasses.Remarquonsquepourtoutx∈/p,x2=1équivautà(x−1)(x+1)=0;parintégritéde/p,onendéduitqueseulesdeuxclassessontleurpropreinverse,àsavoir1et(−1),quiestaussi(p−1).Ainsidansleproduit1···(p−1)onpeutregrouperchaqueclasseavecsoninverse,saufcellesquisontleurpropreinverse.Leproduitestdoncégalà(−1).2)Ici,dans/p,(4n)!=(−1)[p].Mais:(4n)!=1·2···(2n)(−2n)···(−2)(−1)=(2n)!2.67
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*EXERCICEC1)k(x+y)=kx+ky:fkestunmorphisme.Ilestbijectifsietseulementsik∧n=1.2)φ(k)◦φ(k)=fk◦fk=fkk=φ(kk):φestunmorphisme.Kerφ={k∈(/n)∗,fk=Id}={1}:φestinjectif.Soitf∈Aut(/n).Posonsk=f(1).Ilvientf(2)=f(1+1)=f(1)+f(1)=2f(1)=2k,puisparrécurrencepourtoutx:f(x)=kx,d’oùf=fk=φ(k).Lemorphismeφestsurjectif.Finalementlesgroupes((/n)∗,×)et(Aut(/n),◦)sontisomorphes.EXERCICED1)Immédiat.2)a)Ilsufﬁtdemontrerque[2]estunsous-anneaude.b)Sia+b2∈G,ilexiste(a,b)∈2telque:(a+b2)(a+b2)=1,c’est-à-dire:aa+2bb=1ab+ab=0.Onendéduit:(a−b2)(a−b2)=1,puisenmultipliantmembreàmembre:(a2−2b2)(a2−2b2)=1.L’entierrelatifa2−2b2estinversibledans,d’où:a2−2b2=±1.Réciproquement:•sia2−2b2=1,alors(a+b2)(a−b2)=1,donca+b2∈G;•sia2−2b2=−1,alors(a+b2)(−a+b2)=1,donca+b2∈G.c)Soit(a,b)∈∗2telquea+b2∈G.i.Distinguonsdeuxcas:•sia2−2b2=1,alorsa2−b2=b2+1>0,donca>b;deplusa2−4b2=1−2b2;orb1donca2−4b2−1<0eta<2b;•sia2−2b2=−1,alorsa2−b2=b2−10,doncab;deplusa2−4b2=−1−2b2<0,donca<2b.ii.a1+b12=a+b21+2=(a+b2)(2−1)=(2b−a)+(a−b)2.D’où:a1=2b−ab1=a−b.a21−2b21=(2b−a)2−2(a−b)2=−a2+2b2=±1.Donca1+b12∈G.Onaimmédiatementa1>0etb10.Deplus:a1−a=2b−2a0,d’où:a1a;etb1−b=a−2b<0,d’où:b1<b.iii.Enréitérantleprocédé,onobtientdessuitesd’entiersnaturels(ai)décroissanteet(bi)strictementdécroissante,doncﬁnie.Ilexisteq∈∗telquebq=0.Onaalors:aq+bq2=1,aq−1+bq−12=1+2,aq−2+bq−22=(1+2)2,jusqu’àa+b2=(1+2)q.Onremarquequesiqestpair,a2−2b2=1etsiqestimpair,a2−2b2=−1.3)Considérons(r,s)∈∗2vériﬁantl’équation(2):r2−2s2=1.D’aprèscequiprécède,r+s2∈Getdoncilexisteq∈∗telquer+s2=(1+2)q.Réciproquement,sir+s2=(1+2)q,r2−2s2=(−1)q;lecouple(r,s)∈∗2vériﬁel’équation(2)sietseulementsiqestpair,delaforme2k.L’ensembledessolutionsdel’équation(2)estl’ensembledescouples(r,s)∈∗2telsquer+s2=(1+2)2k,aveck∈∗.68
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Chapitre2.ComplémentssurlesanneauxOnaalorsr−s2=(1−2)2k,d’où:r=(1+2)2k+(1−2)2k2s=(1+2)2k−(1−2)2k22.Revenantauxentiersnetp,onobtient:n=(1+2)2k+(1−2)2k−24p=(1+2)2k−(1−2)2k42.L’ensembledesentierstriangulairescarrésestl’ensembledesentiersdelaforme:N=p2=(1+2)2k−(1−2)2k232,oùk∈∗.Tabledespremièresvaleurs:knpN111128636349351225428820441616516811189141372169800693048024900757121403911631432881833292823541655420693056EXERCICEE1)Récurrence:pourk=1,(1+p)p=1+p2+µp3,quiestcongruà1modulop2età1+p2modulop3.Soitk∈∗telque(1+p)pk=1+λpk+1avecλ∈p:(1+p)pk+1=(1+λpk+1)p=1+λpk+2+µpk+3≡1[pk+2].2)(1+p)pn−1≡1[pn]et(1+p)pn−2≡1[pn].Doncl’ordrede1+pestpn−1.3)xapourordrep−1dans/p.Onconsidèrelemorphismedegroupes(/pn)∗→(/p)∗qui,àlaclassedexmodulopn,associesaclassemodulop.L’ordredexdans(/pn)∗estunmultipledep−1:q=r(p−1).L’élémenty=xrestd’ordrep−1.Commep−1etpn−1sontpremiersentreeux,l’ordredey(1+p)est(p−1)pn−1,c’est-à-direφ(p):legroupe(/pn)∗estcyclique.EXERCICEF1)Siα=pqavec(p,q)∈×∗,ilestracinedupolynômeqX−p,àcoefﬁcientsentiers.Mais2estracinedupolynômeX2−2etiln’estpasrationnel.2)L’ensembledespolynômesàcoefﬁcientsrationnelsadmettantαpourracineestnonvide(ilcontientlepolynômenul),stableparsoustractionetparmultiplicationparunpolynômequelconqueàcoefﬁcientsrationnels:c’estunidéalde[X].Commeestuncorps,l’anneau[X]estprincipal,doncl’idéaltrouvéestengendréparunseulélémentQ0∈[X].EnmultipliantparledénominateurcommundescoefﬁcientssimpliﬁésdeQ0,onobtientunpolynômeannulateurP0àcoefﬁcientsentierspremiersentreeuxdansleurensemble.Ilestuniqueàl’associationprès,c’est-à-direiciausigneprès.69
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*3)•α=5+12.Alorsα2=5+32=α+1,d’oùP0=X2−X−1.•α=3+2−3−2.Alorsα2=23−2donc(a2+2)2=12d’oùa4+4a2−8=0.LepolynômeP0=X4+4X2−8estirréductibledans[X]:c’estlepolynômeminimaldeα.•α=cos(θ),avecθ=2π5.Alorscos(5θ)=16cos5θ−20cos3θ+5cosθ=1,d’où16α5−20α3+5α−1=0.Mais16X5−20X3+5X−1=(X−1)(4X2+2X−1)2,dontlesracinessont1,cos2π5etcos4π5.LepolynômeminimaldeαestP0=4X2+2X−1.EXERCICEG1)Commep∧q=1,ilvientφ(n)=φ(p)φ(q)=(p−1)(q−1).2)D’aprèslethéorèmedeFermat,pdivisexp−x=x(xp−1−1).Commepestpremier,ildivisesoitx,soitxp−1−1.Demême,qdivisesoitxsoitxq−1−1.3)Récurrence;k=0:évident.Soitk∈telquexkφ(n)+1≡x[n].•Sixn’estdivisibleniparp,niparq,alorsxφ(n)=x(p−1)(q−1)estcongruà1modulopetmoduloq,doncmodulopq.Onaalors:x(k+1)φ(n)+1≡x[pq].•Sixestdivisibleparp,alorsxφ(n)estcongruà0modulopetà1moduloq,doncx(k+1)φ(n)+1estdetoutesfaçonscongruàxmodulopetmoduloq,doncmodulopq.4)Commec∧φ(n)=1,cestinversibledans/φ(n):ilexistedtelquecd≡1[φ(n)],c’est-à-direcd=kφ(n)+1.D’aprèslaquestionprécédente,xcd≡x[n].5)a)Siledestinatairereçoitlemessagey,ilretrouvelemessageinitial:x=yd[n].Ilestseulàconnaîtrelaclédedécodaged.b)Pourcalculerd,ilfautinversercdans/φ(n),opérationfacile,àconditiondeconnaîtreφ(n)etdoncdeconnaîtrelesnombrespremierspetq.Sinestuntrèsgrandnombre(plusieurscentainesdechiffres),sadécompositionenfacteurspremiersestimpossibleenuntempsraisonnable,mêmepourunordinateurtrèspuissant.c)Ici,n=181429,φ(n)=180576,d=9589.Pourx=180119,onobtienty≡xc[n]=91322,soit«IMV».Onretrouvebienx≡yd[n]=180119,soit«RAS».C

orrigés

de

s

sujets

de

c

onc

our

s

SUJETIRappelonsqueyn=1équivautày=e2ikπnpourk∈[[0,n−1]].Enappliquantày=x/eiθety=x/e−iθ,onendéduit:P=(Xn−einθ)(Xn−e−inθ)=n−1k=0X−ei(θ+2kπn)n−1k=0X−e−i(θ+2kπn).P=n−1k=0X2−2Xcosθ+2kπn+1.SUJETIIOnsaitqueqestimpair,doncq≡1[2].Ilsufﬁtdeprouverqueq≡1[p]pourconcluregrâceauthéorèmechinois,puisquep∧2=1.Comme2p≡1[q],l’ordrede2danslegroupe(/q)∗estundiviseurdep.Commecen’estpas1,c’estp.Orcetordrediviselecardinaldugroupe,quiestq−1:pdiviseq−1,c’est-à-direq≡1[p].70
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Chapitre2.ComplémentssurlesanneauxSUJETIII1−Xpet1−Xqdivisent1−Xpq;or(1−Xp)∧(1−Xq)=1−X,d’oùAdiviseB.BA=(1−Xpq)(1−X)(1−Xp)(1−Xq)=q−1k=0Xkpq−1k=0Xk.Lenumérateuretledénominateurayantdescoefﬁcientsentiers,etledénominateurétantunitaire,lequotientestàcoefﬁcientsentiers.OnobtientfacilementQ(0)=Q(1)=1.SUJETIV1)Pourtoutp∈:(n+km)p≡np[m].Donc,pourtoutpolynômeP∈[X]:P(n+km)estcongruàP(n)modulom;end’autrestermessim=P(n),alorsP(n+km)≡0[m].2)SoitPunpolynômede[X]telque,pourtoutn∈,P(n)soitunnombrepremier.Pourtoutk∈,P(n)|P(n+km).Pourkassezgrand,onaP(n)=P(n+km)(cettedernièrequantitétendantversl’inﬁnipuisquePn’estpasconstant);donclarelationP(n)|P(n+km)avecP(n)etP(n+km)premiersimpliqueP(n)=P(m+km)dèsquekestgrand.LepolynômeP−madmetuneinﬁnitéderacines:ilestnul;ﬁnalementPestconstant.SUJETV1)Posons:P=nk=0akXketQ=n−1k=0bkXk.Del’égalitéP(X)=(X−α)Q(X),ontire:an=bn−1an−1=bn−2−αbn−1...an−k=bn−k−1−αbn−kpourtoutk∈[[1,n−1]]....a1=b0−αb1Montronsparrécurrencequepourtoutk∈[[1,n]],bn−k∈.•Pourk=1,bn−1=an∈.•Soitk∈[[1,n−1]]telquebn−k∈.Alors,bn−k−1=an−k+αbn−k∈.Ainsi,touslescoefﬁcientsdupolynômeQsontdesentiersrelatifs:Q∈[X].2)Pourtoutx∈,Q(x)∈etP(x)=(x−α)Q(x),doncsiP(x)=0,alorsx−αdiviseP(x).3)EnchoisissantunentierxnonracinedeP,l’entierP(x)n’aqu’unnombreﬁnidediviseursdidans.LesracinesentièresdePsontàchercherparmilesvaleursx−di.Laméthodeestd’autantplusrapidequeP(x)apeudediviseurs.4)Exemple:pourP=X4−8X2+5X+6,onaP(−1)=−6,quia8diviseursdans:{1,2,3,6,−1,−2,−3,−6},maisP(1)=4,quin’aque6diviseurs:{di}={1,2,4,−1,−2,−4},d’oùlesvaleurspossiblesdesracinesentièresdeP:{1−di}={−3,−1,0,2,3,5},parmilesquellesseules−3et2sonteffectivementracinesdeP.L’ensembledesracinesentièresdeP=X4−8X2+5X+6est{−3,2}.71
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*SUJETVI1)D’aprèslethéorèmedeBezout,ilexiste(u,v)∈2telqueup+vq=1,d’oùupq+v=1q.D’unepart,1∈Adonc|v|=1+···+1∈A(ceciprouveaupassagequetoutsous-anneauAdecontient)puisv∈A.D’autrepartparhypothèse1q∈Aimplique|u|pq=pq+···+pq∈Apuisupq∈A.Ils’ensuitque1q∈A.2)I∩estunidéalde,doncdelaformen.CommeI={0},ilexistepq∈Inonnul.Alorsqpq=p∈I,d’oùp∈n.D’aprèslaquestionprécédente,1q∈A,doncpq∈nA.OnamontréqueI⊂nA.Réciproquement,n∈I,doncnA⊂I.Endéﬁnitive,I=nA.3)Zpestunsous-anneaude.Soitx=abaveca∈∗,b∈∗eta∧b=1.Sipnedivisepasb,alorsilestpremieravecbetdoncx∈Zp.Sipdiviseb,ilnedivisepasaet,demême,1x∈Zp.4)a)•0∈I,doncI=∅.•SiI={0},c’estunidéaldeA.SupposonsmaintenantqueI={0}.SoitxetydansInonnuls,prouvonsquex−yestdansI.RemarquonsqueparhypothèsexetynesontpasinversiblesdansA,néanmoinsétantnonnulsilssontinversiblesdans:x−1ety−1existentmaissontdesélémentsde∗,pasdeA.Supposonsquex−ysoitinversibledansA:ilexistez∈Atelque(x−y)z=1.Ona:xz−yz=1,d’oùz−x−1yz=x−1ety−1xz−z=y−1.Onsait,d’aprèsl’hypothèse,quex−1youy−1xappartientàA.Puisquez∈A,onendéduitquex−1=z−x−1yzouy−1=y−1xz−zappartientàA,c’est-à-direquexouyestinversibledansA,cequiestcontraireàl’hypothèse.Doncx−yn’estpasinversibledansA:ilappartientàI,quiestdoncunsous-groupede(A,+).•Soita∈Aetx∈I.SupposonsqueaxsoitinversibledansA:ilexistez∈Atelquezax=1.CommezetasontdansA,za∈Aet,parconséquent,xestinversibledansA,cequiestcontraireàl’hypothèse.Doncaxn’estpasinversibledansA:ilappartientàI,quiestdoncunidéaldeA.b)SoitJunidéaldeA.SiunélémentxdeJestinversibledansA,alorsx×1x=1∈J,parconséquentJ=A.ToutidéalstrictdeAestdoncinclusdansI.c)SiI={0},alorspourtoutx∈∗,xoux−1appartientàAetestinversibledansA;doncxetx−1appartiennenttousdeuxàA,doncA=.SiI={0},d’aprèslerésultatdelaquestion2),ilexisten∈∗telqueI=nA.Sin=1,alorsI=A,cequiestabsurde,car1/∈I.Doncn2.Supposonsquen=n1n2avec(n1,n2)∈[[2,n−1]]2.Commenn’estpasinversibledansA,l’unaumoinsdesentiersn1oun2n’estpasinversibledansA.Supposons,parexemple,quen1∈I.Alorsn1AestunidéalstrictdeA,doncinclusdansI:n1A⊂I.Deplus,I=nA⊂n1Apuisquen1divisen.Endéﬁnitive,I=n1A.Onpeutréitérerceprocédéjusqu’àtrouverunentierp,diviseurpremierden,telqueI=pA.IlresteàmontrerqueA=Zp.•Soitx=ab∈Aaveca∧b=1.D’aprèslerésultatdelaquestion1),1b∈A.Sipdiviseb,alorsb∈I,c’est-à-direquebn’estpasinversibledansA,cequicontreditlaphraseprécédente.Doncpnedivisepasb;commeilestpremier,ilestpremieravecb.Pardéﬁnition,x∈Zp.OnamontréqueA⊂Zp.•Réciproquement,soitx∈Zp.Ilvientx=abavecp∧b=1.Supposonsquex/∈A.Alorsx=0et1x=ba∈A.Comme1xn’estpasinversibledansA,1x∈I=pA.Ilexistecd∈Aavecc∧d=1telqueba=pcd.Onabd=pac,doncpdivisebd;étantpremieravecb,ildivised.Celasigniﬁequedn’estpasinversibledansA:1d/∈A.Orcd∈A,encontradictionaveclerésultatdelaquestion1).Doncx∈A.OnamontréqueZp⊂AetﬁnalementA=Zp.SUJETVII1)Aestunanneauintègre,donccommutatif.SoitxunélémentnonnuldeA.L’applicationfdeAdansA:y→xyestlinéaire.CommeAestintègre,Kerf={0}:festinjectiveetcommeAestdedimensionﬁnie,elleestsurjective.IlexistedoncunélémentydeAtelquexy=1A,c’est-à-direquexestinversible.Aestuncorps.72
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Chapitre2.Complémentssurlesanneaux2)Soitx∈AetIx={P∈[X],P(x)=0}.Ixestunidéalde[X].Sin=dim(A),lafamille(1A,x,x2,...,xn)estliée,ilexistedoncun(n+1)-upletnonnulderéels(α0,...,αn)telquenk=0αkxk=0,autrementditunpolynômePnonnultelqueP(x)=0.DoncIx={0}.L’anneau[X]étantprincipal,IxestengendréparunpolynômeunitaireP0.Supposonsqu’ilexistedespolynômesnonconstantsQ0etR0telsqueP0=Q0R0.OnaalorsP0(x)=Q0(x)R0(x)=0donc,commeAestintègre,Q0(x)=0ouR0(x)=0,cequicontreditladéﬁnitiondeP0.Ainsi,lepolynômeP0estirréductibledans[X]:ilestdedegréinférieurouégalà2.S’ilestdedegré1,xestréel;onpeutchoisirα=0etβ=x2.S’ilestdedegré2,ilexiste(α,β)∈2telqueP0=X2−αX−β,d’oùx2−αx−β=0.3)Démontronslacontraposéedel’implicationdemandée,c’est-à-dire:(x∈)⇒(x2∈+).Soitx∈Atelquex∈.LepolynômeX2−αX−βétantirréductiblesur,sondiscriminant∆=α2+4βeststrictementnégatif,d’oùβ<0.Six2∈+,αx=x2−β∈∗+,doncα=0etx=1α(x2−β)estréel,encontradictionavecl’hypothèse.Onamontréque(x∈)implique(x2∈+),soit,encontraposant,que(x2∈+)implique(x∈).4)Pourtoutx∈Aetξ∈:(x−ξ)2=x2−2ξx+ξ2=αx+β−2ξx+ξ2=(α−2ξ)x+β+ξ2.Supposonsquex−ξ∈V,c’est-à-dire(x−ξ)2=γ∈−,d’où(α−2ξ)x=γ−β−ξ2∈.Siα−2ξ=0,alorsx=γ−β−ξ2α−2ξ,quiestréel.Alors(x−ξ)2∈−n’estpossiblequesix=ξ.Danstouslescas,iln’existedoncqu’uneseulevaleurpossibledeξpourlaquellex−ξ∈V:ξ=xsixestréel;ξ=α2sinon.Réciproquement,cesvaleursconviennent:six∈,(x−x)2=0∈−etsix∈:(x−α2)2=x2−αx+α24=β+α24=∆4∈−.5)Soit(x,y)∈V2et(α,β)∈2.Supposonsqueαx+βy=γ∈.Alors:αx2+βxy=γxαxy+βy2=γyd’où:α2x2+αβxy=αγxαβxy+β2y2=βγy.Enretranchantmembreàmembre:α2x2−β2y2=γ(αx−βy).Supposonsγ=0.Commeα2x2−β2y2estréel,αx−βy=α2x2−β2y2γ=δ∈.N’oublionspasqueαx+βy=γ.Paraddition,ilenrésulte2αx=γ+δ∈.Puissiα=0,onobtientx∈.Maisx∈Vdoncx2∈−,d’oùx=0.Demême,parsoustraction,ilvient2βy=γ−δ∈.Puissiβ=0,onobtienty∈,d’oùcommeaupara-vanty=0.Maisx=y=0impliqueγ=0,encontradictionavecl’hypothèse.Endéﬁnitive,γ=αx+βy=0.6)Toutd’abord0∈V,doncV=∅.MontronsmaintenantqueVeststableparcombinaisonlinéaire.Soit(x,y)∈V2,(α,β)∈2.(αx+βy)2=α2x2+2αβxy+β2y2.Onsaitqueα2x2etβ2y2sontréels.Deplus:(2αβxy)2=4α2β2x2y2,quiestréelpositif.Onendéduitd’aprèslerésultatdelaquestion2)que2αβxyestréel.Ainsi(αx+βy)2estréel.Deuxcasseprésentent:•(αx+βy)2∈+:d’aprèslerésultatdelaquestion2),αx+βy∈etd’aprèsceluidelaquestion4),αx+βy=0,quiestbienélémentdeV;•(αx+βy)2∈−,cequisigniﬁeprécisémentqueαx+βyestélémentdeV.Danslesdeuxcas,αx+βy∈V.AinsiVeststableparcombinaisonlinéaire.OnabienmontréqueVestunsous-espacevectorieldeA.73
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*Lerésultatdelaquestion3)prouvequepourtoutx∈A,ilexisteununiqueréelξtelquex−ξ=v∈V,c’est-à-direx=ξ+v,doncA=⊕V.D’ailleurs,ilestévidentque∩V={0}.7)Soitx∈V\{0}.Onax2=β,avecβ∈∗−.Alorsx−β2=−1.IlexistebiendansVdesélémentsdecarré(−1).Pourtoutx∈V,x2=β=−βv2,avecβ∈−.D’où(x−−βv)(x+−βv)=0(grâceàlacommutativitédeA,voirremarqueinﬁne)et,commeAestintègre,x=−βvoux=−−βv.Danslesdeuxcas,x∈Vect(v).Doncl’espacevectorielVestdedimension1,engendréparv.CommeA=⊕V,dim(A)=2.8)SiV={0},alorsA=.SiV={0},considéronsl’applicationφdedansAdéﬁnieparφ(z)=Re(z)+Im(z)v.IlestclairqueφestunmorphismededansA.Soitz=a+ib∈Kerφ,avec(a,b)∈2.φ(z)=a+bv=0.CommeA=⊕V,a=b=0,doncz=0.Kerφ={0},doncφestinjective.Commedim()=dim(A)=2,φestsurjective.C’estunisomorphismededansA.Conclusion:toute-algèbrededimensionﬁnieunitaireetintègre(donccommutative)estisomorpheàou.Remarque:sil’onn’imposeplusàAd’êtrecommutative,toutenexcluantlesdiviseursdezéro,lerésul-tatnes’appliqueplus.Parexemple,lecorpsgauchedesquaternionsestune-algèbrededimension4,unitaireetsansdiviseursdezéro,quin’estbiensûrisomorpheniànià.Lefaitdedevoirabandonnerlacommutativitépourcréerunetellealgèbrededimensionstrictementsupérieureà2estlagrandedécouvertedumathé-maticienirlandaisSirWilliamRowanHamiltonen1843.Ilima-gina3élémentslinéairementindépendantsdeVvériﬁant:i2=j2=k2=ijk=−1;ij=−ji=k;jk=−kj=i;ki=−ik=j.Excitéparl’émergencebrutaledecetteidéealorsqu’illongeaitleRoyalCanalàDublin,ilgravacesformulessurunepierredupontdeBrougham.Cettegravure,disparuedepuis,aétérem-placéeparuneplaquecommémorative.SUJETVIII1)D’aprèslarelationcoefﬁcients-racines,onsaitque|ak|estégalàlasommedesproduitsλi1···λip,oùp=n−k.Ilyanktelstermes,chacuninférieuràM(P).D’oùlerésultat.2)L(P)2=nk=0|ak|2M(P)2nk=0nk2M(P)2nk=0nk2=M(P)222n,d’oùlaformule.3)2π0|P(eiθ)|2dθ=2π0nk=0akeikθnℓ=0aℓe−iℓθdθ=2π0nk,ℓ=0akaℓei(k−ℓ)θdθ=nk=0|ak|22π0dθ=2πL(P)2.4)L(P)2=L(X−λ)Q2=12π2π0eiθ−λ2Q(eiθ)2dθ.Or:eiθ−λ=1−λe−iθ=λeiθ−1.Désignonspar(λ1,...,λp)lesracinesdePdemodulestrictementsupérieurà1et(λp+1,...,λn)cellesdontlemoduleestinférieurouégalà1.Enitérantlecalculprécédent,onobtient:L(P)=L(λ1X−1)···(λpX−1)(X−λp+1)···(X−λn).5)LecoefﬁcientdominantdecenouveaupolynômeapourmoduleM(p).DoncL(P)M(P).74
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Chapitre2.ComplémentssurlesanneauxSUJETIXPartieA:Anneaux[n]1)L’applicationde2dans[n]:(a,b)→a+bnestsurjectivepardéﬁnition.Elleestinjectiveparcequen∈.2)[n]contientleréel1;ileststableparsoustractionetmultiplication:c’estunsous-anneaude.Toutsous-anneaud’uncorpscommutatifestintègre.3)φ(1)=1;si(x,y)∈[i]alorsφ(x−y)=φ(x)−φ(y)etφ(xy)=φ(x)φ(y):c’estunmorphismed’an-neaux.Ilestclairementbijectifetégalàsabijectionréciproque:c’estunautomorphismeinvolutifde[n].4)a)Pourtoutx∈[i],xφ(x)=0⇒x=0ouφ(x)=0,cequirevientàx=0.b)N(xy)=xyφ(xy)=xφ(x)yφ(y)=N(x)N(y).5)A-5.Soitxunélémentinversiblede[n]:xx−1=1,d’oùN(x)N(x−1)=1;N(x)estunélémentinversibledel’anneau:N(x)=±1.Réciproquement,siN(x)=1alorsxφ(x)=1,doncxestinversibleetx−1=φ(x);demême,siN(x)=−1,alorsx−1=−φ(x).PartieB:Étudedel’anneau[5]1)D’aprèslaquestionprécédente,x=a+b5estinversibledans[5]sietseulementsiN(x)=a2−5b2=±1.Parexemple:1,−1,2+5,2−5,9+45,9−45sontinversibles.Onremarqueque,pourtoutn∈,N((2+5)n)=N(2+5)n=(−1)n;ainsi(2+5)nestinversible.Or2+5>1,donclasuitedesespuissanceseststrictementcroissante:elleprenduneinﬁnitédevaleurs.Parexemple:(2+5)2=9+45;(2+5)3=38+175;(2+5)4=161+725···2)a)Uncarréd’entieresttoujourscongruà0ou1modulo4.Parconséquentc2−5d2estcongruà0,1ou3modulo4;jamaisà2.Doncc2−5d2=±2.b)Sixy=2,N(x)N(y)=4.Commeilestimpossibled’avoirN(x)=±2,onanécessairementN(x)=±1ouN(y)=±1,c’est-à-direxouyinversible.Donc2estirréductibledans[5].3)Icontient0etileststableparsoustraction:c’estunsous-groupede([5],+).Soitx=a+b5unélémentdeI(lesentiersaetbsontdemêmeparité,c’est-à-direa−b≡0[2])ety=c+d5unélémentquelconquede[5].xy=(a+b5)(c+d5)=ac+5bd+(ad+bc)5,(ac+5bd)−(ad+bc)≡ac+bd−ad−bc≡(a−b)(c−d)≡0[2],doncac+5bdetad+bcsontdemêmeparité:xy∈I.Iestbienunidéalde[5].4)Leséléments2et1+5appartiennentàl’idéalI.SupposonsqueIsoitengendréparunélémentx:ilexistedesélémentsyetzde[5]telsque2=xyet1+5=xz.Comme2estirréductible:•Oubienxestinversible,cequiimpliqueI=[5];c’estabsurde.•Oubienyestinversible;alors,x=2y−1et2y−1z=1+5.Enposanty−1z=a+ib,onarriveégalementàuneabsurdité.Doncl’idéalIn’estpasengendréparunseulélément;l’anneau[5]n’estpasprincipal.PartieC:AnneaudesentiersdeGauss1)Onvériﬁefacilementque:a)Lenombrecomplexe1estélémentde[i].b)[i]eststableparsoustraction:∀(u,v)∈[i]2,u−v∈[i].c)[i]eststableparmultiplication:∀(u,v)∈[i]2,uv∈[i].[i]estdoncunsous-anneaude.Comme[i]estunsous-anneaud’uncorpscommutatif,ilestintègre.L’élément2,nonnul,n’estpasinversibledans[i]:[i]n’estpasuncorps.75
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MathématiquesMP-MP*-MPI-MPI*2)a)Siu=a+ib,avec(a,b)∈2,alors|u|2=a2+b2∈.b)Siuestinversibledans[i],alorsilexisteu∈[i]telqueuu=1;onendéduit|u|2|u|2=1:|u|2estinversibledansetdoncégalà1.Réciproquement,si|u|=1,alorsuu=1.Oru∈[i],doncuestinversibledans[i]etsoninverseestu.c)L’ensembledesélémentsinversiblesde[i]estl’ensembledesélémentsde[i]demodule1,c’est-à-dire{1,i,−1,−i}.Onreconnaîtlegroupe4desracinesquatrièmesdel’unité.3)a)Siv=uw,alors|v|2=|u|2|w|2:|u|2divise|v|2dans.b)Onremarqueque4+7i=(2+i)(3+2i),donc2+idivise4+7i.Maisl’équation4+7i=(2−i)(a+ib)n’apasdesolutionsentières,donc2−inedivisepas4+7i;pourtant,|2−i|2=5divise|4+7i|2=65:laréciproquedelaquestiona)estfausse.c)Pourtoutu∈[i],udiviseu;larelationestréﬂexive.Siudivisevetvdiviseu,alorsvdiviseuetudivisev;larelationestsymétrique.Siudivisev,vdiviseu,vdivisewetwdivisev,alorsudivisewetwdiviseu;larelationesttransitive.C’estunerelationd’équivalence.Laclassed’équivalencedeuestl’ensembledesélémentsvde[i]telsqu’ilexistewetwde[i]vériﬁant:v=uwetu=vw.Onendéduitu=uww,d’oùu=0,ouww=1,c’est-à-direwinversible.Laclassed’équivalencede0est{0}.Siu=0,laclassed’équivalencedeuest{u,iu,−u,−iu},c’est-à-dire{a+ib,−b+ia,−a−ib,b−ia}.4)a)Soitz=x+iyuncomplexe,avecxetyréels.Soital’entierleplusprochedex(suivantlescas,c’estE(x)ouE(x)+1);ona|x−a|12.Demême,sibestl’entierleplusprochedey:|y−b|12.D’où,enposantu=a+ib:|z−u|2=(x−a)2+(y−b)212etdonc|z−u|<1.b)Appliquonscerésultataunombrecomplexez=uv:ilexisteq∈[i]telque:uv−q<1,c’est-à-dire|u−vq|<|v|.Enposantr=u−vq,onabien:u=vq+r|r|<|v|.c)Contrairementàladivisioneuclidiennedans,icilecouple(q,r)n’estpasnécessairementunique.Pouru=1−ietv=2i:uv=−12−i2;ilyaquatreélémentsde[i]dontladistanceàcenombrecomplexeeststrictementinférieureà1:q1=0;q2=−1;q3=−1−i;q4=−i,d’oùquatrecouples(q,r)répondantàlaquestion:(0,1−i);(−1,1+i);(−1−i,−1+i);(−i,−1−i).5)SoitIunidéalde[i].SiI={0},ilestengendrépar0,doncprincipal.SiI={0},l’ensembledescarrésdesmodulesdesélémentsnonnulsdeIestunepartienonvidede,quiadmetdoncunpluspetitélémentn0.Soitu0unélémentdeItelque|u0|2=n0.Commeu0∈I,l’idéalu0[i]engendréparu0estinclusdansI.Réciproquement,soituunélémentquelconquedeI.D’aprèslaquestionprécédenteilexiste(q,r)∈[i]2telqueu=u0q+ravec|r|<|u0|,c’est-à-dire|r|2<n0.CommeIestunidéalde[i],u0q∈I,etr=u−u0q∈I.OnendéduitquerestunélémentdeIdontlecarrédumoduleeststrictementinférieuraupluspetitcarrédesmodulesdesélémentsnonnulsdeI;ilestdoncnul:r=0,d’oùu=u0qet,parconséquent,I⊂u0[i].Endéﬁnitive,I=u0[i]:toutidéalde[i]estprincipal;[i]estunanneauprincipal.N.B.C’estl’existenced’unedivisioneuclidiennedans,[X]ou[i]quipermetdedémontrerquecesan-neauxsontprincipaux.Unanneauintègredanslequelexisteunedivisioneuclidienneestditeuclidien.Toutanneaueuclidienestprincipal.76
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Chapitre2.Complémentssurlesanneaux6)a)Soituunélémentde[i]telque|u|2soitpremierdans.Supposonsqueunesoitpaspremierdans[i],c’est-à-direqu’ilexistedeuxélémentsvetwde[i],noninversibles,telsqueu=vw.Onaalors:|u|2=|v|2|w|2avec|v|2=1et|w|2=1,cequicontreditlefaitque|u|2estpremier.Doncuestpremierdans[i].b)2=(1+i)(1−i):2n’estpaspremierdans[i].Supposonsqu’ilexistedeuxélémentsvetwde[i],noninversibles,telsquevw=3.Onendéduit|v|2|w|2=9,avec|v|2=1et|w|2=1.Laseulesolutionest|v|2=|w|2=3.Siv=a+ib,a2+b2=3.Cetteégalitéestimpossibleavecaetbentiers.Donc3estpremierdans[i].Pourtant,|3|2=9n’estpaspremierdans:laréciproquedelaquestiona)estfausse.c)Soitu=a+ibunélémentpremierde[i],oùaetbsontdesentiersnonnuls.Supposonsque|u|2=a2+b2nesoitpaspremierdans,c’est-à-direqu’ilexistedesentierscetdstrictementsupé-rieursà1telsquea2+b2=cd.Onaalors(a+ib)(a−ib)=cd.Commea+ibestpremier,etquecn’enestpasunmultiple,cestpremieraveca+ib;demême,cestpremieraveca−ib,doncavecleproduit(a+ib)(a−ib);commeildiviseceproduit,cestinversible,cequicontreditl’hypothèsec>1.Donc|u|2estpremierdans.d)Soita2+b2lasommededeuxcarrésd’entiersnaturels.Siaetbsontdemêmeparité,a2+b2estpair,doncnoncongruà3modulo4.Supposonsdoncapairetbimpair.Ainsia2≡0[4]etb2≡1[4],donca2+b2≡1[4].Endéﬁnitive,a2+b2n’estjamaiscongruà3modulo4.Soitpunentierpremiercongruà3modulo4.Supposonspnonpremierdans[i],c’est-à-direqu’ilexistedeuxélémentsvetwde[i],noninversibles,telsquevw=p.Onaalors|v|2|w|2=p2,avec|v|2=1et|w|2=1.Commepestpremier,laseulesolutionest|v|2=|w|2=p;soit,enposantv=a+ib:a2+b2=p,cequiestimpossibled’aprèslaquestionprécédente.Doncpestpremierdans[i].e)Soitpunentierpremiercongruà1modulo4.Enadmettantqu’ilestsommededeuxcarrés:p=a2+b2=(a+ib)(a−ib).Sil’onsupposeppremierdans[i],cetteégalitéimpliquequea+ibestinversibleouassociéàp,donca=0oub=0;ceciestimpossible,carpn’estpasuncarréd’entier.Parconséquent,pn’estpaspremierdans[i].f)Unélémentde[i]réelouimaginairepurestassociéàunentiernaturel.Unentiernaturelnonpremierdansnepeutpasêtrepremierdans[i].Restentlesnombrespremiersde:leseulquisoitpairest2etiln’estpaspremierdans[i];lesnombrespremiersimpairssontcongrusà1(nonpremiersdans[i])ouà3(premiersdans[i])modulo4.Pourrésumer,lesélémentspremiersde[i]sont:•lesélémentsdelaformea+ibavecaetbentiersnonnulseta2+b2premierdans;•lesentierspremierscongrusà3modulo4etleursassociés:p,ip,−p,−ip.77
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OEBPS/js/isicrunch/isicrunch.js
var selectorTarget = '.appelISI';
$(function() {
    if (window.self === window.top) {
        var crunch = new ISICrunch();
        crunch.init(selectorTarget);
    } else /*if (document.referrer === "")*/{
		var prev$ = window.$; // prev$ is bind to the last injected Jquery
		jQuery.noConflict(); // we pop the last $ from Jquery (i.e. shoud be not undefined if tw Jquery were injected (and use first one which could not be edulib's one))
		if (window.$ == undefined) {
		  // A version fed by ISI was already present (and we did not add our Jquery version).
		  window.$ = prev$;
		}
		// $ is either equals to ISI one if injected or the Reader one if no ISI jquery was injected.
		window.jQuery = window.$; // jQuery is the same as $
		stackOnLoad(function () {
		  initIsiPagePage(location.href);
		});
	}
});

function xHTMLEncode(str) {
    let strRslt = typeof str != "undefined" ? str.toString() : "";
    strRslt = strRslt.replace(/\&/g, '&amp;');
    strRslt = strRslt.replace(/\>/g, '&gt;');
    strRslt = strRslt.replace(/\</g, '&lt;');
    strRslt = strRslt.replace(/\"/g, '&quot;');
    strRslt = strRslt.replace(/\´/g, '&prime;');
    strRslt = strRslt.replace(/\′/g, '&prime;');
    strRslt = strRslt.replace(/\″/g, '&quot;');
    strRslt = strRslt.replace(/\„/g, '&quot;');
    strRslt = strRslt.replace(/\«/g, '&quot;');
    strRslt = strRslt.replace(/\“/g, '&quot;');
    strRslt = strRslt.replace(/\‹/g, '&lt;');
    strRslt = strRslt.replace(/\»/g, '&quot;');
    strRslt = strRslt.replace(/\”/g, '&quot;');
    strRslt = strRslt.replace(/\›/g, '&gt;');
    strRslt = strRslt.replace(/\’/g, '&apos;');
    strRslt = strRslt.replace(/\‚/g, ',');
    return strRslt;
}

var ISICrunch = function() {
    isicrunch = this;
    isicrunch.selector = '.appelISI';
    isicrunch.audioISI, isicrunch.videoISI, isicrunch.imageISI, isicrunch.htmlISI;
    isicrunch.init = function(selector) {
        isicrunch.selector = selector;
        if ($(isicrunch.selector + ' .audio').length > 0) {
            isicrunch.audioISI = new ISIAudio();
            isicrunch.audioISI.init();
            $(isicrunch.selector + ' .audio').parent().bind('touchstart click', isicrunch.handleAUDIO);
        }
        if ($(isicrunch.selector + ' .video').length > 0) {
            isicrunch.videoISI = new ISIVideo();
            isicrunch.videoISI.init();
            $(isicrunch.selector + ' .video').parent().bind('touchstart click', isicrunch.handleVIDEO);
        }
        if ($(isicrunch.selector + ' .html').length > 0 || $(isicrunch.selector + ' .anim').length > 0) {
            isicrunch.htmlISI = new ISIHtml();
            isicrunch.htmlISI.init();
            $(isicrunch.selector + ' .html').parent().bind('touchstart click', isicrunch.handleHTML);
            $(isicrunch.selector + ' .anim').parent().bind('touchstart click', isicrunch.handleHTML);
        }
        if ($(isicrunch.selector + ' .image').length > 0) {
            isicrunch.imageISI = new ISIImage();
            isicrunch.imageISI.init();
            $(isicrunch.selector + ' .image').parent().bind('touchstart click', isicrunch.handleIMAGE);
        }
        if ($(isicrunch.selector + ' .pdf').length > 0) {
            isicrunch.pdfISI = new ISIPdf();
            isicrunch.pdfISI.init();
            $(isicrunch.selector + ' .pdf').parent().bind('touchstart click', isicrunch.handlePDF);
        }
    };

    //audio touch
    isicrunch.handleAUDIO = function(e) {
        e.stopPropagation();
        var src = 'undefined';
        if ($(e.currentTarget).find('audio source').length > 0) {
            src = $(e.currentTarget).find('audio source').attr('src');
        } else {
            src = $(e.currentTarget).find('audio').attr('src');
        }
        var titre = $(e.currentTarget).find('audio').data('title');
        var copyright = xHTMLEncode($(e.currentTarget).find('audio').data('copyright'));
        isicrunch.audioISI.setSrc(src, true, titre, copyright);
    };

    //video touch
    isicrunch.handleVIDEO = function(e) {
        e.stopPropagation();
        var src = 'undefined';
        if ($(e.currentTarget).find('video source').length > 0) {
            src = $(e.currentTarget).find('video source').attr('src');
        } else {
            src = $(e.currentTarget).find('video').attr('src');
        }
        var titre = $(e.currentTarget).find('video').data('title');
        isicrunch.videoISI.setSrc(src, true, titre);
    };

    //html touch
    isicrunch.handleHTML = function(e) {
        e.stopPropagation();
        var src = location.href.substring(0, location.href.lastIndexOf("/")) + '/' + $(e.currentTarget).find('a').attr('href');
        var titre = $(e.currentTarget).find('a').data('title');
        isicrunch.htmlISI.play(src, titre);
    };

    //image touch
    isicrunch.handleIMAGE = function(e) {
        e.stopPropagation();
        let src = [];
        let i = 0;
        $(e.currentTarget).find('.image img').each(function() {
            src[i] = [];
            src[i][0] = location.href.substring(0, location.href.lastIndexOf("/")) + '/' + $(this).attr('src');
            src[i][1] = $(this).attr('title');
            src[i][2] = $(this).attr('alt');
            src[i][3] = xHTMLEncode(typeof $(this).attr('data-copyright') != "undefined" ? $(this).attr('data-copyright') : "");
            i++;
        });
        isicrunch.imageISI.play(src);
    };

    //pdf touch
    isicrunch.handlePDF = function(e) {
        e.stopPropagation();
        var src = location.href.substring(0, location.href.lastIndexOf("/")) + '/' + $(e.currentTarget).find('a').attr('href');
        var titre = $(e.currentTarget).find('a').data('title');
        isicrunch.pdfISI.play(src, titre);
    };
};



var ISIHtml = function() {
    isihtml = this;
    isihtml.domHeader = '<div id="title-widget"><div id="title-text-widget"><span class="text-widget"></span></div><div id="title-close-widget"><img src="js/isicrunch/close-black.png"/></div></div>';
    isihtml.domContent = '<div id="content-widget"><iframe id="iframeProj-widget" src=""/></div>'
    isihtml.domHtml = '<div id="isiWidgetProj">' + isihtml.domHeader + isihtml.domContent + '</div>';
    isihtml.init = function() {
        $("body").append(isihtml.domHtml);
        $("#title-close-widget").bind('touchstart click', isihtml.closeHTML);
    };

    isihtml.play = function(src, titre) {
        var title = typeof titre == 'undefined' ? '' : titre;
        $('#iframeProj-widget').attr('src', src);
        $('.text-widget').html(title);
        window.scroll(0, 0);
        $('body').addClass('bodyProj');
        $("#isiWidgetProj").show();
        $("#iframeProj-widget").load(function() {
            const widthWidg = typeof $(document.querySelector('#iframeProj-widget').contentDocument.querySelector('body')).width() != 'undefined' ? $(document.querySelector('#iframeProj-widget').contentDocument.querySelector('body')).width() : 0;
            const heightWidg = typeof $(document.querySelector('#iframeProj-widget').contentDocument.querySelector('body')).height() != 'undefined' ? $(document.querySelector('#iframeProj-widget').contentDocument.querySelector('body')).height() : 0;
            const widthProj = $("#isiWidgetProj").width();
            const heightProj = $("#isiWidgetProj").height() - $("#title-widget").height();
            let ratioScale = 1;
           if (widthWidg != 0 && heightWidg != 0) {
                if (widthWidg > heightWidg) {
                    ratioScale = widthProj / widthWidg;
                    if (heightWidg * ratioScale > heightProj) {
                        const x = (heightProj / heightWidg - ratioScale) * (-1);
                        ratioScale = ratioScale - x;
                    }
                } else {
                    ratioScale = heightProj / heightWidg;
                    if (widthWidg * ratioScale > widthProj) {
                        const x = (widthProj / widthWidg - ratioScale) * (-1);
                        ratioScale = ratioScale - x;
                    }
                }
                $("#iframeProj-widget").css('transform', 'scale(' + ratioScale + ')');
                $("#iframeProj-widget").css('transform-origin', '0 0');
            }

        });




    }
    isihtml.closeHTML = function(e) {
        e.stopPropagation();
        $('#iframeProj-widget').attr('src', '');
        $('body').removeClass('bodyProj');
        $("#isiWidgetProj").hide();
    };

};

var ISIImage = function() {
    isiimage = this;
    isiimage.domHeader = '<div id="title-image"><div id="title-text-image"><span id="text-image"></span></div><div id="title-close-image"><img alt="fermer" src="js/isicrunch/close-black.png"/></div></div>';
    isiimage.domContent = '<div id="imageProj-backImg"><img alt="back" src="js/isicrunch/back_image.png"/></div><div id="content-image"><img id="imageProj-image" src="" /></div><div id="imageProj-nextImg"><img alt="next" src="js/isicrunch/next_image.png"/></div>'
    isiimage.domFooter = '<div id="footer-image"><p><span id="legend-image"></span></p><p><span id="copyright-image"></span></p></div>';
    isiimage.domHtml = '<div id="isiImageProj">' + isiimage.domHeader + isiimage.domContent + isiimage.domFooter + '</div>';
    isiimage.arrayImgCurr = [];
    isiimage.indexImgCurr = 0;
    isiimage.init = function() {
        if ($('#isiImageProj').length == 0) {
            $("body").append(isiimage.domHtml);
            $("#title-close-image").bind('touchstart click', isiimage.closeHTML);
            $("#title-next-image").bind('touchstart click', isiimage.nextImage);
            $('#imageProj-nextImg').bind('touchstart click', isiimage.nextImage);
            $('#imageProj-backImg').bind('touchstart click', isiimage.backImage);
            //$('#imageProj-nextImg,#imageProj-backImg').css("font-size",Math.round($('#title-image')[0].getBoundingClientRect().height) + "px");
        }
    };

    isiimage.play = function(src) {
        isiimage.arrayImgCurr = src;
        isiimage.indexImgCurr = 0;
        if (isiimage.arrayImgCurr.length > 1) {
            $('#imageProj-nextImg').show();
            $('#imageProj-backImg').show();
        } else {
            $('#imageProj-nextImg').hide();
            $('#imageProj-backImg').hide();
        }
        const srcCurr = src[0][0];
        const titleCurr = typeof src[0][1] != "undefined" ? src[0][1] : "";
        const legendCurr = typeof src[0][2] != "undefined" ? src[0][2] : "";
        let copyrightCurr = typeof src[0][3] != "undefined" ? src[0][3] : "";
        $('#imageProj-image').attr('src', src[0][0]);
        $('#imageProj-image').attr('title', titleCurr);
        $('#imageProj-image').attr('alt', legendCurr);
        $('#text-image').html(titleCurr);
        $('#legend-image').html(legendCurr);
        if (copyrightCurr.trim() == "") {
            $('#copyright-image').hide();
        } else {
            $('#copyright-image').show();
            copyrightCurr = '&#169; ' + copyrightCurr;
        }
        $('#copyright-image').html(copyrightCurr);

        $('body').addClass('bodyProj');
        $("#isiImageProj").show();
        isiimage.resize();
        window.scroll(0, 0);
    };

    isiimage.closeHTML = function(e) {
        e.stopPropagation();
        $('body').removeClass('bodyProj');
        $("#isiImageProj").hide();
    };

    isiimage.nextImage = function(e) {
        isiimage.indexImgCurr = isiimage.indexImgCurr + 1 > isiimage.arrayImgCurr.length - 1 ? 0 : isiimage.indexImgCurr + 1;
        $('#imageProj-image').attr('src', isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][0]);
        $('#imageProj-image').attr('title', isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][1]);
        $('#imageProj-image').attr('alt', isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][2]);
        $('#text-image').html(isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][1]);
        $('#legend-image').html(isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][2]);
        let copyrightCurr = typeof isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][3] != "undefined" ? isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][3] : "";
        if (copyrightCurr.trim() == "") {
            $('#copyright-image').hide();
        } else {
            $('#copyright-image').show();
            copyrightCurr = '&#169; ' + copyrightCurr;
        }
        $('#copyright-image').html(copyrightCurr);
        isiimage.resize();
    };

    isiimage.backImage = function(e) {
        isiimage.indexImgCurr = isiimage.indexImgCurr - 1 < 0 ? isiimage.arrayImgCurr.length - 1 : isiimage.indexImgCurr - 1;
        $('#imageProj-image').attr('src', isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][0]);
        $('#imageProj-image').attr('title', isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][1]);
        $('#imageProj-image').attr('alt', isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][2]);
        $('#text-image').html(isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][1]);
        $('#legend-image').html(isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][2]);
        let copyrightCurr = typeof isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][3] != "undefined" ? isiimage.arrayImgCurr[isiimage.indexImgCurr][3] : "";
        if (copyrightCurr.trim() == "") {
            $('#copyright-image').hide();
        } else {
            $('#copyright-image').show();
            copyrightCurr = '&#169; ' + copyrightCurr;
        }
        $('#copyright-image').html(copyrightCurr);
        isiimage.resize();
    };

    isiimage.resize = function() {
        $("#imageProj-image").css('transform', 'unset');
        $("#imageProj-image").css('transform-origin', 'unset');
        $("#imageProj-image")[0].style.width = 'unset';
        const heightIMG = $("#imageProj-image")[0].getBoundingClientRect().height;
        const heightCont = $("#isiImageProj")[0].getBoundingClientRect().height - $('#title-image')[0].getBoundingClientRect().height;
        const widthIMG = $("#imageProj-image")[0].getBoundingClientRect().width;
        const widthCont = $("#content-image")[0].getBoundingClientRect().width;
        if (widthIMG > heightIMG) {
            //if (widthIMG > widthCont) {
                $("#imageProj-image")[0].style.width = widthCont + 'px';
                const newHeightImg = $("#imageProj-image")[0].getBoundingClientRect().height;
                if (newHeightImg > heightCont) {
                    const factor = heightCont / newHeightImg;
                    $("#imageProj-image").css('transform', 'scale(' + factor + ')');
                    $("#imageProj-image").css('transform-origin', 'top');
                }
            //}
        } else {
            if (heightIMG > heightCont) {
                $("#imageProj-image")[0].style.height = heightCont + 'px';
                const newWidthImg = $("#imageProj-image")[0].getBoundingClientRect().width;
                if (newWidthImg > widthCont) {
                    const factor = widthCont / newWidthImg;
                    $("#imageProj-image").css('transform', 'scale(' + factor + ')');
                    $("#imageProj-image").css('transform-origin', 'top');
                }
            }
        }
    };
}

var ISIPdf = function() {
    isipdf = this;
    isipdf.domHeader = '<div id="title-pdf"><div id="title-text-pdf"><span id="text-pdf"></span></div><div id="title-close-pdf"><img src="js/isicrunch/close-black.png"/></div></div>';
    isipdf.domContent = '<div id="content-pdf"><object id="objectProj-pdf" data=""></object></div>'
    isipdf.domHtml = '<div id="isiPdfProj">' + isipdf.domHeader + isipdf.domContent + '</div>';
    isipdf.init = function() {
        if ($('#isiPdfProj').length == 0) {
            $("body").append(isipdf.domHtml);
            $("#title-close-pdf").bind('touchstart click', isipdf.closeHTML);
        }
    };
    isipdf.play = function(src, titre) {
        $('#isiPdfProj').remove();
        isipdf.init();
        var title = typeof titre == 'undefined' ? '' : titre;
        $('#objectProj-pdf').attr('data', src);
        $('#text-pdf').html(title);
        window.scroll(0, 0);
        $('body').addClass('bodyProj');
        $("#isiPdfProj").show();
    };

    isipdf.closeHTML = function(e) {
        e.stopPropagation();
        $('body').removeClass('bodyProj');
        $("#isiPdfProj").hide();
    };
}


var ISIAudio = function() {
    isiaudio = this;
    isiaudio.audioPlayer;
    isiaudio.domAudio = '<div id="contenerAudio" class="closeAudioMode"><div id="playButton"><img src="js/isicrunch/play.png"/></div><div id="isi-title-audio"><span id="isi-text-audio"></span></div><div id="currentTimeLabel">0.00</div><div id="timeContener"><div id="bufferTime"></div><div id="currentTime"></div></div><div id="timeLabel">0.00</div><div id="closeAudioButton"><img src="js/isicrunch/close.png"/></div><audio id="playerAudio" preload="none" src=""></audio></div>';
    isiaudio.playButton;
    isiaudio.isPlaying = false;
    isiaudio.init = function() {

        $("body").append(isiaudio.domAudio);
        $(window).scroll(isiaudio.refreshPosition);
        isiaudio.audioPlayer = $('#playerAudio');
        isiaudio.contenerPlayer = $('#contenerAudio');
        isiaudio.timeLabel = $("#timeLabel");
        isiaudio.bufferTime = $('#bufferTime');
        isiaudio.currentTimeLabel = $("#currentTimeLabel");
        isiaudio.currentTime = $('#currentTime');
        isiaudio.playButton = $('#playButton');
        isiaudio.closeButton = $('#closeAudioButton');
        isiaudio.stopButton = $('#stopButton');
        isiaudio.volUpButton = $('#volUpButton');
        isiaudio.volDownButton = $('#volDownButton');
        isiaudio.bufferTime.on('touchstart click', isiaudio.touchBufferTimeHandle);
        isiaudio.currentTime.on('touchstart click', isiaudio.touchCurrentTimeHandle);
        isiaudio.closeButton.on('touchstart click', isiaudio.closeHandle);
        isiaudio.playButton.on('touchstart click', isiaudio.playHandle);
        isiaudio.stopButton.on('touchstart click', isiaudio.stopHandle);
        isiaudio.volUpButton.on('touchstart click', isiaudio.volUpHandle);
        isiaudio.volDownButton.on('touchstart click', isiaudio.volDownHandle);
        isiaudio.audioPlayer.bind("timeupdate", isiaudio.timeChangeHandle);
        isiaudio.timeLabel.empty();
    };

    isiaudio.refreshPosition = function(e) {
        isiaudio.contenerPlayer.css('top', window.scrollY + 'px');
    };

    isiaudio.setSrc = function(source, playIt, titre, copyright) {
        var playIt = typeof playIt === 'undefined' || playIt === null ? false : playIt;
        var title = typeof titre === 'undefined' || titre === null ? source.split('/')[source.split('/').length - 1] : titre;
        var copyright = typeof copyright === 'undefined' || copyright === null || copyright.trim() === "" ? "" : '&#169;' + copyright;
        $('#isi-text-audio').html(title);
        isiaudio.audioPlayer.attr("src", source);
        isiaudio.timeLabel.empty();
        isiaudio.audioPlayer.on("loadeddata", function() {
            isiaudio.timeLabel.html((isiaudio.audioPlayer[0].duration / 60).toFixed(2));
        });
        if (playIt) {
            isiaudio.isPlaying = true;
            isiaudio.audioPlayer.prop("currentTime", 0);
            isiaudio.audioPlayer.trigger('play');
            isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/pause.png");
            isiaudio.contenerPlayer.removeClass('closeAudioMode');
        }

    };

    isiaudio.getSrc = function() {
        return isiaudio.attr("src");
    };

    isiaudio.playHandle = function(e) {
        e.stopPropagation();
        isiaudio.isPlaying = !isiaudio.isPlaying;
        if (isiaudio.isPlaying) {
            isiaudio.audioPlayer.trigger('play');
            isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/pause.png");

        } else {
            isiaudio.audioPlayer.trigger('pause');
            isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/play.png");
        }
    };

    isiaudio.stopHandle = function(e) {
        e.stopPropagation();
        isiaudio.isPlaying = false;
        isiaudio.audioPlayer.trigger('pause');
        isiaudio.audioPlayer.prop("currentTime", 0);
        isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/play.png");
    };


    isiaudio.volUpHandle = function(e) {
        var volume = isiaudio.audioPlayer.prop("volume") + 0.2;
        if (volume > 1) {
            volume = 1;
        }
        isiaudio.audioPlayer.prop("volume", volume);
    };

    isiaudio.volDownHandle = function(e) {
        var volume = isiaudio.audioPlayer.prop("volume") - 0.2;
        if (volume < 0) {
            volume = 0;
        }
        isiaudio.audioPlayer.prop("volume", volume);
    }

    isiaudio.timeChangeHandle = function(e) {
        var widthTotal = isiaudio.bufferTime.width();
        var timeTotal = isiaudio.audioPlayer[0].duration;
        var currentTime = isiaudio.audioPlayer[0].currentTime;
        var widthBuffer = Math.round(widthTotal * currentTime / timeTotal);
        isiaudio.currentTime.css("width", widthBuffer + 'px');
        isiaudio.currentTimeLabel.empty();
        isiaudio.currentTimeLabel.html(((currentTime / 60 * 100) / 100).toFixed(2));
    }

    isiaudio.touchBufferTimeHandle = function(e) {
        e.stopPropagation();
        var xMousePos = e.clientX + window.pageXOffset;
        var x = xMousePos - isiaudio.bufferTime.offset().left;
        var newTime = Math.round(x * isiaudio.audioPlayer[0].duration / isiaudio.bufferTime.width());
        isiaudio.audioPlayer.prop("currentTime", newTime);
    };

    isiaudio.touchCurrentTimeHandle = function(e) {
        e.stopPropagation();
        var xMousePos = e.clientX + window.pageXOffset;
        var x = xMousePos - isiaudio.currentTime.offset().left;
        var newTime = Math.round(x * isiaudio.audioPlayer[0].currentTime / isiaudio.currentTime.width());
        isiaudio.audioPlayer.prop("currentTime", newTime);
    };

    isiaudio.closeHandle = function(e) {
        e.stopPropagation();
        isiaudio.contenerPlayer.addClass('closeAudioMode');
        isiaudio.isPlaying = false;
        isiaudio.audioPlayer.trigger('pause');
        isiaudio.audioPlayer.prop("currentTime", 0);
        isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/play.png");
    };

    isiaudio.play = function() {
        isiaudio.isPlaying = true;
        isiaudio.audioPlayer.trigger('play');
        isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/pause.png");
    };

    isiaudio.pause = function() {
        isiaudio.isPlaying = false;
        isiaudio.audioPlayer.trigger('pause');
        isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/play.png");
    };

    isiaudio.stop = function() {
        isiaudio.isPlaying = false;
        isiaudio.audioPlayer.trigger('pause');
        isiaudio.audioPlayer.prop("currentTime", 0);
        isiaudio.playButton.find("img").attr("src", "js/isicrunch/play.png");
    };

    isiaudio.quit = function() {
        isiaudio.pause();
        isiaudio.contenerPlayer.addClass('closeAudioMode');
    };
};



var ISIVideo = function() {

    isivideo = this;
    isivideo.domVideo = '<div id="contenerVideo" class="closeAudioMode"><div id="topVideoBar"><div id="titleVideo"><span id="textTitreVideo"></span></div><div id="closeVideo"><img src="js/isicrunch/close-black.png"/></div></div><video id="ISIPlayerVideo" controls="controls" preload="none" src=""></video></div>';
    isivideo.init = function() {
        $("body").append(isivideo.domVideo);
        window.scroll(0, 0);
        isivideo.video = $("#ISIPlayerVideo");
        isivideo.contener = $("#contenerVideo");
        isivideo.topBar = $("#topVideoBar");
        isivideo.title = $("#titleVideo");
        isivideo.closeButton = $("#closeVideo");
        isivideo.closeButton.on('touchstart click', isivideo.closeHandle);
    };

    isivideo.setSrc = function(source, playIt, titre) {

        var playIt = typeof playIt === 'undefined' || playIt === null ? false : playIt;
        var title = typeof titre === 'undefined' || titre === null ? source.split('/')[source.split('/').length - 1] : titre;
        $('#textTitreVideo').html(title);
        isivideo.video.attr("src", source);
        if (playIt == true) {
            isivideo.play();
        }
    };

    isivideo.setPosition = function() {
        var vWidth = isivideo.video.width();
        var vHeight = isivideo.video.height();
        var menuTopH = window.screen.height * 0.5;
        isivideo.video.css("left", "10%");
        isivideo.video.css("width", "80%");
        isivideo.video.css("height", "auto");
        isivideo.video.css("top", "5%");
        //isivideo.topBar.css("width", "80%");
        //isivideo.topBar.css("left", "10%");
    };

    isivideo.play = function() {
        isivideo.contener.removeClass('closeAudioMode');
        $('body').addClass('bodyProj');
        window.scroll(0, 0);
        isivideo.video[0].play();
        isivideo.video.on("loadeddata", function() {
            isivideo.setPosition();
            isivideo.contener.removeClass('closeAudioMode');
        });

    };

    isivideo.pause = function() {
        isivideo.video[0].pause();
    };

    isivideo.close = function() {
        isivideo.video[0].pause();
        isivideo.contener.addClass('closeAudioMode');
        $('body').removeClass('bodyProj');
    };

    isivideo.closeHandle = function(e) {
        e.stopPropagation();
        isivideo.video[0].pause();
        isivideo.contener.addClass('closeAudioMode');
        $('body').removeClass('bodyProj');
    };
};



/*************************** PostMessage methods ******************************/
/******************************************************************************/

var initIsiPagePage = function (pageUrl) {
  var pageBasePath = pageUrl.substring(0, pageUrl.lastIndexOf("/"));
  // Handles most resources

  $("body")
    .contents()
    .find(".appelISI")
    .each(function () {
      var id =
        $(this).attr("id") != null
          ? $(this).attr("id")
          : $(this).parent().attr("id");
      var interactiveAreaOrigin = $(this);
      var interactiveAreaClone = interactiveAreaOrigin.clone();
      $(interactiveAreaClone).bind("touchstart click", function (event) {
        if ($(interactiveAreaClone).find(".media").length === 1) {
          launchInteractive(
            $(interactiveAreaClone).find(".media"),
            pageBasePath,
            id
          );
        }
      });
      interactiveAreaOrigin.replaceWith(interactiveAreaClone);
    });

  // Handles links
  $("body")
    .contents()
    .find(".linkInternal")
    .each(function () {
      var id =
        $(this).attr("id") != null
          ? $(this).attr("id")
          : $(this).parent().attr("id") != null
          ? $(this).parent().attr("id")
          : $(this).parent().parent().attr("id") != null
		  ? $(this).parent().parent().attr("id")
		  : '';
      var interactiveAreaOrigin = $(this);
      var interactiveAreaClone = interactiveAreaOrigin.clone();
      $(interactiveAreaClone).bind("touchstart click", function (event) {
        event.preventDefault();
        var src = "#";
        if ($(interactiveAreaClone).attr("href") !== "#") {
          src = $(interactiveAreaClone).attr("href");
          $(interactiveAreaClone).attr("isi_href", src);
          $(interactiveAreaClone).attr("href", "#");
        } else {
          src = $(interactiveAreaClone).attr("isi_href");
        }

        $(interactiveAreaClone).attr("href", "#");

        var isAPage = src.startsWith("page") && src.endsWith(".xhtml");
        if (isAPage) {
          window.parent.postMessage(
            {
              id,
              title: "",
              type: "ISI-READER_GOTO_PAGE",
              src
            },
            "*"
          );
        } else {
          window.parent.postMessage(
            {
              id,
              title: "",
              type: "ISI-READER_LINK",
              src: src.indexOf("http") === 0 ? src : `${pageBasePath}/${src}`,
            },
            "*"
          );
        }
        return false;
      });
      interactiveAreaOrigin.replaceWith(interactiveAreaClone);
    });
};

var launchInteractive = function (zoneInt, pageBasePath, id) {
  if ($(zoneInt).hasClass("anim")) {
    var src = $(zoneInt).find("a").attr("href");
	var title = $(zoneInt).find("a").attr("data-title");
    window.parent.postMessage(
      {
        id,
        title,
        type: "ISI-READER_ANIMATION",
        src: `${pageBasePath}/${src}`,
      },
      "*"
    );
    return;
  }
  if ($(zoneInt).hasClass("image")) {
	var src = [];
    $(zoneInt).find("img").each(function() {
		var srcInt = $(this).attr('src');
		src.push(`${pageBasePath}/${srcInt}`);
	});
    var title = $(zoneInt).find("img").attr("title");
    var alt = $(zoneInt).find("img").attr("alt");
    window.parent.postMessage(
      {
        id,
        title,
        alt,
        type: "ISI-READER_IMAGE",
        src : JSON.parse(JSON.stringify(src))
      },
      "*"
    );
  }
  if ($(zoneInt).hasClass("video")) {
    var title = $(zoneInt).find("video").attr("data-title");
    var src = $(zoneInt).find("video").attr("src")
      ? $(zoneInt).find("video").attr("src")
      : $(zoneInt).find("video source").attr("src");

    window.parent.postMessage(
      {
        id,
        title,
        type: "ISI-READER_VIDEO",
        src: `${pageBasePath}/${src}`,
      },
      "*"
    );
  }

  if ($(zoneInt).hasClass("pdf")) {
    var src = $(zoneInt).find("a").attr("href");
    var title = $(zoneInt).find("a").attr("data-title");
    window.parent.postMessage(
      {
        id,
        title,
        type: "ISI-READER_PDF",
        src: `${pageBasePath}/${src}`,
      },
      "*"
    );
  }

  if ($(zoneInt).hasClass("audio")) {
    var src = $(zoneInt).find("audio").attr("src")
      ? $(zoneInt).find("audio").attr("src")
      : $(zoneInt).find("audio source").attr("src");
    var title = $(zoneInt).find("audio").attr("data-title");
    window.parent.postMessage(
      {
        id,
        title,
        type: "ISI-READER_AUDIO",
        src: `${pageBasePath}/${src}`,
      },
      "*"
    );
  }
};

var stackOnLoad = function (cb) {
  var prev = window.onload;
  window.onload = function (t, ev) {
    if (prev !== undefined && prev !== null) {
      prev(t, ev);
    }
    cb(t, ev);
  };
};
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suffit de montrer que Z[+/2] est un sous-anneau de R.
bv2e€G, il existe (a’, b’) € Z* tel que : (a + b+/2)(a’ + b’v/2) = 1, c’est-a-dire
{ aa’+2bb’'=1

ab’+a’b=0
déduit : (a —b+v/2)(a’

b’+/2)=1, puis en multipliant membre & membre :

(aZ=2b%)a"=2b2)=1.
relatif a®> —2b? est inversible dans Z, d’ou : a®? —2b? ==+1.
oquement :

—2b%*=1,alors (a+b+v2)a—b+v/2)=1,donca+bv/2€G;
—2b%=—1,alors (a+bv2)(—a+b+v2)=1,donca+bv/2€G

a,b)eN**telque a+bv/2€G.
istinguons deux cas :

—2b? =1, alors a®> — b? = b>+1 > 0, donc a > b; de plus a> —4b* = 1—2b?; or b > 1 donc
<—1<0eta<2b;

+hy2=2%

Hbj/;:(mbﬁ)(ﬁ 1)=2b—a)+(a—b}WZ Doi

a,=2b—a
by=a—b
2b’=(2b—a) —2(a—bY =—a*+2b*==+1
+ b, /2 € G. On aimmédiatement a, >0 et b, > 0.

—2b?=—1,alors a’*—b?>=b*—1>0,donca > b;deplus a’>—4b*=—1—2b%<0, donc a <2

2
al

cay—a=2b—2a<0,dou:a, <a;etbhj—b=a—-2b<0,dou: b <b

e
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e€1lerant 1e procede, on obuient des sultes d enters naturels (4;) decroissante et (v;) sirictement
oissante, donc finie. Il existe g € N* tel que b, =0. On a alors :
V2=1, a, +b,V2=1+V2, a, ,+b, ,vV2=(1+v2f, jusqua a+bv2=(1+v2

emarque que si g est pair, a? —2b? =1 et si q est impair, a* —2b? =—1.

onsidérons (r, s) € N*? vérifiant I'équation (2) : r2—2s? = 1. D’apres ce qui précede, r + sv2e

existe g € N* tel que r +s+/2=(1++/2)7. Réciproquement, si r +sv/2 =(1++/2)9, r2—2s2 =(
couple (1, s) € N*? vérifie I'équation (2) si et seulement si g est pair, de la forme 2k. Lensemble
solutions de I’équation (2) est’ensemble des couples (r, s) € N*2 tels que r+sv/2 = (1++/2)%, avec k €
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artie A : Anneaux Z[ /1]

1) Lapplication de Z? dans Z[+/n] : (a, b) —a + b /7 est surjective par définition. Elle

que vn ¢Q.

2) Z[+/n] contient le réel 1; il est stable par soustraction et multiplication : c’est un
out sous-anneau d'un corps commutatif est integre.

3) w(1)=1;si(x,y) € Z[i] alors p(x —y) = p(x)—p(y) et p(xy) = p(x)p(y) : cCestun

neaux. Il est clairement bijectif et égal a sa bijection réciproque : c’est un automorphisme
[vn].

4) a) Pourtout x €Z[i], x¢(x)=0 = x =0o0u p(x)=0, ce quirevienta x =0.

b) N(xy)=xyp(xy)=xp(x)yp(y)=Nx)N(y).

5) A-5. Soit x un élément inversible de Z[v/n]: xx! =1, dou N(x)N(x™')=1; N

inversible de I'anneau Z : N(x)==£1. Réciproquement, si N(x) =1 alors x(x)=1, donc

et x' = p(x); de méme, si N(x)=—1, alors x ! =—p(x).

artie B : Etude de Panneau Z[ /5]

1) D’apres la question précédente, x = a + b+/5 est inversible dans Z[+/5]
N(x)=a?—5b?==£1.Parexemple: 1, —1, 2+ +/5, 2—+/5, 9+ 4+/5, 9—4+/5 sont inversibles
n remarque que, pour tout 7 €N, N((2++/5)") = N(2+ +/5)" = (—1)"; ainsi (2+ v/5
++/5 > 1, donc la suite de ses puissances est strictement croissante : elle prend une
ar exemple :

(2+V5=9+4v5; (2++5)°=38+17V5; (2++5)'=161+72v5

2) a) Un carré d’entier est toujours congru a 0 ou 1 modulo 4. Par conséquent ¢*—5
ou 3 modulo 4; jamais a 2. Donc ¢? —5d? # +2.
b) Sixy =2, N(x)N(y)=4.Comme il est impossible d’avoir N(x)= =2, on a nécessair
ou N(y)==1, c'est-a-dire x ou y inversible. Donc 2 est irréductible dans Z[+/5].
3) I contient 0 et il est stable par soustraction : ¢’est un sous-groupe de (Z[v/5], +).
oit x = a + b5 un élément de I (les entiers a et b sont de méme
—b=0[2]) et y = c +d+/5 un élément quelconque de Z[+/5].

xy=(a+b+5)(c+dvV5)=ac+5bd+(ad+bc)Vs,
(ac+5bd)—(ad+bc)=ac+bd—ad—bc=(a—b)c—d)=0[2

donc ac+5bd et ad + bc sont de méme parité : xy € I. I est bien un idéal de Z[v5
4) Les éléments 2 et 1 + +/5 appartiennent a I'idéal I. Supposons que I soit engendré
existe des éléments y et z de Z[v/5] tels que 2= xy et 1+ /5= xz. Comme 2 est irr
Ou bien x est inversible, ce qui implique I = Z[+/5]; c’est absurde.
Oubien y estinversible;alors, x =2y 'et2y~'z=1++/5.Enposant y'z=a+ib,
une absurdité.
Donc l'idéal I n’est pas engendré par un seul élément; 'anneau Z[+/5] n’est pas principal.
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—1. 1l existe bien dans

X _
=i
x—+/=pv)x++/—=pv)=0(gr

integre, x = v/—fv ou x = —y/—
dimension 1, engendré (€
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(function(e,t){function _(e){var t=M[e]={};return v.each(e.split(y),function(e,n){t[n]=!0}),t}function H(e,n,r){if(r===t&&e.nodeType===1){var i="data-"+n.replace(P,"-$1").toLowerCase();r=e.getAttribute(i);if(typeof r=="string"){try{r=r==="true"?!0:r==="false"?!1:r==="null"?null:+r+""===r?+r:D.test(r)?v.parseJSON(r):r}catch(s){}v.data(e,n,r)}else r=t}return r}function B(e){var t;for(t in e){if(t==="data"&&v.isEmptyObject(e[t]))continue;if(t!=="toJSON")return!1}return!0}function et(){return!1}function tt(){return!0}function ut(e){return!e||!e.parentNode||e.parentNode.nodeType===11}function at(e,t){do e=e[t];while(e&&e.nodeType!==1);return e}function ft(e,t,n){t=t||0;if(v.isFunction(t))return v.grep(e,function(e,r){var i=!!t.call(e,r,e);return i===n});if(t.nodeType)return v.grep(e,function(e,r){return e===t===n});if(typeof t=="string"){var r=v.grep(e,function(e){return e.nodeType===1});if(it.test(t))return v.filter(t,r,!n);t=v.filter(t,r)}return v.grep(e,function(e,r){return v.inArray(e,t)>=0===n})}function lt(e){var t=ct.split("|"),n=e.createDocumentFragment();if(n.createElement)while(t.length)n.createElement(t.pop());return n}function Lt(e,t){return e.getElementsByTagName(t)[0]||e.appendChild(e.ownerDocument.createElement(t))}function At(e,t){if(t.nodeType!==1||!v.hasData(e))return;var n,r,i,s=v._data(e),o=v._data(t,s),u=s.events;if(u){delete o.handle,o.events={};for(n in u)for(r=0,i=u[n].length;r<i;r++)v.event.add(t,n,u[n][r])}o.data&&(o.data=v.extend({},o.data))}function Ot(e,t){var n;if(t.nodeType!==1)return;t.clearAttributes&&t.clearAttributes(),t.mergeAttributes&&t.mergeAttributes(e),n=t.nodeName.toLowerCase(),n==="object"?(t.parentNode&&(t.outerHTML=e.outerHTML),v.support.html5Clone&&e.innerHTML&&!v.trim(t.innerHTML)&&(t.innerHTML=e.innerHTML)):n==="input"&&Et.test(e.type)?(t.defaultChecked=t.checked=e.checked,t.value!==e.value&&(t.value=e.value)):n==="option"?t.selected=e.defaultSelected:n==="input"||n==="textarea"?t.defaultValue=e.defaultValue:n==="script"&&t.text!==e.text&&(t.text=e.text),t.removeAttribute(v.expando)}function Mt(e){return typeof e.getElementsByTagName!="undefined"?e.getElementsByTagName("*"):typeof e.querySelectorAll!="undefined"?e.querySelectorAll("*"):[]}function _t(e){Et.test(e.type)&&(e.defaultChecked=e.checked)}function Qt(e,t){if(t in e)return t;var n=t.charAt(0).toUpperCase()+t.slice(1),r=t,i=Jt.length;while(i--){t=Jt[i]+n;if(t in e)return t}return r}function Gt(e,t){return e=t||e,v.css(e,"display")==="none"||!v.contains(e.ownerDocument,e)}function Yt(e,t){var n,r,i=[],s=0,o=e.length;for(;s<o;s++){n=e[s];if(!n.style)continue;i[s]=v._data(n,"olddisplay"),t?(!i[s]&&n.style.display==="none"&&(n.style.display=""),n.style.display===""&&Gt(n)&&(i[s]=v._data(n,"olddisplay",nn(n.nodeName)))):(r=Dt(n,"display"),!i[s]&&r!=="none"&&v._data(n,"olddisplay",r))}for(s=0;s<o;s++){n=e[s];if(!n.style)continue;if(!t||n.style.display==="none"||n.style.display==="")n.style.display=t?i[s]||"":"none"}return e}function Zt(e,t,n){var r=Rt.exec(t);return r?Math.max(0,r[1]-(n||0))+(r[2]||"px"):t}function en(e,t,n,r){var i=n===(r?"border":"content")?4:t==="width"?1:0,s=0;for(;i<4;i+=2)n==="margin"&&(s+=v.css(e,n+$t[i],!0)),r?(n==="content"&&(s-=parseFloat(Dt(e,"padding"+$t[i]))||0),n!=="margin"&&(s-=parseFloat(Dt(e,"border"+$t[i]+"Width"))||0)):(s+=parseFloat(Dt(e,"padding"+$t[i]))||0,n!=="padding"&&(s+=parseFloat(Dt(e,"border"+$t[i]+"Width"))||0));return s}function tn(e,t,n){var r=t==="width"?e.offsetWidth:e.offsetHeight,i=!0,s=v.support.boxSizing&&v.css(e,"boxSizing")==="border-box";if(r<=0||r==null){r=Dt(e,t);if(r<0||r==null)r=e.style[t];if(Ut.test(r))return r;i=s&&(v.support.boxSizingReliable||r===e.style[t]),r=parseFloat(r)||0}return r+en(e,t,n||(s?"border":"content"),i)+"px"}function nn(e){if(Wt[e])return Wt[e];var t=v("<"+e+">").appendTo(i.body),n=t.css("display");t.remove();if(n==="none"||n===""){Pt=i.body.appendChild(Pt||v.extend(i.createElement("iframe"),{frameBorder:0,width:0,height:0}));if(!Ht||!Pt.createElement)Ht=(Pt.contentWindow||Pt.contentDocument).document,Ht.write("<!doctype html><html><body>"),Ht.close();t=Ht.body.appendChild(Ht.createElement(e)),n=Dt(t,"display"),i.body.removeChild(Pt)}return Wt[e]=n,n}function fn(e,t,n,r){var i;if(v.isArray(t))v.each(t,function(t,i){n||sn.test(e)?r(e,i):fn(e+"["+(typeof i=="object"?t:"")+"]",i,n,r)});else if(!n&&v.type(t)==="object")for(i in t)fn(e+"["+i+"]",t[i],n,r);else r(e,t)}function Cn(e){return function(t,n){typeof t!="string"&&(n=t,t="*");var r,i,s,o=t.toLowerCase().split(y),u=0,a=o.length;if(v.isFunction(n))for(;u<a;u++)r=o[u],s=/^\+/.test(r),s&&(r=r.substr(1)||"*"),i=e[r]=e[r]||[],i[s?"unshift":"push"](n)}}function kn(e,n,r,i,s,o){s=s||n.dataTypes[0],o=o||{},o[s]=!0;var u,a=e[s],f=0,l=a?a.length:0,c=e===Sn;for(;f<l&&(c||!u);f++)u=a[f](n,r,i),typeof u=="string"&&(!c||o[u]?u=t:(n.dataTypes.unshift(u),u=kn(e,n,r,i,u,o)));return(c||!u)&&!o["*"]&&(u=kn(e,n,r,i,"*",o)),u}function Ln(e,n){var r,i,s=v.ajaxSettings.flatOptions||{};for(r in n)n[r]!==t&&((s[r]?e:i||(i={}))[r]=n[r]);i&&v.extend(!0,e,i)}function An(e,n,r){var i,s,o,u,a=e.contents,f=e.dataTypes,l=e.responseFields;for(s in l)s in r&&(n[l[s]]=r[s]);while(f[0]==="*")f.shift(),i===t&&(i=e.mimeType||n.getResponseHeader("content-type"));if(i)for(s in a)if(a[s]&&a[s].test(i)){f.unshift(s);break}if(f[0]in r)o=f[0];else{for(s in r){if(!f[0]||e.converters[s+" "+f[0]]){o=s;break}u||(u=s)}o=o||u}if(o)return o!==f[0]&&f.unshift(o),r[o]}function On(e,t){var n,r,i,s,o=e.dataTypes.slice(),u=o[0],a={},f=0;e.dataFilter&&(t=e.dataFilter(t,e.dataType));if(o[1])for(n in e.converters)a[n.toLowerCase()]=e.converters[n];for(;i=o[++f];)if(i!=="*"){if(u!=="*"&&u!==i){n=a[u+" "+i]||a["* "+i];if(!n)for(r in a){s=r.split(" ");if(s[1]===i){n=a[u+" "+s[0]]||a["* "+s[0]];if(n){n===!0?n=a[r]:a[r]!==!0&&(i=s[0],o.splice(f--,0,i));break}}}if(n!==!0)if(n&&e["throws"])t=n(t);else try{t=n(t)}catch(l){return{state:"parsererror",error:n?l:"No conversion from "+u+" to "+i}}}u=i}return{state:"success",data:t}}function Fn(){try{return new e.XMLHttpRequest}catch(t){}}function In(){try{return new e.ActiveXObject("Microsoft.XMLHTTP")}catch(t){}}function $n(){return setTimeout(function(){qn=t},0),qn=v.now()}function Jn(e,t){v.each(t,function(t,n){var r=(Vn[t]||[]).concat(Vn["*"]),i=0,s=r.length;for(;i<s;i++)if(r[i].call(e,t,n))return})}function Kn(e,t,n){var r,i=0,s=0,o=Xn.length,u=v.Deferred().always(function(){delete a.elem}),a=function(){var t=qn||$n(),n=Math.max(0,f.startTime+f.duration-t),r=n/f.duration||0,i=1-r,s=0,o=f.tweens.length;for(;s<o;s++)f.tweens[s].run(i);return u.notifyWith(e,[f,i,n]),i<1&&o?n:(u.resolveWith(e,[f]),!1)},f=u.promise({elem:e,props:v.extend({},t),opts:v.extend(!0,{specialEasing:{}},n),originalProperties:t,originalOptions:n,startTime:qn||$n(),duration:n.duration,tweens:[],createTween:function(t,n,r){var i=v.Tween(e,f.opts,t,n,f.opts.specialEasing[t]||f.opts.easing);return f.tweens.push(i),i},stop:function(t){var n=0,r=t?f.tweens.length:0;for(;n<r;n++)f.tweens[n].run(1);return t?u.resolveWith(e,[f,t]):u.rejectWith(e,[f,t]),this}}),l=f.props;Qn(l,f.opts.specialEasing);for(;i<o;i++){r=Xn[i].call(f,e,l,f.opts);if(r)return r}return Jn(f,l),v.isFunction(f.opts.start)&&f.opts.start.call(e,f),v.fx.timer(v.extend(a,{anim:f,queue:f.opts.queue,elem:e})),f.progress(f.opts.progress).done(f.opts.done,f.opts.complete).fail(f.opts.fail).always(f.opts.always)}function Qn(e,t){var n,r,i,s,o;for(n in e){r=v.camelCase(n),i=t[r],s=e[n],v.isArray(s)&&(i=s[1],s=e[n]=s[0]),n!==r&&(e[r]=s,delete e[n]),o=v.cssHooks[r];if(o&&"expand"in o){s=o.expand(s),delete e[r];for(n in s)n in e||(e[n]=s[n],t[n]=i)}else t[r]=i}}function Gn(e,t,n){var r,i,s,o,u,a,f,l,c,h=this,p=e.style,d={},m=[],g=e.nodeType&&Gt(e);n.queue||(l=v._queueHooks(e,"fx"),l.unqueued==null&&(l.unqueued=0,c=l.empty.fire,l.empty.fire=function(){l.unqueued||c()}),l.unqueued++,h.always(function(){h.always(function(){l.unqueued--,v.queue(e,"fx").length||l.empty.fire()})})),e.nodeType===1&&("height"in t||"width"in t)&&(n.overflow=[p.overflow,p.overflowX,p.overflowY],v.css(e,"display")==="inline"&&v.css(e,"float")==="none"&&(!v.support.inlineBlockNeedsLayout||nn(e.nodeName)==="inline"?p.display="inline-block":p.zoom=1)),n.overflow&&(p.overflow="hidden",v.support.shrinkWrapBlocks||h.done(function(){p.overflow=n.overflow[0],p.overflowX=n.overflow[1],p.overflowY=n.overflow[2]}));for(r in t){s=t[r];if(Un.exec(s)){delete t[r],a=a||s==="toggle";if(s===(g?"hide":"show"))continue;m.push(r)}}o=m.length;if(o){u=v._data(e,"fxshow")||v._data(e,"fxshow",{}),"hidden"in u&&(g=u.hidden),a&&(u.hidden=!g),g?v(e).show():h.done(function(){v(e).hide()}),h.done(function(){var t;v.removeData(e,"fxshow",!0);for(t in d)v.style(e,t,d[t])});for(r=0;r<o;r++)i=m[r],f=h.createTween(i,g?u[i]:0),d[i]=u[i]||v.style(e,i),i in u||(u[i]=f.start,g&&(f.end=f.start,f.start=i==="width"||i==="height"?1:0))}}function Yn(e,t,n,r,i){return new Yn.prototype.init(e,t,n,r,i)}function Zn(e,t){var n,r={height:e},i=0;t=t?1:0;for(;i<4;i+=2-t)n=$t[i],r["margin"+n]=r["padding"+n]=e;return t&&(r.opacity=r.width=e),r}function tr(e){return v.isWindow(e)?e:e.nodeType===9?e.defaultView||e.parentWindow:!1}var n,r,i=e.document,s=e.location,o=e.navigator,u=e.jQuery,a=e.$,f=Array.prototype.push,l=Array.prototype.slice,c=Array.prototype.indexOf,h=Object.prototype.toString,p=Object.prototype.hasOwnProperty,d=String.prototype.trim,v=function(e,t){return new v.fn.init(e,t,n)},m=/[\-+]?(?:\d*\.|)\d+(?:[eE][\-+]?\d+|)/.source,g=/\S/,y=/\s+/,b=/^[\s\uFEFF\xA0]+|[\s\uFEFF\xA0]+$/g,w=/^(?:[^#<]*(<[\w\W]+>)[^>]*$|#([\w\-]*)$)/,E=/^<(\w+)\s*\/?>(?:<\/\1>|)$/,S=/^[\],:{}\s]*$/,x=/(?:^|:|,)(?:\s*\[)+/g,T=/\\(?:["\\\/bfnrt]|u[\da-fA-F]{4})/g,N=/"[^"\\\r\n]*"|true|false|null|-?(?:\d\d*\.|)\d+(?:[eE][\-+]?\d+|)/g,C=/^-ms-/,k=/-([\da-z])/gi,L=function(e,t){return(t+"").toUpperCase()},A=function(){i.addEventListener?(i.removeEventListener("DOMContentLoaded",A,!1),v.ready()):i.readyState==="complete"&&(i.detachEvent("onreadystatechange",A),v.ready())},O={};v.fn=v.prototype={constructor:v,init:function(e,n,r){var s,o,u,a;if(!e)return this;if(e.nodeType)return this.context=this[0]=e,this.length=1,this;if(typeof e=="string"){e.charAt(0)==="<"&&e.charAt(e.length-1)===">"&&e.length>=3?s=[null,e,null]:s=w.exec(e);if(s&&(s[1]||!n)){if(s[1])return n=n instanceof v?n[0]:n,a=n&&n.nodeType?n.ownerDocument||n:i,e=v.parseHTML(s[1],a,!0),E.test(s[1])&&v.isPlainObject(n)&&this.attr.call(e,n,!0),v.merge(this,e);o=i.getElementById(s[2]);if(o&&o.parentNode){if(o.id!==s[2])return r.find(e);this.length=1,this[0]=o}return this.context=i,this.selector=e,this}return!n||n.jquery?(n||r).find(e):this.constructor(n).find(e)}return v.isFunction(e)?r.ready(e):(e.selector!==t&&(this.selector=e.selector,this.context=e.context),v.makeArray(e,this))},selector:"",jquery:"1.8.3",length:0,size:function(){return this.length},toArray:function(){return l.call(this)},get:function(e){return e==null?this.toArray():e<0?this[this.length+e]:this[e]},pushStack:function(e,t,n){var r=v.merge(this.constructor(),e);return r.prevObject=this,r.context=this.context,t==="find"?r.selector=this.selector+(this.selector?" ":"")+n:t&&(r.selector=this.selector+"."+t+"("+n+")"),r},each:function(e,t){return v.each(this,e,t)},ready:function(e){return v.ready.promise().done(e),this},eq:function(e){return e=+e,e===-1?this.slice(e):this.slice(e,e+1)},first:function(){return this.eq(0)},last:function(){return this.eq(-1)},slice:function(){return this.pushStack(l.apply(this,arguments),"slice",l.call(arguments).join(","))},map:function(e){return this.pushStack(v.map(this,function(t,n){return e.call(t,n,t)}))},end:function(){return this.prevObject||this.constructor(null)},push:f,sort:[].sort,splice:[].splice},v.fn.init.prototype=v.fn,v.extend=v.fn.extend=function(){var e,n,r,i,s,o,u=arguments[0]||{},a=1,f=arguments.length,l=!1;typeof u=="boolean"&&(l=u,u=arguments[1]||{},a=2),typeof u!="object"&&!v.isFunction(u)&&(u={}),f===a&&(u=this,--a);for(;a<f;a++)if((e=arguments[a])!=null)for(n in e){r=u[n],i=e[n];if(u===i)continue;l&&i&&(v.isPlainObject(i)||(s=v.isArray(i)))?(s?(s=!1,o=r&&v.isArray(r)?r:[]):o=r&&v.isPlainObject(r)?r:{},u[n]=v.extend(l,o,i)):i!==t&&(u[n]=i)}return u},v.extend({noConflict:function(t){return e.$===v&&(e.$=a),t&&e.jQuery===v&&(e.jQuery=u),v},isReady:!1,readyWait:1,holdReady:function(e){e?v.readyWait++:v.ready(!0)},ready:function(e){if(e===!0?--v.readyWait:v.isReady)return;if(!i.body)return setTimeout(v.ready,1);v.isReady=!0;if(e!==!0&&--v.readyWait>0)return;r.resolveWith(i,[v]),v.fn.trigger&&v(i).trigger("ready").off("ready")},isFunction:function(e){return v.type(e)==="function"},isArray:Array.isArray||function(e){return v.type(e)==="array"},isWindow:function(e){return e!=null&&e==e.window},isNumeric:function(e){return!isNaN(parseFloat(e))&&isFinite(e)},type:function(e){return e==null?String(e):O[h.call(e)]||"object"},isPlainObject:function(e){if(!e||v.type(e)!=="object"||e.nodeType||v.isWindow(e))return!1;try{if(e.constructor&&!p.call(e,"constructor")&&!p.call(e.constructor.prototype,"isPrototypeOf"))return!1}catch(n){return!1}var r;for(r in e);return r===t||p.call(e,r)},isEmptyObject:function(e){var t;for(t in e)return!1;return!0},error:function(e){throw new Error(e)},parseHTML:function(e,t,n){var r;return!e||typeof e!="string"?null:(typeof t=="boolean"&&(n=t,t=0),t=t||i,(r=E.exec(e))?[t.createElement(r[1])]:(r=v.buildFragment([e],t,n?null:[]),v.merge([],(r.cacheable?v.clone(r.fragment):r.fragment).childNodes)))},parseJSON:function(t){if(!t||typeof t!="string")return null;t=v.trim(t);if(e.JSON&&e.JSON.parse)return e.JSON.parse(t);if(S.test(t.replace(T,"@").replace(N,"]").replace(x,"")))return(new Function("return "+t))();v.error("Invalid JSON: "+t)},parseXML:function(n){var r,i;if(!n||typeof n!="string")return null;try{e.DOMParser?(i=new DOMParser,r=i.parseFromString(n,"text/xml")):(r=new ActiveXObject("Microsoft.XMLDOM"),r.async="false",r.loadXML(n))}catch(s){r=t}return(!r||!r.documentElement||r.getElementsByTagName("parsererror").length)&&v.error("Invalid XML: "+n),r},noop:function(){},globalEval:function(t){t&&g.test(t)&&(e.execScript||function(t){e.eval.call(e,t)})(t)},camelCase:function(e){return e.replace(C,"ms-").replace(k,L)},nodeName:function(e,t){return e.nodeName&&e.nodeName.toLowerCase()===t.toLowerCase()},each:function(e,n,r){var i,s=0,o=e.length,u=o===t||v.isFunction(e);if(r){if(u){for(i in e)if(n.apply(e[i],r)===!1)break}else for(;s<o;)if(n.apply(e[s++],r)===!1)break}else if(u){for(i in e)if(n.call(e[i],i,e[i])===!1)break}else for(;s<o;)if(n.call(e[s],s,e[s++])===!1)break;return e},trim:d&&!d.call("\ufeff\u00a0")?function(e){return e==null?"":d.call(e)}:function(e){return e==null?"":(e+"").replace(b,"")},makeArray:function(e,t){var n,r=t||[];return e!=null&&(n=v.type(e),e.length==null||n==="string"||n==="function"||n==="regexp"||v.isWindow(e)?f.call(r,e):v.merge(r,e)),r},inArray:function(e,t,n){var r;if(t){if(c)return c.call(t,e,n);r=t.length,n=n?n<0?Math.max(0,r+n):n:0;for(;n<r;n++)if(n in t&&t[n]===e)return n}return-1},merge:function(e,n){var r=n.length,i=e.length,s=0;if(typeof r=="number")for(;s<r;s++)e[i++]=n[s];else while(n[s]!==t)e[i++]=n[s++];return e.length=i,e},grep:function(e,t,n){var r,i=[],s=0,o=e.length;n=!!n;for(;s<o;s++)r=!!t(e[s],s),n!==r&&i.push(e[s]);return i},map:function(e,n,r){var i,s,o=[],u=0,a=e.length,f=e instanceof v||a!==t&&typeof a=="number"&&(a>0&&e[0]&&e[a-1]||a===0||v.isArray(e));if(f)for(;u<a;u++)i=n(e[u],u,r),i!=null&&(o[o.length]=i);else for(s in e)i=n(e[s],s,r),i!=null&&(o[o.length]=i);return o.concat.apply([],o)},guid:1,proxy:function(e,n){var r,i,s;return typeof n=="string"&&(r=e[n],n=e,e=r),v.isFunction(e)?(i=l.call(arguments,2),s=function(){return e.apply(n,i.concat(l.call(arguments)))},s.guid=e.guid=e.guid||v.guid++,s):t},access:function(e,n,r,i,s,o,u){var a,f=r==null,l=0,c=e.length;if(r&&typeof r=="object"){for(l in r)v.access(e,n,l,r[l],1,o,i);s=1}else if(i!==t){a=u===t&&v.isFunction(i),f&&(a?(a=n,n=function(e,t,n){return a.call(v(e),n)}):(n.call(e,i),n=null));if(n)for(;l<c;l++)n(e[l],r,a?i.call(e[l],l,n(e[l],r)):i,u);s=1}return s?e:f?n.call(e):c?n(e[0],r):o},now:function(){return(new Date).getTime()}}),v.ready.promise=function(t){if(!r){r=v.Deferred();if(i.readyState==="complete")setTimeout(v.ready,1);else if(i.addEventListener)i.addEventListener("DOMContentLoaded",A,!1),e.addEventListener("load",v.ready,!1);else{i.attachEvent("onreadystatechange",A),e.attachEvent("onload",v.ready);var n=!1;try{n=e.frameElement==null&&i.documentElement}catch(s){}n&&n.doScroll&&function o(){if(!v.isReady){try{n.doScroll("left")}catch(e){return setTimeout(o,50)}v.ready()}}()}}return r.promise(t)},v.each("Boolean Number String Function Array Date RegExp Object".split(" "),function(e,t){O["[object "+t+"]"]=t.toLowerCase()}),n=v(i);var M={};v.Callbacks=function(e){e=typeof e=="string"?M[e]||_(e):v.extend({},e);var n,r,i,s,o,u,a=[],f=!e.once&&[],l=function(t){n=e.memory&&t,r=!0,u=s||0,s=0,o=a.length,i=!0;for(;a&&u<o;u++)if(a[u].apply(t[0],t[1])===!1&&e.stopOnFalse){n=!1;break}i=!1,a&&(f?f.length&&l(f.shift()):n?a=[]:c.disable())},c={add:function(){if(a){var t=a.length;(function r(t){v.each(t,function(t,n){var i=v.type(n);i==="function"?(!e.unique||!c.has(n))&&a.push(n):n&&n.length&&i!=="string"&&r(n)})})(arguments),i?o=a.length:n&&(s=t,l(n))}return this},remove:function(){return a&&v.each(arguments,function(e,t){var n;while((n=v.inArray(t,a,n))>-1)a.splice(n,1),i&&(n<=o&&o--,n<=u&&u--)}),this},has:function(e){return v.inArray(e,a)>-1},empty:function(){return a=[],this},disable:function(){return a=f=n=t,this},disabled:function(){return!a},lock:function(){return f=t,n||c.disable(),this},locked:function(){return!f},fireWith:function(e,t){return t=t||[],t=[e,t.slice?t.slice():t],a&&(!r||f)&&(i?f.push(t):l(t)),this},fire:function(){return c.fireWith(this,arguments),this},fired:function(){return!!r}};return c},v.extend({Deferred:function(e){var t=[["resolve","done",v.Callbacks("once memory"),"resolved"],["reject","fail",v.Callbacks("once memory"),"rejected"],["notify","progress",v.Callbacks("memory")]],n="pending",r={state:function(){return n},always:function(){return i.done(arguments).fail(arguments),this},then:function(){var e=arguments;return v.Deferred(function(n){v.each(t,function(t,r){var s=r[0],o=e[t];i[r[1]](v.isFunction(o)?function(){var e=o.apply(this,arguments);e&&v.isFunction(e.promise)?e.promise().done(n.resolve).fail(n.reject).progress(n.notify):n[s+"With"](this===i?n:this,[e])}:n[s])}),e=null}).promise()},promise:function(e){return e!=null?v.extend(e,r):r}},i={};return r.pipe=r.then,v.each(t,function(e,s){var o=s[2],u=s[3];r[s[1]]=o.add,u&&o.add(function(){n=u},t[e^1][2].disable,t[2][2].lock),i[s[0]]=o.fire,i[s[0]+"With"]=o.fireWith}),r.promise(i),e&&e.call(i,i),i},when:function(e){var t=0,n=l.call(arguments),r=n.length,i=r!==1||e&&v.isFunction(e.promise)?r:0,s=i===1?e:v.Deferred(),o=function(e,t,n){return function(r){t[e]=this,n[e]=arguments.length>1?l.call(arguments):r,n===u?s.notifyWith(t,n):--i||s.resolveWith(t,n)}},u,a,f;if(r>1){u=new Array(r),a=new Array(r),f=new Array(r);for(;t<r;t++)n[t]&&v.isFunction(n[t].promise)?n[t].promise().done(o(t,f,n)).fail(s.reject).progress(o(t,a,u)):--i}return i||s.resolveWith(f,n),s.promise()}}),v.support=function(){var t,n,r,s,o,u,a,f,l,c,h,p=i.createElement("div");p.setAttribute("className","t"),p.innerHTML="  <link/><table></table><a href='/a'>a</a><input type='checkbox'/>",n=p.getElementsByTagName("*"),r=p.getElementsByTagName("a")[0];if(!n||!r||!n.length)return{};s=i.createElement("select"),o=s.appendChild(i.createElement("option")),u=p.getElementsByTagName("input")[0],r.style.cssText="top:1px;float:left;opacity:.5",t={leadingWhitespace:p.firstChild.nodeType===3,tbody:!p.getElementsByTagName("tbody").length,htmlSerialize:!!p.getElementsByTagName("link").length,style:/top/.test(r.getAttribute("style")),hrefNormalized:r.getAttribute("href")==="/a",opacity:/^0.5/.test(r.style.opacity),cssFloat:!!r.style.cssFloat,checkOn:u.value==="on",optSelected:o.selected,getSetAttribute:p.className!=="t",enctype:!!i.createElement("form").enctype,html5Clone:i.createElement("nav").cloneNode(!0).outerHTML!=="<:nav></:nav>",boxModel:i.compatMode==="CSS1Compat",submitBubbles:!0,changeBubbles:!0,focusinBubbles:!1,deleteExpando:!0,noCloneEvent:!0,inlineBlockNeedsLayout:!1,shrinkWrapBlocks:!1,reliableMarginRight:!0,boxSizingReliable:!0,pixelPosition:!1},u.checked=!0,t.noCloneChecked=u.cloneNode(!0).checked,s.disabled=!0,t.optDisabled=!o.disabled;try{delete p.test}catch(d){t.deleteExpando=!1}!p.addEventListener&&p.attachEvent&&p.fireEvent&&(p.attachEvent("onclick",h=function(){t.noCloneEvent=!1}),p.cloneNode(!0).fireEvent("onclick"),p.detachEvent("onclick",h)),u=i.createElement("input"),u.value="t",u.setAttribute("type","radio"),t.radioValue=u.value==="t",u.setAttribute("checked","checked"),u.setAttribute("name","t"),p.appendChild(u),a=i.createDocumentFragment(),a.appendChild(p.lastChild),t.checkClone=a.cloneNode(!0).cloneNode(!0).lastChild.checked,t.appendChecked=u.checked,a.removeChild(u),a.appendChild(p);if(p.attachEvent)for(l in{submit:!0,change:!0,focusin:!0})f="on"+l,c=f in p,c||(p.setAttribute(f,"return;"),c=typeof p[f]=="function"),t[l+"Bubbles"]=c;return v(function(){var n,r,s,o,u="padding:0;margin:0;border:0;display:block;overflow:hidden;",a=i.getElementsByTagName("body")[0];if(!a)return;n=i.createElement("div"),n.style.cssText="visibility:hidden;border:0;width:0;height:0;position:static;top:0;margin-top:1px",a.insertBefore(n,a.firstChild),r=i.createElement("div"),n.appendChild(r),r.innerHTML="<table><tr><td></td><td>t</td></tr></table>",s=r.getElementsByTagName("td"),s[0].style.cssText="padding:0;margin:0;border:0;display:none",c=s[0].offsetHeight===0,s[0].style.display="",s[1].style.display="none",t.reliableHiddenOffsets=c&&s[0].offsetHeight===0,r.innerHTML="",r.style.cssText="box-sizing:border-box;-moz-box-sizing:border-box;-webkit-box-sizing:border-box;padding:1px;border:1px;display:block;width:4px;margin-top:1%;position:absolute;top:1%;",t.boxSizing=r.offsetWidth===4,t.doesNotIncludeMarginInBodyOffset=a.offsetTop!==1,e.getComputedStyle&&(t.pixelPosition=(e.getComputedStyle(r,null)||{}).top!=="1%",t.boxSizingReliable=(e.getComputedStyle(r,null)||{width:"4px"}).width==="4px",o=i.createElement("div"),o.style.cssText=r.style.cssText=u,o.style.marginRight=o.style.width="0",r.style.width="1px",r.appendChild(o),t.reliableMarginRight=!parseFloat((e.getComputedStyle(o,null)||{}).marginRight)),typeof r.style.zoom!="undefined"&&(r.innerHTML="",r.style.cssText=u+"width:1px;padding:1px;display:inline;zoom:1",t.inlineBlockNeedsLayout=r.offsetWidth===3,r.style.display="block",r.style.overflow="visible",r.innerHTML="<div></div>",r.firstChild.style.width="5px",t.shrinkWrapBlocks=r.offsetWidth!==3,n.style.zoom=1),a.removeChild(n),n=r=s=o=null}),a.removeChild(p),n=r=s=o=u=a=p=null,t}();var D=/(?:\{[\s\S]*\}|\[[\s\S]*\])$/,P=/([A-Z])/g;v.extend({cache:{},deletedIds:[],uuid:0,expando:"jQuery"+(v.fn.jquery+Math.random()).replace(/\D/g,""),noData:{embed:!0,object:"clsid:D27CDB6E-AE6D-11cf-96B8-444553540000",applet:!0},hasData:function(e){return e=e.nodeType?v.cache[e[v.expando]]:e[v.expando],!!e&&!B(e)},data:function(e,n,r,i){if(!v.acceptData(e))return;var s,o,u=v.expando,a=typeof n=="string",f=e.nodeType,l=f?v.cache:e,c=f?e[u]:e[u]&&u;if((!c||!l[c]||!i&&!l[c].data)&&a&&r===t)return;c||(f?e[u]=c=v.deletedIds.pop()||v.guid++:c=u),l[c]||(l[c]={},f||(l[c].toJSON=v.noop));if(typeof n=="object"||typeof n=="function")i?l[c]=v.extend(l[c],n):l[c].data=v.extend(l[c].data,n);return s=l[c],i||(s.data||(s.data={}),s=s.data),r!==t&&(s[v.camelCase(n)]=r),a?(o=s[n],o==null&&(o=s[v.camelCase(n)])):o=s,o},removeData:function(e,t,n){if(!v.acceptData(e))return;var r,i,s,o=e.nodeType,u=o?v.cache:e,a=o?e[v.expando]:v.expando;if(!u[a])return;if(t){r=n?u[a]:u[a].data;if(r){v.isArray(t)||(t in r?t=[t]:(t=v.camelCase(t),t in r?t=[t]:t=t.split(" ")));for(i=0,s=t.length;i<s;i++)delete r[t[i]];if(!(n?B:v.isEmptyObject)(r))return}}if(!n){delete u[a].data;if(!B(u[a]))return}o?v.cleanData([e],!0):v.support.deleteExpando||u!=u.window?delete u[a]:u[a]=null},_data:function(e,t,n){return v.data(e,t,n,!0)},acceptData:function(e){var t=e.nodeName&&v.noData[e.nodeName.toLowerCase()];return!t||t!==!0&&e.getAttribute("classid")===t}}),v.fn.extend({data:function(e,n){var r,i,s,o,u,a=this[0],f=0,l=null;if(e===t){if(this.length){l=v.data(a);if(a.nodeType===1&&!v._data(a,"parsedAttrs")){s=a.attributes;for(u=s.length;f<u;f++)o=s[f].name,o.indexOf("data-")||(o=v.camelCase(o.substring(5)),H(a,o,l[o]));v._data(a,"parsedAttrs",!0)}}return l}return typeof e=="object"?this.each(function(){v.data(this,e)}):(r=e.split(".",2),r[1]=r[1]?"."+r[1]:"",i=r[1]+"!",v.access(this,function(n){if(n===t)return l=this.triggerHandler("getData"+i,[r[0]]),l===t&&a&&(l=v.data(a,e),l=H(a,e,l)),l===t&&r[1]?this.data(r[0]):l;r[1]=n,this.each(function(){var t=v(this);t.triggerHandler("setData"+i,r),v.data(this,e,n),t.triggerHandler("changeData"+i,r)})},null,n,arguments.length>1,null,!1))},removeData:function(e){return this.each(function(){v.removeData(this,e)})}}),v.extend({queue:function(e,t,n){var r;if(e)return t=(t||"fx")+"queue",r=v._data(e,t),n&&(!r||v.isArray(n)?r=v._data(e,t,v.makeArray(n)):r.push(n)),r||[]},dequeue:function(e,t){t=t||"fx";var n=v.queue(e,t),r=n.length,i=n.shift(),s=v._queueHooks(e,t),o=function(){v.dequeue(e,t)};i==="inprogress"&&(i=n.shift(),r--),i&&(t==="fx"&&n.unshift("inprogress"),delete s.stop,i.call(e,o,s)),!r&&s&&s.empty.fire()},_queueHooks:function(e,t){var n=t+"queueHooks";return v._data(e,n)||v._data(e,n,{empty:v.Callbacks("once memory").add(function(){v.removeData(e,t+"queue",!0),v.removeData(e,n,!0)})})}}),v.fn.extend({queue:function(e,n){var r=2;return typeof e!="string"&&(n=e,e="fx",r--),arguments.length<r?v.queue(this[0],e):n===t?this:this.each(function(){var t=v.queue(this,e,n);v._queueHooks(this,e),e==="fx"&&t[0]!=="inprogress"&&v.dequeue(this,e)})},dequeue:function(e){return this.each(function(){v.dequeue(this,e)})},delay:function(e,t){return e=v.fx?v.fx.speeds[e]||e:e,t=t||"fx",this.queue(t,function(t,n){var r=setTimeout(t,e);n.stop=function(){clearTimeout(r)}})},clearQueue:function(e){return this.queue(e||"fx",[])},promise:function(e,n){var r,i=1,s=v.Deferred(),o=this,u=this.length,a=function(){--i||s.resolveWith(o,[o])};typeof e!="string"&&(n=e,e=t),e=e||"fx";while(u--)r=v._data(o[u],e+"queueHooks"),r&&r.empty&&(i++,r.empty.add(a));return a(),s.promise(n)}});var j,F,I,q=/[\t\r\n]/g,R=/\r/g,U=/^(?:button|input)$/i,z=/^(?:button|input|object|select|textarea)$/i,W=/^a(?:rea|)$/i,X=/^(?:autofocus|autoplay|async|checked|controls|defer|disabled|hidden|loop|multiple|open|readonly|required|scoped|selected)$/i,V=v.support.getSetAttribute;v.fn.extend({attr:function(e,t){return v.access(this,v.attr,e,t,arguments.length>1)},removeAttr:function(e){return this.each(function(){v.removeAttr(this,e)})},prop:function(e,t){return v.access(this,v.prop,e,t,arguments.length>1)},removeProp:function(e){return e=v.propFix[e]||e,this.each(function(){try{this[e]=t,delete this[e]}catch(n){}})},addClass:function(e){var t,n,r,i,s,o,u;if(v.isFunction(e))return this.each(function(t){v(this).addClass(e.call(this,t,this.className))});if(e&&typeof e=="string"){t=e.split(y);for(n=0,r=this.length;n<r;n++){i=this[n];if(i.nodeType===1)if(!i.className&&t.length===1)i.className=e;else{s=" "+i.className+" ";for(o=0,u=t.length;o<u;o++)s.indexOf(" "+t[o]+" ")<0&&(s+=t[o]+" ");i.className=v.trim(s)}}}return this},removeClass:function(e){var n,r,i,s,o,u,a;if(v.isFunction(e))return this.each(function(t){v(this).removeClass(e.call(this,t,this.className))});if(e&&typeof e=="string"||e===t){n=(e||"").split(y);for(u=0,a=this.length;u<a;u++){i=this[u];if(i.nodeType===1&&i.className){r=(" "+i.className+" ").replace(q," ");for(s=0,o=n.length;s<o;s++)while(r.indexOf(" "+n[s]+" ")>=0)r=r.replace(" "+n[s]+" "," ");i.className=e?v.trim(r):""}}}return this},toggleClass:function(e,t){var n=typeof e,r=typeof t=="boolean";return v.isFunction(e)?this.each(function(n){v(this).toggleClass(e.call(this,n,this.className,t),t)}):this.each(function(){if(n==="string"){var i,s=0,o=v(this),u=t,a=e.split(y);while(i=a[s++])u=r?u:!o.hasClass(i),o[u?"addClass":"removeClass"](i)}else if(n==="undefined"||n==="boolean")this.className&&v._data(this,"__className__",this.className),this.className=this.className||e===!1?"":v._data(this,"__className__")||""})},hasClass:function(e){var t=" "+e+" ",n=0,r=this.length;for(;n<r;n++)if(this[n].nodeType===1&&(" "+this[n].className+" ").replace(q," ").indexOf(t)>=0)return!0;return!1},val:function(e){var n,r,i,s=this[0];if(!arguments.length){if(s)return n=v.valHooks[s.type]||v.valHooks[s.nodeName.toLowerCase()],n&&"get"in n&&(r=n.get(s,"value"))!==t?r:(r=s.value,typeof r=="string"?r.replace(R,""):r==null?"":r);return}return i=v.isFunction(e),this.each(function(r){var s,o=v(this);if(this.nodeType!==1)return;i?s=e.call(this,r,o.val()):s=e,s==null?s="":typeof s=="number"?s+="":v.isArray(s)&&(s=v.map(s,function(e){return e==null?"":e+""})),n=v.valHooks[this.type]||v.valHooks[this.nodeName.toLowerCase()];if(!n||!("set"in n)||n.set(this,s,"value")===t)this.value=s})}}),v.extend({valHooks:{option:{get:function(e){var t=e.attributes.value;return!t||t.specified?e.value:e.text}},select:{get:function(e){var t,n,r=e.options,i=e.selectedIndex,s=e.type==="select-one"||i<0,o=s?null:[],u=s?i+1:r.length,a=i<0?u:s?i:0;for(;a<u;a++){n=r[a];if((n.selected||a===i)&&(v.support.optDisabled?!n.disabled:n.getAttribute("disabled")===null)&&(!n.parentNode.disabled||!v.nodeName(n.parentNode,"optgroup"))){t=v(n).val();if(s)return t;o.push(t)}}return o},set:function(e,t){var n=v.makeArray(t);return v(e).find("option").each(function(){this.selected=v.inArray(v(this).val(),n)>=0}),n.length||(e.selectedIndex=-1),n}}},attrFn:{},attr:function(e,n,r,i){var s,o,u,a=e.nodeType;if(!e||a===3||a===8||a===2)return;if(i&&v.isFunction(v.fn[n]))return v(e)[n](r);if(typeof e.getAttribute=="undefined")return v.prop(e,n,r);u=a!==1||!v.isXMLDoc(e),u&&(n=n.toLowerCase(),o=v.attrHooks[n]||(X.test(n)?F:j));if(r!==t){if(r===null){v.removeAttr(e,n);return}return o&&"set"in o&&u&&(s=o.set(e,r,n))!==t?s:(e.setAttribute(n,r+""),r)}return o&&"get"in o&&u&&(s=o.get(e,n))!==null?s:(s=e.getAttribute(n),s===null?t:s)},removeAttr:function(e,t){var n,r,i,s,o=0;if(t&&e.nodeType===1){r=t.split(y);for(;o<r.length;o++)i=r[o],i&&(n=v.propFix[i]||i,s=X.test(i),s||v.attr(e,i,""),e.removeAttribute(V?i:n),s&&n in e&&(e[n]=!1))}},attrHooks:{type:{set:function(e,t){if(U.test(e.nodeName)&&e.parentNode)v.error("type property can't be changed");else if(!v.support.radioValue&&t==="radio"&&v.nodeName(e,"input")){var n=e.value;return e.setAttribute("type",t),n&&(e.value=n),t}}},value:{get:function(e,t){return j&&v.nodeName(e,"button")?j.get(e,t):t in e?e.value:null},set:function(e,t,n){if(j&&v.nodeName(e,"button"))return j.set(e,t,n);e.value=t}}},propFix:{tabindex:"tabIndex",readonly:"readOnly","for":"htmlFor","class":"className",maxlength:"maxLength",cellspacing:"cellSpacing",cellpadding:"cellPadding",rowspan:"rowSpan",colspan:"colSpan",usemap:"useMap",frameborder:"frameBorder",contenteditable:"contentEditable"},prop:function(e,n,r){var i,s,o,u=e.nodeType;if(!e||u===3||u===8||u===2)return;return o=u!==1||!v.isXMLDoc(e),o&&(n=v.propFix[n]||n,s=v.propHooks[n]),r!==t?s&&"set"in s&&(i=s.set(e,r,n))!==t?i:e[n]=r:s&&"get"in s&&(i=s.get(e,n))!==null?i:e[n]},propHooks:{tabIndex:{get:function(e){var n=e.getAttributeNode("tabindex");return n&&n.specified?parseInt(n.value,10):z.test(e.nodeName)||W.test(e.nodeName)&&e.href?0:t}}}}),F={get:function(e,n){var r,i=v.prop(e,n);return i===!0||typeof i!="boolean"&&(r=e.getAttributeNode(n))&&r.nodeValue!==!1?n.toLowerCase():t},set:function(e,t,n){var r;return t===!1?v.removeAttr(e,n):(r=v.propFix[n]||n,r in e&&(e[r]=!0),e.setAttribute(n,n.toLowerCase())),n}},V||(I={name:!0,id:!0,coords:!0},j=v.valHooks.button={get:function(e,n){var r;return r=e.getAttributeNode(n),r&&(I[n]?r.value!=="":r.specified)?r.value:t},set:function(e,t,n){var r=e.getAttributeNode(n);return r||(r=i.createAttribute(n),e.setAttributeNode(r)),r.value=t+""}},v.each(["width","height"],function(e,t){v.attrHooks[t]=v.extend(v.attrHooks[t],{set:function(e,n){if(n==="")return e.setAttribute(t,"auto"),n}})}),v.attrHooks.contenteditable={get:j.get,set:function(e,t,n){t===""&&(t="false"),j.set(e,t,n)}}),v.support.hrefNormalized||v.each(["href","src","width","height"],function(e,n){v.attrHooks[n]=v.extend(v.attrHooks[n],{get:function(e){var r=e.getAttribute(n,2);return r===null?t:r}})}),v.support.style||(v.attrHooks.style={get:function(e){return e.style.cssText.toLowerCase()||t},set:function(e,t){return e.style.cssText=t+""}}),v.support.optSelected||(v.propHooks.selected=v.extend(v.propHooks.selected,{get:function(e){var t=e.parentNode;return t&&(t.selectedIndex,t.parentNode&&t.parentNode.selectedIndex),null}})),v.support.enctype||(v.propFix.enctype="encoding"),v.support.checkOn||v.each(["radio","checkbox"],function(){v.valHooks[this]={get:function(e){return e.getAttribute("value")===null?"on":e.value}}}),v.each(["radio","checkbox"],function(){v.valHooks[this]=v.extend(v.valHooks[this],{set:function(e,t){if(v.isArray(t))return e.checked=v.inArray(v(e).val(),t)>=0}})});var $=/^(?:textarea|input|select)$/i,J=/^([^\.]*|)(?:\.(.+)|)$/,K=/(?:^|\s)hover(\.\S+|)\b/,Q=/^key/,G=/^(?:mouse|contextmenu)|click/,Y=/^(?:focusinfocus|focusoutblur)$/,Z=function(e){return v.event.special.hover?e:e.replace(K,"mouseenter$1 mouseleave$1")};v.event={add:function(e,n,r,i,s){var o,u,a,f,l,c,h,p,d,m,g;if(e.nodeType===3||e.nodeType===8||!n||!r||!(o=v._data(e)))return;r.handler&&(d=r,r=d.handler,s=d.selector),r.guid||(r.guid=v.guid++),a=o.events,a||(o.events=a={}),u=o.handle,u||(o.handle=u=function(e){return typeof v=="undefined"||!!e&&v.event.triggered===e.type?t:v.event.dispatch.apply(u.elem,arguments)},u.elem=e),n=v.trim(Z(n)).split(" ");for(f=0;f<n.length;f++){l=J.exec(n[f])||[],c=l[1],h=(l[2]||"").split(".").sort(),g=v.event.special[c]||{},c=(s?g.delegateType:g.bindType)||c,g=v.event.special[c]||{},p=v.extend({type:c,origType:l[1],data:i,handler:r,guid:r.guid,selector:s,needsContext:s&&v.expr.match.needsContext.test(s),namespace:h.join(".")},d),m=a[c];if(!m){m=a[c]=[],m.delegateCount=0;if(!g.setup||g.setup.call(e,i,h,u)===!1)e.addEventListener?e.addEventListener(c,u,!1):e.attachEvent&&e.attachEvent("on"+c,u)}g.add&&(g.add.call(e,p),p.handler.guid||(p.handler.guid=r.guid)),s?m.splice(m.delegateCount++,0,p):m.push(p),v.event.global[c]=!0}e=null},global:{},remove:function(e,t,n,r,i){var s,o,u,a,f,l,c,h,p,d,m,g=v.hasData(e)&&v._data(e);if(!g||!(h=g.events))return;t=v.trim(Z(t||"")).split(" ");for(s=0;s<t.length;s++){o=J.exec(t[s])||[],u=a=o[1],f=o[2];if(!u){for(u in h)v.event.remove(e,u+t[s],n,r,!0);continue}p=v.event.special[u]||{},u=(r?p.delegateType:p.bindType)||u,d=h[u]||[],l=d.length,f=f?new RegExp("(^|\\.)"+f.split(".").sort().join("\\.(?:.*\\.|)")+"(\\.|$)"):null;for(c=0;c<d.length;c++)m=d[c],(i||a===m.origType)&&(!n||n.guid===m.guid)&&(!f||f.test(m.namespace))&&(!r||r===m.selector||r==="**"&&m.selector)&&(d.splice(c--,1),m.selector&&d.delegateCount--,p.remove&&p.remove.call(e,m));d.length===0&&l!==d.length&&((!p.teardown||p.teardown.call(e,f,g.handle)===!1)&&v.removeEvent(e,u,g.handle),delete h[u])}v.isEmptyObject(h)&&(delete g.handle,v.removeData(e,"events",!0))},customEvent:{getData:!0,setData:!0,changeData:!0},trigger:function(n,r,s,o){if(!s||s.nodeType!==3&&s.nodeType!==8){var u,a,f,l,c,h,p,d,m,g,y=n.type||n,b=[];if(Y.test(y+v.event.triggered))return;y.indexOf("!")>=0&&(y=y.slice(0,-1),a=!0),y.indexOf(".")>=0&&(b=y.split("."),y=b.shift(),b.sort());if((!s||v.event.customEvent[y])&&!v.event.global[y])return;n=typeof n=="object"?n[v.expando]?n:new v.Event(y,n):new v.Event(y),n.type=y,n.isTrigger=!0,n.exclusive=a,n.namespace=b.join("."),n.namespace_re=n.namespace?new RegExp("(^|\\.)"+b.join("\\.(?:.*\\.|)")+"(\\.|$)"):null,h=y.indexOf(":")<0?"on"+y:"";if(!s){u=v.cache;for(f in u)u[f].events&&u[f].events[y]&&v.event.trigger(n,r,u[f].handle.elem,!0);return}n.result=t,n.target||(n.target=s),r=r!=null?v.makeArray(r):[],r.unshift(n),p=v.event.special[y]||{};if(p.trigger&&p.trigger.apply(s,r)===!1)return;m=[[s,p.bindType||y]];if(!o&&!p.noBubble&&!v.isWindow(s)){g=p.delegateType||y,l=Y.test(g+y)?s:s.parentNode;for(c=s;l;l=l.parentNode)m.push([l,g]),c=l;c===(s.ownerDocument||i)&&m.push([c.defaultView||c.parentWindow||e,g])}for(f=0;f<m.length&&!n.isPropagationStopped();f++)l=m[f][0],n.type=m[f][1],d=(v._data(l,"events")||{})[n.type]&&v._data(l,"handle"),d&&d.apply(l,r),d=h&&l[h],d&&v.acceptData(l)&&d.apply&&d.apply(l,r)===!1&&n.preventDefault();return n.type=y,!o&&!n.isDefaultPrevented()&&(!p._default||p._default.apply(s.ownerDocument,r)===!1)&&(y!=="click"||!v.nodeName(s,"a"))&&v.acceptData(s)&&h&&s[y]&&(y!=="focus"&&y!=="blur"||n.target.offsetWidth!==0)&&!v.isWindow(s)&&(c=s[h],c&&(s[h]=null),v.event.triggered=y,s[y](),v.event.triggered=t,c&&(s[h]=c)),n.result}return},dispatch:function(n){n=v.event.fix(n||e.event);var r,i,s,o,u,a,f,c,h,p,d=(v._data(this,"events")||{})[n.type]||[],m=d.delegateCount,g=l.call(arguments),y=!n.exclusive&&!n.namespace,b=v.event.special[n.type]||{},w=[];g[0]=n,n.delegateTarget=this;if(b.preDispatch&&b.preDispatch.call(this,n)===!1)return;if(m&&(!n.button||n.type!=="click"))for(s=n.target;s!=this;s=s.parentNode||this)if(s.disabled!==!0||n.type!=="click"){u={},f=[];for(r=0;r<m;r++)c=d[r],h=c.selector,u[h]===t&&(u[h]=c.needsContext?v(h,this).index(s)>=0:v.find(h,this,null,[s]).length),u[h]&&f.push(c);f.length&&w.push({elem:s,matches:f})}d.length>m&&w.push({elem:this,matches:d.slice(m)});for(r=0;r<w.length&&!n.isPropagationStopped();r++){a=w[r],n.currentTarget=a.elem;for(i=0;i<a.matches.length&&!n.isImmediatePropagationStopped();i++){c=a.matches[i];if(y||!n.namespace&&!c.namespace||n.namespace_re&&n.namespace_re.test(c.namespace))n.data=c.data,n.handleObj=c,o=((v.event.special[c.origType]||{}).handle||c.handler).apply(a.elem,g),o!==t&&(n.result=o,o===!1&&(n.preventDefault(),n.stopPropagation()))}}return b.postDispatch&&b.postDispatch.call(this,n),n.result},props:"attrChange attrName relatedNode srcElement altKey bubbles cancelable ctrlKey currentTarget eventPhase metaKey relatedTarget shiftKey target timeStamp view which".split(" "),fixHooks:{},keyHooks:{props:"char charCode key keyCode".split(" "),filter:function(e,t){return e.which==null&&(e.which=t.charCode!=null?t.charCode:t.keyCode),e}},mouseHooks:{props:"button buttons clientX clientY fromElement offsetX offsetY pageX pageY screenX screenY toElement".split(" "),filter:function(e,n){var r,s,o,u=n.button,a=n.fromElement;return e.pageX==null&&n.clientX!=null&&(r=e.target.ownerDocument||i,s=r.documentElement,o=r.body,e.pageX=n.clientX+(s&&s.scrollLeft||o&&o.scrollLeft||0)-(s&&s.clientLeft||o&&o.clientLeft||0),e.pageY=n.clientY+(s&&s.scrollTop||o&&o.scrollTop||0)-(s&&s.clientTop||o&&o.clientTop||0)),!e.relatedTarget&&a&&(e.relatedTarget=a===e.target?n.toElement:a),!e.which&&u!==t&&(e.which=u&1?1:u&2?3:u&4?2:0),e}},fix:function(e){if(e[v.expando])return e;var t,n,r=e,s=v.event.fixHooks[e.type]||{},o=s.props?this.props.concat(s.props):this.props;e=v.Event(r);for(t=o.length;t;)n=o[--t],e[n]=r[n];return e.target||(e.target=r.srcElement||i),e.target.nodeType===3&&(e.target=e.target.parentNode),e.metaKey=!!e.metaKey,s.filter?s.filter(e,r):e},special:{load:{noBubble:!0},focus:{delegateType:"focusin"},blur:{delegateType:"focusout"},beforeunload:{setup:function(e,t,n){v.isWindow(this)&&(this.onbeforeunload=n)},teardown:function(e,t){this.onbeforeunload===t&&(this.onbeforeunload=null)}}},simulate:function(e,t,n,r){var i=v.extend(new v.Event,n,{type:e,isSimulated:!0,originalEvent:{}});r?v.event.trigger(i,null,t):v.event.dispatch.call(t,i),i.isDefaultPrevented()&&n.preventDefault()}},v.event.handle=v.event.dispatch,v.removeEvent=i.removeEventListener?function(e,t,n){e.removeEventListener&&e.removeEventListener(t,n,!1)}:function(e,t,n){var r="on"+t;e.detachEvent&&(typeof e[r]=="undefined"&&(e[r]=null),e.detachEvent(r,n))},v.Event=function(e,t){if(!(this instanceof v.Event))return new v.Event(e,t);e&&e.type?(this.originalEvent=e,this.type=e.type,this.isDefaultPrevented=e.defaultPrevented||e.returnValue===!1||e.getPreventDefault&&e.getPreventDefault()?tt:et):this.type=e,t&&v.extend(this,t),this.timeStamp=e&&e.timeStamp||v.now(),this[v.expando]=!0},v.Event.prototype={preventDefault:function(){this.isDefaultPrevented=tt;var e=this.originalEvent;if(!e)return;e.preventDefault?e.preventDefault():e.returnValue=!1},stopPropagation:function(){this.isPropagationStopped=tt;var e=this.originalEvent;if(!e)return;e.stopPropagation&&e.stopPropagation(),e.cancelBubble=!0},stopImmediatePropagation:function(){this.isImmediatePropagationStopped=tt,this.stopPropagation()},isDefaultPrevented:et,isPropagationStopped:et,isImmediatePropagationStopped:et},v.each({mouseenter:"mouseover",mouseleave:"mouseout"},function(e,t){v.event.special[e]={delegateType:t,bindType:t,handle:function(e){var n,r=this,i=e.relatedTarget,s=e.handleObj,o=s.selector;if(!i||i!==r&&!v.contains(r,i))e.type=s.origType,n=s.handler.apply(this,arguments),e.type=t;return n}}}),v.support.submitBubbles||(v.event.special.submit={setup:function(){if(v.nodeName(this,"form"))return!1;v.event.add(this,"click._submit keypress._submit",function(e){var n=e.target,r=v.nodeName(n,"input")||v.nodeName(n,"button")?n.form:t;r&&!v._data(r,"_submit_attached")&&(v.event.add(r,"submit._submit",function(e){e._submit_bubble=!0}),v._data(r,"_submit_attached",!0))})},postDispatch:function(e){e._submit_bubble&&(delete e._submit_bubble,this.parentNode&&!e.isTrigger&&v.event.simulate("submit",this.parentNode,e,!0))},teardown:function(){if(v.nodeName(this,"form"))return!1;v.event.remove(this,"._submit")}}),v.support.changeBubbles||(v.event.special.change={setup:function(){if($.test(this.nodeName)){if(this.type==="checkbox"||this.type==="radio")v.event.add(this,"propertychange._change",function(e){e.originalEvent.propertyName==="checked"&&(this._just_changed=!0)}),v.event.add(this,"click._change",function(e){this._just_changed&&!e.isTrigger&&(this._just_changed=!1),v.event.simulate("change",this,e,!0)});return!1}v.event.add(this,"beforeactivate._change",function(e){var t=e.target;$.test(t.nodeName)&&!v._data(t,"_change_attached")&&(v.event.add(t,"change._change",function(e){this.parentNode&&!e.isSimulated&&!e.isTrigger&&v.event.simulate("change",this.parentNode,e,!0)}),v._data(t,"_change_attached",!0))})},handle:function(e){var t=e.target;if(this!==t||e.isSimulated||e.isTrigger||t.type!=="radio"&&t.type!=="checkbox")return e.handleObj.handler.apply(this,arguments)},teardown:function(){return v.event.remove(this,"._change"),!$.test(this.nodeName)}}),v.support.focusinBubbles||v.each({focus:"focusin",blur:"focusout"},function(e,t){var n=0,r=function(e){v.event.simulate(t,e.target,v.event.fix(e),!0)};v.event.special[t]={setup:function(){n++===0&&i.addEventListener(e,r,!0)},teardown:function(){--n===0&&i.removeEventListener(e,r,!0)}}}),v.fn.extend({on:function(e,n,r,i,s){var o,u;if(typeof e=="object"){typeof n!="string"&&(r=r||n,n=t);for(u in e)this.on(u,n,r,e[u],s);return this}r==null&&i==null?(i=n,r=n=t):i==null&&(typeof n=="string"?(i=r,r=t):(i=r,r=n,n=t));if(i===!1)i=et;else if(!i)return this;return s===1&&(o=i,i=function(e){return v().off(e),o.apply(this,arguments)},i.guid=o.guid||(o.guid=v.guid++)),this.each(function(){v.event.add(this,e,i,r,n)})},one:function(e,t,n,r){return this.on(e,t,n,r,1)},off:function(e,n,r){var i,s;if(e&&e.preventDefault&&e.handleObj)return i=e.handleObj,v(e.delegateTarget).off(i.namespace?i.origType+"."+i.namespace:i.origType,i.selector,i.handler),this;if(typeof e=="object"){for(s in e)this.off(s,n,e[s]);return this}if(n===!1||typeof n=="function")r=n,n=t;return r===!1&&(r=et),this.each(function(){v.event.remove(this,e,r,n)})},bind:function(e,t,n){return this.on(e,null,t,n)},unbind:function(e,t){return this.off(e,null,t)},live:function(e,t,n){return v(this.context).on(e,this.selector,t,n),this},die:function(e,t){return v(this.context).off(e,this.selector||"**",t),this},delegate:function(e,t,n,r){return this.on(t,e,n,r)},undelegate:function(e,t,n){return arguments.length===1?this.off(e,"**"):this.off(t,e||"**",n)},trigger:function(e,t){return this.each(function(){v.event.trigger(e,t,this)})},triggerHandler:function(e,t){if(this[0])return v.event.trigger(e,t,this[0],!0)},toggle:function(e){var t=arguments,n=e.guid||v.guid++,r=0,i=function(n){var i=(v._data(this,"lastToggle"+e.guid)||0)%r;return v._data(this,"lastToggle"+e.guid,i+1),n.preventDefault(),t[i].apply(this,arguments)||!1};i.guid=n;while(r<t.length)t[r++].guid=n;return this.click(i)},hover:function(e,t){return this.mouseenter(e).mouseleave(t||e)}}),v.each("blur focus focusin focusout load resize scroll unload click dblclick mousedown mouseup mousemove mouseover mouseout mouseenter mouseleave change select submit keydown keypress keyup error contextmenu".split(" "),function(e,t){v.fn[t]=function(e,n){return n==null&&(n=e,e=null),arguments.length>0?this.on(t,null,e,n):this.trigger(t)},Q.test(t)&&(v.event.fixHooks[t]=v.event.keyHooks),G.test(t)&&(v.event.fixHooks[t]=v.event.mouseHooks)}),function(e,t){function nt(e,t,n,r){n=n||[],t=t||g;var i,s,a,f,l=t.nodeType;if(!e||typeof e!="string")return n;if(l!==1&&l!==9)return[];a=o(t);if(!a&&!r)if(i=R.exec(e))if(f=i[1]){if(l===9){s=t.getElementById(f);if(!s||!s.parentNode)return n;if(s.id===f)return n.push(s),n}else if(t.ownerDocument&&(s=t.ownerDocument.getElementById(f))&&u(t,s)&&s.id===f)return n.push(s),n}else{if(i[2])return S.apply(n,x.call(t.getElementsByTagName(e),0)),n;if((f=i[3])&&Z&&t.getElementsByClassName)return S.apply(n,x.call(t.getElementsByClassName(f),0)),n}return vt(e.replace(j,"$1"),t,n,r,a)}function rt(e){return function(t){var n=t.nodeName.toLowerCase();return n==="input"&&t.type===e}}function it(e){return function(t){var n=t.nodeName.toLowerCase();return(n==="input"||n==="button")&&t.type===e}}function st(e){return N(function(t){return t=+t,N(function(n,r){var i,s=e([],n.length,t),o=s.length;while(o--)n[i=s[o]]&&(n[i]=!(r[i]=n[i]))})})}function ot(e,t,n){if(e===t)return n;var r=e.nextSibling;while(r){if(r===t)return-1;r=r.nextSibling}return 1}function ut(e,t){var n,r,s,o,u,a,f,l=L[d][e+" "];if(l)return t?0:l.slice(0);u=e,a=[],f=i.preFilter;while(u){if(!n||(r=F.exec(u)))r&&(u=u.slice(r[0].length)||u),a.push(s=[]);n=!1;if(r=I.exec(u))s.push(n=new m(r.shift())),u=u.slice(n.length),n.type=r[0].replace(j," ");for(o in i.filter)(r=J[o].exec(u))&&(!f[o]||(r=f[o](r)))&&(s.push(n=new m(r.shift())),u=u.slice(n.length),n.type=o,n.matches=r);if(!n)break}return t?u.length:u?nt.error(e):L(e,a).slice(0)}function at(e,t,r){var i=t.dir,s=r&&t.dir==="parentNode",o=w++;return t.first?function(t,n,r){while(t=t[i])if(s||t.nodeType===1)return e(t,n,r)}:function(t,r,u){if(!u){var a,f=b+" "+o+" ",l=f+n;while(t=t[i])if(s||t.nodeType===1){if((a=t[d])===l)return t.sizset;if(typeof a=="string"&&a.indexOf(f)===0){if(t.sizset)return t}else{t[d]=l;if(e(t,r,u))return t.sizset=!0,t;t.sizset=!1}}}else while(t=t[i])if(s||t.nodeType===1)if(e(t,r,u))return t}}function ft(e){return e.length>1?function(t,n,r){var i=e.length;while(i--)if(!e[i](t,n,r))return!1;return!0}:e[0]}function lt(e,t,n,r,i){var s,o=[],u=0,a=e.length,f=t!=null;for(;u<a;u++)if(s=e[u])if(!n||n(s,r,i))o.push(s),f&&t.push(u);return o}function ct(e,t,n,r,i,s){return r&&!r[d]&&(r=ct(r)),i&&!i[d]&&(i=ct(i,s)),N(function(s,o,u,a){var f,l,c,h=[],p=[],d=o.length,v=s||dt(t||"*",u.nodeType?[u]:u,[]),m=e&&(s||!t)?lt(v,h,e,u,a):v,g=n?i||(s?e:d||r)?[]:o:m;n&&n(m,g,u,a);if(r){f=lt(g,p),r(f,[],u,a),l=f.length;while(l--)if(c=f[l])g[p[l]]=!(m[p[l]]=c)}if(s){if(i||e){if(i){f=[],l=g.length;while(l--)(c=g[l])&&f.push(m[l]=c);i(null,g=[],f,a)}l=g.length;while(l--)(c=g[l])&&(f=i?T.call(s,c):h[l])>-1&&(s[f]=!(o[f]=c))}}else g=lt(g===o?g.splice(d,g.length):g),i?i(null,o,g,a):S.apply(o,g)})}function ht(e){var t,n,r,s=e.length,o=i.relative[e[0].type],u=o||i.relative[" "],a=o?1:0,f=at(function(e){return e===t},u,!0),l=at(function(e){return T.call(t,e)>-1},u,!0),h=[function(e,n,r){return!o&&(r||n!==c)||((t=n).nodeType?f(e,n,r):l(e,n,r))}];for(;a<s;a++)if(n=i.relative[e[a].type])h=[at(ft(h),n)];else{n=i.filter[e[a].type].apply(null,e[a].matches);if(n[d]){r=++a;for(;r<s;r++)if(i.relative[e[r].type])break;return ct(a>1&&ft(h),a>1&&e.slice(0,a-1).join("").replace(j,"$1"),n,a<r&&ht(e.slice(a,r)),r<s&&ht(e=e.slice(r)),r<s&&e.join(""))}h.push(n)}return ft(h)}function pt(e,t){var r=t.length>0,s=e.length>0,o=function(u,a,f,l,h){var p,d,v,m=[],y=0,w="0",x=u&&[],T=h!=null,N=c,C=u||s&&i.find.TAG("*",h&&a.parentNode||a),k=b+=N==null?1:Math.E;T&&(c=a!==g&&a,n=o.el);for(;(p=C[w])!=null;w++){if(s&&p){for(d=0;v=e[d];d++)if(v(p,a,f)){l.push(p);break}T&&(b=k,n=++o.el)}r&&((p=!v&&p)&&y--,u&&x.push(p))}y+=w;if(r&&w!==y){for(d=0;v=t[d];d++)v(x,m,a,f);if(u){if(y>0)while(w--)!x[w]&&!m[w]&&(m[w]=E.call(l));m=lt(m)}S.apply(l,m),T&&!u&&m.length>0&&y+t.length>1&&nt.uniqueSort(l)}return T&&(b=k,c=N),x};return o.el=0,r?N(o):o}function dt(e,t,n){var r=0,i=t.length;for(;r<i;r++)nt(e,t[r],n);return n}function vt(e,t,n,r,s){var o,u,f,l,c,h=ut(e),p=h.length;if(!r&&h.length===1){u=h[0]=h[0].slice(0);if(u.length>2&&(f=u[0]).type==="ID"&&t.nodeType===9&&!s&&i.relative[u[1].type]){t=i.find.ID(f.matches[0].replace($,""),t,s)[0];if(!t)return n;e=e.slice(u.shift().length)}for(o=J.POS.test(e)?-1:u.length-1;o>=0;o--){f=u[o];if(i.relative[l=f.type])break;if(c=i.find[l])if(r=c(f.matches[0].replace($,""),z.test(u[0].type)&&t.parentNode||t,s)){u.splice(o,1),e=r.length&&u.join("");if(!e)return S.apply(n,x.call(r,0)),n;break}}}return a(e,h)(r,t,s,n,z.test(e)),n}function mt(){}var n,r,i,s,o,u,a,f,l,c,h=!0,p="undefined",d=("sizcache"+Math.random()).replace(".",""),m=String,g=e.document,y=g.documentElement,b=0,w=0,E=[].pop,S=[].push,x=[].slice,T=[].indexOf||function(e){var t=0,n=this.length;for(;t<n;t++)if(this[t]===e)return t;return-1},N=function(e,t){return e[d]=t==null||t,e},C=function(){var e={},t=[];return N(function(n,r){return t.push(n)>i.cacheLength&&delete e[t.shift()],e[n+" "]=r},e)},k=C(),L=C(),A=C(),O="[\\x20\\t\\r\\n\\f]",M="(?:\\\\.|[-\\w]|[^\\x00-\\xa0])+",_=M.replace("w","w#"),D="([*^$|!~]?=)",P="\\["+O+"*("+M+")"+O+"*(?:"+D+O+"*(?:(['\"])((?:\\\\.|[^\\\\])*?)\\3|("+_+")|)|)"+O+"*\\]",H=":("+M+")(?:\\((?:(['\"])((?:\\\\.|[^\\\\])*?)\\2|([^()[\\]]*|(?:(?:"+P+")|[^:]|\\\\.)*|.*))\\)|)",B=":(even|odd|eq|gt|lt|nth|first|last)(?:\\("+O+"*((?:-\\d)?\\d*)"+O+"*\\)|)(?=[^-]|$)",j=new RegExp("^"+O+"+|((?:^|[^\\\\])(?:\\\\.)*)"+O+"+$","g"),F=new RegExp("^"+O+"*,"+O+"*"),I=new RegExp("^"+O+"*([\\x20\\t\\r\\n\\f>+~])"+O+"*"),q=new RegExp(H),R=/^(?:#([\w\-]+)|(\w+)|\.([\w\-]+))$/,U=/^:not/,z=/[\x20\t\r\n\f]*[+~]/,W=/:not\($/,X=/h\d/i,V=/input|select|textarea|button/i,$=/\\(?!\\)/g,J={ID:new RegExp("^#("+M+")"),CLASS:new RegExp("^\\.("+M+")"),NAME:new RegExp("^\\[name=['\"]?("+M+")['\"]?\\]"),TAG:new RegExp("^("+M.replace("w","w*")+")"),ATTR:new RegExp("^"+P),PSEUDO:new RegExp("^"+H),POS:new RegExp(B,"i"),CHILD:new RegExp("^:(only|nth|first|last)-child(?:\\("+O+"*(even|odd|(([+-]|)(\\d*)n|)"+O+"*(?:([+-]|)"+O+"*(\\d+)|))"+O+"*\\)|)","i"),needsContext:new RegExp("^"+O+"*[>+~]|"+B,"i")},K=function(e){var t=g.createElement("div");try{return e(t)}catch(n){return!1}finally{t=null}},Q=K(function(e){return e.appendChild(g.createComment("")),!e.getElementsByTagName("*").length}),G=K(function(e){return e.innerHTML="<a href='#'></a>",e.firstChild&&typeof e.firstChild.getAttribute!==p&&e.firstChild.getAttribute("href")==="#"}),Y=K(function(e){e.innerHTML="<select></select>";var t=typeof e.lastChild.getAttribute("multiple");return t!=="boolean"&&t!=="string"}),Z=K(function(e){return e.innerHTML="<div class='hidden e'></div><div class='hidden'></div>",!e.getElementsByClassName||!e.getElementsByClassName("e").length?!1:(e.lastChild.className="e",e.getElementsByClassName("e").length===2)}),et=K(function(e){e.id=d+0,e.innerHTML="<a name='"+d+"'></a><div name='"+d+"'></div>",y.insertBefore(e,y.firstChild);var t=g.getElementsByName&&g.getElementsByName(d).length===2+g.getElementsByName(d+0).length;return r=!g.getElementById(d),y.removeChild(e),t});try{x.call(y.childNodes,0)[0].nodeType}catch(tt){x=function(e){var t,n=[];for(;t=this[e];e++)n.push(t);return n}}nt.matches=function(e,t){return nt(e,null,null,t)},nt.matchesSelector=function(e,t){return nt(t,null,null,[e]).length>0},s=nt.getText=function(e){var t,n="",r=0,i=e.nodeType;if(i){if(i===1||i===9||i===11){if(typeof e.textContent=="string")return e.textContent;for(e=e.firstChild;e;e=e.nextSibling)n+=s(e)}else if(i===3||i===4)return e.nodeValue}else for(;t=e[r];r++)n+=s(t);return n},o=nt.isXML=function(e){var t=e&&(e.ownerDocument||e).documentElement;return t?t.nodeName!=="HTML":!1},u=nt.contains=y.contains?function(e,t){var n=e.nodeType===9?e.documentElement:e,r=t&&t.parentNode;return e===r||!!(r&&r.nodeType===1&&n.contains&&n.contains(r))}:y.compareDocumentPosition?function(e,t){return t&&!!(e.compareDocumentPosition(t)&16)}:function(e,t){while(t=t.parentNode)if(t===e)return!0;return!1},nt.attr=function(e,t){var n,r=o(e);return r||(t=t.toLowerCase()),(n=i.attrHandle[t])?n(e):r||Y?e.getAttribute(t):(n=e.getAttributeNode(t),n?typeof e[t]=="boolean"?e[t]?t:null:n.specified?n.value:null:null)},i=nt.selectors={cacheLength:50,createPseudo:N,match:J,attrHandle:G?{}:{href:function(e){return e.getAttribute("href",2)},type:function(e){return e.getAttribute("type")}},find:{ID:r?function(e,t,n){if(typeof t.getElementById!==p&&!n){var r=t.getElementById(e);return r&&r.parentNode?[r]:[]}}:function(e,n,r){if(typeof n.getElementById!==p&&!r){var i=n.getElementById(e);return i?i.id===e||typeof i.getAttributeNode!==p&&i.getAttributeNode("id").value===e?[i]:t:[]}},TAG:Q?function(e,t){if(typeof t.getElementsByTagName!==p)return t.getElementsByTagName(e)}:function(e,t){var n=t.getElementsByTagName(e);if(e==="*"){var r,i=[],s=0;for(;r=n[s];s++)r.nodeType===1&&i.push(r);return i}return n},NAME:et&&function(e,t){if(typeof t.getElementsByName!==p)return t.getElementsByName(name)},CLASS:Z&&function(e,t,n){if(typeof t.getElementsByClassName!==p&&!n)return t.getElementsByClassName(e)}},relative:{">":{dir:"parentNode",first:!0}," ":{dir:"parentNode"},"+":{dir:"previousSibling",first:!0},"~":{dir:"previousSibling"}},preFilter:{ATTR:function(e){return e[1]=e[1].replace($,""),e[3]=(e[4]||e[5]||"").replace($,""),e[2]==="~="&&(e[3]=" "+e[3]+" "),e.slice(0,4)},CHILD:function(e){return e[1]=e[1].toLowerCase(),e[1]==="nth"?(e[2]||nt.error(e[0]),e[3]=+(e[3]?e[4]+(e[5]||1):2*(e[2]==="even"||e[2]==="odd")),e[4]=+(e[6]+e[7]||e[2]==="odd")):e[2]&&nt.error(e[0]),e},PSEUDO:function(e){var t,n;if(J.CHILD.test(e[0]))return null;if(e[3])e[2]=e[3];else if(t=e[4])q.test(t)&&(n=ut(t,!0))&&(n=t.indexOf(")",t.length-n)-t.length)&&(t=t.slice(0,n),e[0]=e[0].slice(0,n)),e[2]=t;return e.slice(0,3)}},filter:{ID:r?function(e){return e=e.replace($,""),function(t){return t.getAttribute("id")===e}}:function(e){return e=e.replace($,""),function(t){var n=typeof t.getAttributeNode!==p&&t.getAttributeNode("id");return n&&n.value===e}},TAG:function(e){return e==="*"?function(){return!0}:(e=e.replace($,"").toLowerCase(),function(t){return t.nodeName&&t.nodeName.toLowerCase()===e})},CLASS:function(e){var t=k[d][e+" "];return t||(t=new RegExp("(^|"+O+")"+e+"("+O+"|$)"))&&k(e,function(e){return t.test(e.className||typeof e.getAttribute!==p&&e.getAttribute("class")||"")})},ATTR:function(e,t,n){return function(r,i){var s=nt.attr(r,e);return s==null?t==="!=":t?(s+="",t==="="?s===n:t==="!="?s!==n:t==="^="?n&&s.indexOf(n)===0:t==="*="?n&&s.indexOf(n)>-1:t==="$="?n&&s.substr(s.length-n.length)===n:t==="~="?(" "+s+" ").indexOf(n)>-1:t==="|="?s===n||s.substr(0,n.length+1)===n+"-":!1):!0}},CHILD:function(e,t,n,r){return e==="nth"?function(e){var t,i,s=e.parentNode;if(n===1&&r===0)return!0;if(s){i=0;for(t=s.firstChild;t;t=t.nextSibling)if(t.nodeType===1){i++;if(e===t)break}}return i-=r,i===n||i%n===0&&i/n>=0}:function(t){var n=t;switch(e){case"only":case"first":while(n=n.previousSibling)if(n.nodeType===1)return!1;if(e==="first")return!0;n=t;case"last":while(n=n.nextSibling)if(n.nodeType===1)return!1;return!0}}},PSEUDO:function(e,t){var n,r=i.pseudos[e]||i.setFilters[e.toLowerCase()]||nt.error("unsupported pseudo: "+e);return r[d]?r(t):r.length>1?(n=[e,e,"",t],i.setFilters.hasOwnProperty(e.toLowerCase())?N(function(e,n){var i,s=r(e,t),o=s.length;while(o--)i=T.call(e,s[o]),e[i]=!(n[i]=s[o])}):function(e){return r(e,0,n)}):r}},pseudos:{not:N(function(e){var t=[],n=[],r=a(e.replace(j,"$1"));return r[d]?N(function(e,t,n,i){var s,o=r(e,null,i,[]),u=e.length;while(u--)if(s=o[u])e[u]=!(t[u]=s)}):function(e,i,s){return t[0]=e,r(t,null,s,n),!n.pop()}}),has:N(function(e){return function(t){return nt(e,t).length>0}}),contains:N(function(e){return function(t){return(t.textContent||t.innerText||s(t)).indexOf(e)>-1}}),enabled:function(e){return e.disabled===!1},disabled:function(e){return e.disabled===!0},checked:function(e){var t=e.nodeName.toLowerCase();return t==="input"&&!!e.checked||t==="option"&&!!e.selected},selected:function(e){return e.parentNode&&e.parentNode.selectedIndex,e.selected===!0},parent:function(e){return!i.pseudos.empty(e)},empty:function(e){var t;e=e.firstChild;while(e){if(e.nodeName>"@"||(t=e.nodeType)===3||t===4)return!1;e=e.nextSibling}return!0},header:function(e){return X.test(e.nodeName)},text:function(e){var t,n;return e.nodeName.toLowerCase()==="input"&&(t=e.type)==="text"&&((n=e.getAttribute("type"))==null||n.toLowerCase()===t)},radio:rt("radio"),checkbox:rt("checkbox"),file:rt("file"),password:rt("password"),image:rt("image"),submit:it("submit"),reset:it("reset"),button:function(e){var t=e.nodeName.toLowerCase();return t==="input"&&e.type==="button"||t==="button"},input:function(e){return V.test(e.nodeName)},focus:function(e){var t=e.ownerDocument;return e===t.activeElement&&(!t.hasFocus||t.hasFocus())&&!!(e.type||e.href||~e.tabIndex)},active:function(e){return e===e.ownerDocument.activeElement},first:st(function(){return[0]}),last:st(function(e,t){return[t-1]}),eq:st(function(e,t,n){return[n<0?n+t:n]}),even:st(function(e,t){for(var n=0;n<t;n+=2)e.push(n);return e}),odd:st(function(e,t){for(var n=1;n<t;n+=2)e.push(n);return e}),lt:st(function(e,t,n){for(var r=n<0?n+t:n;--r>=0;)e.push(r);return e}),gt:st(function(e,t,n){for(var r=n<0?n+t:n;++r<t;)e.push(r);return e})}},f=y.compareDocumentPosition?function(e,t){return e===t?(l=!0,0):(!e.compareDocumentPosition||!t.compareDocumentPosition?e.compareDocumentPosition:e.compareDocumentPosition(t)&4)?-1:1}:function(e,t){if(e===t)return l=!0,0;if(e.sourceIndex&&t.sourceIndex)return e.sourceIndex-t.sourceIndex;var n,r,i=[],s=[],o=e.parentNode,u=t.parentNode,a=o;if(o===u)return ot(e,t);if(!o)return-1;if(!u)return 1;while(a)i.unshift(a),a=a.parentNode;a=u;while(a)s.unshift(a),a=a.parentNode;n=i.length,r=s.length;for(var f=0;f<n&&f<r;f++)if(i[f]!==s[f])return ot(i[f],s[f]);return f===n?ot(e,s[f],-1):ot(i[f],t,1)},[0,0].sort(f),h=!l,nt.uniqueSort=function(e){var t,n=[],r=1,i=0;l=h,e.sort(f);if(l){for(;t=e[r];r++)t===e[r-1]&&(i=n.push(r));while(i--)e.splice(n[i],1)}return e},nt.error=function(e){throw new Error("Syntax error, unrecognized expression: "+e)},a=nt.compile=function(e,t){var n,r=[],i=[],s=A[d][e+" "];if(!s){t||(t=ut(e)),n=t.length;while(n--)s=ht(t[n]),s[d]?r.push(s):i.push(s);s=A(e,pt(i,r))}return s},g.querySelectorAll&&function(){var e,t=vt,n=/'|\\/g,r=/\=[\x20\t\r\n\f]*([^'"\]]*)[\x20\t\r\n\f]*\]/g,i=[":focus"],s=[":active"],u=y.matchesSelector||y.mozMatchesSelector||y.webkitMatchesSelector||y.oMatchesSelector||y.msMatchesSelector;K(function(e){e.innerHTML="<select><option selected=''></option></select>",e.querySelectorAll("[selected]").length||i.push("\\["+O+"*(?:checked|disabled|ismap|multiple|readonly|selected|value)"),e.querySelectorAll(":checked").length||i.push(":checked")}),K(function(e){e.innerHTML="<p test=''></p>",e.querySelectorAll("[test^='']").length&&i.push("[*^$]="+O+"*(?:\"\"|'')"),e.innerHTML="<input type='hidden'/>",e.querySelectorAll(":enabled").length||i.push(":enabled",":disabled")}),i=new RegExp(i.join("|")),vt=function(e,r,s,o,u){if(!o&&!u&&!i.test(e)){var a,f,l=!0,c=d,h=r,p=r.nodeType===9&&e;if(r.nodeType===1&&r.nodeName.toLowerCase()!=="object"){a=ut(e),(l=r.getAttribute("id"))?c=l.replace(n,"\\$&"):r.setAttribute("id",c),c="[id='"+c+"'] ",f=a.length;while(f--)a[f]=c+a[f].join("");h=z.test(e)&&r.parentNode||r,p=a.join(",")}if(p)try{return S.apply(s,x.call(h.querySelectorAll(p),0)),s}catch(v){}finally{l||r.removeAttribute("id")}}return t(e,r,s,o,u)},u&&(K(function(t){e=u.call(t,"div");try{u.call(t,"[test!='']:sizzle"),s.push("!=",H)}catch(n){}}),s=new RegExp(s.join("|")),nt.matchesSelector=function(t,n){n=n.replace(r,"='$1']");if(!o(t)&&!s.test(n)&&!i.test(n))try{var a=u.call(t,n);if(a||e||t.document&&t.document.nodeType!==11)return a}catch(f){}return nt(n,null,null,[t]).length>0})}(),i.pseudos.nth=i.pseudos.eq,i.filters=mt.prototype=i.pseudos,i.setFilters=new mt,nt.attr=v.attr,v.find=nt,v.expr=nt.selectors,v.expr[":"]=v.expr.pseudos,v.unique=nt.uniqueSort,v.text=nt.getText,v.isXMLDoc=nt.isXML,v.contains=nt.contains}(e);var nt=/Until$/,rt=/^(?:parents|prev(?:Until|All))/,it=/^.[^:#\[\.,]*$/,st=v.expr.match.needsContext,ot={children:!0,contents:!0,next:!0,prev:!0};v.fn.extend({find:function(e){var t,n,r,i,s,o,u=this;if(typeof e!="string")return v(e).filter(function(){for(t=0,n=u.length;t<n;t++)if(v.contains(u[t],this))return!0});o=this.pushStack("","find",e);for(t=0,n=this.length;t<n;t++){r=o.length,v.find(e,this[t],o);if(t>0)for(i=r;i<o.length;i++)for(s=0;s<r;s++)if(o[s]===o[i]){o.splice(i--,1);break}}return o},has:function(e){var t,n=v(e,this),r=n.length;return this.filter(function(){for(t=0;t<r;t++)if(v.contains(this,n[t]))return!0})},not:function(e){return this.pushStack(ft(this,e,!1),"not",e)},filter:function(e){return this.pushStack(ft(this,e,!0),"filter",e)},is:function(e){return!!e&&(typeof e=="string"?st.test(e)?v(e,this.context).index(this[0])>=0:v.filter(e,this).length>0:this.filter(e).length>0)},closest:function(e,t){var n,r=0,i=this.length,s=[],o=st.test(e)||typeof e!="string"?v(e,t||this.context):0;for(;r<i;r++){n=this[r];while(n&&n.ownerDocument&&n!==t&&n.nodeType!==11){if(o?o.index(n)>-1:v.find.matchesSelector(n,e)){s.push(n);break}n=n.parentNode}}return s=s.length>1?v.unique(s):s,this.pushStack(s,"closest",e)},index:function(e){return e?typeof e=="string"?v.inArray(this[0],v(e)):v.inArray(e.jquery?e[0]:e,this):this[0]&&this[0].parentNode?this.prevAll().length:-1},add:function(e,t){var n=typeof e=="string"?v(e,t):v.makeArray(e&&e.nodeType?[e]:e),r=v.merge(this.get(),n);return this.pushStack(ut(n[0])||ut(r[0])?r:v.unique(r))},addBack:function(e){return this.add(e==null?this.prevObject:this.prevObject.filter(e))}}),v.fn.andSelf=v.fn.addBack,v.each({parent:function(e){var t=e.parentNode;return t&&t.nodeType!==11?t:null},parents:function(e){return v.dir(e,"parentNode")},parentsUntil:function(e,t,n){return v.dir(e,"parentNode",n)},next:function(e){return at(e,"nextSibling")},prev:function(e){return at(e,"previousSibling")},nextAll:function(e){return v.dir(e,"nextSibling")},prevAll:function(e){return v.dir(e,"previousSibling")},nextUntil:function(e,t,n){return v.dir(e,"nextSibling",n)},prevUntil:function(e,t,n){return v.dir(e,"previousSibling",n)},siblings:function(e){return v.sibling((e.parentNode||{}).firstChild,e)},children:function(e){return v.sibling(e.firstChild)},contents:function(e){return v.nodeName(e,"iframe")?e.contentDocument||e.contentWindow.document:v.merge([],e.childNodes)}},function(e,t){v.fn[e]=function(n,r){var i=v.map(this,t,n);return nt.test(e)||(r=n),r&&typeof r=="string"&&(i=v.filter(r,i)),i=this.length>1&&!ot[e]?v.unique(i):i,this.length>1&&rt.test(e)&&(i=i.reverse()),this.pushStack(i,e,l.call(arguments).join(","))}}),v.extend({filter:function(e,t,n){return n&&(e=":not("+e+")"),t.length===1?v.find.matchesSelector(t[0],e)?[t[0]]:[]:v.find.matches(e,t)},dir:function(e,n,r){var i=[],s=e[n];while(s&&s.nodeType!==9&&(r===t||s.nodeType!==1||!v(s).is(r)))s.nodeType===1&&i.push(s),s=s[n];return i},sibling:function(e,t){var n=[];for(;e;e=e.nextSibling)e.nodeType===1&&e!==t&&n.push(e);return n}});var ct="abbr|article|aside|audio|bdi|canvas|data|datalist|details|figcaption|figure|footer|header|hgroup|mark|meter|nav|output|progress|section|summary|time|video",ht=/ jQuery\d+="(?:null|\d+)"/g,pt=/^\s+/,dt=/<(?!area|br|col|embed|hr|img|input|link|meta|param)(([\w:]+)[^>]*)\/>/gi,vt=/<([\w:]+)/,mt=/<tbody/i,gt=/<|&#?\w+;/,yt=/<(?:script|style|link)/i,bt=/<(?:script|object|embed|option|style)/i,wt=new RegExp("<(?:"+ct+")[\\s/>]","i"),Et=/^(?:checkbox|radio)$/,St=/checked\s*(?:[^=]|=\s*.checked.)/i,xt=/\/(java|ecma)script/i,Tt=/^\s*<!(?:\[CDATA\[|\-\-)|[\]\-]{2}>\s*$/g,Nt={option:[1,"<select multiple='multiple'>","</select>"],legend:[1,"<fieldset>","</fieldset>"],thead:[1,"<table>","</table>"],tr:[2,"<table><tbody>","</tbody></table>"],td:[3,"<table><tbody><tr>","</tr></tbody></table>"],col:[2,"<table><tbody></tbody><colgroup>","</colgroup></table>"],area:[1,"<map>","</map>"],_default:[0,"",""]},Ct=lt(i),kt=Ct.appendChild(i.createElement("div"));Nt.optgroup=Nt.option,Nt.tbody=Nt.tfoot=Nt.colgroup=Nt.caption=Nt.thead,Nt.th=Nt.td,v.support.htmlSerialize||(Nt._default=[1,"X<div>","</div>"]),v.fn.extend({text:function(e){return v.access(this,function(e){return e===t?v.text(this):this.empty().append((this[0]&&this[0].ownerDocument||i).createTextNode(e))},null,e,arguments.length)},wrapAll:function(e){if(v.isFunction(e))return this.each(function(t){v(this).wrapAll(e.call(this,t))});if(this[0]){var t=v(e,this[0].ownerDocument).eq(0).clone(!0);this[0].parentNode&&t.insertBefore(this[0]),t.map(function(){var e=this;while(e.firstChild&&e.firstChild.nodeType===1)e=e.firstChild;return e}).append(this)}return this},wrapInner:function(e){return v.isFunction(e)?this.each(function(t){v(this).wrapInner(e.call(this,t))}):this.each(function(){var t=v(this),n=t.contents();n.length?n.wrapAll(e):t.append(e)})},wrap:function(e){var t=v.isFunction(e);return this.each(function(n){v(this).wrapAll(t?e.call(this,n):e)})},unwrap:function(){return this.parent().each(function(){v.nodeName(this,"body")||v(this).replaceWith(this.childNodes)}).end()},append:function(){return this.domManip(arguments,!0,function(e){(this.nodeType===1||this.nodeType===11)&&this.appendChild(e)})},prepend:function(){return this.domManip(arguments,!0,function(e){(this.nodeType===1||this.nodeType===11)&&this.insertBefore(e,this.firstChild)})},before:function(){if(!ut(this[0]))return this.domManip(arguments,!1,function(e){this.parentNode.insertBefore(e,this)});if(arguments.length){var e=v.clean(arguments);return this.pushStack(v.merge(e,this),"before",this.selector)}},after:function(){if(!ut(this[0]))return this.domManip(arguments,!1,function(e){this.parentNode.insertBefore(e,this.nextSibling)});if(arguments.length){var e=v.clean(arguments);return this.pushStack(v.merge(this,e),"after",this.selector)}},remove:function(e,t){var n,r=0;for(;(n=this[r])!=null;r++)if(!e||v.filter(e,[n]).length)!t&&n.nodeType===1&&(v.cleanData(n.getElementsByTagName("*")),v.cleanData([n])),n.parentNode&&n.parentNode.removeChild(n);return this},empty:function(){var e,t=0;for(;(e=this[t])!=null;t++){e.nodeType===1&&v.cleanData(e.getElementsByTagName("*"));while(e.firstChild)e.removeChild(e.firstChild)}return this},clone:function(e,t){return e=e==null?!1:e,t=t==null?e:t,this.map(function(){return v.clone(this,e,t)})},html:function(e){return v.access(this,function(e){var n=this[0]||{},r=0,i=this.length;if(e===t)return n.nodeType===1?n.innerHTML.replace(ht,""):t;if(typeof e=="string"&&!yt.test(e)&&(v.support.htmlSerialize||!wt.test(e))&&(v.support.leadingWhitespace||!pt.test(e))&&!Nt[(vt.exec(e)||["",""])[1].toLowerCase()]){e=e.replace(dt,"<$1></$2>");try{for(;r<i;r++)n=this[r]||{},n.nodeType===1&&(v.cleanData(n.getElementsByTagName("*")),n.innerHTML=e);n=0}catch(s){}}n&&this.empty().append(e)},null,e,arguments.length)},replaceWith:function(e){return ut(this[0])?this.length?this.pushStack(v(v.isFunction(e)?e():e),"replaceWith",e):this:v.isFunction(e)?this.each(function(t){var n=v(this),r=n.html();n.replaceWith(e.call(this,t,r))}):(typeof e!="string"&&(e=v(e).detach()),this.each(function(){var t=this.nextSibling,n=this.parentNode;v(this).remove(),t?v(t).before(e):v(n).append(e)}))},detach:function(e){return this.remove(e,!0)},domManip:function(e,n,r){e=[].concat.apply([],e);var i,s,o,u,a=0,f=e[0],l=[],c=this.length;if(!v.support.checkClone&&c>1&&typeof f=="string"&&St.test(f))return this.each(function(){v(this).domManip(e,n,r)});if(v.isFunction(f))return this.each(function(i){var s=v(this);e[0]=f.call(this,i,n?s.html():t),s.domManip(e,n,r)});if(this[0]){i=v.buildFragment(e,this,l),o=i.fragment,s=o.firstChild,o.childNodes.length===1&&(o=s);if(s){n=n&&v.nodeName(s,"tr");for(u=i.cacheable||c-1;a<c;a++)r.call(n&&v.nodeName(this[a],"table")?Lt(this[a],"tbody"):this[a],a===u?o:v.clone(o,!0,!0))}o=s=null,l.length&&v.each(l,function(e,t){t.src?v.ajax?v.ajax({url:t.src,type:"GET",dataType:"script",async:!1,global:!1,"throws":!0}):v.error("no ajax"):v.globalEval((t.text||t.textContent||t.innerHTML||"").replace(Tt,"")),t.parentNode&&t.parentNode.removeChild(t)})}return this}}),v.buildFragment=function(e,n,r){var s,o,u,a=e[0];return n=n||i,n=!n.nodeType&&n[0]||n,n=n.ownerDocument||n,e.length===1&&typeof a=="string"&&a.length<512&&n===i&&a.charAt(0)==="<"&&!bt.test(a)&&(v.support.checkClone||!St.test(a))&&(v.support.html5Clone||!wt.test(a))&&(o=!0,s=v.fragments[a],u=s!==t),s||(s=n.createDocumentFragment(),v.clean(e,n,s,r),o&&(v.fragments[a]=u&&s)),{fragment:s,cacheable:o}},v.fragments={},v.each({appendTo:"append",prependTo:"prepend",insertBefore:"before",insertAfter:"after",replaceAll:"replaceWith"},function(e,t){v.fn[e]=function(n){var r,i=0,s=[],o=v(n),u=o.length,a=this.length===1&&this[0].parentNode;if((a==null||a&&a.nodeType===11&&a.childNodes.length===1)&&u===1)return o[t](this[0]),this;for(;i<u;i++)r=(i>0?this.clone(!0):this).get(),v(o[i])[t](r),s=s.concat(r);return this.pushStack(s,e,o.selector)}}),v.extend({clone:function(e,t,n){var r,i,s,o;v.support.html5Clone||v.isXMLDoc(e)||!wt.test("<"+e.nodeName+">")?o=e.cloneNode(!0):(kt.innerHTML=e.outerHTML,kt.removeChild(o=kt.firstChild));if((!v.support.noCloneEvent||!v.support.noCloneChecked)&&(e.nodeType===1||e.nodeType===11)&&!v.isXMLDoc(e)){Ot(e,o),r=Mt(e),i=Mt(o);for(s=0;r[s];++s)i[s]&&Ot(r[s],i[s])}if(t){At(e,o);if(n){r=Mt(e),i=Mt(o);for(s=0;r[s];++s)At(r[s],i[s])}}return r=i=null,o},clean:function(e,t,n,r){var s,o,u,a,f,l,c,h,p,d,m,g,y=t===i&&Ct,b=[];if(!t||typeof t.createDocumentFragment=="undefined")t=i;for(s=0;(u=e[s])!=null;s++){typeof u=="number"&&(u+="");if(!u)continue;if(typeof u=="string")if(!gt.test(u))u=t.createTextNode(u);else{y=y||lt(t),c=t.createElement("div"),y.appendChild(c),u=u.replace(dt,"<$1></$2>"),a=(vt.exec(u)||["",""])[1].toLowerCase(),f=Nt[a]||Nt._default,l=f[0],c.innerHTML=f[1]+u+f[2];while(l--)c=c.lastChild;if(!v.support.tbody){h=mt.test(u),p=a==="table"&&!h?c.firstChild&&c.firstChild.childNodes:f[1]==="<table>"&&!h?c.childNodes:[];for(o=p.length-1;o>=0;--o)v.nodeName(p[o],"tbody")&&!p[o].childNodes.length&&p[o].parentNode.removeChild(p[o])}!v.support.leadingWhitespace&&pt.test(u)&&c.insertBefore(t.createTextNode(pt.exec(u)[0]),c.firstChild),u=c.childNodes,c.parentNode.removeChild(c)}u.nodeType?b.push(u):v.merge(b,u)}c&&(u=c=y=null);if(!v.support.appendChecked)for(s=0;(u=b[s])!=null;s++)v.nodeName(u,"input")?_t(u):typeof u.getElementsByTagName!="undefined"&&v.grep(u.getElementsByTagName("input"),_t);if(n){m=function(e){if(!e.type||xt.test(e.type))return r?r.push(e.parentNode?e.parentNode.removeChild(e):e):n.appendChild(e)};for(s=0;(u=b[s])!=null;s++)if(!v.nodeName(u,"script")||!m(u))n.appendChild(u),typeof u.getElementsByTagName!="undefined"&&(g=v.grep(v.merge([],u.getElementsByTagName("script")),m),b.splice.apply(b,[s+1,0].concat(g)),s+=g.length)}return b},cleanData:function(e,t){var n,r,i,s,o=0,u=v.expando,a=v.cache,f=v.support.deleteExpando,l=v.event.special;for(;(i=e[o])!=null;o++)if(t||v.acceptData(i)){r=i[u],n=r&&a[r];if(n){if(n.events)for(s in n.events)l[s]?v.event.remove(i,s):v.removeEvent(i,s,n.handle);a[r]&&(delete a[r],f?delete i[u]:i.removeAttribute?i.removeAttribute(u):i[u]=null,v.deletedIds.push(r))}}}}),function(){var e,t;v.uaMatch=function(e){e=e.toLowerCase();var t=/(chrome)[ \/]([\w.]+)/.exec(e)||/(webkit)[ \/]([\w.]+)/.exec(e)||/(opera)(?:.*version|)[ \/]([\w.]+)/.exec(e)||/(msie) ([\w.]+)/.exec(e)||e.indexOf("compatible")<0&&/(mozilla)(?:.*? rv:([\w.]+)|)/.exec(e)||[];return{browser:t[1]||"",version:t[2]||"0"}},e=v.uaMatch(o.userAgent),t={},e.browser&&(t[e.browser]=!0,t.version=e.version),t.chrome?t.webkit=!0:t.webkit&&(t.safari=!0),v.browser=t,v.sub=function(){function e(t,n){return new e.fn.init(t,n)}v.extend(!0,e,this),e.superclass=this,e.fn=e.prototype=this(),e.fn.constructor=e,e.sub=this.sub,e.fn.init=function(r,i){return i&&i instanceof v&&!(i instanceof e)&&(i=e(i)),v.fn.init.call(this,r,i,t)},e.fn.init.prototype=e.fn;var t=e(i);return e}}();var Dt,Pt,Ht,Bt=/alpha\([^)]*\)/i,jt=/opacity=([^)]*)/,Ft=/^(top|right|bottom|left)$/,It=/^(none|table(?!-c[ea]).+)/,qt=/^margin/,Rt=new RegExp("^("+m+")(.*)$","i"),Ut=new RegExp("^("+m+")(?!px)[a-z%]+$","i"),zt=new RegExp("^([-+])=("+m+")","i"),Wt={BODY:"block"},Xt={position:"absolute",visibility:"hidden",display:"block"},Vt={letterSpacing:0,fontWeight:400},$t=["Top","Right","Bottom","Left"],Jt=["Webkit","O","Moz","ms"],Kt=v.fn.toggle;v.fn.extend({css:function(e,n){return v.access(this,function(e,n,r){return r!==t?v.style(e,n,r):v.css(e,n)},e,n,arguments.length>1)},show:function(){return Yt(this,!0)},hide:function(){return Yt(this)},toggle:function(e,t){var n=typeof e=="boolean";return v.isFunction(e)&&v.isFunction(t)?Kt.apply(this,arguments):this.each(function(){(n?e:Gt(this))?v(this).show():v(this).hide()})}}),v.extend({cssHooks:{opacity:{get:function(e,t){if(t){var n=Dt(e,"opacity");return n===""?"1":n}}}},cssNumber:{fillOpacity:!0,fontWeight:!0,lineHeight:!0,opacity:!0,orphans:!0,widows:!0,zIndex:!0,zoom:!0},cssProps:{"float":v.support.cssFloat?"cssFloat":"styleFloat"},style:function(e,n,r,i){if(!e||e.nodeType===3||e.nodeType===8||!e.style)return;var s,o,u,a=v.camelCase(n),f=e.style;n=v.cssProps[a]||(v.cssProps[a]=Qt(f,a)),u=v.cssHooks[n]||v.cssHooks[a];if(r===t)return u&&"get"in u&&(s=u.get(e,!1,i))!==t?s:f[n];o=typeof r,o==="string"&&(s=zt.exec(r))&&(r=(s[1]+1)*s[2]+parseFloat(v.css(e,n)),o="number");if(r==null||o==="number"&&isNaN(r))return;o==="number"&&!v.cssNumber[a]&&(r+="px");if(!u||!("set"in u)||(r=u.set(e,r,i))!==t)try{f[n]=r}catch(l){}},css:function(e,n,r,i){var s,o,u,a=v.camelCase(n);return n=v.cssProps[a]||(v.cssProps[a]=Qt(e.style,a)),u=v.cssHooks[n]||v.cssHooks[a],u&&"get"in u&&(s=u.get(e,!0,i)),s===t&&(s=Dt(e,n)),s==="normal"&&n in Vt&&(s=Vt[n]),r||i!==t?(o=parseFloat(s),r||v.isNumeric(o)?o||0:s):s},swap:function(e,t,n){var r,i,s={};for(i in t)s[i]=e.style[i],e.style[i]=t[i];r=n.call(e);for(i in t)e.style[i]=s[i];return r}}),e.getComputedStyle?Dt=function(t,n){var r,i,s,o,u=e.getComputedStyle(t,null),a=t.style;return u&&(r=u.getPropertyValue(n)||u[n],r===""&&!v.contains(t.ownerDocument,t)&&(r=v.style(t,n)),Ut.test(r)&&qt.test(n)&&(i=a.width,s=a.minWidth,o=a.maxWidth,a.minWidth=a.maxWidth=a.width=r,r=u.width,a.width=i,a.minWidth=s,a.maxWidth=o)),r}:i.documentElement.currentStyle&&(Dt=function(e,t){var n,r,i=e.currentStyle&&e.currentStyle[t],s=e.style;return i==null&&s&&s[t]&&(i=s[t]),Ut.test(i)&&!Ft.test(t)&&(n=s.left,r=e.runtimeStyle&&e.runtimeStyle.left,r&&(e.runtimeStyle.left=e.currentStyle.left),s.left=t==="fontSize"?"1em":i,i=s.pixelLeft+"px",s.left=n,r&&(e.runtimeStyle.left=r)),i===""?"auto":i}),v.each(["height","width"],function(e,t){v.cssHooks[t]={get:function(e,n,r){if(n)return e.offsetWidth===0&&It.test(Dt(e,"display"))?v.swap(e,Xt,function(){return tn(e,t,r)}):tn(e,t,r)},set:function(e,n,r){return Zt(e,n,r?en(e,t,r,v.support.boxSizing&&v.css(e,"boxSizing")==="border-box"):0)}}}),v.support.opacity||(v.cssHooks.opacity={get:function(e,t){return jt.test((t&&e.currentStyle?e.currentStyle.filter:e.style.filter)||"")?.01*parseFloat(RegExp.$1)+"":t?"1":""},set:function(e,t){var n=e.style,r=e.currentStyle,i=v.isNumeric(t)?"alpha(opacity="+t*100+")":"",s=r&&r.filter||n.filter||"";n.zoom=1;if(t>=1&&v.trim(s.replace(Bt,""))===""&&n.removeAttribute){n.removeAttribute("filter");if(r&&!r.filter)return}n.filter=Bt.test(s)?s.replace(Bt,i):s+" "+i}}),v(function(){v.support.reliableMarginRight||(v.cssHooks.marginRight={get:function(e,t){return v.swap(e,{display:"inline-block"},function(){if(t)return Dt(e,"marginRight")})}}),!v.support.pixelPosition&&v.fn.position&&v.each(["top","left"],function(e,t){v.cssHooks[t]={get:function(e,n){if(n){var r=Dt(e,t);return Ut.test(r)?v(e).position()[t]+"px":r}}}})}),v.expr&&v.expr.filters&&(v.expr.filters.hidden=function(e){return e.offsetWidth===0&&e.offsetHeight===0||!v.support.reliableHiddenOffsets&&(e.style&&e.style.display||Dt(e,"display"))==="none"},v.expr.filters.visible=function(e){return!v.expr.filters.hidden(e)}),v.each({margin:"",padding:"",border:"Width"},function(e,t){v.cssHooks[e+t]={expand:function(n){var r,i=typeof n=="string"?n.split(" "):[n],s={};for(r=0;r<4;r++)s[e+$t[r]+t]=i[r]||i[r-2]||i[0];return s}},qt.test(e)||(v.cssHooks[e+t].set=Zt)});var rn=/%20/g,sn=/\[\]$/,on=/\r?\n/g,un=/^(?:color|date|datetime|datetime-local|email|hidden|month|number|password|range|search|tel|text|time|url|week)$/i,an=/^(?:select|textarea)/i;v.fn.extend({serialize:function(){return v.param(this.serializeArray())},serializeArray:function(){return this.map(function(){return this.elements?v.makeArray(this.elements):this}).filter(function(){return this.name&&!this.disabled&&(this.checked||an.test(this.nodeName)||un.test(this.type))}).map(function(e,t){var n=v(this).val();return n==null?null:v.isArray(n)?v.map(n,function(e,n){return{name:t.name,value:e.replace(on,"\r\n")}}):{name:t.name,value:n.replace(on,"\r\n")}}).get()}}),v.param=function(e,n){var r,i=[],s=function(e,t){t=v.isFunction(t)?t():t==null?"":t,i[i.length]=encodeURIComponent(e)+"="+encodeURIComponent(t)};n===t&&(n=v.ajaxSettings&&v.ajaxSettings.traditional);if(v.isArray(e)||e.jquery&&!v.isPlainObject(e))v.each(e,function(){s(this.name,this.value)});else for(r in e)fn(r,e[r],n,s);return i.join("&").replace(rn,"+")};var ln,cn,hn=/#.*$/,pn=/^(.*?):[ \t]*([^\r\n]*)\r?$/mg,dn=/^(?:about|app|app\-storage|.+\-extension|file|res|widget):$/,vn=/^(?:GET|HEAD)$/,mn=/^\/\//,gn=/\?/,yn=/<script\b[^<]*(?:(?!<\/script>)<[^<]*)*<\/script>/gi,bn=/([?&])_=[^&]*/,wn=/^([\w\+\.\-]+:)(?:\/\/([^\/?#:]*)(?::(\d+)|)|)/,En=v.fn.load,Sn={},xn={},Tn=["*/"]+["*"];try{cn=s.href}catch(Nn){cn=i.createElement("a"),cn.href="",cn=cn.href}ln=wn.exec(cn.toLowerCase())||[],v.fn.load=function(e,n,r){if(typeof e!="string"&&En)return En.apply(this,arguments);if(!this.length)return this;var i,s,o,u=this,a=e.indexOf(" ");return a>=0&&(i=e.slice(a,e.length),e=e.slice(0,a)),v.isFunction(n)?(r=n,n=t):n&&typeof n=="object"&&(s="POST"),v.ajax({url:e,type:s,dataType:"html",data:n,complete:function(e,t){r&&u.each(r,o||[e.responseText,t,e])}}).done(function(e){o=arguments,u.html(i?v("<div>").append(e.replace(yn,"")).find(i):e)}),this},v.each("ajaxStart ajaxStop ajaxComplete ajaxError ajaxSuccess ajaxSend".split(" "),function(e,t){v.fn[t]=function(e){return this.on(t,e)}}),v.each(["get","post"],function(e,n){v[n]=function(e,r,i,s){return v.isFunction(r)&&(s=s||i,i=r,r=t),v.ajax({type:n,url:e,data:r,success:i,dataType:s})}}),v.extend({getScript:function(e,n){return v.get(e,t,n,"script")},getJSON:function(e,t,n){return v.get(e,t,n,"json")},ajaxSetup:function(e,t){return t?Ln(e,v.ajaxSettings):(t=e,e=v.ajaxSettings),Ln(e,t),e},ajaxSettings:{url:cn,isLocal:dn.test(ln[1]),global:!0,type:"GET",contentType:"application/x-www-form-urlencoded; charset=UTF-8",processData:!0,async:!0,accepts:{xml:"application/xml, text/xml",html:"text/html",text:"text/plain",json:"application/json, text/javascript","*":Tn},contents:{xml:/xml/,html:/html/,json:/json/},responseFields:{xml:"responseXML",text:"responseText"},converters:{"* text":e.String,"text html":!0,"text json":v.parseJSON,"text xml":v.parseXML},flatOptions:{context:!0,url:!0}},ajaxPrefilter:Cn(Sn),ajaxTransport:Cn(xn),ajax:function(e,n){function T(e,n,s,a){var l,y,b,w,S,T=n;if(E===2)return;E=2,u&&clearTimeout(u),o=t,i=a||"",x.readyState=e>0?4:0,s&&(w=An(c,x,s));if(e>=200&&e<300||e===304)c.ifModified&&(S=x.getResponseHeader("Last-Modified"),S&&(v.lastModified[r]=S),S=x.getResponseHeader("Etag"),S&&(v.etag[r]=S)),e===304?(T="notmodified",l=!0):(l=On(c,w),T=l.state,y=l.data,b=l.error,l=!b);else{b=T;if(!T||e)T="error",e<0&&(e=0)}x.status=e,x.statusText=(n||T)+"",l?d.resolveWith(h,[y,T,x]):d.rejectWith(h,[x,T,b]),x.statusCode(g),g=t,f&&p.trigger("ajax"+(l?"Success":"Error"),[x,c,l?y:b]),m.fireWith(h,[x,T]),f&&(p.trigger("ajaxComplete",[x,c]),--v.active||v.event.trigger("ajaxStop"))}typeof e=="object"&&(n=e,e=t),n=n||{};var r,i,s,o,u,a,f,l,c=v.ajaxSetup({},n),h=c.context||c,p=h!==c&&(h.nodeType||h instanceof v)?v(h):v.event,d=v.Deferred(),m=v.Callbacks("once memory"),g=c.statusCode||{},b={},w={},E=0,S="canceled",x={readyState:0,setRequestHeader:function(e,t){if(!E){var n=e.toLowerCase();e=w[n]=w[n]||e,b[e]=t}return this},getAllResponseHeaders:function(){return E===2?i:null},getResponseHeader:function(e){var n;if(E===2){if(!s){s={};while(n=pn.exec(i))s[n[1].toLowerCase()]=n[2]}n=s[e.toLowerCase()]}return n===t?null:n},overrideMimeType:function(e){return E||(c.mimeType=e),this},abort:function(e){return e=e||S,o&&o.abort(e),T(0,e),this}};d.promise(x),x.success=x.done,x.error=x.fail,x.complete=m.add,x.statusCode=function(e){if(e){var t;if(E<2)for(t in e)g[t]=[g[t],e[t]];else t=e[x.status],x.always(t)}return this},c.url=((e||c.url)+"").replace(hn,"").replace(mn,ln[1]+"//"),c.dataTypes=v.trim(c.dataType||"*").toLowerCase().split(y),c.crossDomain==null&&(a=wn.exec(c.url.toLowerCase()),c.crossDomain=!(!a||a[1]===ln[1]&&a[2]===ln[2]&&(a[3]||(a[1]==="http:"?80:443))==(ln[3]||(ln[1]==="http:"?80:443)))),c.data&&c.processData&&typeof c.data!="string"&&(c.data=v.param(c.data,c.traditional)),kn(Sn,c,n,x);if(E===2)return x;f=c.global,c.type=c.type.toUpperCase(),c.hasContent=!vn.test(c.type),f&&v.active++===0&&v.event.trigger("ajaxStart");if(!c.hasContent){c.data&&(c.url+=(gn.test(c.url)?"&":"?")+c.data,delete c.data),r=c.url;if(c.cache===!1){var N=v.now(),C=c.url.replace(bn,"$1_="+N);c.url=C+(C===c.url?(gn.test(c.url)?"&":"?")+"_="+N:"")}}(c.data&&c.hasContent&&c.contentType!==!1||n.contentType)&&x.setRequestHeader("Content-Type",c.contentType),c.ifModified&&(r=r||c.url,v.lastModified[r]&&x.setRequestHeader("If-Modified-Since",v.lastModified[r]),v.etag[r]&&x.setRequestHeader("If-None-Match",v.etag[r])),x.setRequestHeader("Accept",c.dataTypes[0]&&c.accepts[c.dataTypes[0]]?c.accepts[c.dataTypes[0]]+(c.dataTypes[0]!=="*"?", "+Tn+"; q=0.01":""):c.accepts["*"]);for(l in c.headers)x.setRequestHeader(l,c.headers[l]);if(!c.beforeSend||c.beforeSend.call(h,x,c)!==!1&&E!==2){S="abort";for(l in{success:1,error:1,complete:1})x[l](c[l]);o=kn(xn,c,n,x);if(!o)T(-1,"No Transport");else{x.readyState=1,f&&p.trigger("ajaxSend",[x,c]),c.async&&c.timeout>0&&(u=setTimeout(function(){x.abort("timeout")},c.timeout));try{E=1,o.send(b,T)}catch(k){if(!(E<2))throw k;T(-1,k)}}return x}return x.abort()},active:0,lastModified:{},etag:{}});var Mn=[],_n=/\?/,Dn=/(=)\?(?=&|$)|\?\?/,Pn=v.now();v.ajaxSetup({jsonp:"callback",jsonpCallback:function(){var e=Mn.pop()||v.expando+"_"+Pn++;return this[e]=!0,e}}),v.ajaxPrefilter("json jsonp",function(n,r,i){var s,o,u,a=n.data,f=n.url,l=n.jsonp!==!1,c=l&&Dn.test(f),h=l&&!c&&typeof a=="string"&&!(n.contentType||"").indexOf("application/x-www-form-urlencoded")&&Dn.test(a);if(n.dataTypes[0]==="jsonp"||c||h)return s=n.jsonpCallback=v.isFunction(n.jsonpCallback)?n.jsonpCallback():n.jsonpCallback,o=e[s],c?n.url=f.replace(Dn,"$1"+s):h?n.data=a.replace(Dn,"$1"+s):l&&(n.url+=(_n.test(f)?"&":"?")+n.jsonp+"="+s),n.converters["script json"]=function(){return u||v.error(s+" was not called"),u[0]},n.dataTypes[0]="json",e[s]=function(){u=arguments},i.always(function(){e[s]=o,n[s]&&(n.jsonpCallback=r.jsonpCallback,Mn.push(s)),u&&v.isFunction(o)&&o(u[0]),u=o=t}),"script"}),v.ajaxSetup({accepts:{script:"text/javascript, application/javascript, application/ecmascript, application/x-ecmascript"},contents:{script:/javascript|ecmascript/},converters:{"text script":function(e){return v.globalEval(e),e}}}),v.ajaxPrefilter("script",function(e){e.cache===t&&(e.cache=!1),e.crossDomain&&(e.type="GET",e.global=!1)}),v.ajaxTransport("script",function(e){if(e.crossDomain){var n,r=i.head||i.getElementsByTagName("head")[0]||i.documentElement;return{send:function(s,o){n=i.createElement("script"),n.async="async",e.scriptCharset&&(n.charset=e.scriptCharset),n.src=e.url,n.onload=n.onreadystatechange=function(e,i){if(i||!n.readyState||/loaded|complete/.test(n.readyState))n.onload=n.onreadystatechange=null,r&&n.parentNode&&r.removeChild(n),n=t,i||o(200,"success")},r.insertBefore(n,r.firstChild)},abort:function(){n&&n.onload(0,1)}}}});var Hn,Bn=e.ActiveXObject?function(){for(var e in Hn)Hn[e](0,1)}:!1,jn=0;v.ajaxSettings.xhr=e.ActiveXObject?function(){return!this.isLocal&&Fn()||In()}:Fn,function(e){v.extend(v.support,{ajax:!!e,cors:!!e&&"withCredentials"in e})}(v.ajaxSettings.xhr()),v.support.ajax&&v.ajaxTransport(function(n){if(!n.crossDomain||v.support.cors){var r;return{send:function(i,s){var o,u,a=n.xhr();n.username?a.open(n.type,n.url,n.async,n.username,n.password):a.open(n.type,n.url,n.async);if(n.xhrFields)for(u in n.xhrFields)a[u]=n.xhrFields[u];n.mimeType&&a.overrideMimeType&&a.overrideMimeType(n.mimeType),!n.crossDomain&&!i["X-Requested-With"]&&(i["X-Requested-With"]="XMLHttpRequest");try{for(u in i)a.setRequestHeader(u,i[u])}catch(f){}a.send(n.hasContent&&n.data||null),r=function(e,i){var u,f,l,c,h;try{if(r&&(i||a.readyState===4)){r=t,o&&(a.onreadystatechange=v.noop,Bn&&delete Hn[o]);if(i)a.readyState!==4&&a.abort();else{u=a.status,l=a.getAllResponseHeaders(),c={},h=a.responseXML,h&&h.documentElement&&(c.xml=h);try{c.text=a.responseText}catch(p){}try{f=a.statusText}catch(p){f=""}!u&&n.isLocal&&!n.crossDomain?u=c.text?200:404:u===1223&&(u=204)}}}catch(d){i||s(-1,d)}c&&s(u,f,c,l)},n.async?a.readyState===4?setTimeout(r,0):(o=++jn,Bn&&(Hn||(Hn={},v(e).unload(Bn)),Hn[o]=r),a.onreadystatechange=r):r()},abort:function(){r&&r(0,1)}}}});var qn,Rn,Un=/^(?:toggle|show|hide)$/,zn=new RegExp("^(?:([-+])=|)("+m+")([a-z%]*)$","i"),Wn=/queueHooks$/,Xn=[Gn],Vn={"*":[function(e,t){var n,r,i=this.createTween(e,t),s=zn.exec(t),o=i.cur(),u=+o||0,a=1,f=20;if(s){n=+s[2],r=s[3]||(v.cssNumber[e]?"":"px");if(r!=="px"&&u){u=v.css(i.elem,e,!0)||n||1;do a=a||".5",u/=a,v.style(i.elem,e,u+r);while(a!==(a=i.cur()/o)&&a!==1&&--f)}i.unit=r,i.start=u,i.end=s[1]?u+(s[1]+1)*n:n}return i}]};v.Animation=v.extend(Kn,{tweener:function(e,t){v.isFunction(e)?(t=e,e=["*"]):e=e.split(" ");var n,r=0,i=e.length;for(;r<i;r++)n=e[r],Vn[n]=Vn[n]||[],Vn[n].unshift(t)},prefilter:function(e,t){t?Xn.unshift(e):Xn.push(e)}}),v.Tween=Yn,Yn.prototype={constructor:Yn,init:function(e,t,n,r,i,s){this.elem=e,this.prop=n,this.easing=i||"swing",this.options=t,this.start=this.now=this.cur(),this.end=r,this.unit=s||(v.cssNumber[n]?"":"px")},cur:function(){var e=Yn.propHooks[this.prop];return e&&e.get?e.get(this):Yn.propHooks._default.get(this)},run:function(e){var t,n=Yn.propHooks[this.prop];return this.options.duration?this.pos=t=v.easing[this.easing](e,this.options.duration*e,0,1,this.options.duration):this.pos=t=e,this.now=(this.end-this.start)*t+this.start,this.options.step&&this.options.step.call(this.elem,this.now,this),n&&n.set?n.set(this):Yn.propHooks._default.set(this),this}},Yn.prototype.init.prototype=Yn.prototype,Yn.propHooks={_default:{get:function(e){var t;return e.elem[e.prop]==null||!!e.elem.style&&e.elem.style[e.prop]!=null?(t=v.css(e.elem,e.prop,!1,""),!t||t==="auto"?0:t):e.elem[e.prop]},set:function(e){v.fx.step[e.prop]?v.fx.step[e.prop](e):e.elem.style&&(e.elem.style[v.cssProps[e.prop]]!=null||v.cssHooks[e.prop])?v.style(e.elem,e.prop,e.now+e.unit):e.elem[e.prop]=e.now}}},Yn.propHooks.scrollTop=Yn.propHooks.scrollLeft={set:function(e){e.elem.nodeType&&e.elem.parentNode&&(e.elem[e.prop]=e.now)}},v.each(["toggle","show","hide"],function(e,t){var n=v.fn[t];v.fn[t]=function(r,i,s){return r==null||typeof r=="boolean"||!e&&v.isFunction(r)&&v.isFunction(i)?n.apply(this,arguments):this.animate(Zn(t,!0),r,i,s)}}),v.fn.extend({fadeTo:function(e,t,n,r){return this.filter(Gt).css("opacity",0).show().end().animate({opacity:t},e,n,r)},animate:function(e,t,n,r){var i=v.isEmptyObject(e),s=v.speed(t,n,r),o=function(){var t=Kn(this,v.extend({},e),s);i&&t.stop(!0)};return i||s.queue===!1?this.each(o):this.queue(s.queue,o)},stop:function(e,n,r){var i=function(e){var t=e.stop;delete e.stop,t(r)};return typeof e!="string"&&(r=n,n=e,e=t),n&&e!==!1&&this.queue(e||"fx",[]),this.each(function(){var t=!0,n=e!=null&&e+"queueHooks",s=v.timers,o=v._data(this);if(n)o[n]&&o[n].stop&&i(o[n]);else for(n in o)o[n]&&o[n].stop&&Wn.test(n)&&i(o[n]);for(n=s.length;n--;)s[n].elem===this&&(e==null||s[n].queue===e)&&(s[n].anim.stop(r),t=!1,s.splice(n,1));(t||!r)&&v.dequeue(this,e)})}}),v.each({slideDown:Zn("show"),slideUp:Zn("hide"),slideToggle:Zn("toggle"),fadeIn:{opacity:"show"},fadeOut:{opacity:"hide"},fadeToggle:{opacity:"toggle"}},function(e,t){v.fn[e]=function(e,n,r){return this.animate(t,e,n,r)}}),v.speed=function(e,t,n){var r=e&&typeof e=="object"?v.extend({},e):{complete:n||!n&&t||v.isFunction(e)&&e,duration:e,easing:n&&t||t&&!v.isFunction(t)&&t};r.duration=v.fx.off?0:typeof r.duration=="number"?r.duration:r.duration in v.fx.speeds?v.fx.speeds[r.duration]:v.fx.speeds._default;if(r.queue==null||r.queue===!0)r.queue="fx";return r.old=r.complete,r.complete=function(){v.isFunction(r.old)&&r.old.call(this),r.queue&&v.dequeue(this,r.queue)},r},v.easing={linear:function(e){return e},swing:function(e){return.5-Math.cos(e*Math.PI)/2}},v.timers=[],v.fx=Yn.prototype.init,v.fx.tick=function(){var e,n=v.timers,r=0;qn=v.now();for(;r<n.length;r++)e=n[r],!e()&&n[r]===e&&n.splice(r--,1);n.length||v.fx.stop(),qn=t},v.fx.timer=function(e){e()&&v.timers.push(e)&&!Rn&&(Rn=setInterval(v.fx.tick,v.fx.interval))},v.fx.interval=13,v.fx.stop=function(){clearInterval(Rn),Rn=null},v.fx.speeds={slow:600,fast:200,_default:400},v.fx.step={},v.expr&&v.expr.filters&&(v.expr.filters.animated=function(e){return v.grep(v.timers,function(t){return e===t.elem}).length});var er=/^(?:body|html)$/i;v.fn.offset=function(e){if(arguments.length)return e===t?this:this.each(function(t){v.offset.setOffset(this,e,t)});var n,r,i,s,o,u,a,f={top:0,left:0},l=this[0],c=l&&l.ownerDocument;if(!c)return;return(r=c.body)===l?v.offset.bodyOffset(l):(n=c.documentElement,v.contains(n,l)?(typeof l.getBoundingClientRect!="undefined"&&(f=l.getBoundingClientRect()),i=tr(c),s=n.clientTop||r.clientTop||0,o=n.clientLeft||r.clientLeft||0,u=i.pageYOffset||n.scrollTop,a=i.pageXOffset||n.scrollLeft,{top:f.top+u-s,left:f.left+a-o}):f)},v.offset={bodyOffset:function(e){var t=e.offsetTop,n=e.offsetLeft;return v.support.doesNotIncludeMarginInBodyOffset&&(t+=parseFloat(v.css(e,"marginTop"))||0,n+=parseFloat(v.css(e,"marginLeft"))||0),{top:t,left:n}},setOffset:function(e,t,n){var r=v.css(e,"position");r==="static"&&(e.style.position="relative");var i=v(e),s=i.offset(),o=v.css(e,"top"),u=v.css(e,"left"),a=(r==="absolute"||r==="fixed")&&v.inArray("auto",[o,u])>-1,f={},l={},c,h;a?(l=i.position(),c=l.top,h=l.left):(c=parseFloat(o)||0,h=parseFloat(u)||0),v.isFunction(t)&&(t=t.call(e,n,s)),t.top!=null&&(f.top=t.top-s.top+c),t.left!=null&&(f.left=t.left-s.left+h),"using"in t?t.using.call(e,f):i.css(f)}},v.fn.extend({position:function(){if(!this[0])return;var e=this[0],t=this.offsetParent(),n=this.offset(),r=er.test(t[0].nodeName)?{top:0,left:0}:t.offset();return n.top-=parseFloat(v.css(e,"marginTop"))||0,n.left-=parseFloat(v.css(e,"marginLeft"))||0,r.top+=parseFloat(v.css(t[0],"borderTopWidth"))||0,r.left+=parseFloat(v.css(t[0],"borderLeftWidth"))||0,{top:n.top-r.top,left:n.left-r.left}},offsetParent:function(){return this.map(function(){var e=this.offsetParent||i.body;while(e&&!er.test(e.nodeName)&&v.css(e,"position")==="static")e=e.offsetParent;return e||i.body})}}),v.each({scrollLeft:"pageXOffset",scrollTop:"pageYOffset"},function(e,n){var r=/Y/.test(n);v.fn[e]=function(i){return v.access(this,function(e,i,s){var o=tr(e);if(s===t)return o?n in o?o[n]:o.document.documentElement[i]:e[i];o?o.scrollTo(r?v(o).scrollLeft():s,r?s:v(o).scrollTop()):e[i]=s},e,i,arguments.length,null)}}),v.each({Height:"height",Width:"width"},function(e,n){v.each({padding:"inner"+e,content:n,"":"outer"+e},function(r,i){v.fn[i]=function(i,s){var o=arguments.length&&(r||typeof i!="boolean"),u=r||(i===!0||s===!0?"margin":"border");return v.access(this,function(n,r,i){var s;return v.isWindow(n)?n.document.documentElement["client"+e]:n.nodeType===9?(s=n.documentElement,Math.max(n.body["scroll"+e],s["scroll"+e],n.body["offset"+e],s["offset"+e],s["client"+e])):i===t?v.css(n,r,i,u):v.style(n,r,i,u)},n,o?i:t,o,null)}})}),e.jQuery=e.$=v,typeof define=="function"&&define.amd&&define.amd.jQuery&&define("jquery",[],function(){return v})})(window);
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