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Réussirunconcoursdel’agrégationdephysique,qu’ils’agisseduconcoursinterne,externeouexternespécial,demandeunepréparationthéorique,didactiqueetexpérimentaleexigeante.Lesconnaissancesdisciplinairesrequisessontvastesetcouvrentl’intégralitédelaphysiquedite«classique»ainsiquecertainsélémentsdephysique«moderne»àunniveauattendufrôlantparfoislapremièreannéedeMaster.Pourleurpréparation,lescandidatsnaviguentaujourd’huientrelesmanuelsdeCPGE—quinecouvrentpastouslessujetsabordésàl’agrégation—etdesouvragesspécialisésaucontenusouventplustechniquequecequiestattenduauconcoursetusantparfoisd’unformalismemathématiquequin’estpasdansl’espritdel’enseignementdelaphysiqueaulycéeouenCPGE.Ladiversitédessujetsàmaitriseretlebesoind’accumuleruneculturescientiﬁquelaplusvastepossiblerequièrent,enﬁn,depasseruntempsconséquentàs’approprierdenombreusesréférencesbibliographiques.L’objectifdecemanuelestdeprésenterdesnotionsparfoisdiﬃcilesenseconcentrantsurlarigueuretlaconstructiondesconceptsintroduits.LesoutilsutiliséssontauniveauLicencecequipermet,parexemplesurleschapitresderelativité,phy-siquequantiqueoustatistique,d’introduire«cequiestnécessaire»sansnoyerlecandidatsousdesdétailscertesimportantsmaisnonprioritaires.Nousavonsfaitletravailbibliographiqued’ampleurnécessaireàcomprendrechaquesujetenprofon-deuraﬁndefairegagnercetempsprécieuxauxcandidatsetleurpermettredeseconcentrersurlecontenuscientiﬁqueplutôtquesurlarecherchedel’ouvrageidéal.Touteslesréférencesquenousavonsutiliséessontainsiscrupuleusementcitées—maisiln’estpasessentieldelesavoirsouslamainpourcomprendreleproposprésenté.Nousavonsdistinguélesréférencesspéciﬁquesàunchapitre,quel’ontrouveranumérotées([1]),desréférencesutiliséesdemanièrerécurrente,dites«Référencesusuelles»,auxquellesunsigleaétéattribué(comme[Sext]).Parmicesréférences,lesentrées[CPGE1]et[CPGE2]renvoientàtoutmanueldeCPGEde1èreou2èmeannée;nouslaissonslecandidatchoisirsonéditionpréférée.Cemanuelveutaussirépondreauxévolutionsrécentesdesconcours.D’unepart,lapossibilitéd’accéderàinternetpen-dantlesorauxnouspermetdeproposerenlignedeuxtypesdecontenu.Ontrouverasurlesitedel’éditeur,àlapagehttps://www.deboecksuperieur.com/site/336421,l’ensembledesﬁguresprésentesdanslelivre.Lescandidatssontlibresd’utilisercesﬁgurespourleurpréparationpersonnelleetleurprésentationlejourdel’oral,enprenantsoindeciterleursource.Deplus,certainsdéveloppementsoucalculsplusdiﬃciles,ouquinoussemblaientnuireàlaﬂuiditédelalecture,ontaussiétédéposésenligneetsontaccessiblesviaunQRcodeetunlienàl’endroitoùilsdoiventêtrelus.D’autrepart,lastructuredecemanuelencomplémentsindépendantslesunsdesautreslerendparticulièrementadaptéàlapréparationdesorauxdontleslistesdetitresontétésupprimées.Chaquechapitre1commenceparunecourteintroductionetlaprésentationduplan,suiviesdequelquespagesmarquéesd’unliseréorange—une«ﬁchesynthèse»—quiproposentunrésuméducoursdeCPGE.Cesﬁchespermettrontnotammentdevériﬁerunrésultatconnuoudecontrôlersesacquisavantd’aborderlesapprofondissements.Cesapprofondissements,quiconstituentlecœurdumanuel,sontdivisésenuncertainnombrede«compléments».IlsprésententdesnotionsquisonttraitéesdemanièresimpliﬁéeenCPGE,voirepasabordéesdutout,etquidoiventêtremaîtriséespourlesconcours.Ilspourrontaussiconstituertoutoupartied’unplandeleçonoud’exposélecaséchéant.Enﬁn,cinqencartsstructurentlalecture.1.Àl’exceptiondequelques-uns,pasoupeuabordésauprogrammedeCPGE,pourlesquelsnousavonschoisidereprendrelaprésentationsanssupposeraucunprérequis.













[image: background image]


VIIIAVANT-PROPOSThéorèmeL’encart«Théorème»signaleunrésultatmajeur:théorème,principe,postulat,loiimportante,etc.RemarqueL’encart«Remarque»signaleuncontenuplussubtilquel’onpeutéluderenpremièrelecture.ExempleL’encart«Exemple»proposeuneapplicationdirectedesnotionsprésentéesàuncasconcret,souventac-compagnéd’uneapplicationnumérique.ConseildidactiqueL’encart«Conseildidactique»proposeuneréﬂexionsurlamanièred’aborderunenotionauconcours.Auxconcours...L’encart«Auxconcours...»permetderepéreràquellesoccasionslesnotionsontpuapparaîtreàl’écritouàl’orald’undesconcours.Danscedernierencartcommedanslerestedecemanuellesdiﬀérentsconcourssontrepérésparlesacronymessuivants:AEPCpourl’AgrégationExternedePhysique-Chimie(sous-entenduoptionphysique);AIPCpourl’AgrégationInternedePhysique-Chimie;Doctpourl’AgrégationSpécialeDocteursdePhysique-Chimie(sous-entenduoptionphysique).Onfaitalorsréférenceauxépreuvesécritesparlesacro-nymessuivants:AIPC2019réfèreàl’épreuveécritedephysiquedel’agrégationinterneen2019.LessiglesA2019etC2019renvoientauxépreuvesAetC(respec-tivementlacompositionetleproblèmedephysique)del’agrégationexterneen2019.Doct2019estl’épreuveécritedel’agrégationexternespécialeen2019.Lesré-férencesauxépreuvesorales(leçons,montagesetex-posés)sonteﬀectuéesdemanièreexplicites.Rappelonsquelesconditionsd’évaluationsontsusceptiblesd’évolueràchaquesessionduconcoursetqu’ilestimpératifquelescandidatsconsultentlerapportdejurydelasessionprécédentesurlesiteduconcoursqu’ilscomptentprésenter.Enﬁn,noussouhaitonsremerciertrèschaleureusementtouteslespersonnesquiontparticipéàl’élaborationdecemanuel,aupremierrangdesquellescellesquiontconsacrédutempsàrelire,corrigeretaméliorerunchapitreouunepartieentièredumanuscrit.Parordredelecturedumanuel:StéphaneKomilikis,DavidLanglois,ErwanAllys,ClémentSayrin,EliasKhan,ArnaudRaouxetLionelDjadaojee.NousremercionsaussiAlainLuguet,éditeurscienceschezdeBoeckSupérieur,quinousalaissétoutelibertépourimagineretconcevoircemanueletquil’aenrichidesesconseilsprofessionnels.Laparutiondecemanueln’auraitenﬁnpasétépossiblesanslesoutiendenosprochesetceluidesstructuresquinousonthébergépendantsarédaction:l’ÉcoleNormaleSupérieuredeParis,enparticulierlaplateformedepréparationàl’agrégationdeMontrouge,l’ÉcoleNormaleSupérieuredeLyon,l’Institutd’AstrophysiquedeParis(IAP)deSorbonneUniversitéetleslaboratoiresdel’UFRdephysiquedel’UniversitéParisCité:Astroparticules&Cosmologie(APC)etMatièreetSystèmesComplexes(MSC).Nousinvitonsleslecteursànousfairepartdeleursremarquesousignalerleserreursquinousauraientéchappéàl’adressephysiquepourlagregation@gmail.com.Bonnelectureetbonneréussite!
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SystèmehéliocentriquedeCopernic,représentédansDeRevolutionibusOrbiumCoelestium(1543)
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Danscepremierchapitrenousrappelonslesthéorèmesgénérauxdelamécaniquedupoint,c’est-à-direlesbriquesélémen-tairesquinouspermettrontdemenerlesétudesdeschapitressuivants.LesloisdeNewton,lesaspectsénergétiquesainsiquelesnotionsdemomentd’uneforceetdemomentcinétiquesontrévisésenﬁchesynthèse.Inutiledepréciserquecetteﬁchesynthèse,quiporteessentiellementsurdesnotionsdepremièreannéedeCPGEoudecycleuniversitaire,doitêtreparfaite-mentmaîtrisée.Onporterauneattentionparticulièreauxhypothèsesdesdiﬀérentsthéorèmesetauxdéﬁnitionsproposées,quidoiventpouvoirêtrerestituéessansambiguïtéauconcours,àl’écritcommeàl’oral.Lepremiercomplémentapprofonditplusieursnotionsdeméca-niquedupoint:l’équilibremécanique,lastabilitédespositionsd’équilibre,lanotiond’étatliéoud’étatdediﬀusion.Cesconceptssonttrèsimportantspourcomprendrelesétudesdesystèmesmé-caniquesquiseronteﬀectuéesdansleschapitressuivants;ilnefaudrapashésiter,lorsdelalecturedetoutecettepartie,àyre-venirrégulièrement.Lesecondcomplément,proposéenversionnumérique,détaillelethéorèmedestravauxvirtuels,utilepourl’étudedesystèmescomplexesavecdenombreusescontraintesinternes.Auxconcours...Lesgénéralitésdemécaniqueexposéesicisontincon-tournablesauxconcoursdel’agrégation,tantàl’écritqu’àl’oral.Parexemple,ellesfontl’objetd’untitredeleçonàl’agrégationspéciale:«Loisdeconservationendynamique»etdusujetd’exposédel’AIPC«Dy-namiquenewtonienne».SommaireFichesynthèse....................................................41.1Développementsvariéssurlamécaniquenewtonienne.............................81.1.1Positionsd’équilibreetstabilité........................................81.1.2Mouvementunidimensionneldansunproﬁld’énergiepotentielle.....................111.2Théorèmedestravauxvirtuels...........................................12
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4I.MÉCANIQUEFiche

synthèse

ModèledupointmatérielUnegrandepartiedelamécaniquereposesurl’étuded’unpointmatériel:lesystèmeréel(généralementunouplu-sieurssolides),demasse,estconsidéréd’extensionspa-tialenullepoursimpliﬁerl’étude.Onparlealorsdeméca-niquedupoint.Àcertainesoccasionsiln’estcependantpaspossibledefairecettesimpliﬁcationetilestalorsnécessairedeconsidérerl’extensionspatialedusystèmeetdedécriresonmouve-mentderotationpropreou,plusrarement,sesdéforma-tions.Onparlealorsdemécaniquedessolides.Cettebranchedelamécaniqueseradécriteauchapitre7:danscechapitre,onconsidèretoujoursunsystèmecomposéd’ununiquepointmatériel.CinématiqueetDynamiqueL’étuded’unmouvementsefaittoujoursendeuxétapes.1.Oncommenceparchercherlafaçonoptimalededécrirelemouvement:celaimpliquededéﬁnirlesystèmeétudiéetdechoisirunréférentiel1,ainsiqu’unrepèreassociéàunsystèmedecoordonnées.Ils’agitdel’étudecinéma-tique.2.Onchercheensuiteàdécrirelesactionss’exerçantsurlesystèmeconsidérépourprévoirsatrajectoire.Celle-ci,biensûr,s’exprimediﬀéremmentselonleréférentieletlesystèmedecoordonnéeschoisis.Cettepartieconsti-tuel’étudedynamique.Danscetteﬁchesynthèse,nousrappelonslesthéorèmesim-portantsdeladynamique.Lesdiﬀérentssystèmesdecoor-donnéesetleurpropriétéssontrappelésdansl’appendiceetlelecteursouhaitantréviserplusendétailladescriptionci-nématiqued’unmouvementpeutseréféreràdesouvragesdepremièreannéedeCPGE[CPGE1,BFRM1].LoisdeNewtonLestroisloisdeNewtonsontlestroispostulatsàlabasedelamécaniquedite«classique»ou«newtonienne»parop-positionàlamécaniquerelativistequenousétudieronsauchapitre8.EllesontétéénoncéespourlapremièrefoisparIsaacNewtonen1687[1].1èreloideNewton(Principed’inertie)Unpointmatérielestditisolés’iln’estsoumisàau-cuneactionmécanique,etpseudo-isolésilesactionsquis’exercentsurluisecompensent.Ilexisteuneclassederéférentiels,ditsgaliléens,danslesquelslemouvementd’unpointmatérielisoléoupseudo-isoléestrectiligneuniforme.!Attention:L’applicationdesloisdelamécaniquequenouspré-sentonsdanscechapitrenécessitededisposerd’unré-férentielgaliléen.Cette1èreloideNewton,quiestunpostulatd’existenced’untelréférentiel,nouspermetderepousserauchapitre6lesconsidérationsplusavan-céessurlecaractèregaliléenounondesréférentielsquinousentourent.Pourtoutelasuitedecetteﬁchesynthèse,noustravaillonsdansunréférentielgaliléenRdontl’existenceestassuréeparla1èreloideNewton.Nousluiattachonsunrepèredontl’origineestnotéeetdontlesaxesn’ontpasbesoind’êtreprécisésàcestade.Nousétudionsunpointmatérieldemasse.2èmeloideNewton(Principefondamentaldeladynamique)Considéronsunpointmatériel,demasse,surle-quels’appliqueunerésultantedesforces#»tot.DansunréférentielgaliléenR,ona:∀,d#»d||||R=#»,(1.1)où#»estlaquantitédemouvementdupointétudiédansR:#»=#».Onditqu’unpointestàl’équilibremécaniquesi,etseule-mentsi,ilestimmobile,c’est-à-direquesavitesse#»estnulleàtoutinstant.Onendéduitqu’unpointmatérielestàl’équilibremécaniquesietseulementsilarésultantedesforcess’appliquantsurluiestnulleetquesavitesseinitialeestnulle.Unediscussionapprofondiedelanotiond’équi-libremécaniqueestréaliséedanslasection1.1.1.La2èmeloideNewtonestcrucialepourl’étudedesmouve-mentscarellepermetderelierunequantitécinématique,lavitesse,àdesparamètresdynamiquesduproblème,lesforces.Unecaractéristiquefondamentaledesinteractionsrepré-sentéespardesforcesfaitl’objetdelatroisièmeloideNew-ton.1.Lanotionderéférentielseradétailléeauchapitre6.Rappelonsqu’unréférentielestconstituéd’unsolidederéférenceetd’unehorloge.
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1.THÉORÈMESGÉNÉRAUXDELAMÉCANIQUE53èmeloideNewton(Principedesactionsréci-proques)Considéronsdeuxpointsmatériels1et2.Cespointsinteragissentparl’intermédiairededeuxforces:∙laforcequ’exerce1sur2,notée#»1→2;∙laforcequ’exerce2sur1,notée#»2→1.Quelquesoitlemouvementdespoints1et2,ona#»1→2=−#»2→1.Onparleaussideprincipedel’actionetdelaréaction.RemarqueLesloisdeNewtonontétécomplétées,auxviiiesiècle,parunedescriptionlagrangiennedumouvement,entermedeprincipesvariationnels.Celaadonnénais-sanceàlamécaniquemoderne,oumécaniqueanaly-tique,quiestdéveloppéeauchapitre9.ThéorèmesénergétiquesLarésolutiondelamécaniqueparuneapprocheénergé-tiquepermetdeuxchoses:d’unepartlelienaveclesautresbranchesdelaphysique,l’énergieétantlaquantitétrans-verseparexcellence.D’autrepart,danslaplupartdespro-blèmesdemécanique(etlaquasi-totalitédeceuxposésauxconcours),ellepermetd’obteniraisémentuneéquationdumouvementqui,lorsquecelui-cipossèdeununiquedegrédeliberté,résoutcomplètementleproblème.Puissanceettravaild’uneforceConsidéronsuneforce#»quelconques’appliquantsurlepointdevitesse#».OndéﬁnitlapuissancePàdecetteforceparP()=#»()⋅#»().C’estunscalairequis’exprimeenwattsW(dimensionML2T−3).Suruneportiondetrajectoiresuivieparentrelesins-tantset+d,ondéﬁnitàpartirdelapuissanceletravailinﬁnitésimal:=Pd.Parintégrationentrelesinstants1et2,ondéﬁnitletravail1→2=∫21=∫21d#»⋅#».Lavaleurdel’intégraledépenddelatrajectoire,carlaforce#»dépendengénéraldelaposition,delavitesse,etc.Onpeutaussiécrire=#»⋅#»det#»=d#»d.Celapermetd’exprimerletravailélémentairesouslaforme=#»⋅d#»soit1→2=∫21#»⋅d#».(1.2)ÉnergiecinétiqueOndéﬁnitl’énergiecinétiquedepar=122.Théorèmesdelapuissanceetdel’énergieciné-tiqueNotonsP()lasommedespuissancesdesforcessu-biesàparunpointmatériel.Lethéorèmedelapuissancecinétiques’écrit∀,dd=P().Onpeutécrirecethéorèmeenversionintégréeentre1et2,ils’agitalorsduthéorèmedel’énergieciné-tique:Δ=(2)−(1)=1→2,où1→2estlasommedestravauxdesforcess’appli-quantàentre1et2.ÉnergiepotentielleConsidéronslecasd’uneforce#»s’appliquantsurlepoint.Ons’intéresseaucasparticulieroùl’onpeuttrouverunefonctiontelleque=−d.Celaimplique=∫C=−∫Cd=−Δ,oùΔestlavariationdelafonctionentreledébutetlaﬁndelatrajectoireC.Siunetellefonctionexiste,onl’appelleénergiepotentielleassociéeàlaforce#»etonditquelaforceestconservative.Onaalorsdémontréunrésul-tatcapital:letravailnedépendplusdelatrajectoiresuiviemaisseulementdespointsdedépartetd’arrivée!Enpratique,lecalculd’uneénergiepotentiellesefaitàl’aidedelaformule(1.2).Onécriteneﬀet=#»⋅d#»=−d,desortequ’uneforceestconservatives’ilexisteunefonc-tionénergiepotentielletelleque#»=−#»grad.Danslecascontraireonditquelaforceestnon-conservative.
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6I.MÉCANIQUEOnremarquequel’énergiepotentielleestdéﬁnieàuneconstanteprès;cetteconstantepeutêtreﬁxéearbitraire-mentaﬁndesimpliﬁerlesexpressionsmanipulées.Saufaviscontraire,laconventionconsisteàprendrel’énergiepoten-tiellenulleaupointoùlaforces’annule(sicelui-ciexisteetestunique).ÉnergiepotentiellepourdesforcesusuellesOnrépertoriedanslatablesuivantedesexpressionsusuellesàconnaître.ForceExpressionÉnergiepotentielleÉlastique−(−0)#»12(−0)2+cstePoids−#»+csteÉlectrostatique#»+csteSiplusieursforcess’appliquentsurlepoint,onpeutdéﬁnirl’énergiepotentielletotale,totcommelasommedesénergiespotentiellesdechaqueforce.Onaalors−#»grad,tot=#»tot.ÉnergiemécaniqueL’énergiemécaniquedupointestdéﬁniepar=+,tot,où,totestlasommedesénergiespotentiellesdesforcesconservativess’appliquantsur.Théorèmesdelapuissanceetdel’énergieméca-niqueNotonsPnclasommedespuissancesdesforcesnon-conservativessubiesàparunpointmatériel.Lethéorèmedelapuissancemécaniques’écrit∀,dd=Pnc.Onpeutécrirecethéorèmeenversionintégréeentre1et2,ils’agitalorsduthéorèmedel’énergieméca-nique:Δ=nc,1→2,oùnc,1→2estlasommedestravauxassociésauxforcesnon-conservatives.Grâceauthéorèmedelapuissancemécanique,onmontrequel’énergiemécaniqueestuneconstantedumouvementlorsqu’iln’yaaucuneforcenon-conservative.Onparled’intégralepremièredumouvement:ils’agitd’unegran-deurconservéeaucoursdumouvementquinedépendquedelapositionetdelavitessedupoint.Notonspourclorecettepartiesurl’énergiequelesquatrethéorèmesprésentés(théorèmesdelapuissancecinétique,puissancemécanique,énergiecinétique,énergieméca-nique)sont«lesmêmes».Eneﬀet,onpassed’unthéorèmesurlapuissanceàceluisurl’énergieenintégrantparrap-portautemps.Demême,onpassed’unthéorèmecinétiqueauthéorèmemécaniqueenfaisantpasserl’actiondesforcesconservativesdutermededroiteautermedegauchevial’énergiepotentielle.Pourrésoudreunproblèmedonnéap-pliquerplusieursdecesthéorèmesmèneradonctoujoursaumêmerésultatetn’estpasutile.Ils’agiradechoisirl’énoncéleplusadaptéàlasituationproposée.ThéorèmedumomentcinétiqueConsidéronsdanslasuiteunpointmatérieldemasseetdequantitédemouvement#»=#».Leprincipefonda-mentaldeladynamiquedécritbienl’idéecommunequ’onsefaitdumouvementd’uncorps,àtraverssaquantitédemouvement#»:plussavitesseet/ousamasseseragrande,plusilseradiﬃciledelemettreenmouvementoul’arrê-ter.Nousallonsvoiriciunereformulationdecethéorème,particulièrementutilepourlesmouvementsderévolutionetquiseratrèspuissanteenmécaniquedessolides.MomentcinétiqueNotonsunpointquelconquedel’espace2.Ondéﬁnitlemomentcinétiquedupointenpar#»=#»∧#».(1.3)!Attention:Ilestcrucialdesesouvenirquelemomentcinétiqueestunvecteur,etquecelui-cidépenddupointétu-dié,maisaussidupointoùilestexprimé.Si(Δ)estunedroitedirigéeparlevecteurunitaire#»etcontenantlepoint,onpeutdéﬁnirlemomentcinétiqueparrapportàunaxe(Δ)parΔ=#»⋅#».Celui-ciestindépendantduchoixdupointtantqueestsurl’axe(Δ).Onpeutallerplusloin:enseplaçantencoordonnéescylindriquesd’origineetd’axe(Δ)(voirﬁ-gure1.1),ona#»=#»=(̇#»+̇#»+̇#»),cequiimpliqueΔ=(#»)∧#»=2̇#».Ondéﬁnitalorslemomentd’inertieΔparrapportà(Δ)parΔ=Δ̇.(1.4)Onaalors,danslecasprésent,Δ=2.2.Enpratique,serasouventl’originedurepère,parfoislecentred’inertiedusystème.
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1.THÉORÈMESGÉNÉRAUXDELAMÉCANIQUE7Lanotiondemomentd’inertieprendratoutsonsensaumo-mentdel’étudedelarotationpropred’unsolidedanslecomplément7.2.2.Notonsquelevecteurunitaireportant(Δ)étantnomméici#»,onauraitpunoterlesquantitéset.Figure1.1–Momentcinétiquedupointparrapportàl’axe(Δ).Momentd’uneforcePouruneforce#»s’appliquantaupoint,ondéﬁnitlemomentende#»par#»M(#»)=#»∧#».(1.5)Lecalculdumoment#»M(#»)estfacilitéparlatechniquedubrasdelevier:sionnoteladistanceentreetladroiteportéeparlevecteur#»et#»levecteurunitaireorthogonalauplan(#»,#»)(voirﬁgure1.2),ona#»M(#»)=M#»avecM=‖#»‖.(1.6)Laquantitéesttelleque=+1silaforce#»tendà«fairetourner»danslesenstrigonométriquedansleplan(#»,#»)et=−1siellefaittournerdanslesensanti-trigonométrique.Figure1.2–Techniquedubrasdelevier.(a)Cas=+1.(b)Cas=−1.ThéorèmedumomentcinétiqueLemomentcinétiqueenunpointﬁxed’unpointma-térielestreliéàlasomme#»Mtotdesmomentsendesforcess’appliquantsurparlethéorèmedumo-mentcinétique:d#»d=#»Mtot.(1.7)!Attention:Cetteexpressionduthéorèmen’estvalablequ’enunpointﬁxe.Lecasd’unpointmobileesttraitédanslasection7.2.4avecleformalismedelamécaniquedusolide.Pourunpointmatériel,onpeutsimplementdé-duireduPFD:d#»d=dd(#»∧#»)=d#»d∧#»+#»∧d#»d=−d#»d∧#»+#»∧#»tot,soitd#»d=#»Mtot−#»∧#»,où#»estlavitessedupoint.RemarqueLethéorèmedumomentcinétiquepeutsemblerfutilepourlemoment,carenmécaniquedupointmatérielcelui-cieststrictementéquivalentàlarelationfonda-mentaledeladynamique—eninjectant(1.3)et(1.5)dans(1.1)onretrouve(1.7).Cependant,ildevientcru-cialenmécaniquedusolide,cequiestdéveloppéauchapitre7.Casd’unmouvementplanSupposonsquelemouvementdupointsoitplan:àtoutinstantlaposition#»etlaforce#»sontconte-nuesdansunplanΠindépendantdutemps.Onnote#»lanormaleàceplan.Lesexpressions(1.4)et(1.6)nouspermettentd’écrirelethéorèmedumomentci-nétiqueprojetésur#»:̈=M.Cetypederaisonnementserautilepourl’étudedesforcescentralesauchapitre4.
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8I.MÉCANIQUE1.1

Développements

v

ariés

sur

la

mécanique

newt

onienne

1.1.1Positionsd’équilibreetstabilitéÉquilibremécaniqueetpositiond’équilibreUnpointmatérielestenéquilibremécaniquesicelui-ciestimmo-bilepourtouttemps:ona#»()=#»0pourtout.Onpeutchercheràreformulercetteconditioncinématiqueàl’aidedelarésultantedesforces#»subieparlepoint.Supposonsqu’àuninstant0,lavitessedupointsoitnulle:#»(0)=#»0.Auxinstantsultérieurs≥0,lavitessenepeutresternullequesil’accélérationestnulle.Envertuduprincipefondamentaldeladynamique(1.1),celasigni-ﬁequelarésultantedesforces#»estnulle.Onendéduitlethéorèmesuivant.ÉquilibremécaniquepourunpointmatérielUnpointmatérielestàl’équilibremécaniquesietseulementsi∙savitesseestnulleàuninstant=0;∙larésultantedesforcesqu’ilsubitestnullepour≥0a.a.Uneconditionsupplémentaire,associéeaumouvementdero-tation,estnécessaireenmécaniquedusolide(voirchapitre7).Àcestade,ondéﬁnitunepositiond’équilibrecommeunepositionoùl’onpeutavoiréquilibremécanique.Celasigni-ﬁequ’unepositiond’équilibreestunepositionoùlarésul-tantedesforcesestnulle.!Attention:Celan’impliqueenaucuncasqu’unsystèmeplacéenunepositiond’équilibreacquiertautomatiquementl’étatd’équilibremécaniquedanslamesureoùilpeutypasseravecunevitessenonnulle.IntérêtdeladescriptionénergétiqueL’étudedespo-sitionsd’équilibred’unsystèmen’estpastoujoursaiséecarelleimpliquederésoudreaumoinsuneéquationvectorielle.Onconsidèredanslasuiteunpointmatérieldemassesurlequels’appliquentdesforcesderésultante#».Supposonsdésormaisque#»dérived’uneénergiepoten-tielle(i.e.#»=−#»grad).Pardéﬁnition,lespositionsd’équi-libresonttellesque#»=#»0c’est-à-direque#»gradestnul.Ils’agitdoncd’extremadel’énergiepotentiellequel’onpeutfacilementidentiﬁersurunereprésentationgraphique(voirﬁgure1.3).Stabilitéd’unepositiond’équilibrePourchacunedecespositionsd’équilibrelaquestiondelastabilitésepose:∙l’équilibreeststablesilorsquelesystèmes’enécarteilatendanceàyrevenir,∙l’équilibreestinstablesilorsquelesystèmes’enécarteilatendanceàs’enécarterdavantage.Làencoreleproﬁld’énergiepotentielledelaﬁgure1.3vaêtretrèsutile.Commençonsparconsidérerlecasunidimen-sionnel:l’énergiepotentielledépendd’uneseulevariableet,0étantpositiond’équilibre,ona′(0)=0.(1.8)Or,onpeutréaliserundéveloppementdeTaylordeau-tourde=0:()=(0)+′(0)(−0)+12′′(0)(−0)2+...=(0)+12′′(0)(−0)2+...(1.9)car′(0)=0.Àl’exceptiondescasparticuliers3où′′(0)=0,l’énergiepotentiellepeutdoncêtreapproximéeparuneparaboleau-tourde=0etdanscevoisinagelesystèmeestsoumisàuneforce#»=−#»grad≃−′′(0)(−0)#».(1.10)Si′′(0)estpositifonpeutl’assimileràuneconstantederaideuretlaforceestanalogueàuneforcederappelélas-tique:onsetrouvedanslecasd’unoscillateurharmonique(voirchapitre2).Lorsquelesystèmes’écartede0,ilestat-tiréverslapositiond’équilibrequiestdoncstable.Siaucontraire′′(0)estnégatif,laforceal’eﬀetinverse:elleatendanceàaccroîtrel’écartementà0,cequifaitquel’équilibreestinstable.Stabilitéd’unéquilibremécaniqueLorsqueunsystèmemécaniquen’estsoumisqu’àdesforcesconservatives,toutepositiond’équilibre0cor-respondàunextremumd’énergiepotentielle:dd(0)=0.L’équilibreest∙stablesil’extremumestunminimum:d2d2(0)>0;∙instablesic’estunmaximum:d2d2(0)<0.3.Danslecasoù′′(0)=0,ilfautregarderlestermesd’ordresupérieurdans(1.9).Silapositiond’équilibreeststableetqu’ilexistedesoscillationsautourdecetteposition,onparled’oscillationsanharmoniques.
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1.THÉORÈMESGÉNÉRAUXDELAMÉCANIQUE9Mouvementautourd’unepositiond’équilibreLors-qu’onétudielemouvementd’unsystèmeconservatifautourd’unepositiond’équilibreonadémontré(horscasparti-culieroù′′(0)=0)quelaforcequ’ilsubitestexpriméepar(1.10).Onpeutdoncécrirel’équationdumouvementselon#»:̈=′′(0)(−0),soitenposant=−0:̈+′′(0)=0.Denouveauladichotomiestable/instables’applique:∙Sil’équilibreeststable′′(0)estpositif.Onnote20=′′(0)/etlesystèmedécrit,autourde0,depetitesoscillationsdepulsationpropre0.∙Sil’équilibreestinstable′′(0)estnégatifetonnote−=/′′(0).L’équationdumouvementdevienẗ−1=0,dontlasolutionestdelaforme()=0exp(/).Lesys-tèmes’écarteexponentiellementdelapositiond’équilibreinstableenuntempscaractéristiqued’autantpluscourtqueleproﬁld’énergieestconcave.Cettesolutionexpo-nentiellementcroissanten’estcependantvalidequ’auxtempstrèscourtscarlestermesd’ordresupérieurdansledéveloppement(1.9)deviennentrapidementnonnégli-geables.()ApproximationFigure1.3–Exempledeproﬁld’énergiepotentielle,aveclespositionsd’équilibreassociées(marquéespardespoints).Ontraceégalementl’approximationharmoniquedel’énergiepotentielleautourdesonminimum.RemarqueL’approximationharmoniquedumouvementautourd’unepositiond’équilibrestableestfondamentaleenphysique.Ellejustiﬁel’universalitédel’oscillateurharmonique,etestutilebienau-delàdelamécaniquedupoint(ellesertparexempleenmécaniquequan-tique).GénéralisationàuncasbidimensionnelDanslecasoùl’énergiepotentielledépenddeplusieursvariables(parexempleet),l’étudeestpluscomplexe.Pourcommen-cer,onpeutgénéraliserl’équation(1.8):laposition(0,0)estunepositiond’équilibresietseulementsi#»grad(0,0)=#»0soit⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩(0,0)=0,(0,0)=0.L’obtentiondespositionsd’équilibreestdoncassezsimi-laireaucasunidimensionnel.Cependant,l’étudedelasta-bilitédecelles-ciestplusardue.Eneﬀet,danslecasmultidimensionnel,onnepeutpassé-parerdirectementlescasconvexeetconcave:onpeutsetrouverdansunesituationoùlapositiond’équilibre(0,0)apparaîtcommeunpointselle4,c’est-à-direquel’éner-giepotentielleyestconcavedansunedirectionetconvexedansuneautre.Unetellesituationestreprésentéesurlaﬁ-gure1.4.Aﬁndefaireuneétudesystématiquedelastabilitéonin-troduit,enchaquepointdontonveutétudierl’équilibreetlastabilité,lamatricehessiennedéﬁniepar(,)=⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝222222⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠.Celanouspermetdegénéraliserl’équation(1.9):(,)=(0,0)+−0−0⋅#»grad(0,0)+12−0−0⋅[(0,0)−0−0]+...(1.11)RemarqueExplicitonslesnotationsdel’équation(1.11).Legra-dientdel’énergiepotentielleen(0,0)s’écritvecto-riellement:#»grad(0,0)=/(0,0)/(0,0),4.Cetteterminologieestutiliséepourévoquerlaformedugraphedel’énergiepotentielleauvoisinaged’unetelleposition.
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10I.MÉCANIQUEd’où−0−0⋅#»grad(0,0)=(−0)×(0,0)+(−0)×(0,0).Letermed’ordredeuxvautdemême:12−0−0⋅[(0,0)−0−0]=12(−0)222(0,0)+12(−0)222(0,0)+(−0)(−0)2(0,0),oùonautilisélethéorèmedeSchwarz(cf.Appendice,sectionA.4)pouridentiﬁerlesdérivéessecondescroi-sées.Onseplaceàunepositiond’équilibre(0,0).Onnote1et2lesvaleurspropresde(0,0)et(#»,#»)sabasepropre5.Onchangedecoordonnées:onréécritlesystèmeenfonctiondeet,coordonnéesassociéesà(#»,#»)tellesquelapositiond’équilibresoiten=0et=0.Lamatrice(0,0)s’écritdonc=1002.L’équation(1.11)devient(,)=(0,0)+0+12⋅[(0,0)]+...=(0,0)+12⋅12+...=(0,0)+1212+1222+...Onendéduitqueladynamiquedusystèmebidimensionnelencepointestéquivalenteàcellededeuxsystèmesunidi-mensionnelsdécouplés,aveclesraideurseﬀectives1=1et2=2.Ondistinguealorsdiﬀérentscas,résumésdanslethéorèmesuivant.Stabilitéd’unéquilibrebidimensionnelLorsqu’unsystèmemécaniquen’estsoumisqu’àdesforcesconservatives,toutepositiond’équilibre(0,0)correspondàunextremumd’énergiepotentielle:#»grad(0,0)=0.Sionnote1≤2lesvaleurspropresdelamatricehessienneassociéeàen(0,0),plusieurscasdesta-bilitésontpossibles.∙Si1≤2<0alorslesystèmeestinstable(lesrai-deurseﬀectivesdanschaquedirectionétantnéga-tives).∙Si0<1≤2alorslesystèmeeststable.∙Si1<0<2alorsonaunpointselle:uneperturba-tiongénéraleentraînerauneévolutioninstable,saufsil’onn’excitelesystèmequedansladirectioncor-respondantà2.()Figure1.4–Exempled’énergiepotentiellepourlaquelleonaunpointselle.Encepoint,l’équilibreestinstablepourtouteperturbationdansladirection.!Attention:Insistonssurlefaitquecetteétuden’estvalablequesitouteslesforcesenjeusontconservatives,cequipermetderamenerl’étudedusystèmeàl’étudedesonéner-giepotentielle.S’ilexistedesforcesnonconservatives(typiquementlaforcedeCoriolisoulaforcedeLorentzmagnétique),lastabilitéd’unepositiond’équilibrenepourraêtredéterminéequ’enrevenantàl’équationdumouvementetencalculantladynamiqued’unepetiteperturbationautourdelapositiond’équilibreconsidé-rée.OnpeutciterparexemplelespointsdeLagrangeetlepiègedePenning.5.Remarquonsque,étantsymétrique(d’aprèslethéorèmedeSchwarz(A.8)),lesvaleurspropres1et2sontréelles.Deplus,labasepropre(#»,#»)s’obtientsimplementeneﬀectuantunerotationdelabase(#»,#»).#»et#»sontdeuxvecteursorthogonaux.
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1.THÉORÈMESGÉNÉRAUXDELAMÉCANIQUE11∙LespointsdeLagrangesontlespositionsauxquelles,dansleréférentieltournantd’unsystèmeàdeuxcorps,onpeutajouteruntroisièmecorpsdemassenégligeablesansquecelui-cin’acquièredemouve-mentparrapportaudeuxautres.Ontrouve5po-sitionsd’équilibreassociéesà3pointsselleset2maximasurlegraphed’énergiepotentielle(celle-ciestlasommedel’énergiepotentiellegravitationnelleetdel’énergiepotentielled’inertied’entraînement).CespositionsseraientdoncinstablessanslaforcedeCoriolis,nonconservative;cependant,sapriseencomptepermetdemontrerquelesmaximasontdespositionsstablestandisquelespointssellessontbieninstables.Ontrouveraplusdedétailsdans[2].∙LepiègedePenningestunesituationéquivalenteaveclaforcedeLorentz,ilseraétudiédanslecha-pitre5.RemarqueLeraisonnementdonnéicipourdeuxdimensionsestaisémentgénéralisableàtroisdimensions:lamatricehessienneestdecomposantes(,,)=,avec()=(,,).Onnote1,2et3lesvaleurspropresdecettematriceenunepositiond’équilibre(0,0,0).Sil’unedecesvaleurspropresestnégative,lapositiond’équilibreestinstableengénéral(i.e.éven-tuellementstabledansuncertainnombrededirectionsmaisinstabledansaumoinsune).1.1.2Mouvementunidimensionneldansunprofild’énergiepotentielleDanscettepartie,ons’intéresseaumouvementd’unpointmatérieldemassedansunproﬁld’énergiepotentielledonné.Onsupposelemouvementunidimensionnel,desortequel’énergiepotentielleestnotée().Onsupposeparailleursqu’iln’yaaucunfrottement:touteslesforcessontconservativesetsontprisesencomptedans.Parconservationdel’énergiemécanique,ona+=12̇2+()==cste.Onendéduitplusieurspropriétés.∙L’énergiecinétiqueétanttoujourspositive,ilestnéces-saired’avoir≥()pourtout.Celaconditionnelesvaleursdeaccessiblesausystème.Sinepeutprendresesvaleursquedansunensembleborné,ondiraquelepointmatérielsetrouvedansunétatlié(ﬁgure1.5);àl’inverse,sipeutatteindrel’inﬁni,onditquelepointmatérielsetrouvedansunétatdediﬀusion(ﬁgure1.6).∙Lespositionstellesque=(),appeléespointsderebroussement,correspondentauxpointsoù=0.Encespositions,lavitesses’annuleetlatrajectoirechangedesens(ellepassedescroissantsauxdécroissantsouvice-versa):lepointmatérielrebroussechemin.!Attention:Lespointsderebroussementnesontpasdespositionsd’équilibre!Eneﬀet,onaencespositionṡ=0mais̈≠0.Figure1.5–Casd’unétatlié:lemouvementestbornéentreminetmax.Figure1.6–Casd’unétatdediﬀusion:lemouvementestcomprisentreminet+∞.Cesconsidérationssontmisesenœuvreauchapitre4pourdécrirelesdiﬀérentestrajectoiresdesatellitesàl’aidedesétatsliésetdediﬀusion.
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12I.MÉCANIQUE1.2
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L’étudedesystèmescomplexesenmécaniquenewtoniennepeuts’avérerparticulièrementardue,carilfautcomprendrelefonctionnementdechaqueliaisonpourpouvoirmettreenéquationlesystème.Danscecomplémentnumérique,nousprésentonsunereformulationdelamécaniquenew-toniennequipermetdetraitersimplementlescontraintesinternesàunsystème:lethéorèmedestravauxvirtuels.Travauxvirtuelswww.lienmini.fr/36421-cpltch01Références

Référencespourcechapitre[1]I.Newton.PhilosophiæNaturalisPrincipiaMathematica.1687.[2]J.-P.Pérez.Mécanique,fondementsetapplications.7èmeédition.Dunod,2022.Référencesusuelles[BFRM1]M.Bertin,J.-P.FarouxetJ.Renault.Mécanique1.Mécaniqueclassiquedessystèmesdepointsetnotionsderelativité.Dunod,1995.[CPGE1]RéférencesdiversesdeCPGE1èreannée.
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Chapitr

e

2

Oscillateurs

Lesoscillateurssontomniprésentsenphysiqueetilslesontdoncaussiàl’agrégation.Lepremierd’entreeuxestl’oscillateurharmoniquequiestunebriqueimportantedecechapitreàlafoisdufaitdesasimplicitémathématique(̈+20=0)etdesonuniversalité(voircomplément2.1).Ilpossèdetroispropriétésfondamentalesquenousallonsredémontrer:lapersistancedesoscillationssinusoïdalesdansletemps,l’isochronismeetl’équipartitiondel’énergieentreet.Lesautresoscillateursphysiquespeuventsedistinguerdel’oscillateurharmoniquepardeuxaspects.D’unepartl’amor-tissement,quin’estjamaiscomplètementnégligeablelorsqu’onétudieunoscillateurréelsauxtempslongs.L’analysedesoscillateursharmoniquesamortisparfrottementsﬂuidesestprésentéeenﬁchesynthèse;l’étudedel’amortissementparfrot-tementssolidesétantrenvoyéeaucomplément3.3.D’autrepartlaprésencedenon-linéaritésenrichitconsidérablementlagammedecomportementsdesoscillateurs,cequiseradiscutéaucomplément2.2.Undesenjeuxdecechapitreestdemontrercommentcesdeuxphénomènesmodiﬁentlespropriétésdesoscillateurs.Danslasuitedecespremierscompléments,l’étudedesoscillateursparamétriquesestdétailléeencomplémentnumérique.Enﬁn,nousnousintéresseronsauxphénomènespar-ticuliersapparaissantlorsqueplusieursoscillateursinﬂuentlesunssurlesautres:nousparleronsainsidecouplagedesoscillateurs.Ceseral’occasiondedif-férencierlecouplageinertielducouplageélastiqueetdemettreenévidencedeuxphénomènesmajeurs:lalevéededégénérescenceetlamultiplicationdesfré-quencespropres.Nousétablironsnotammentqu’ilexisteautantdefréquencespropresqued’oscilla-teurscouplésdanslesystème.Auxconcours...L’omniprésencedesoscillateursenphysiquesetraduitparleurimportanceauxconcours.Parexempleàl’oraldel’AgrégationSpéciale:«Phénomènesderésonancedansdiﬀérentsdomainesdelaphysique»et«Oscillateurs;portraitsdephaseetnon-linéarités»ouàceluidel’AIPC:«Oscillateurs»et«Résonance».Ilssontaussilargementprésentsdanslesépreuvesdemontagedel’AEPC.Onlesretrouveenﬁndansdenombreusesépreuvesécritesquenouspréciseronsauﬁlduchapitre.SommaireFichesynthèse....................................................142.1Universalitédesoscillateursharmoniques.....................................192.1.1Oscillationsautourd’unepositiond’équilibrestable............................192.1.2Priseencomptedel’amortissement......................................192.2Oscillateursnon-linéaires..............................................212.2.1Pendulesimple:dulinéaireaunon-linéaire.................................212.2.2Étudegénéraled’unoscillateurnon-linéaire:portraitdephase......................252.3Oscillateursparamétriques.............................................282.4Couplaged’oscillateursnonamortis........................................282.4.1Exemplesdesystèmescouplés.........................................282.4.2Diﬀérentstypesdecouplage..........................................292.4.3Deuxoscillateurs:importancedesvecteurspropres.............................29
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14I.MÉCANIQUEFiche

synthèse

CetteﬁcherassemblelesrésultatsdeCPGEsurl’oscillateurharmoniqueetl’oscillateuramortiparfrottementsﬂuides.C’estnotammentl’occasionderéinvestirleconceptderéso-nance.L’oscillateuramortiparfrottementssolidesfaitl’ob-jetd’uncomplémentdanslechapitre3.OscillateurharmoniqueUnoscillateurharmoniqueestunsystèmereprésenté,lors-qu’ilestàunedimensionetn’estsoumisàaucuneexcita-tion,parunefonction()dépendantdutempsetvériﬁantl’équationdiﬀérentiellesuivante:d2d2+20=0.(2.1)Laquantité0,positive1,estappeléepulsationpropreetestexpriméeenrad⋅s−1dansleSI.Sonexpressionàpartirdesparamètresphysiquesdépenddelasituationconsidérée.Deuxsituationscanoniquessontàconnaître:MécaniquePourunemassed’abscissesoumiseaurap-peld’unressortdeconstantederaideuretdelon-gueuràvide0,onaenposant=−0l’équationdumouvementd2d2=−.C’estunoscillateurharmoniquedepulsation0=√/.ÉlectroniqueDansuncircuitLCsérie,lachargeducondensateurvériﬁed2d2+1=0.C’estunoscillateurharmoniquedepulsation0=1/.Pourrésoudre(2.1)onpeutécrireauchoix2:()=cos0+sin0ou()=cos(0+).Supposonsparexemplequel’oscillateurestinitialementécartédesapositiond’équilibresansvitesseinitiale.Celaimpose(=0)=0etd/d|||=0=0desortequelapre-mièreformeestlapluspratique,etonobtientdanstouslescas()=0cos(0).Ils’ensuittroispropriétésimportantesdel’oscillateurhar-monique:∙Lesoscillations,sinusoïdales,persistentindéﬁnimentdansletempssansatténuation.∙Lapériodedel’oscillationestégaleà2/0quellequesoitlaconditioninitialeimposée,enparticulierquellequesoitl’amplitudedumouvement.Onparled’isochronismedesoscillations.∙Enﬁn,l’énergiepotentielledel’oscillateurmécaniqueest=12()2=1220cos2(0)etsonénergiecinétiqueest=12̇()2=122020sin2(0).Avec20=/etenmoyennantsurunepériode,ona:⟨⟩==1420=12.Onparled’équipartitiondel’énergiemécaniqueetonpeutvoirl’oscillateurharmoniquecommeleparfaitéchangeurentreénergiepotentielleeténergiecinétique.Enpratique,onsoumetunoscillateurharmoniqueàunecertaineexcitationquel’onreprésenteparunefonction()ausecondmembre:d2d2+20=().Laformedelafonctiondépenddutyped’excitationchoisi;celaseradéveloppédanslessectionssuivantes.OscillateurharmoniqueamortiLesoscillateursphysiquesréelssontamortispardiﬀérentessourcesdedissipation.Reprenonslesexemplesprécédents.MécaniqueLadissipationvientdesfrottements(avecl’airambiant,laliaison,lesupport,etc.).Onlesmodéliseparuneforcedefrottementsﬂuidesdecoeﬃcient,cequimèneàl’équationdumouvementd2d2=−−dd.Enposant=/,onécrit:d2d2+0dd+20=0.ÉlectroniqueLadissipationvientdel’eﬀetJoulelorsqu’onajouteunerésistance.DansuncircuitRLCsérie,lachargeducondensateurvériﬁed2d2+dd+=0.Enposant=//ilvientcettefois:d2d2+0dd+20=0.1.Lorsqu’onremplacelesigne+parunsigne−danscetteéquation,lesystèmedevientinstable.Ondiscutececasdanslecomplément2.1.2.Développerlecosinusdelasecondeformeredonneimmédiatementlapremièredesortequecesdeuxsolutionssontparfaitementéquivalentes.
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2.OSCILLATEURS15Lapriseencomptedesourcesdedissipationmènedoncaumodèledel’oscillateurharmoniqueamorti,quirépondàunenouvelleéquationd’évolutionqu’onmetsouslaformecanoniquesuivante:d2d2+0dd+20=0.(2.2)Laquantité0esttoujourslapulsationpropreetonain-troduitunfacteursansdimension,positifluiaussi3,notéetnomméfacteurdequalité.Onobservequesitendversl’inﬁni,onretrouvel’équationdel’oscillateurharmo-nique(2.1).Ainsi,plusestélevé,plusl’amortissementestfaible.Enpratique,onajoutecommepourl’oscillateurhar-moniqueunsecondmembre()permettantdedécrirelaréponsedusystèmeàuneexcitation:d2d2+0dd+20=().(2.3)Cesystèmeestdoncdécritparuneéquationdiﬀérentiellelinéaired’ordre2àcoeﬃcientsconstants.Sasolutionestdéterminéedemanièreuniqueparladonnéedeetd/denunpoint0,ainsiqueparladonnéedeentout:c’estlethéorèmedeCauchy.Lasolutiongénéraleestdelaforme()=hom()+part(),oùhom()estsolutionde(2.2)avec=0(«solutiondel’équationhomogène»)etpart()estunesolutionparticu-lièrede(2.2).Danslasuitedecetteﬁche,nousexploronsdeuxtypesdesolutionsdel’équation(2.3),lesréponsesin-dicielleetspectrale,correspondantchacuneàunchoixdefonction(etdeconditionsinitialeslecaséchéant).Cesso-lutionspermettrontdetraiterlaquasi-totalitédescasren-contrésenphysique.RéponseindicielleLaréponseindiciellecorrespondauchoixd’excitation()etdeconditionsinitialessuivant:(=0)=0,dd||||=0=0et()=().Lafonction,appelée«fonctiondeHeaviside»ouencore«échelon»,esttelleque(<0)=0et(≥0)=1.Onimposedoncausystèmed’atteindre,sousl’eﬀetd’unfor-çageconstant,unenouvellevaleurd’équilibreappeléeva-leurconsigne.Unesolutionparticulièredel’équation(2.2)estpart(<0)=0etpart(≥0)=/20.Lasolutiongéné-raleestainsi:()=hom()+20pour≥0.!Attention:Lesconditionsinitialesoulesconditionsdecontinuités’appliquentàlasolutioncomplète(),pasàhomoupartséparément.Lasolutionhomogènehom()s’obtientenétudiantlesra-cinesdupolynômecaractéristique2+0+20=0.CepolynômeapourdiscriminantΔ=20(1/2−4)dontlesignedépenddelavaleurde.Régimeapériodique:Δ>0soit<12Lesdeuxra-cinesréellesdupolynômecaractéristiquesont±=0−12±142−1.Cesdeuxracinessontréellesetnégatives.Lasolutionestdoncdelaformehom()=+exp(+)+−exp(−)etlesconditionsinitialesimposent++−+/20=0et++=−−−.Onendéduitdonc:apériod()=201−+−−−++−−.Régimecritique:Δ=0soit=12Lepolynômeca-ractéristiqueauneracinedoublenégative0=−0.Lasolutionhomogèneestalorsdelaformehom()=(+)exp(−0).Lesconditionsinitialesimposent=−/20et=−/0,d’où:crit()=20(1−(1+0)−0).Régimepseudo-périodique:Δ<0soit>12Lepoly-nômecaractéristiqueadeuxracinescomplexesconjuguées±=0−12±1−142.Leraisonnementestidentiqueaucasapériodique,laseulediﬀérenceétantquelesexponentiellessontdésormaiscom-plexes.Onpeutlesdéveloppersousformedefonctionstri-gonométriques:pseudo-T()=20⎛⎜⎜⎜⎝1−1√1−142−02sin(Ω+)⎞⎟⎟⎟⎠,oùΩ=01−142estlapseudo-pulsation,et=arctan(42−1).Onadoncdespseudo-oscillationsàlapulsationΩ,amortiesexponentiellementavecuneconstantedetemps=2/0.Plusestélevé,moinsl’en-veloppeexponentielledusinusdécroîtdoncrapidement.3.Sin’estpaspositifl’amortissementsetransformeenampliﬁcation.Detelssystèmesexistentmaiscen’estpasl’objetdel’étudemenéeici.
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16I.MÉCANIQUEC’estévidemmentcohérentaveclefaitque«grand»cor-respondàunfaiblecoeﬃcientd’amortissement.Onpeutquantiﬁercetteobservationendéﬁnissantledécrémentlo-garithmique,correspondantaulogarithmedurapportdesamplitudesdedeuxmaximasuccessifs.Danslamesureoùladécroissancedel’amplitudeestexponentielle,cettequan-titéestconstanteaucoursdutempsetontrouve=242−1.etonvériﬁequeplusestgrand,plusledécrémentestpe-tit.Danslalimite⟶+∞,cequicorrespondphysique-mentàunamortissementquasinul,onretrouvelecompor-tementencosinusdepulsationpropre0d’unoscillateurpurementharmonique.ComparaisondestroisrégimesOnreprésentecestroisrégimessurlaﬁgure2.1.Danschaquerégime,()tendverslavaleurasymptotique/20,maisàdes«vitesses»diﬀé-rentes.Lerégimepseudo-périodiqueatteinttrèsrapidementlavaleurconsignemaisladépasselargementaucoursdesespseudo-oscillations.Aucontrairelerégimeapériodiqueestpluslentmaisgarantitdenepasdépasserlaconsigne.L’unetl’autrepeuventêtreavantageuxselonlescas.Lerégimecritiquepermetd’avoirlaréponselaplusrapidepossiblesansdépassement.Pourplusdedétails,onpourraconsultertouteréférencedepremièreannéedeCPGE[CPGE1].0510152000.000.250.500.751.001.251.50()20Apériodique=1/4Critique=1/2Pseudo-périodique=2Figure2.1–Tracédestroiscomportementspossiblesenré-ponseindicielled’unoscillateuramorti.Onasuperposéennoirletracéde()/.RéponsespectraleetrésonancesLorsquelafonctiondépendcontinûmentdutemps,ilestgénéralementplusdiﬃciledetrouverunesolutionspéci-ﬁque.Cependant,leproblèmeétantlinéaire,onpeutsera-meneràlarésolutionpouruneseulecomposantedeFourierde(voirappendice),quel’onnote(onsupposequelaphasedel’excitationàl’origineestnulle,cequiesttoujourspossibleàunchangementd’originedutempsprès).RemarqueEnpremièreannéedeCPGE,onnefaitpasexplicite-mentmentiondelatransforméedeFourier:onécritplutôt()=cos(),(2.4)puisl’onpasseauxexponentiellescomplexesenre-marquantquel’ona()=ℜ(())avec()=.Lescoeﬃcientsdumembredegauchedel’équa-tion(2.3)sonttousréels:onpeutalorsécrire()=ℜ(())etlafonctionvériﬁealorsl’équation(2.3)avecdonnépar.Pourcomprendrepourquoitoutsignalréelpeutsemettresouslaforme(2.4),ilestcependantnécessairedefaireappelàlatransforméedeFourier(voirappen-dice):cetteétapeestdoncadmisedanslesclassesdeCPGE.L’étudedelasolutionhomogèneétantidentiqueàl’étudedelaréponseindicielle,ons’intéresserauniquementàlaso-lutionparticulière.Cettesolutionestappeléeréponsespec-trale,etcorresponddoncaucomportementdusystèmesou-misàuneexcitationàuneseulefréquence(excitationhar-monique),unefoisquelasolutionhomogèneestdevenuenégligeable.Nousallonsvoirquelesystèmeoscillesinu-soïdalementàlafréquenced’excitation,c’estpourquoionparleégalementderégimesinusoïdalforcé.Parlinéarité,onchercheunesolutionàlapulsation,delaforme()=()exp().(2.5)Onadoncd/d=()().L’équation(2.2)devientalors−2+0+20()=.Onexprimeainsilecoeﬃcientenfonctiondelapulsationoudelapulsationréduite=/0:()=20−2+0ou()=2011−2+.Àlalimitedefréquencenulle,lorsque→0,onretrouvelasolutionparticulièredelaréponseindicielle.Defaçongéné-ralelaréponsespectraleestdelaformeexp((+)),où=arg().Onpeutdoncs’intéresseràl’évolutionde()etarg()()enfonctiondesvaleursde,enéchellelogarithmique.C’estleprincipedudiagrammedeBode.Danslasuite,ontracecesévolutions:siunmaximumestprésent,onparleraalorsderésonance.RésonanceenpositionLesfonctionsetarg()sonttracéessurlaﬁgure2.2.Lafonctionest∙strictementdécroissantesi<1/2;∙minimaleen=0etmaximaleen=√1−1/22si>1/2.
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2.OSCILLATEURS1710−2100||20=0.5=1=310−210−1100101102−−20arg()Figure2.2–Tracédeetarg()enfonctionde.Danscederniercas,lavaleurmaximalede20/estalors1/1−1/42:cepicdelaréponsespectralecorrespondàunerésonanceetonretiendralapulsationderésonanceenposition=01−122.RésonanceenvitesseIlpeuts’avérerquelagrandeurétudiéen’estpasdirectementmaisd/d,parexemplesil’onmesurelecourantdansuncircuitRLC(lecourantétantladérivéedelacharge).Pourlasolutionconsidé-réedansl’équation(2.5),onad/d=()exp().Lagrandeurd’intérêtestdonc()=().Ona()=01−2+/=011+−1.Demêmequeprécédemment,onétudielesfonctionsetarg().Celles-cisonttracéessurlaﬁgure2.3quiper-metdeconstaterquelafonctionpossèdeunmaximummax=/0en=1quellequesoitlavaleurde.Onadoncdenouveauunerésonance.Plusieurscommentairesimportantss’imposent:∙larésonanceenvitesse,contrairementàcelleenposition,existequellequesoitlavaleurde;∙contrairementàlarésonanceenposition,lafréquencederésonanceestindépendantedufacteurdequalitépuis-qu’elleestégaleàlafréquencepropredusystème;∙lorsdelarésonance,onaarg()=0,c’est-à-direquel’ex-citationetlaréponsesontenphase;∙mêmesilapositiondupicderésonancenedépendpasde,sahauteuretsalargeurendépendent.Notamment,labandepassantedupic,c’est-à-direl’ensembledesvaleursdetellesque>max/2apourlargeurΔ=1/.10−2100||0/=0.5=1=310−210−1100101102−202arg()Figure2.3–Tracédeetarg()enfonctionde.RemarqueOnpourraitpoursuivreetétudierlarésonanceenaccé-lération,etc.Cependantcelaseraitd’unintérêtlimitécaronmesurerarementcesgrandeursd’unepart,etd’autrepartleraisonnementsuiviseraitrigoureuse-mentlemême.DualitéentrelesréponsesPourconclure,onpeutapprécierlefaitquelesparamètresimportantsdanslaréponseindiciellejouentunrôletoutaussiimportant,maisdiﬀérent,danslaréponsespectrale.Lapulsationpropreﬁxel’échelledetempsoudefréquencedusystème,tandisquelefacteurdequalitéinﬂuenceforte-mentlaréponsedanslesdeuxcas.∙Danslecasindiciel,caractériseladuréedelaréponseetchangelavaleurdelapseudo-pulsation.Lavaleurcri-tiqueest=1/2.∙Danslecasspectral,caractériselahauteuretlalargeurdespicsderésonance,ainsiquelapositiondelaréso-nanceenposition.Lavaleurcritiqueestici=1/2.Lefacteurdequalitéadoncdeseﬀetstrèsdiﬀérentsselonlesréponses!Celareliedescomportementsquel’onn’au-raitpasimaginéêtrecorrélés4.Parexemple,unsystèmeàréponselonguedansletempsauraforcémentunebandepassantetrèsréduite—c’estlecasdudiapason.Àl’inverse,sil’onsouhaitelimiterlesoscillationsd’unsystèmeautourdesavaleurd’équilibre,onﬁxelefacteurdequalitéetdonclapulsationderésonanceenposition...LediapasonLediapasonestunexempledesystèmeoùladualitédesréponsess’observebien.Eneﬀet,l’usagenatureld’undiapasonestdefrappercelui-cifortementpuis4.Enallantplusloin,onpeutmontrerquelaréponseindicielleestreliéeàlatransforméedeFourierdelaréponsespectrale,cequijustiﬁecescorrélations.
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18I.MÉCANIQUEd’écouterlesonproduit:ils’agitd’uneétudeenré-ponseindicielle.Lesonproduitestaudiblependantunelongueduréegrâceàunfacteurdequalitétrèsélevé(plusieursmilliers).Onpeutcependantaussiétu-dierlaréponsespectraledudiapason:onaalorsunpicderésonancetrèsétroitettrèshaut,toujoursgrâceaufacteurélevé!Lorsdel’étudedelaréponsespectraledecesystème,ilestimportantdegarderentêtequelasolutionho-mogèneresteprésente,maiselledécroîtexponentiel-lementavecuntempscaractéristiqueproportionnelà/0.Lefacteurétantélevé,celle-cipeutdoncper-sisterunlongmoment:pour∼103et0=440Hz,onpeutl’observerpendantplusieurssecondesaprèsledébutdel’excitation.Ilestdoncimportantd’attendreuntempssuﬃsammentlongàchaquechangementdesparamètresdel’expérience.Ceteﬀets’observedanstouteslesétudesderéponsespectralemaisestbienplusvisibledanslecasdudiapasonàcausedulentamortissementdelasolutionhomogène.PortraitdephaseAﬁndevisualiserqualitativementlecomportementdel’os-cillateurharmonique,onpeutchercheràreformulerl’équa-tion(2.1).Eneﬀet,enmultipliantcelle-cipard/d,onfaitapparaîtrelaconservationdel’énergie:ddd2d2+20=0⇒dd12dd2+12202=0.Pourtoutetrajectoire(),onadonc12dd2+12202=cste,cequisigniﬁequ’ilexisteuneconstantetelleque10dd2+2=.Dansleplan(,̇/0),cetteéquationestl’équationd’uncercledecentre(0,0)etderayon(laconstanteétantforcémentpositive).Letracédestrajectoiresdansceplanestappeléportraitdephase:ils’agitd’unoutiltrèspuis-santpourl’étudedesoscillateurs,quiseraréinvestidanslecomplément2.2.Ondisposed’autantdetrajectoiresqu’ilyadeconstantes:ontracequelques-unesd’entreellessurlaﬁgure2.4.Intéressons-nousàquelquespropriétésdestrajectoiresdansl’espacedesphases.ConditionsinitialesDesconditionsinitiales(0)eṫ(0)permettentderepérerunpointdansleportraitdephase.Cepointpermetdeﬁxerlaconstante,cequipermetenretourdeﬁxerlatrajectoire.Ainsi,onre-trouvebienlefaitquelesconditionsinitialesﬁxentintégralementlatrajectoire.CroisementdetrajectoiresDeuxtrajectoiresdansl’es-pacedesphasesnepeuventsecroiser:sicelaétaitlecas,lestrajectoiresauraientlesmêmesvaleursdeeṫenunpoint.Enprenantcepointcommecondi-tioninitiale,lestrajectoiresseraientalorsidentiquescarellesauraientlesmêmesconditionsinitiales.SensdeparcoursUnetrajectoiredansl’espacedesphasespossèdeunsensdeparcours,quel’onpeuttrouvergrâceausignedė:danslapartiesupérieure,onȧ>0,doncdoitaugmenter,cequisigniﬁequel’onparcourtlatrajectoiredelagaucheversladroite.Danslapartieinférieure,lesensdeparcoursestdeladroiteverslagauche.−0−4−3−2−101234=0.5=2.0=5.0Figure2.4–Portraitdephasedel’oscillateurharmonique.Onobservequedansledemi-espacė>0,onparcourtlestrajectoiresdelagaucheversladroite,tandisqu’onlespar-courtdanslesensopposédansledemi-espacė<0.
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2.OSCILLATEURS192.1

Universalité

des

oscilla

teurs

harmoniques

2.1.1Oscillationsautourd’unepositiond’équilibrestableConsidéronsunsystèmeconservatifdécritparunevariable(),évoluantdansunproﬁld’énergiepotentielle()etétudionssonmouvementautourd’unepositiond’équilibrestable0.Pardéﬁnitiondel’équilibre,0correspondàunextremumd’énergiepotentielleetd/d|||=0=0.Cetteétudeadéjàétéréaliséeauchapitre1:enréalisantundéve-loppementdeTaylordeautourde0,avecl’annulationdecettepremièredérivée,onpeutécrire:()=(0)+12d2d2||||=0(−0)2+….L’énergiepotentielleétantdéﬁnieàuneconstanteprès,onpeutﬁxer(0)=0.L’équilibreétantstableonad2/d2>0desortequedanslevoisinage5de=0,enposantavec=d2/d2|||=0et=−0,l’énergiepotentielles’écrit:()=122.Cetteapproximationparaboliquedupotentielcorrespondàdécrirelocalementl’énergiepotentielleparunpuitshar-monique.Ilfautensuiteconsidérerl’énergiecinétiquedusystème(quadratiqueeṅ),=12̇2,toutennotantqu’ilpourraittoutaussibiens’agirdel’éner-giecontenuedansunebobinedansuncircuitRLC(siétaitlachargeauxbornesducondensateur).Onremarquequel’onȧ=̇.L’énergietotaleestdonc=12̇2+122.Parconservationdel’énergie,onobtientl’équationdumou-vementdd=0⇒̈+=0,quiestbienl’équationd’unoscillateurharmonique.HarmonicitédespetitesoscillationsConsidéronslespetitesoscillationsauvoisinaged’unepositiond’équilibre0stable,c’est-à-diredd||||=0=0etd2d2||||=0>0.Cesoscillationssontharmoniquesetlaraideurdusystèmemasse-ressortéquivalentestdonnéepar=d2d2||||=0.Lasolutiongénéraleest()=0cos(0+)avec0=.(2.6)Untelsystèmeprésentedoncdesoscillationsàunefré-quencedépendantdurapport/.Sonénergietotales’écrit0=12202020sin2(0+)+1220cos2(0+)=1220.(2.7)RemarqueDanslecasoùlapositiond’équilibreestinstable,onasimplementd2/d2|||=0<0.L’équationdumouve-mentestlamême,maisonl’écriẗ−=0avec=−d2d2||||=0.Lessolutionssontdoncdesexponentiellescroissantes,quisontdoncdivergentesauxtempslongs:celatra-duitl’instabilité.2.1.2Priseencomptedel’amortissementSupposonsmaintenantqu’enunepériode,lesystèmeperdeuneénergieΔs’exprimantcommeunefractionconstantedel’énergietotale,souslaforme||||Δ||||=2,5.Onpeutquantiﬁerrigoureusementlanotiondevoisinageiciendemandantqueletermed’ordresuivant,16d3d3|||||=0(−0)3,restenégligeabledevantletermeharmonique.6.Àcestade,estuneconstantequelconque,maisnousmontreronsqu’onpeutl’interprétercommelefacteurdequalitéd’unoscillateurharmoniqueamorti.
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20I.MÉCANIQUEdanslaquelleonintroduit6laconstante.L’énergiedé-penddoncdutempsselon:(+20)−()()=−2.Danslalimiteoùlavariationd’énergieestfaibledevantl’énergieelle-même(≫1,ouΔ≪),onpeutapproxi-mer20dd=−2().Onadonc()=0−avec=0.Laquantitéestalorstelleque≪0.Ens’inspirantdel’énergied’unoscillateurharmoniqueécritedansl’équation(2.7),onpeutretrouvercetteexpressionexponentiellementdécroissantepourl’énergieenmultipliantlasolution(2.6)parunfacteur−/2:eneﬀetonaalors=0−/2cos(0+),̇=0−/20−20cos(0+)−sin(0+),̈=0−/220202cos(0+)+0sin(0+)−cos(0+).Onadoncàl’ordreleplusbasnonnulen/0:12̇2+122=12020−=0−,eẗ+20=0−/20sin(0+),soiẗ+20=−̇=−0̇.Onobservequel’onretrouvelasolutionpseudo-périodiquedanslalimite≫1,cequicorrespondiciàlalimite≪0quenousavonsprise.Onadoncdémontréqueletermed’amortissementdansunoscillateurharmoniqueestbienplusgénéralqu’unsimpletermedefrottementsvisqueux:ilpermetderendrecomptedetouteperted’énergieàuntauxconstant1/!RemarqueCerésultatpermetaussidemodéliserlecomportementenrégimesinusoïdalforcé.Ainsi,toutsystèmeoscil-lantavecunelégèreperted’énergiepeutêtremodé-liséparlesréponsesenpositionetenvitesseétudiéesdanslaﬁchesynthèse.C’estparexemplelecasd’undiapason:lesystèmephysiqueestricheetcomplexeetmetenjeudeséquationsdemécaniquedesmilieuxcontinus,maisenpremièreapproximationlediapasonsecomportecommeunoscillateurharmoniqueamortietilpossèdedoncunerésonancedontonconnaîtlespropriétés.Ontrouveradesdétailsdans[1].AmortissementparrayonnementLescalculsprécédentspermettentdecomprendred’oùprovientletermed’amortissementdanslemodèledel’électronélastiquementlié.Cetélectronperddel’énergieparrayonnementselonlaformuledeLar-mor:P=22603,oùestlachargeetestl’accélération.Lemou-vementdel’électron(ouplusprécisémentdubary-centredunuageélectronique)estharmoniquedepé-riode2/0etd’amplitude.L’accélérationaucarrémoyenne2s’écritalors2=12(20)2,lefacteur1/2provenantdelavaleurmoyenneducos2.Onendéduitquesurunepériode,lavariationd’éner-gieestΔ=2230603.Or,l’énergietotaleestengénéral0=20/2avec0=√/et0l’amplitudedesoscillations,soitici0=12202d’où2=220603,aveclamassedel’électron.Onendéduit=60320.Selonlerésultatdecettepartie,onadémontréquelaperted’énergieparformuledeLarmorpouvaitêtremodéliséedansl’équationdumouvementparuntermed’amortissementd’oscillateurharmonique,àcondi-tiond’avoir≫1!Pourunnuagecomposéd’unseulélectron,ontrouve=1,60.1023rad⋅s−10,cequisigniﬁequel’approximationestvalablepourlagrandemajoritédesrayonnements.Cettemodélisationestbienplussimplequelapriseencomptedutermeexactquiferaitapparaîtredesdérivéestroisièmesparrapportautemps.Onpourraitcependantmontrerana-lytiquementquecestermesseramènentàuntermedefrottementﬂuidelorsque≪0(voir[2]).















[image: background image]

[image: background image]


2.OSCILLATEURS212.2

Oscilla

teurs

non-linéaires

Danscettesection,nousnousintéresseronsàuneclassetrèsgénéraledesystèmesenphysique:lesoscillateursnon-linéaires.Unoscillateurestditnon-linéaires’ilestcarac-tériséparuneéquationdiﬀérentiellenerespectantpasleprincipedesuperposition:si1()estlaréponsepourunforçage1()donnéet2()laréponseauforçage2(),alorslacombinaisonlinéaire1()+2()n’estpaslaréponsepourleforçage1()+2()!Cessystèmessontbienplusdiﬃcilesàétudierquelesoscillateurslinéairestelsquel’os-cillateurharmoniquemaispossèdentencontre-partiedespropriétésphysiquesbienplusriches.Commençonsparl’étudedel’oscillateurnon-linéairequel’onrencontreleplussouventdanslescursusdephysique:lependulesimple.Cetexemples’appuiesurlecours[3].Auxconcours...Desétudesd’oscillateursnonlinéairessontproposéesdansA2010,A2019etAIPC2012.2.2.1Pendulesimple:dulinéaireaunon-linéaireÉtudionslemouvementd’unpointmatérieldemassereliéparunﬁldemassenégligeabledelongueuràunpointﬁxedansunréférentielgaliléen.Onserestreintàunmou-vementdansleplangénéréparlesvecteurs#»et#»(=0).Unschémaestdonnésurlaﬁgure2.5.L’équationdumou-vementestbienconnue(voir[CPGE1]):d2d2+20sin=0,20=,(2.8)oùestl’angleentrelaverticaledonnéepar#»etlevecteur#».Figure2.5–Schémadupendulesimple,aveclesreprésen-tationsdupoids#»ainsiquedelatension#»duﬁls’exerçantaupoint.RemarqueLamêmeétudepeutêtreeﬀectuéeavecunpendulepe-sant,pourlequellamassedelatigereliantlamasseaupointd’attachen’estpasnégligeable.L’équationdumouvements’obtientparexemplevialethéorèmedumomentcinétiqueetpossèdedeuxdiﬀérencesparrap-portaupendulesimple:∙lemomentd’inertiedelatiges’ajouteà2,∙ilfautrajouterlacontributiondumomentdupoidsdelatigea,quiseraégalementproportionnelleàsin.L’équationdumouvementreste(2.8),maisavecuneexpressionde0diﬀérente.a.Onpeutannulercettecontributionenéquilibrantlependuleàvide,maiscelan’enlèvepaslacontributiondumomentd’inertiedanslepremiermembredel’équation!Auxconcours...Lespendulessimpleetpesantontfaitl’objetd’unepar-tiedesépreuvesAIPC2017etAIPC2023.LinéarisationEngénéral,ontraitel’équationdumouve-ment(2.8)aupremierordreen.Onsuppose≪2,cequipermetd’écriresin≃.Onretrouvealorsl’équationd2d2+20=0d’unoscillateurharmonique.Elleestlinéaire(parconstruc-tion)etonl’arésolueplushaut:lessolutionssontdelaforme()=0cos(0+)etconduisentàdesoscillationsàunepulsation√/pourtouteslesconditionsinitiales.Rappelonsquel’onparled’isochronismedesoscillations.Cependant,lalinéarisationdel’équationinduitforcémentdeserreursdèsquen’estplussuﬃsammentpetitparrap-portà2et,pouraméliorerlamodélisation,onestamenéàréaliserundéveloppementlimitédusinusàunordresu-périeur.Solutionsd’ordresupérieurRéalisonsundéveloppe-mentperturbatifpluscomplet.Ilnousfautpourcelaidenti-ﬁerunpetitparamètreenpuissancesduquelnouspourronsdévelopperlasolution.Nousavonsvuprécédemmentque≪2desortequepourraitêtreunboncandidatmaisilvarieaucoursdutempsetn’estdoncpasàproprementpar-lerunparamètre.Onluipréfèreral’angleinitial0,constantetfaibleluiaussi,quel’onnoteradorénavantaﬁnd’in-sistersursoncaractèreinﬁnitésimal.Onprendraainsipourconditionsinitiales(sanspertedegénéralité)(=0)=etdd||||=0=0.(2.9)
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22I.MÉCANIQUEOncherchealorsunesolutionsouslaforme()=1()+22()+....!Attention:Lesconditionsinitialess’appliquenttoujoursàlafonc-tion().Ainsi,ona1(0)+22(0)+...=.Enidentiﬁantlespuissancesde,ontrouvelescondi-tionscorrespondantessurles:1(0)=1et(0)=0pour>1.Demême,ontrouvequepourtoutonad/d|||=0=0.L’équation(2.8)devient,aveccetteformedesolutionetens’arrêtantàl’ordre3:d21d2+2d22d2+3d23d2+20sin(1+22+33)+O(4)=0.Ondoitdévelopperlesinusenpuissancesde:sin(1+22+33)=1+22+33−16(1+22+33)3+....Enneconservantquelestermesd’ordreauplus3,onob-tientpourﬁnird21d2+2d22d2+3d23d2+201+22+3−1631+3+O(4)=0.Onadonc,enidentiﬁantleséquationsordreparordreetenfaisantappelauxconditionsinitiales(2.9):d21d2+201=0⇒1()=cos(0),d22d2+202=0⇒2()=0,d23d2+203=162031=2024cos(30)+208cos(0).Onobservequeladernièreéquationcorrespondàunoscil-lateurharmoniqueàlapulsation0,forcéàlapulsation0.Cesystèmeestinstable7:ainsi,3divergelorsqueaug-mente,cequifaitqueledéveloppementperturbatifn’estplusvalableauboutd’uncertaintemps.MéthodedePoincaré-LindstedtAﬁnd’éviterlesdi-vergences,ondoitréaliserundéveloppementperturbatifpluspoussé.Onseproposealorsdefaireundoubledéve-loppementperturbatifsur,toujours,maisaussisur:{=avec=0+1+...,()=1()+22()+....Unteldéveloppementpermetderendreexpliciteunemodi-ﬁcationdelafréquenceavecl’amplitudeinitiale.L’équation(2.8)restealorsàl’ordre1d21d2+1=0.Onendéduitquel’ona1()=cos().Àl’ordre2,onobtientd22d2+2=−210d21d2=210cos().Aﬁnd’éviterl’instabilitédécriteauparagrapheprécédent,ondoitannulerletermedeforçage,enprenant1=0.Onaalors2=0comptetenudesconditionsinitiales.Enﬁn,l’équationàl’ordre3donned23d2+3=−220d21d2+1631=124cos(3)+181+1620cos().Denouveau,pourannulerletermedeforçageà0,ondoitavoir2=−0/16.Onendéduitalors=01−216.Onpeutfaireapparaîtrelapériodedanslaformulepré-cédente:ona=2/etonobtientlaformuledeBorda:=01+216,(2.10)où0=2/.Lapulsationestdoncdépendantedel’am-plitudedesoscillations!RemarqueC’estjustementlefaitquelafréquencevarieavecl’am-plitudequifaisaitéchouerlaméthodeprécédente.Engénéral,dèsqu’uneméthodeperturbativefaitappa-raîtreunforçagerendantlesystèmeinstable,onpeutsedouterqu’undesparamètresdusystèmedoitaussiêtredéveloppédefaçonperturbative,cequiamèneiciàlaméthodedePoincaré-Lindstedt.7.Onpeutlevoireninterprétantl’équationdumouvementcommeunoscillateurharmoniqueà=+∞:lahauteurdupicderésonanceenvitesselorsque=0estinﬁnie.Plusconcrètement,onpeutaussirésoudrel’équationdiﬀérentielleenprenantencomptelesconditionsinitiales:onobtientalors3()=196sin(0)(60+sin(20)),etlapartieproportionnelleàfaitque3n’estpasbornéaucoursdutemps.
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2.OSCILLATEURS23Onpeutenﬁnrésoudrel’équationpour3etonobtient:()=cos()+3192(cos()−cos(3))+O(4),=01−216+O(2).Lacorrectionen2dansnouspermetdedévelopperlescosinusdansletermeen3de(),pourobteniruneexpres-sionéquivalentepour():()=cos01−216+3192(cos(0)−cos(30))+O(4).Lespropriétésainsiobtenuespourlependulesimplesontuniversellesetsontcaractéristiquesdessystèmesnonli-néaires.CaractéristiquesdesoscillateursnonlinéairesL’apparitiondenon-linéaritésdanslemouvementd’unoscillateurentraînetroiseﬀets:∙unemodiﬁcationdelafréquencefondamentaledumouvement;∙uneapparitiond’harmoniquesauxmultiplesdelafréquencefondamentaledumouvement;∙unedépendancedescaractéristiquesdanslescondi-tionsinitiales;Cestroispropriétéssontlasignatured’uncomporte-mentnon-linéaireetseretrouventdansdessystèmesextrêmementvariés.ConseildidactiqueLaméthodeutiliséeiciestassezcalculatoire,maisleré-sultatestphysiquementtrèsimportant.Ilestdoncinté-ressantd’enprésenterlesrésultatsmêmeenéludantlescalculs.Onpourraaussiprésenterunerésolutionnu-mériquedel’équationnon-linéaire(2.8)avecuneétudespectraledelaréponse.Périoded’oscillationIlestintéressant,pouréviterledé-veloppantperturbatifprécédent,d’établirdesméthodesdecalculsallégéesquimènentàunrésultatpartielmaissou-ventsuﬃsant.Danslecasdupendulesimpleparexemple,onpeuttrouverl’expressiondelapérioded’oscillationpourtoutepositioninitiale.Pourcefaire,onmultipliel’équationdumouvement(2.8)pard/d:onobtientlaconservationdel’énergie(àunfacteurprès)dd12dd2−20cos=0.Supposonsqu’onlâchelependuleavecunangle0(0<,defaçonàfairemoinsd’untourcomplet),sansvitesseini-tiale.Parintégration,onadoncdd2=220(cos−cos0).Onseplacesurlepremierquartdepériodedumouvement:évoluede0à0tandisqueévoluede0à/4.Onpeutprendrelaracinecarréedel’équationprécédenteetonob-tientdd=−20cos−cos0,soitd=−d20cos−cos0.Parintégrationsurlequartdepériode,ilvientdonc4=120∫00dcos−cos0.L’intégraledanslemembrededroiten’apasd’expressionsimpleàpartirdefonctionsdebase:ils’agitd’uneintégraleelliptique.Onpeutcependantl’évaluernumériquement.Onlanote(0)/2;lafonctionesttracéesurlaﬁgure2.6etona=0(0)avec0=20.042340123456(0)Figure2.6–Tracédelafonctionpour0entre0et.Onpeutdonctrouvernumériquementlapériodedesoscilla-tionspourtouteamplitudededépart,cequiestsouventsa-tisfaisantenpratique.Parailleurs,uneétudeasymptotiquemontrequelafonctions’écrit(0)=1+11620+O(40).Onadonc=01+20/16+O(40))etonretrouvelaformuledeBorda(2.10).Enrevanche,onn’obtientpaslarésolutioncomplètedel’équationàl’ordre3.
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24I.MÉCANIQUEÉtudequalitativedumouvementcompletDanscettepartiesurlependulenon-linéairenousavonsd’abordpré-sentélecalculcompletpourlespetitesoscillations,diﬃcile,quimèneàlasolutionexacteàl’ordre3.Nousavonsensuiteprésentéunesolutionnumériquepartielleduproblèmeper-mettantderetrouverlaformuledeBorda.Danstoutelasuitedececomplémentnousnousintéressonsàunoutiltrèspuissant,leportraitdephase,quipermetdecomprendrelecomportementdusystèmesansavoiràlerésoudre.Cetoutilestconnuetnousenavonsrappelélesprincipalespro-priétésenﬁchesynthèse.Ilesticiquestiondelemettreenapplication.Onamontréci-dessusquelaquantité1/2(d/d)2−20cosétaitconstanteaucoursdumouvement.Ladonnéedeconditionsinitiales((0),d/d|||=0)permetdel’évalueretlemouvementseratelque10dd2−2cos()=avec=cste.(2.11)Lestrajectoiresdansleportraitdephasedépendentdoncdelavaleurdelaconstante:onentracequelques-unessurlaﬁgure2.7.−0−4−3−2−1012310dd===2=5Figure2.7–Portraitdephased’unpendulepesantpourdif-férentesvaleursde.Ceportraitdephrasepermetdecomprendrequalitative-mentlesdiﬀérentstypesdemouvementspossibles.Pourcefaire,remarquonsquel’ondoittoujoursavoir−2cos<,soitcos>−/2.Ainsi,ondiﬀérencielesmouvementsselonlavaleurde.−2<<2Danscecas,ilexistedeuxvaleursdetellesque−2cos=.Onnotecesvaleurs±0.Lorsque=±0,onadoncd/d=0.Ainsi,onaunmou-vementoscillatoired’amplitude20;lapériodeaétécalculéedanslapartieprécédente.Surleportraitdephasedelaﬁgure2.7,celasetraduitparunetrajec-toirequibouclesurelle-même:enpartantd’unpointdonné,onyrevienttoujoursenuntempsﬁni.Ceciestvalablemodulo2:siondécalede2,letracédelatrajectoireestinchangé.>2Onn’aplusdevaleurdetellequed/d=0.Ainsilavitessenes’annulepasetcroît(oudécroît,selonlatrajectoire)indéﬁniment.Lemouvementestunerévolution.Lemêmechoixdeamèned’ailleursàdeuxtrajectoires,selonlesensderotation.=2Ils’agitd’unevaleurcritique,pourlaquellelesdeuxcomportementsprécédentsserejoignent.Lependuleprenduntempsinﬁnimentlongàatteindred/d=0(correspondantà=avecentierrelatifim-pair).Lorsqueestprochede−2(avectoujours>−2),onpeutpoursuivrel’étudeplusloin.Posons=−2+2avec>0.Onaalors−2cos0=−2+2soit0=arccos1−22=+O(2).Ainsi,lesoscillationssontd’ordre,cequipermetdefairel’approximationdespetitesoscillations.Latrajectoireestdonctelleque10dd2−21−22=−2+2,soit10dd2+2=2.Cetteéquationestlareprésentationd’uncercle:onadoncdestrajectoirescirculairesdansleportraitdephasedèslorsquelesoscillationssontdefaibleamplitude:onre-trouvelecomportementenoscillateurharmoniquedupen-dulesimpleauxpetitsangles.Àmesurequeaugmente,lestrajectoiressedéformentàcausedel’apparitiondenon-linéaritésjusqu’àchangerqualitativementdèsque>2.Onendéduituneautrepropriétéfondamentaledesnon-linéarités:celles-cientraînentl’apparitiondecomporte-mentsqualitativementdiﬀérentsenfonctiondesconditionsinitiales.Onpeutcomprendrel’originedecesdiﬀérentscomporte-mentsenreliantl’étudede(2.11)àunbilanénergétique.Eneﬀet,l’énergiemécaniquedupendulesimples’écrit=122dd2+(1−cos).L’énergiemécaniqueestconservéecarlaseuleforcequitra-vaille(lepoids)estconservativeetonpeutécrire,enposant0=√/:2(−)=120dd2−2cos.Onendéduitquelaconstanteserelieàl’énergieméca-niquepar=2−1.
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2.OSCILLATEURS25Oronatoujours≥carl’énergiecinétiqueestpositive.Ainsi,pourunevaleurdedonnée,ledomaineaccessibleenseratelque≥2+1.Ontracesurlaﬁgure2.8leproﬁld’énergiepotentielle/,ainsiquelesvaleurslimitesdel’énergiepoten-tielleselonlavaleurde.Onobservequepour<2,ledomaineaccessibleestborné,tandisquepour≥2touslesanglessontatteignables.Celaconﬁrmelesrésultatsdel’étudeprécédente.−0−2−101234===2=5Figure2.8–Proﬁld’énergiepotentielledupendulesimpleetquelquesvaleursd’énergiemécaniquecorrespondantauxvaleursdedelaﬁgure2.7.Ainsi,l’étudeduportraitdephasepermetdecomprendrelesdiﬀérentscomportementsdel’oscillateurnon-linéaire.Ilestdoncpertinent,pourunoscillateurdonné,decher-cheràtracersonportraitdephaseaﬁndecaractérisersoncomportement.C’estl’objetdelasectionsuivante.2.2.2Étudegénéraled’unoscillateurnon-linéaire:portraitdephaseGénéralisonsl’étudeprécédente,enconsidérantunsystèmesoumisàdeséquationsdumouvementdonnées.Onréécritleséquationsdumouvementsouslaformedeéquationsd’ordre1surlesfonctions:d1d=1({}),...,dd=({}).Ondéﬁnitalorsl’espacedesphasescommel’intégralitédesvaleursquepeutprendrelevecteur(1...).Unetrajectoiredephaseestalors,pourunesolutiondon-néedeséquationsdumouvement,lacourbeparamétrée(1()...()).Enﬁn,leportraitdephaseestl’en-sembledestrajectoiresdephasepourtouteslesconditionsinitialespossibles.Reprenonsl’exempledupendulepesant:onpeutréécrirel’équation(2.8)comme⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d1d=02,d2d=−0sin1.Danscesystème,onpeutidentiﬁer1àet2à̇/0.Ainsi,l’espacedesphasesestR2:leportraitdephaseestàdeuxdimensions,cequel’onobservebiensurlaﬁgure2.7.RemarqueLathéoriedesportraitsdephaseestreliéeàdesconceptsbienplusfondamentauxdephysiqueetd’analysemathématique.Enparticulierl’«espacedesphases»estenréalitél’espacedesparamètresentrantdansleHamiltoniendusystème(voirchapitre9)etleportraitdephaseestleﬂothamiltoniendusystème.Celaestbienau-delàduprogrammedel’agrégationetneseraabsolumentpasdemandéàl’oralouàl’écrit;cependant,ilestbond’avoirconsciencequelesoutilsmanipulésiciontuneﬁnalitébienplusfondamentalequelasimpleétuded’oscillateurs.Onproposedanscettesectionl’étudedequelquesoscilla-teursàtraversleurportraitdephase.D’autresexemples,etdavantagededétails,sontfournisdansleBUP[4].PendulesimpleamortiConsidéronsunpendulepesantamortiparuntermedefrottements:l’équationdumouve-mentdevientd2d2+0dd+20sin=0.Réécrivonscetteéquationsouslaformed’unsystèmed’ordre1,enposant=0,1=et2=d/d:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d1d=2,d2d=−sin1−12.Leportraitdephaseestreprésentésurlaﬁgure2.9pour=2.Onobservedestrajectoiresquisediﬀérencientdestrajec-toiresduportraitdephasedupendulesimplenonamorti:ellesseterminenttoutesencertainspointsdel’axedesabs-cisses,correspondantphysiquementàunevitessenulleetunpenduleàlaverticale.Celaestdûàlaperted’énergie:auboutd’untempssuﬃsammentlong,lependuleserapresqueimmobile,ﬁxéàunepositiond’équilibre.Cespointssontappelésdesattracteurs:mathématiquement,ilssonttelsqueplusieursconditionsinitialesamènenttoutesàdestra-jectoiresconvergeantversceux-ci.Onobserveaussiquelasymétrieautourdel’axedesordonnéesadisparu:celacor-respondàlabrisuredel’invariance⟶−.
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26I.MÉCANIQUE0231−202462Figure2.9–Portraitdephased’unpenduleamortipour=2.OscillateurdevanderPolUnautreoscillateurclas-siqueàl’agrégationestl’oscillateurdevanderPol.Celui-ciestunmodèlethéoriqueproposépourmodéliserdesos-cillationsentretenues.Heuristiquement,onvoudraitcom-penserl’amortissementenayantdesphasesoù<0:letermed’amortissementseraalternativementpositifetné-gatif.C’estainsinécessairementunsystèmeactifcapabledefournirdel’énergie.Ilestdécritparl’équationdiﬀéren-tielled2d2+(2−20)dd+20=0avec0>0.Cesystèmeressembleàunoscillateurharmoniqueayantpourpositiond’équilibre=0;laseulediﬀérenceprovientdelanon-linéaritédutermed’amortissement.Onremarquequesi<0,celui-ciestnégatif:ilcorresponddoncàuntermed’injectiond’énergiedanslesystème,quientraî-nerauneaugmentationdesoscillations.Dèsqueleslesos-cillationsdépassent=0,letermed’injectiond’énergieredevientuntermed’amortissementetonauradoncdesoscillationsdécroissantes.Ainsi,ons’attendàtrouverdesoscillationsentretenuesd’amplitudedel’ordrede0.Aﬁnd’étudiercesystèmeonparremaniel’équationdiﬀé-rentielle.Enposant=/0et=0,onad2d2+(2−1)dd+=0avec=200.Surlaﬁgure2.10,ontracelatrajectoiredel’oscillateurdevanderPoldanslecas(0)=10−3et=1.Onobservealorsunrégimepermanentd’oscillationspériodiques.Onpeutalorss’intéresserauportraitdephasedel’oscilla-teurdevanderPol.Enposant1=et2=d/d,onréécritl’équationsouslaforme⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d1d=2,d2d=−(21−1)2−1.Ontracealorsleportraitdephasesurlaﬁgure2.11.01020304050−2−1012Figure2.10–Trajectoiredel’oscillateurdevanderPolpour(0)=10−3et=1.Onobservelaprésenced’uncyclelimite:pourplusieursconditionsinitiales,onrejointlemêmecyclecorrespondantauxoscillationsentretenues.Celapeuts’interpréterdelamêmefaçonquelespointsattracteursdanslecasdupen-dulepesantamorti:ladiﬀérenceprincipaleestquedésor-maisl’attracteurestuncycle,cequipermetunmouvementnontrivial(desoscillations)aulieud’avoirunsystèmeﬁgé.Deplus,onobservequelecyclen’estpascirculaire,cequisigniﬁequelesoscillationsnesontpassinusoïdales.Cetteobservationestimmédiateàpartirduportraitdephase,maisbeaucoupmoinsévidenteenobservantsimplementlaréponsetemporelleﬁgure2.10:onobservelàencorelapuis-sancedesportraitsdephase.−3−2−101231−2022Figure2.11–Portraitdephasedel’oscillateurdevanderPolpour=1.RemarqueL’oscillateurdevanderPolestproposédefaçonheu-ristique,maiscelui-cipermettoutdemêmedecom-prendrelecomportementdesystèmestrèsvariésen
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2.OSCILLATEURS27physique,biologieougéophysique.Enparticulier,desversionslégèrementmodiﬁéesdecetoscillateurontétéproposéespourmodéliserlecomportementdesneurones[5],oucertainesinteractionsentectoniquedesplaques[6].TransitionverslechaosL’unedespropriétéslesplusintéressantesdessystèmesnon-linéairesestqueceux-cipeuventavoiruncomportementtrèssensibleauxcondi-tionsinitiales,appelécomportementchaotique.Pluspré-cisément,supposonsquel’onprennedeuxsystèmesdyna-miquesrégisparlamêmeéquationetquel’onplaceceux-cidansdesconditionsinitialesprochesd’unedistance80.Onparled’unsystèmechaotiquesiaucoursdutempsladistanceentrelesdeuxtrajectoiresévoluecomme()=0/.Lagrandeur,réellepositive,estappeléehorizondeLya-pounovdusystème:celle-cicaractériseladuréecaractéris-tiquependantlaquelledeuxsystèmesrelativementprochesinitialementrestentprochesaucoursdeleurévolution(ondéﬁnitaussi=1/l’exposantdeLyapounov).CethorizondeLyapounovesttrèsimportantpourcom-prendrecequilimitenotreconnaissancedel’évolutiond’unsystèmephysique.Eneﬀet,lesloisphysiquessontdétermi-nistes,cequilaisseraitpenserquelaconnaissancedel’étatd’unsystèmeàuninstantdonnésuﬃraitàconnaîtresonétatpourtouttempsultérieur(ouantérieur).Enparticulier,enconnaissantprécisémentlespositionsetvitessesdetouslescorpsprésentsdansl’Universactuellement,onpourraitimaginerêtrecapabledeprévoirl’évolutionfuturecomplètedecelui-ci.Enréalité,l’existencedel’horizondeLyapounovnousapprendqu’ilfaudraitconnaîtrelesconditionsinitialesavecuneprécisiongigantesquepourpouvoirprévoirl’évo-lutionau-delàd’untemps;ainsi,enpratique,ilestim-possibledeprévoirlecomportementd’unsystèmephysiqueaussicomplexequel’Univers!HorizonsdeLyapounovdequelquessystèmesOnprésentequelquesvaleursd’horizonsdeLyapou-novpourdessystèmesusuels.Lesvaleurssontissuesdelatable1de[7].OnobservequelecomportementduSystèmeSolairenepeutêtrepréditquependant10millionsd’annéesenviron!Onvoitaussiquelatrèsfaiblevaleurpourlecomportementd’ungazjustiﬁetotalementl’étudestatistiquequiestfaitedecegenredesystèmes.Système()SystèmeSolaire3,6.1014ConvectiondeRayleigh-Bénard5,41cm3d’argonàamb10−10Lasensibilitéauxconditionsinitialesestdoncl’unedespro-priétésessentiellesdessystèmeschaotiques.Cependant,lechaospeutaussisereconnaîtreautrement.Onrésumelespropriétésdessystèmeschaotiquesdanslethéorèmesui-vant.CaractéristiquesdessystèmeschaotiquesLessystèmeschaotiquespossèdentplusieursproprié-téspermettantdelesreconnaître:∙pourdesconditionsinitialestrèsproches,lecompor-tementauboutd’untempslongesttrèsdiﬀérent;∙leurspectres’élargitjusqu’àdevenircontinu;∙ilsobéissentàdeséquationsdiﬀérentiellesnon-linéairesetpossèdentunespacedesphasesdedi-mension3ouplus.Lesecondcritèreestobservépartoutsystèmechaotique,maiscelan’empêchepasunsystèmechaotiqued’avoiruneréponsepiquéeenunefréquencedonnée.Cederniercri-tèrequantàluin’estpassuﬃsantpourassurerl’existencedechaos:ils’agitsimplementd’uncritèrenécessaire.Aﬁnd’illustrercela,ontracesurlaﬁgure2.12laréponsed’unos-cillateurnon-linéaireforcé,pourlequell’espacedesphasesestdedimension39.L’étudecomplèted’unteloscillateurpeutêtretrouvéedans[8].Onobservebienquelemouve-mentn’estpluspériodiqueetaucunetendancenesemblesedégager:qualitativement,onabienaﬀaireàunsystèmechaotique.020406080100−2−1012Figure2.12–Exempledetrajectoired’unoscillateurnon-linéaireforcé,dansunrégimechaotique.L’étudedessystèmeschaotiquesetdeleurspropriétésestl’objetdelaphysiquenon-linéaire.Ils’agitd’undomainetrèsriche:lelecteurpluscurieuxpourrasetournerverslesréférences[3,9,10].8.Danslecasdedeuxpendulesreprésentésparlesangles1et2,ladistanceestdéﬁniepar=1−2.9.Aﬁnd’éviterdemettreuntermedeforçagecos()dansleséquationsdelatrajectoiremettantenjeu1et2,cequilesferaitdépendredutemps,onécritletermedeforçagesouslaformecos(3)etonajoutel’équationd3/d=.Celaajoutedoncundegrédelibertéausystème!
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28I.MÉCANIQUE2.3

Oscilla

teurs

p

aramétriques

Unoscillateurparamétrique(nonamorti)estunsystèmevériﬁantl’équationdiﬀérentielle:d2d2+2()=0,oùleparamètre2()dépenddutemps.Laphysiquedecesoscillateursestriche:onpeutnotammentciterlephéno-mènede«résonanceparamétrique».Nousdiscutonsdiﬀérentsaspectsdecesoscillateursdanscecomplémentnumérique.Oscillateursparamétriqueswww.lienmini.fr/36421-cpltch022.4

Coupla

ge

d’oscilla

teurs

non

amortis

Lescomplémentsprécédentsontmontréquelaphysiquedesoscillateursnonamortisétaitdéjàincroyablementriche,neserait-cequeparl’introductiondenon-linéarités.Danscederniercomplément,onrestedanslecaslinéairemaisonconsidèreplusieursoscillateursnon-indépendants.Aprèsavoirprésentéquelquesexemplesd’oscillateurscouplés,ondécritdemanièretrèsgénéralelescouplagespossiblesentrecesoscillateurspuislesconséquencesducouplagesurleurcomportement.2.4.1ExemplesdesystèmescouplésCommençonsparillustrercequesigniﬁe«couplerdesos-cillateurs»enprenantdeuxexemplesclassiquesenCPGE.CouplageparunressortOnconsidèredeuxmasses.Chaquemasseestreliéeaubâtiparunressortderaideuretconstitueenelle-mêmeunoscillateurdepulsation0=√/.Cesdeuxoscillateurssontcouplésenreliantlesdeuxmassesentreellesparunressortderaideur.Onsupposequ’àl’équilibre,touslesressortsontpourlongueurleurlongueuràvide.Onschématiselasituationsurlaﬁgure2.13.Figure2.13–Schémadesdeuxmassescoupléesparunres-sort.Onnote1lapositiondelapremièremasseet2lapo-sitiondelaseconde,puisondéﬁnitlesécartsàl’équilibre1=1−1,éqet2=2−2,éq.Leséquationsdumouvementpour1et2sont⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d21d2=−1+(2−1),d22d2=−2+(1−2).(2.12)Onpourraseréférerà[11,TLM]pourcecalculclassique.Onpeutréécrireceséquationsenintroduisantlespulsa-tions1et2ainsiquelescoeﬃcientsdecouplage1et2:21=22=+et1=2=.(2.13)Onobtientalorslesystème⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d21d2+211=12,d22d2+222=21.(2.14)CouplageparinductancemutuelleConsidéronsdeuxcircuitsLCavecetidentiques.Cescircuitssontréalisésenpratiqueàl’aidedecircuitsRLCpourlesquelsonné-gligelesrésistances.Onplacecesdeuxcircuitsprochesl’undel’autre,defaçonàcréeruneinductancemutuelleentrelesdeuxbobines(voirﬁgure2.14).Onnotelecoeﬃcientd’inductancemutuelle.Circuit1Circuit2MFigure2.14–DeuxcircuitsLCcouplésparinductancemu-tuelle.
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2.OSCILLATEURS29Leséquationspourlescharges1et2auxbornesdescondensateurssont(voir[CPGE1]):⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d21d2+1+d22d2=0,d22d2+2+d21d2=0.Onintroduitalorslespulsations1et2ainsiquelescoef-ﬁcientsdecouplage1et2telsque21=22=1et1=2=.Leséquationscoupléesseréécriventalors,enrenommant1en1et2en2:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d21d2+211=−1d22d2,d22d2+222=−2d21d2.(2.15)Lessystèmesd’équations(2.14)et(2.15)sontdesreprésen-tantsdesdeuxclassesdecouplagequipeuventexisterentredeuxoscillateurs.Danslasuite,onchercheàdécriredefa-çongénéralecommentdetelscouplagesmodiﬁentlecom-portementdesoscillateurs.ConseildidactiqueLecouplaged’oscillateursestunenotiontrèsimpor-tanteàl’agrégation.Nousenprésentons,danscequisuit,uneétudesystématiqueetassezthéorique,dontlamaîtrisemathématiquecomplèten’estpasnéces-saire.Celle-ciestsurtoutprésentéeaﬁndemontrerlesrouagesderrièrechaquecasparticulier.2.4.2DifférentstypesdecouplageConsidéronsoscillateursharmoniquesnonamortisdepulsations.Leurséquationsdumouvementsontdoncd21d2+211=0,...,d2d2+2=0.Onditdesystèmesqu’ilssontcoupléss’ilspeuventagirlesunssurlesautres.D’unpointdevuemathématique,l’équationestforcéeparuntermedépendantdelavaleurdesautresvariablesetdeleursdérivéessecondes10:d2d2+2={}≠,d2d2}≠.Lecouplageestditlinéairesitouteslesfonctionssontli-néairesentoutesleursvariables.Ennotantlevecteurdes,onpeutalorsécrire=(M)+Md2d2,oùMetMsontdesmatrices.Ondistinguealorsdeuxtypesdecouplagesdanslasuite.∙LecouplageélastiquecorrespondaucasM=0.Onauncouplageparlaposition,quicorrespondaucasdedeuxressortscouplésprésentédanslasection2.4.1.∙LecouplageinertielcorrespondaucasM=0.Lecou-plagesefaitparladérivéeseconde:ils’agittypique-mentducouplageparinductancemutuelleprésentédanslasection2.4.1.Engénéral,onpeutavoirtoutesuperpositiondecesdeuxformesdecouplage,maislacompréhensionphysiqueducouplagenenécessitepasdetraiterlesdeuxenmêmetemps.Danslasuite,nouschercheronsàdécrirelecom-portementd’oscillateurscouplésselonl’unoul’autre.Aﬁndesimpliﬁerl’étude,nousconsidéronslecasdedeuxoscil-lateurs.Auxconcours...L’étudeducouplagededeuxoscillateursaétépropo-séedansleproblèmeC2009.Lesmodespropresd’unemoléculeontétéétudiésdanslacompositionA2011.2.4.3Deuxoscillateurs:importancedesvecteurspropresCouplageélastiqueConsidéronslecasdedeuxoscilla-teurscouplésdefaçonélastique.Seloncequiaétévuprécé-demment,celarevientàécrireleséquationsdumouvement⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d21d2+211=12,d22d2+222=21.Enintroduisant=(12)T11,lesystèmeseréécritd2d2+Ω=0avecΩ=21−1−222.L’idéefondamentalepourlarésolutiondessystèmescou-plésestde«découpler»lesdegrésdelibertéentrouvantlesbonnescombinaisons1et2de1et2vériﬁantdeséqua-tionsnecontenantrespectivementque1et2.Entermesmatriciels,celarevientàchercherunmoyendemettreΩsousformediagonale:celaestpossibleenréalisantunchan-gementdevariablesadapté.Soitunematriceinversible.Onpose=:onaalorsd2d2+−1Ω=0.SilamatriceΩestdiagonalisable,pardéﬁnitionilexisteunematriceparticulière(dite«depassage»)telleque−1Ωsoitdiagonale,c’est-à-dired2d2+1002=0,10.Onnetraitepaslecasoùlesdépendentdesdérivéestemporellespremièrescarcelabriseraitl’invariancetemporelleetl’énergieneseraitplusnécessai-rementconservée.11.LanotationTdésignelatransposéeetpermeticid’écrireenlignedesvecteursquisontenfaitdesvecteurscolonnes.
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30I.MÉCANIQUEoù1et2sontlesvaleurspropresdeΩ.Onauradoncdeuxoscillateursharmoniquesnonamortis1et2depulsationsrespectives1et2.Rappelonsquelesvaleurspropressontlesracinesdupoly-nômecaractéristiquedeΩ:2−(21+22)+(2122−12)=0.Posonslecoeﬃcientdecouplagetelque=122122.Onaalors2−(21+22)+2122(1−)=0(2.16)Discutonsmaintenantdesracinesdel’équation2.16.Ledis-criminantdupolynômeestΔ=(21+22)2−42122(1−)=(21−22)2+42122.(2.17)Pourobtenirledécouplage,ilestnécessaired’obteniricideuxracinesréelles,doncd’avoir≥−(21−22)242122.(2.18)Parailleurs,onobservequelasommedesracinesestpo-sitivetandisqueleurproduitestdusignede(1−).Pouravoirdeuxracinespositivesaﬁndepouvoirenprendrelesracinescarrées,ondoitdoncavoir≤1.Ledécouplageestdoncpossiblesi−(21−22)242122≤≤1.Ceslimitessurlesvaleursdepermettentdeplacerdeslimitessurlesvaleursdesracines.Eneﬀetlaconditionpré-cédenteimpose0≤Δ≤(21+22)2etilvientdonc1=21+222−Δ2soit0≤1≤21+222,2=21+222+Δ2soit21+222≤2≤21+22.Onditquelesystèmeestaccordésilesdeuxoscillateursinitiauxontmêmepulsation.Onnotealors1=2=0etlesformulesprécédentessesimpliﬁent:ona0<<1et1=20(1−)et2=20(1+).Lespulsationsdesoscillateursdécoupléssontdonc1et2,avec1=01−et2=01+.(2.19)Lecouplageadoncpoureﬀetdeleverladégénérescencesurlespulsations:deuxoscillateursdemêmespulsationspropres,unefoiscouplés,sontéquivalentsàunsystèmeavecdeuxpulsationspropresdiﬀérentes,l’uneplushauteetl’autreplusbassequelapulsationpropred’origine.RemarqueCeteﬀetestnotammentprésentenphysiquequan-tique,lorsdel’étudedesniveauxd’énergied’unatome(assimilablesàdesoscillateursharmoniquesdepulsations=/ℏ).Ceux-cisontindexésparquatrenombresquantiques,,,et;seule-ment,leurvaleurnedépendquede:onadégéné-rescencedesniveauxd’énergie.Parexemple,leniveau(=1,=0)etleniveau(=1,=1)ontlamêmeénergie.Cependant,desfacteursextérieursvontintroduiredescouplagesentreniveaux:onpeutciterleseﬀetsrela-tivistesetlecouplagespin-orbite,oulecouplageàunchampmagnétique.Cescouplagesvontleverladégé-nérescenceentrelesniveauxd’énergieenfaisantdé-pendrelavaleurdel’énergiedesautresnombresquan-tiques,...Parexemple,enprenantencomptelecouplagespin-orbite,lesniveaux(=1,=0)et(=1,=1)ontdesénergiesdiﬀérentes.Cettenou-vellerépartitiondesniveauxd’énergiedueaucouplagespin-orbiteestappelée«structureﬁne».Lecouplageàunchampmagnétiqueestquantàluiàl’originedela«structurehyperﬁne».Ontrouveraplusdedétailssurcescouplagesdanslechapitre13.Unefoislesvaleurspropres1et2obtenues,ilestintéres-santderevenirauxvariablesd’originepourcomprendrelecomportementgénéraldesdeuxoscillateurscouplés.Commençonsparremarquerquelescomposantesde,lesvariables1et2,vériﬁentdeséquationsd’oscillateurshar-moniques:chaquevariableoscilleàunefréquencepropredonnéedusystème.Onappelle1et2lesvecteurspropresdusystème.Pourrevenirà1et2,ondoitutiliserlarela-tion=:ainsi,lessontdescombinaisonslinéairesdes.Onendéduitqu’engénéral,lasolutionpourchaqueoscillateurestunesuperpositiond’oscillationsàchaquefré-quencepropredusystème.Sil’onfaitensorteden’exciterqu’unseuldesgrâceàunchoixdeconditionsinitiales,touslesoscillerontàlafréquenceproprecorrespondante,bienqu’avecdesamplitudesdiﬀérentes.Ondiraalorsquelesystèmeestdansundesesmodespropres.Pourmieuxcomprendrecesdiﬀérentsconcepts,appliquons-lesaucasd’unematriceΩsymétriquepourdeuxoscillateursaccordés.OnnoteΩ=20−−20.(2.20)Onaalors=11−11,etontrouve1=1+2,1=20−,2=−1+2,2=20+.Silesconditionsinitialessonttellesquel’on«n’exciteque1»(pourtouttemps,2=0donc1=2),ondiraquel’on
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2.OSCILLATEURS31setrouvedanslemodesymétriqueetlapulsationpropresera1.Danslecasoù«seul2estexcité»,onsetrouvedanslemodeantisymétrique,depulsationpropre2.Pourdesconditionsinitialesquelconques,lasolutiongénéralepour1et2estplutôt1()=1cos1+1,2()=2cos2+2.Lessolutions1et2serontdoncdessommesdedeuxcosi-nus:onobserveraalorsdesbattements.Cecasainsiquelecasprécisoùseullemodeantisymétriqueestprésentsontillustréssurlaﬁgure2.15.Danslecasoùl’onobservedesbattements,onpeutmesurerleurfréquencepourremonteràl’écartentre1et2.QuelconqueAntisymétriqueFigure2.15–Tracédesfonctions1()et2()danslecasd’uncouplagedonnépar(2.20).Danslepremiercas,onuti-lisedesconditionsinitialesquelconques:onobservedesbattements.Danslesecondcas,onchoisitlesconditionsini-tialesdefaçonàn’exciterquelemodeantisymétrique.CouplageélastiqueparunressortOnreprendl’exempledesressortscouplés,présentédanslasection2.4.1.Cesystèmecorrespondaucasétu-diéiciavec20=+,=et=+2.Cesystèmeestétudiédans[12]:lesdeuxvecteurspropressont1=1+2et2=−1+2.Lesvaleursproprescorrespondantessontalors1=20(1−)=2=20(1+)=+2=1+1−.Onlestraceenfonctiondeàetﬁxésdanslaﬁguresuivante.00.20.40.60.8102468101/2/Onobservedoncquel’undesmodesnechangepasdepulsationparrapportaucasnoncouplé!Ils’agitdumodesymétrique:lesmassesoscillentensembleetleressortdumilieunesecontracteousedétendjamais.Toutsepassecommesilesmassesn’étaientpascou-plées.!Attention:Enobservantlestracésde1et2enfonctiondedansl’exempleprécédent,onpourraitpenserqueceux-cinecorrespondentpasàl’équation(2.19).Ils’agitd’unécueilclassique:ilnefautpasoublierque0dépendégalementde.Dansl’exemple,onavait20=1=11−.Ilestdoncimportantdegarderentêteladépendancedesquantités0,etenlesdiﬀérentsparamètres.CouplageinertielÉtudionsdésormaislecouplageiner-tiel(parladérivéeseconde).Leséquationssontalors⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩d21d2+211=−1d22d2,d22d2+222=−2d21d2.Sousformematricielle,ceséquationss’écrivent1121d2d2+210022=0.Onpeutdoncserameneràuneéquationdelaformed2d2+Ω2=0avecΩ=1121−1210022.OnadoncΩ=11−1221−122−22122.
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32I.MÉCANIQUEOnpeutdoncadapterl’étudefaitedanslecasélastique,eneﬀectuantleschangements2⟶21−12,1⟶1221−12et2⟶2211−12.Entransposantlesformules(2.17)et(2.18),onobtient=12etΔ=1(1−)2(21+22)2+42122.Laconditionsurpourobtenirundécouplagereste−(21−22)242122≤<1.Enﬁn,danslecasoùlesdeuxoscillateurssontaccordés(i.e.1=2=0),lesdeuxpulsationspropressont1=01+et2=01−.Onobservedenouveauunelevéededégénérescence.Commedanslecasélastique,lapulsation0peutdépendredeetrendrel’interprétationcompliquée.RemarqueDanslecasoùlesdeuxoscillateurssontaccordés,ondéﬁnitengénéraldesorteque2=.Celaestpos-siblecardanscecasona≥0.Cependant,danslecasgénéralonpeutavoirnégatif,cequifaitqu’unetelledéﬁnitionn’estpasadaptée.CouplageinertielparinductancemutuelleReprenonslesdeuxcircuitsdécritsdanslasec-tion2.4.1.Ceux-cipossèdentlamêmepulsationpropre0=1/etsontcouplésparuneinductancemu-tuelledecoeﬃcient.Onsetrouvedansuncasoùlapulsationpropre0estindépendanteducouplage:onpeutdoncdirectementutiliserlesrésultatsdecepara-graphe,avec=212=22.Lapropriété≤12=montrequel’ona0≤≤1,cequiimpliquequeledécouplageestbienpossible.Références
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Danslechapitreprécédentportantsurlesoscillateursnousavonsétudiél’inﬂuencedesfrottementsﬂuides.Cephénomèneestmodéliséparuntermedynamiquesimple,fonctiondesvariablescinématiques,enl’occurrence#»ﬂuide=−#»où#»estlavitesseinstantanéedupointmatérielconsidéré.Ils’avèreaussiquedansdenombreusessituationsphysiquescetypedeforce,d’ordre1enlavitesse,modélisecorrectementl’eﬀetdel’amortissementquellequesoitlasourceréelledeladissipationd’énergie.Celanedoitpaspourautantocculterladiversitédessourcesdedissipation.L’uned’ellesenparticuliernousintéressedanscechapitre:lesfrottementssolides.Enﬁchesynthèsenousrappelonslesloisphénoménologiquesd’Amontons-Coulombetinsistonssurlesécueilsàéviterauconcours,àl’écritouàl’oral,lorsquecetypedefrottementsestàétudier.Danslescomplémentsnousnousconcentronsd’abordsurladescrip-tionmicroscopiqueducontactentredeuxsolides.Nousdonnonsen-suitequelquesélémentssurdesdiﬀérentsmouvementspossiblesdedeuxsolidesencontact,notammentcertainsplusexotiquesquel’ha-bituelletranslationd’unsolidesurunautre.Enﬁn,nousdétaillonsl’étudedel’oscillateuramortiparfrottementssolidesetinsistonssurlesdiﬀérencesavecl’oscillateuramortiparfrottementsﬂuides,ainsiquelesspéciﬁcitésdutraitementcalculatoiredecetypedeproblème.Auxconcours...Jusqu’en2019cechapitrefaisaitl’objetd’unele-çondel’AEPC:«Contactentredeuxsolides.Frottement.»En2022uneleçonintitulée«Frot-tements»aétéproposéeetconstitueaussiunsujetd’exposéàl’AIPC.SommaireFichesynthèse....................................................343.1Analysedesfrottementssolidesàl’échellemicroscopique............................363.2Mouvementspossiblesentredeuxsolidesencontact...............................383.2.1Glissement,basculementetpointd’applicationdelaréactiondusupport.................383.2.2Roulementetpivotement...........................................393.2.3Liaisons.....................................................403.3Oscillateuramortiparfrottementssolides.....................................413.3.1Premièrephasedumouvement........................................413.3.2Suiteetﬁndesoscillations...........................................423.3.3Enveloppedesoscillations...........................................423.3.4Portraitdephase................................................43
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34I.MÉCANIQUEFiche

synthèse

Leseulmouvementd’unsolidesurunautreauprogrammedeCPGEestlemouvementdetranslation(ontireunsolidesurunplanhorizontal,onposeunsolidesurunplanincliné,éventuellementontranslateplusieurssolideslesunssurlesautres).Ilestégalementpossibledeconsidérerlesmouve-mentsderotationautourd’unpointﬁxecorrespondantàdessituationsdebasculement(d’uneéchelle,d’unetartine,etc.).Lepremierenjeudel’étudeestalorscinématique:ils’agitdedécrirelemouvementrelatifdedeuxsolides.VitessedeglissementOnconsidèreunsolideSposésurunsupportΣquipeutêtreﬁxeoureprésenterunautresolideenmouvementetdontlaformeestaprioriquelconque.Cesdeuxobjetsévo-luentdansunréférentielRgaliléen.Dansunpremiertempslecontactestsupposéponctuel.Àl’instant,onconsidèredeuxpointscoïncidents:lepointappartenantausolideSetlepoint′appartenantàΣ(voirﬁgure3.1).Ilssontconfondusàl’instantmaiséventuellementamenésàsesé-parerauxinstantsultérieurs.Figure3.1–Points∈Set′∈Σcoïncidantàl’instant.LavitessedeglissementàdeSsurΣestdonnéepar#»(S/Σ)=#»R(∈S)−#»R(′∈Σ).LorsqueSetΣneglissepasl’unparrapportàl’autrelespointset′coïncidentàtoutinstantultérieuretona#»=#»0.Onparlealorsd’adhérence.ForcedecontactLafrictiondesdeuxsolidessefaitàl’échellemicroscopique.Ladescriptionprécisedecesactionsestdélicateetfaitl’ob-jetducomplément3.1,maisonpeutlesdécriremacrosco-piquementparuneforcerésultante#»deΣsurSquis’ap-pliqueaupointdecontactetdontonchercheàpréciserladirection,lesensetlanorme.Danslemodèled’uncontactponctuel,lesactionsdecontactontunmomentnulen.!Attention:Uncontactnepeutavoirlieusansunlégerécrasementdelazonecommunecequidonneralieuàunmoment#»Mcontactapriorinonnul.Nousconsidéronscetteconﬁ-gurationaucomplément3.2.Ondécomposelaforce#»subieparSendeuxvecteurs:∙l’un,noté#»,estorthogonalauplantangentauxso-lidesauniveaupointdecontact.Ilcaractériselenon-encastrementdusolidedansΣetestdirigédeΣversS1;∙l’autre,noté#»,estdansleplantangentaucontact(doncorthogonalà#»)etcaractériselafriction.Lesloisdufrottementsolide,énoncéesci-après,portentsurcesdeuxcomposantes.Loid’Amontons-CoulombLesloisd’Amontons-Coulomb,quirégissentlecontactentresolides,sontdesloisphénoménologiquesénoncéesparAmontonsdès1699etpréciséesparCoulomben17852.Loisd’Amontons-Coulombou«loisdufrotte-mentsolide».Ondistinguedeuxcasselonlavaleurde#»(S/Σ).∙Si#»(S/Σ)=#»0,ilyaadhérenceetona#»≤#».∙Si#»(S/Σ)≠#»0,ilyaglissementetona#»=#»et#»⋅#»(S/Σ)<0.etsontdeuxcoeﬃcientscaractérisantlecontactrespectivementnomméscoeﬃcientdefrottementsta-tiqueetcoeﬃcientdefrottementdynamique.Ilsnedépendentquedescorpsencontact(matériaux,étatdesurface,etc.)etsontindépendantsdelavaleurde#»(enparticulierdanslaplupartdescasusuels,delamassedeS),del’airedelazonedecontactentrelesdeuxsolideset,lecaséchéant,delavitessedeglisse-menta.a.Lefaitqueetnedépendentpasde#»n’eststrictementvalablequ’enpremièreapproximationmaisceserasystématiquementvériﬁédanslescasquiseprésenterontauconcours.Danslecasduglissement,l’inégalité#»⋅#»(S/Σ)<0traduitquelacomposante#»delaréactiondusupportdissipede1.Sicen’étaitpaslecasilyauraitrupturedecontact.2.LestravauxdeCharles-AugustinCoulombrépondentauproblèmedel’Académiedatantde1779portantsur«lefrottementetlaroideurdescordes».L’enjeuestàl’époquedemieuxcomprendrelecomportementdescordesetdespouliessurlesnaviresmarchandsetmilitaires.
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3.FROTTEMENTSSOLIDES35RemarqueDanslecontexteduglissementcetteidéeestjustemaisellepeutocculterdessituationsdanslesquelleslefrot-tementestutile.Danslecasdelamarcheàpiedoudumouvementd’unevoiturec’estlefaitqu’ilyaitadhé-rence(doncfrottementstatique)quipermetdeconver-tirl’actionmécaniqueenmouvement.D’autressitua-tionsexploitentaussilefrottementdynamique:polis-sage,freinage,etc.Insistonssurlefaitquecesloisprésententunedichotomieimportanteentrelasituationdeglissementetcelledenonglissement.Leurénoncénesauraitselimiteràl’unedesdeuxsituations.Parailleursilnefautpasomettrequ’ellesportentsurlesnormes#»et#»etdoiventêtrecomplé-téesparuneréﬂexionphysiqueaﬁndedéterminerlesensde#».Nousauronsl’occasiond’illustrerleraisonnementàmettreenœuvredanslescomplémentsdecechapitre,no-tamment3.3.CoefficientsdefrottementetsontconsidéréségauxdansdenombreuxproblèmesdeniveauCPGE,mêmesientouterigueuronaplutôt≥commeentémoignelatabledevaleurs3.13.Manifestationsexpérimentalesde≤Cetteinégalitéimpliquequ’ilestplusfaciled’entre-tenirunmouvementdeglissementquedeluidon-nernaissance.Parexemple,lorsqu’ondéplaceunear-moire,ilestplusdiﬃciled’initierlemouvementquedelafaireglisserensuite.Demême,ilestconnuquelefreinaged’unevoitureestmoinseﬃcacelorsquelesrouessontbloquéesetglissentsurlachaussée.Celajustiﬁel’utilisationgénéraliséedessystèmesanti-blocagedesroues,enallemandAntiblockiersystemquiadonnél’acronymecommun«ABS».MatériauxAcier/Acier0,20,1Pneu/Route0,80,65Pneu/Routemouillée0,80,3Bois/Bois0,50,3PneudeF1/Route1,8Caoutchouc/Acier4Table3.1–Ordresdegrandeurdequelquescoeﬃcientsdefrottementclassiques.Lesvaleursprésentéesdanslatable3.1nesontenaucuncasdesvaleursexactesetdoiventêtreconsidéréescommedesordresdegrandeursdeet.Eneﬀet,lavaleurexactedecescoeﬃcientsdépenddenombreuxparamètresetvarie-rontd’uneexpérienceàuneautre,mêmeavecdesmatériauxidentiques,selonl’étatd’usinagedessurfacesdessolides,leurétatd’usure,l’humidité,etc.Aussi,bienquecesoitné-gligéenpremièreapproximation,etpeuventdépendredelavitessedeglissement.Nousauronsl’occasiondepré-cisercesdépendancesetleslimitesdesloisd’Amontons-Coulombaucomplément3.1.Onpourraretenirquedanslagrandemajoritédescasusuels<1.Rienn’imposequecesoittoujourslecasmaiscetteinégalitéestessentiellementmiseendéfautpourdescontactstravaillésindustriellementprécisémentdansl’objectifdemaximiserl’adhérence.Fixe-glisseLadiﬀérencenumériqueentreetasonimpor-tance.Ellepermetnotammentd’expliquerlesmouve-ments«ﬁxe-glisse».Cetypedemouvement,commu-némentétudiéenCPGE,consisteenunealternancedephasesdeglissementetdenon-glissement.Onpourraparexempleseréféreràlaplupartdesréférencesdedeuxièmeannée[CPGE2],enparticulier[1].3.Commelesloisd’Amontons-Coulomb,cetteinégalitéestphénoménologique.Ellenesedémontrepasàpartirdeprincipesfondamentauxdelaphysique,sibienqu’ilpeutexisterdessituationsdanslesquelleselleestmiseendéfaut.Parexemplepourlessystèmesdefreinageoulesembrayagesdevoitureoncherchegénéralementàavoiruncoeﬃcientdefrottementquicroîtlorsquelavitessedeglissementaugmente.
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Mêmesilecontactentredeuxsolidesetparfoissupposéponctuelcen’estjamaislecasentouterigueuretunfaitsur-prenantdansl’énoncédesloisd’Amontons-Coulombestlefaitqu’ellesnedépendentpasdel’airedelazonedecontact4.Cetteobservationpeuts’expliqueren«zoomant»surlazonedecontactetenétudiantleseﬀortsàl’échellemicro-scopique.CetteétudeaétémenéeparBowden&Tabordanslesannées1950[2].Nousenrelayonsicilesgrandeslignes.ConseildidactiqueLalecturedececomplémentnécessited’avoirentêtequelquesnotionsdemécaniquedessolidesdéfor-mables.Onpourra(re)lirelecomplément7.4.Nécessitéd’unedescriptionphénoménologiqueOnpourraitvouloirdécriremicroscopiquementlecontactenécrivantl’interaction(parexempleinteractiondeVanderWaals)entreunatomedusolideSavecchacundeceuxdeΣetensommantlescontributionsdetouslesatomesdeS.Bienévidemmentcelademanderaitnonseulementunepuissancedecalculphénoménalemais,mêmeenadmettantcelapossible,uneconnaissancedesinteractionsetdel’or-ganisationdesatomesàuneprécisioninaccessible.Lepro-blèmequiseposeestdoncaprioritrèscomplexeetunedescriptionphénoménologiques’impose.Ilestd’ailleursre-marquablequ’unproblèmeaussicompliquéapriorisoitentrèsbonneapproximationdécritpardesloisaussisimplesquecellesd’Amontons-Coulomb.Danslasuite,nouscherchonsàcomprendrecesloisàpar-tirdeconsidérationsmicroscopiquesenréalisantdoncunnombreimportantd’approximationsetd’hypothèse.Iln’estpasquestiondeprétendrelesdémontrermaisplutôtd’encomprendrelesprincipalescaractéristiques.SurfaceréelledecontactLapremièreidéedelamodé-lisationestdediﬀérencierl’airedelasurfacegéométriquemacroscopique«decontact»communeauxdeuxsolides,notéeetquel’onmesureaisémentd’unepart,etd’autrepartl’aireréelleducontactàl’échellemicroscopique.Dufaitdelarugositédessurfacesconsidérées,l’aireestnet-tementplusfaibleque.Laﬁgure3.2,représentantuneru-gositéexagérée,aideàs’enconvaincre.Lecontactentrelesdeuxsolidesestdoncramenéàunesériedecontactsquasi-ponctuels.Figure3.2–L’aireréelledecontactàl’échellemicrosco-piqueestnettementpluspetitequel’airegéométriquecom-muneauxdeuxsolidesàl’échellemacroscopique.DéformationencompressionDansunpremiertempsonconsidèrequelesdeuxsolidessontsimplementposésl’unsurl’autredesortequeleseﬀortsimposéssontnor-maux.Ontientdoncuniquementcomptedelacompression.Ladéformationdueàlacontraintenormale(forceparunitédesurface)imposéeetdonnéeparlaloicontrainte/-déformationencompressiondontlatendanceestschéma-tiquementreprésentéeﬁgure3.3.Figure3.3–Relationcontrainte/déformationencompres-sion.estlacontraintenormaleexercéeparunitédesur-faceetladéformationdessolidesSetΣassociée.Danslecasquinousintéresselaforceverticalecontrai-gnantlessolidesl’unsurl’autreestmacroscopique(c’estparexemplelepoidsdusolidesupérieur)tandisqu’onajustiﬁéplushautquelasurfaceréelledecontactestmicroscopique.Lacontrainteestdonctrèsimportantedesortequ’elledoitêtreabsorbéeparunemultitudedecontactsquasi-ponctuelsquiabsorbentchacunauplusunecontrainte(la«résistance»dumatériau,notéedans7.4)unefoisdansleurrégimeplastiquededéformation.étantapriorilargementinférieuràonpourraconsidérerquetouslescontactsponctuelsontatteintcerégime.L’équilibremacro-scopiquedusolideimposeainsi=×soit=/.4.Rappelonsquemêmesilecontactestsouventsupposéponctuelcen’estjamaislecasentouterigueur.
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3.FROTTEMENTSSOLIDES37ContactdeHertzUncontactdit«ponctuel»esttoujours,enréalité,lé-gèrementécrasé.Ladescriptiondecetécrasementestcompliquée,entémoignelerésultatsuivantàproposducontactsphère-planditcontactdeHertz[3].Soitunesphèreprogressivementcompriméecontreunplanparuneforce,l’enfoncement,déﬁnisurlaﬁgureci-dessus,estladiﬀérenceentrelerayondelasphèreetladistanceréelleentresoncentreetleplan.Engardantunemodélisationélastique,donclinéaire,delarelationdéformation/contraintepourlesolideconstituantlasphère,larelationentreetestdon-née,dufaitdelagéométrie,par∝3/2.Cecontactestconnupourêtreunsystèmephysiquedontlecomportementestnonlinéaire,ycomprisauxtrèsfaiblesdéformations≪.Eﬀortsdecisaillement,ruptureLesmicro-contactsétudiéssubissentdeseﬀortssiimportantsqu’onpeutconsi-dérerqu’àcesendroitslesdeuxsolides«fusionnent».Ap-pliquonsalorsuneactionparallèleàlasurfacedecontact(typiquementontireSsurunplan).Figure3.4–Relationcontrainte/déformationencisaille-ment.estlacontraintetangentielleexercéeparunitédesurfaceetladéformationdessolides.L’encartpointillérappellecommentestdécritlecisaillement.Chaquemicro-contactsubitunecontraintetangentielle=/sadéformationestdonnéeschématiquementparlacourbederéponsecontrainte/déformationencisaille-mentprésentéeﬁgure3.4.Contrairementàcequisepassaitencompression,lescontactsnepeuventpassedéformernotablementencisaillementetcassentdèsquelacontrainteappliquéedevientsupérieureà.Considéronsdansunpremiertempsqueestrelativementfaible,c’est-à-direque/≪.Alorslacontraintetan-gentiellepeutserépartirsurtouslesmicro-contactsenga-rantissantpourlamajoritéd’entreeuxqu’iln’yapasrup-ture.Cetterépartitiontientjusqu’àcequeatteigneunevaleurseuildel’ordrede=àpartirdelaquellelescontactsnepeuventplusabsorberlacontrainteetsontobligésderompre.Commeonajustiﬁéprécédemmentque=/onaﬁnalement:<lorsqu’iln’yapasglissement=lorsqu’ilyaglissement.Onretrouvedoncuncomportementsemblableàceluian-noncéparlesloisd’Amontons-Coulomb.Oncomprendqu’eﬀectivementcesloisnedépendentpasdelasurfaceducontactpuisquequellequesoitlasurfacedisponibleaucontactc’estlasurfaceréellequijoueunrôleetcelle-civarieens’écrasantplusoumoinspourcompenserexacte-mentlacontraintenormale.Enﬁnonrelielecoeﬃcientdefrottementauxpropriétésintrinsèquesdusolidedéformablesansconsidérationssurlecontactentantquetel.ImbricationendentdesciePourallerplusloinlaréférence[TLM]propose,enap-plicationduchapitre20,unedescriptionsimpliﬁéedel’échellemicroscopiquequiconsisteàvoirlesdeuxso-lidescommedesdentsdescieimbriquéesquibougentl’unesurl’autresansfrottement.Ontrouve,pourlamiseenmouvement,uneexpressionanalogueauxloisd’Amontons-Coulomboùl’angledesdentsdescietanjouelerôleducoeﬃcientdefrottement.Coeﬀicientdynamique,coeﬀicientstatiqueLamo-délisationmicroscopiqueproposéenepermetpasdediﬀé-rencieret.Enrevanche,onpeutdonnerquelquespistespourinterpréterl’inégalité<.∙D’unpointdevuemicroscopique,avantlarupturelaforceàlaquellepeuventrésisterlescontactdansunétat«fusionné»estplusgrandequ’aprèslarupture.∙Deplus,lamiseenmouvementsurlesaspéritésmicrosco-piquestendàsouleverS,c’est-à-direàluiappliqueruneforceverticaleverslehaut.Larésultantedecetteforceavecestdoncinférieureàcequel’ontraduit,fautedepouvoirl’expliciterauniveaumicroscopique,paruncoeﬃcientdefrottementplusfaibleque.∙Enﬁn,lorsqueleglissementalieuils’accompagned’unlabouragequi«lisse»lessurfacesàl’échellemicrosco-
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38I.MÉCANIQUEpiqueetréduitlesaspérités.Celacontribueencoreàauto-entretenirleglissement.Limitationsdesloisd’Amontons-CoulombCettedes-criptionsommaireetlargementperfectiblepermetd’en-trevoircertaineslimitationsauxloisdeCoulomb.Enpre-mierlieu,dèsquelasurfacetendàrejoindrelavaleurde,leraisonnementnetientplus.C’estenparticulierlecaslorsquelachargeesttropimportanteousilesmaté-riauxsonttropmous.Danscescaslescontactss’écrasentimmédiatement.Depluslavaleurdescoeﬃcientsdefrot-tementdépenddespropriétésmécaniquesdusolidesansqu’onsoitcapabled’anticiperl’impactdel’étatdesurfaceouduvieillissementducontact.Onnedécritpasnonplusl’historiquedumatériauquiadhéreraplusoumoinsselonqu’ilaétédéjàbeaucoupéprouvé(cequirejointl’idéedulabourageexposéjusteaudessus).Auxconcours...Cettepartie,quipourraéventuellementserviràl’oral,doitavoiraumoinsleméritedefairepasserunmessageclair:aucunevaleurtabuléedeounepeutservirderéférenceabsoluecarellesdépendentdel’étatdesur-face.Leseulmoyendelesconnaîtrepouruncontactdonnéestdelesmesurersystématiquement.3.2
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Onproposedanscecomplémentdepasserenrevuelesdif-férentsmouvementspossiblesentredeuxsolidesencontact.C’estnotammentl’occasionderappelerquellescontraintess’appliquentàquelsmouvementsetdediscuterdesliai-sonsphysiquesentrediﬀérentssystèmes.Danslescasquisuiventlecontactn’estpassupposéponctueldufaitdelagéométriedessolides(pavé/planparexemple)oudel’écra-sementducontact(sphère/plannotamment).3.2.1Glissement,basculementetpointd’applicationdelaréactiondusupportConsidéronsunpavédecôtéethauteurℎ,demasse,posésurunplanettirédansladirection#»paruneforce#»=#»appliquéeencommereprésentéﬁgure3.5.Lefrottemententrelepavéetleplanesticicaractériséparununiquecoeﬃcient==.Figure3.5–Lepavéestsoumisàuneforcedetraction#»=#»appliquéeen,àsonpoids#»appliquéenetàlaréactiondusupport#»=#»+#»appliquéaupointdontlapositionexacteestinconnueàcestade.GlissementCommençonsparappliqueraupavélethéo-rèmedelarésultantedynamique:#»=#»+#»+#»+#»i.e.̈=−#»+#»−#»+#»Selon#»l’absencedemouvementimpose=.Selon#»ilvient̈=−+etondistinguedeuxcas:∙Soitilyaadhérence(ounon-glissement).Onaalors̈=0donc=.Danscecas,d’aprèslesloisd’Amontons-Coulomb,ondoitavoir≤.Cettesituationnepeutainsiadvenirquesi≤.∙Soitilyaglissement.Onaalors̈=−+.Danscecaslesloisdufrottementsolideimposent==.Onaalors̈=−+etcelanepeutavenirquesi>d’aprèslecasprécédentcequigarantitquë>0etleglissementalieudanslesensattendudespositifs.Pointd’applicationde#»Silesforcesdecontacts’ap-pliquentsurl’ensembledelasurfacecommuneaupavéetauplan,commenousl’avonsdiscutéaucomplément3.1,leurrésultante#»s’appliqueenunpointdontlapositionn’estpasévidente.!Attention:Lepointd’applicationd’uneforceesttoujourslepointdusystèmeparrapportauquellaforcen’exercepasdemoment.Silaforceestponctuellecelasedémontrefa-cilement:admettonsqu’elles’appliqueen,alors#»M(#»)=#»∧#»=#»0.Parexemple,lecentredegravitéd’unsolideestlepointd’applicationdupoids.C’estdonclepointparrapportauquellepoidsn’appliqueaucunmoment:#»M(#»)=#»0.L’équilibredesforcesétantvériﬁé,lepointd’applicationdelaforce#»(commun,donc,à#»et#»)est,pardéﬁni-tion,lepointparrapportauquellemomentde#»estnul:#»M(#»)=#»0.Onpeutalorsdéterminerlapositiondupointenappliquantlethéorèmedumomentcinétiqueenoù
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3.FROTTEMENTSSOLIDES39#»M(#»)=#»M(#»)=#»0:d#»d=#»0carlepavéestàl’équilibre,puis,d’aprèsleTMC,d#»d=#»M(#»)+#»M(#»)+#»M(#»)+#»M(#»)=−(−)#»,d’oùlarelationdéﬁnissantlapositiondupoint:=/.Plusieursremarquess’imposent:∙Sionnetirepassurlepavé(=0),lepointestlapro-jectiondesurlasurfacedecontact.∙Siontiresurladroitedupavé,lepointd’applicationdelaforceestàdroitede.Sionpousse(<0),lepointd’applicationestàgauchede.∙Pluslepavéestlourd,moinslepointd’applications’écartedelaverticalede.BasculementNotonsenﬁnquesi>/2,lepointd’ap-plicationsortdelasurfacedecontactentrelesdeuxsolidescequiestimpossible.L’équilibredesmomentsestnécessai-rementrompuetlesolidebascule.Laconditiondebascule-ments’écrit>2.Cetteconditionpeutêtrevériﬁéesoitpouruneforcetropgrande,soitpouruneforceappliquéetrophaut,cequiestconformeauxmanifestationsquotidiennesdecettesitua-tion.Àl’inverse,cetteconditionestd’autantplusdiﬃcileàremplirquelepavéestlarge(grand)etlourd(élevée).!Attention:Onpourraitpenserquelecoeﬃcientdefrottementnejouepasderôledanslaconditiondebasculement.Celan’estpasexact,carlerôledeestcachédansleshypothèses:eneﬀet,pouravoir=alorsquelepavéestimmobile,ondoitavoir≤.Silaforcedépassecettelimiteavantdevériﬁerlaconditiondebasculementonauraglissementdupavé.RemarqueLemêmeraisonnements’appliquepourunpavéposésurunplanqu’oninclineraitprogressivement.3.2.2RoulementetpivotementLesolideSpeutaussiavoirdesmouvementsderotationparrapportàΣ.Lorsquelarotationsefaitautourd’unaxeduplandecontactonparlederoulementtandisqu’onparledepivotementlorsquelarotationsefaitautourdel’axeor-thogonalaucontact.Onillustrecesdeuxmouvementssurlecasintuitifd’unesphèresurunplanﬁgure3.6.Figure3.6–Mouvementsd’unesphèresurunplan.RoulementsansglissementDanslecasgénéral,rienn’empêchelasphèredeglissersurlesupport.Lemouve-mentestalorsunecombinaisonduroulement,glissementetpivotement.C’estunmouvementcompliquéetdontlarésolutionestdiﬃcilementaccessiblemaisquineseren-contrequ’àderaresoccasions,laplusclassiqueétantlabouledebillardsursatable.Danslatrèsgrandemajoritédescasd’étude,onfaitl’hypothèsesupplémentairederoule-mentsansglissementc’est-à-direqu’onimpose#»(S/Σ)=#»R(∈S)−#»R(′∈Σ)=#»0.Onestalorssouventdanslecasreprésentéﬁgure3.7.Figure3.7–Descriptioncinématiqued’unesituationderoulementsansglissement.Cettehypothèseal’avantaged’imposeruneconditionci-nématiquesupplémentairequiaideàclorelesystème.Eneﬀet,ona#»R(∈S)=#»R(′∈Σ)etlesupportétantimmobile,#»R(′∈Σ)=#»0.Lesolideétantenrotationdevecteur#»Ω=̇#»ona,parcompositiondesvitesses,#»R()=#»R()+#»∧#»Ω=#»0−#»∧̇#»,d’oùlarelation:#»(/R)=̇#».
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40I.MÉCANIQUEFrottementsderoulementetdepivotementEnréa-lité,lecontactn’estpasrigoureusementponctuel(ils’écrase),desortequ’ils’opposeàlamiseenrotationdelasphèreparunmoment#»Γ=#»Γ+#»Γ.Leraisonnementestparfaitementanalogueàladécompositionde#»=#»+#»(voirﬁgure3.6):∙#»Γs’opposeaupivotement,∙#»Γs’opposeauroulement.Deplus,desloistoutàfaitsimilairesauxloisd’Amontons-Coulombpeuventêtreécrites(voir[TLM]).Notamment,ilexisteuncoupleminimalàappliqueràlasphèrepourquelemouvementdepivotementouderoulements’amorce.!Attention:Dèslorsquelecontactestsupposéponctuelcesmo-mentssontnécessairementnuls.3.2.3LiaisonsUneliaisonestunmodèlerendantcompted’undispositifquimetdeuxsolidesencontactenautorisantounoncer-tainsmouvementsrelatifs([Dict]).∙Lorsqu’onforceunmouvementautoriséparlaliaisononpeuttransmettreuntrèslégereﬀortdufaitdesfrotte-ments.Laliaisondissipealorsunepuissanceliaison.∙Lorsqu’onforceunmouvementrelatifinterditparlaliai-soncelle-citransmetautomatiquementtousleseﬀortsdetranslationetrotation,jusqu’àruptureéventuelle.Uneliaisonestditeparfaitesiliaison=0,autrementdits’iln’yapasdefrottementlorsdesmouvementsrelatifsauto-risés.Engénérallesfrottementsdissipentdel’énergieetonaplutôtliaison<0.Étudionsquelquesexemplescommuns:Laliaisonglissièreestlaplussimple(quoiquerarementrencontréedanslesexercices).Elleautoriseseulementlatranslationselonl’axedeliaisonettransmettouslesautreseﬀorts.Uneliaisonglissièreparfaiten’exercepasdefrotte-mentlorsd’unmouvementdetranslationsuivantsonaxe.Laliaisonrotuleautorisetoutelesrotationsautourd’unpointmaisaucunetranslation.C’estparexemplelaliaisonquipermetd’attacherunpenduleàsonsupport5.Laliaisonrotuleparfaitenes’opposeàaucunedestroisrotationsdesortequeliaison=#»Γ⋅#»Ω=0pourtout#»Ωdonc#»Γ=#»0.Ainsilemomentrésultantdesactionsestnul,maispasleurrésultanteelle-même.Laliaisonpivotestuneréductiondelarotuleetpermetlarotationautourd’unaxeseulement.C’estlaliaisonquipermetd’accrocheruneroueàsonsupportparexemple.Laliaisonpivotparfaitedoitvériﬁerliaison=#»Γ⋅#»Ω=0maiscettefois#»Ωestrestreintauxrotationsautourdel’axeΔdelaliaisondesortequ’onconclutseulementΓΔ=0.RemarqueUneliaisonpivotavec#»Γ⋅#»Ω>0,doncmotrice,permetderendrecompteducomportementd’unmoteur.Cestroisliaisons,quisontlesplusclassiques,sontrepré-sentéesﬁgure3.8.Figure3.8–Représentationschématiquedetroisliaisons.5.Enréalitélaplupartdespendulesn’ontpasleurtroisrotationslibresetsonplutôtreliésausupportparuneliaisonpivot.Onpourrapréférer,pourexempledeliaisonrotule,l’attached’unecaravane.















[image: background image]

[image: background image]


3.FROTTEMENTSSOLIDES413.3
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ConseildidactiqueL’intérêtdecetteétudeestdouble.D’unepartlesys-tèmeensoiestpertinentcarilpeutêtreprésentéenmontageetmodélisedesphénomènesphysiquesréel.D’autrepartl’exempleestdidactiquementintéressantpourintroduirel’étuded’unealternancedephasesdeglissementetdenon-glissement.Pourapprofondironrenvoieaussiàl’étudedu«ﬁxe-glisse»(voirnotam-ment[CPGE2,1]).L’étudedesoscillateurs,menéeauchapitre2,doitêtrecom-plétéeparcelledel’oscillateuramortiparfrottementsso-lidescarchangerlaformedel’amortissementmodiﬁedras-tiquementlaphénoménologieetletraitementmathéma-tiquedusystème.Danscecomplémentunmobileparallélépipédiquedemasseestposésurunplanetreliéàunpointdeﬁxationparunressortdelongueuràvide0etderaideur.Lecontactentrelesolideetleplanestcaractériséparununiquecoeﬃcientdefrottement(onidentiﬁeà).Lapositiondumobileestrepéréeparl’abscissedupointd’attacheduressort,=0correspondàunressortaurepos(=0).Cesystèmeestdécritﬁgure3.9.Figure3.9–Situationétudiéedanscecomplément.3.3.1PremièrephasedumouvementÀl’instantinitial=0,lemobileestplacéen0.Lesforcesquis’exercentsurluisontalors∙sonpoids#»=−#»,∙lerappelduressort#»=−#»,∙larésultantedesactionsdecontact#»décomposéeselon#»=#»+#».Lecontactestgarantisi#»=#»avec>0et,àcestade,onnote#»=#»avecdesigneinconnuapriori.!Attention:Insistonsunedernièrefoissurlefaitqu’ilestprimor-dialdedéterminersoigneusementlesensde#»et#»pourensuiteécrirelesloisdeCoulombsanserreur.Leprincipefondamentaldeladynamiqueappliquéaumo-biledansleréférentieldulaboratoiresupposégaliléens’écritimmédiatementenprojectionsur#»et#»:̈=−+,0=−+.Ladeuxièmeéquationpermetd’exprimer=.Lapremièrephasedumouvementdépenddurapportentrelaforcederappeletlacomposantetangentielle.Tantque0≤,c’est-à-dire0≤/onpeutvériﬁerl’inégalité=0≤=sanscontredirelaloid’Amontons-Coulombsurlefrottementstatique:lasitua-tiond’adhérencepersiste,lemobileresteimmobile.Celapermetd’énoncerlecritèred’arrêtdel’oscillateurdusystème:̇=0et∈[−,]où=.(3.1)Onconstatedoncquel’oscillateurpeuts’arrêterenunpoint≠0.Onparledeplaged’arrêt.IncertitudedecertainsinstrumentsdemesureCetteplaged’arrêtpeuts’avérerproblématiquepouruncertainnombredecapteursdontl’indicateurestmécanique.Prenonspourexempleunebalancedontl’aiguillepointeunemasse0lorsqu’elles’arrêteàlaposition0.Lorsqu’ondéposeunetellemassesurlabalancel’aiguilleoscillebrièvementautourde0etin-terromptsonmouvementenunepositionquipeutdiﬀérerde0dufaitdelaplaged’arrêtdel’oscillateuràfrottementssolides.Siaucontraire0>,laforcederappelesttropfortepourêtrecompenséeparlesfrottementsetlepavéentameunephasedeglissement.Onchangealorsdecasd’applicationdesloisd’Amontons-Coulomb.Prenonspourﬁxerlesidées0>(leressortestétiré),alorsleglissements’eﬀectueverslagaucheaveċ<0.Ona,d’aprèslesditeslois,#»⋅#»=̈<0donc>0,et===.L’équationdumouvementestdonc̈=−+oü+20=,(3.2)quiestl’équationd’unoscillateurharmoniquedepulsation20=/excentré.Eneﬀet,silasolutionhomogènerestehom()=cos(0+)ondoitluiajouterunesolutionpar-ticulièrequivautpart()==/20.Lasolutiongénérale,satisfaisantauxconditionsinitiales(0)=0eṫ(0)=0est()=(0−)cos(0)+,desortequel’oscillationsefaitdemanièrecomplètementsi-nusoïdalemaisautourde.Cettepremièrephase,représen-téegraphiquementsurlaﬁgure3.10,estvalabletantqu’ilyaglissementc’est-à-direjusqu’auprochainpointd’annula-tiondelavitessedupavé.
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42I.MÉCANIQUE02345670−0−0()Figure3.10–Premièrephasedumouvementlorsque0>.Ils’agitd’unbranchedesinusoïdecentréesur.Tracéef-fectuéavec0=12,5,̇0=0et=1.!Attention:Cetteformulation«L’oscillationsefaitdemanièrecomplètementsinusoïdalemaisautourde»pourraitlaissercroirequ’iln’ypasdeperted’énergie.Laﬁ-gure3.10montrebiencependantquel’oscillateurestfreinépuisqu’ilvamoinsàgauchequesonpointdedé-partn’étaitàdroite.Laperted’énergieestdonc«ca-chée»dansl’excentricitédel’oscillation.3.3.2SuiteetfindesoscillationsÀlaﬁndecettepremièreoscillationlesolidesetrouveen−0+2avecunevitessenulle.Onestalorsramenéàlasituationinitialeavecunepositiondiﬀérente.Lamêmedi-chotomies’applique.∙Silemobileestdanslaplaged’arrêtlaforcederappeln’estpassuﬃsante,lesolideresteimmobileetlesoscilla-tionss’arrêtent.∙Siaucontrairelerappelduressortestsuﬃsantpourmettrelesolideenmouvement,ilreprendsonoscillationharmoniquemaiscettefoisleressorttireversladroiteetlavitessedeglissementchangedesens.Pourvériﬁer#»⋅#»<0,#»seretourneàsontouretdevientné-gatif.Leprincipefondamentaldeladynamiquedonneenprojectionsur#»donnetoujours:=et̈=−+,maiscettefoislesloisd’Amontons-Coulombutiliséesdanslecasduglissementimpliquent=−==etlanouvelleéquationdumouvementesẗ+20=−.Latrajectoireestànouveauunearchedesinusoïdemaiscentréecettefoissur−.Lamêmedémarches’appliquejusqu’àcequelemobiles’im-mobilisedanslaplaged’équilibre.Lemouvements’arrêtealorsdéﬁnitivementmêmesileressortn’apasretrouvésapositionderepos.Latrajectoiredel’oscillateuramortiparfrottementsolideaucoursdutempspeutainsiêtrecomplé-téecommeprésentéﬁgure3.11.M3.3.3EnveloppedesoscillationsOnavuauchapitre2quelesoscillationsamortiesparfrot-tementsﬂuidessontenveloppéesentredeuxexponentielles.Iln’enestpasdemêmepourl’oscillateurétudiéici.Eneﬀet,lepointdedépartinitialesten0etonamontréquel’extré-mitésuivanteétaiten−0+2.L’équationdeladeuxièmebranchedesinusoïdeest6()=cos(0)−etdoitvéri-ﬁer−−=−0+2desorteque=0+3etleprochainextremaesten−=0−4,etc.Lapositiondu-ièmemaximumestdoncdonnépar=0−4(−1)etcelledu-ièmeminimumest=−0+2+4(−1).L’unetl’autresuiventdoncunesuitearithmétiquequisetraduitparunefonctionaﬃnedutemps.Lesoscillationsdel’oscil-lateuramortiparfrottementssolidessontdoncenveloppéespardesdroitescommeonpeutlevoirsurlaﬁgure3.11.02345670−0−0()Figure3.11–Trajectoiredel’oscillateuramortiparfrot-tementssolides.C’estunesuccessiondebranchesdesinu-soïdecentréesalternativementsur=/20et−.Onasuperposél’enveloppedesoscillations.6.Pourlecalculdanscettedeuxièmebranche,onchangel’originedestempsdesorteque=0coïncideavecl’extremum−0+2.
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3.FROTTEMENTSSOLIDES43!Attention:Onretiendraquatrediﬀérencesmajeuresavecl’oscilla-teuramortiparfrottementsﬂuides.1.Ilexisteuneplagedepositionsd’équilibreetnonunepositiond’équilibreunique.2.Lesolides’arrêteenuntempsﬁnilàoùilfautthéo-riquementuntempsinﬁniàl’oscillateuramortiparfrottementsﬂuidespourquelesoscillationscessent.3.Ladécroissancedel’amplitudedesoscillationsestlinéaireetnonexponentielle.4.Lesoscillations(tantqu’ellesontlieu)sefonttou-joursàlapulsationpropredusystème0tan-disquecellesdel’oscillateuramortiparfrotte-mentsﬂuidesenrégimepseudo-périodiquesefontà0√1−1/42.3.3.4PortraitdephaseLeportraitdephaseaétéintroduitauchapitre2etnouspro-posonsicidel’appliqueràunsystèmenonlinéairesimple,l’oscillateuramortiparfrottementssolide.Onaétablileséquationsdumouvement:̈+20=lorsquė<0̈+20=−lorsquė>0.Lestrajectoiresdansleplandephasesontdesarcsdecerclessuccessivementcentréssurdanslapartiė<0(demi-espacedubas)etsur−lorsquė>0(demi-espaceduhaut).Cettesuccessioncontinuejusqu’àcequel’oscillateuratteignelaplaged’équilibreets’yarrête.Onconstatequelestrajectoiresduportraitdephasenesontpasdesellipses,cequiconﬁrmequelesystèmeestnonlinéaire.Parailleursonperçoitdenouveaul’intérêtdesportraitdephase:laméthodedetracéétantcomprise,onpourrareprésentergraphiquementetrapidementtoutetra-jectoireconnaissantlepointdedépart(0,̇0).RemarqueAusujetduportraitdephasedesoscillateurs,recom-mandonsànouveaulalecturedelaréférence[4].Figure3.12–Portraitdephasedel’oscillateuramortiparfrottementssolides.Lesegmentnoir[−,]surl’axė=0représentelaplaged’arrêt.Lestraitspointillésreprésententlesphasesdumouvementautourdupoint−tandisquelestraitspleinsreprésententcellesautourde.Chaquearcdetrajectoireestundemi-cercledecentre±.Onaprispourletracé0=12.5,̇0=0et=1.Références

Référencespourcechapitre[1]B.Salamitoetal.Physiquetout-en-unMP.Dunod,2014.[2]F.P.BowdenetD.Tabor.TheFrictionandLubricationandSolids.OxfordClassicalTexts,1954.[3]H.Hertz.«Surlecontactentrecorpsélastiques».JFürReineAngew.Math.92(1881).[4]H.GiéetJ.-P.Sarmant.«Leportraitdephasedesoscillateurs».BUP86.744(1992).Référencesusuelles[CPGE2]RéférencesdiversesdeCPGE2èmeannée.[Dict]R.Taillet,L.VillainetP.Febvre.Dictionnairedephysique.4èmeédition.DeBoeck,2018.[TLM]L.Bocquet,J.-P.FarouxetJ.Renault.Toutelamécanique.Coursetexercicescorrigés.Dunod,2002.
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Laspéciﬁcitédesforcescentralesparmitouteslesforcesdisponiblesenphysiquepourraitlaisserpenserqueleurétudeestdérisoire.Cependant,ellestirentuneimportanceconsidérabledufaitqu’ellesenglobentlesdeuxinteractionsprédomi-nantesàl’échellehumaine:lagravitationetl’électrostatique.Celles-cisontd’ailleursnonseulementcentrales,maissurtoutnewtoniennes,cequiconfèreauxtrajectoiresassociéesdespropriétésagréablesquenousauronsl’occasiondedétailleraucomplément4.1.Lesecondcomplémentportesurleproblèmeàdeuxcorpsquiestunmodèleimportantdelamécaniqueclassique,notammentdufaitqu’ilsoitexactementintégrable,cequin’estpaslecasdesproblèmesàtroiscorpsetplus.Lecasgénéralestenﬁnabordéaucomplément4.3etpermetnotammentdemettreenexerguelaspé-ciﬁcitédestrajectoiresferméesdanscetypedeproblèmes.Auxconcours...L’étudedesforcescentrales,notammentdelaforcegravitationnelle,revientfréquemmentàl’oraldel’agrégation.Àl’agrégationinterne,unexposéestintitulé«Gravitationetmouvementsképlériens»,tan-disqu’àl’agrégationspécialeonretrouveletitre«Gravitation».Deplus,letitre«Équilibreetmouvementdansunchampdeforcecentraleconservative»aétéproposéàlasession2022del’agrégationexterne.SommaireFichesynthèse....................................................464.1Calculdestrajectoires................................................494.1.1Équationdumouvementdansunpotentielnewtonien...........................494.1.2Caractérisationdelatrajectoire........................................504.1.3Uncasparticulierrépulsif,l’expériencedeRutherford...........................534.1.4Perturbationsdumouvement.........................................554.2Problèmeàdeuxcorps...............................................574.2.1Miseenéquation................................................584.2.2Étudedumouvementrelatif..........................................584.2.3La«vraie»3èmeloideKepler.........................................594.2.4Application:méthodedesvitessesradiales.................................594.3Étudegénéraledespotentielscentraux.Trajectoiresfermées...........................604.3.1Complémentssurl’étudedupotentieleﬀectif................................604.3.2Étatsliésettrajectoiresfermées........................................61
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46I.MÉCANIQUEFiche

synthèse

Uneforceestcentraledansleréférentield’étudesi,quellequesoitlapositiondupointsurlequelelles’applique,elleestportéeparladroiteliantàunpointﬁxedansceréférentiel.Lepointestalorsappelécentredeforce.Sielleestorientéeverselleestattractive,sinonelleestrépulsive.!Attention:Lecomplément4.2surleproblèmeàdeuxcorpsmontrequ’uneforcepeutêtrecentraledansunréférentieletquelconquedansunautre.ConservationdumomentcinétiqueetconséquencesConsidéronsunpointmatérielsoumisuniquementàuneforcecentrale#»decentre.Laforceestcolinéaireà#»etsonmomentenestdoncnul:#»M(#»)=#»∧#»=#»0.Ainsi,parlethéorèmedumomentcinétiqueennotant#»()=#»,onad#»/d=#»0etonendéduitquelemomentcinétiqueparrapportàseconserve.Celaentraînedeuxpropriétés.MouvementplanConsidérons,commesurlaﬁgure4.1,leplan(P)orthogonalà#»etcontenant.Aucoursdumouvement,#»estconstantetorthogonalà#»donc#»esttoujourscontenudans(P).Figure4.1–Pointsoumisàuneforcecentraledecentre.Ondéﬁnitlescoordonnéespolaires(,)dansleplandumouvement.Ainsi,lemouvementapriori3Ddedanslechampdeforcecentralesetrouverestreintàunplan(2D)quidépenddesconditionsinitialesetn’estdoncpaslemêmepourtouslessystèmesévoluantsousl’inﬂuenceduchampdeforceconsidéré.Ilestalorsjustiﬁéd’utiliserlescoordonnéespo-laires(,)dansleplandumouvement.Lesnotationsutili-séesdanslasuitesontpréciséessurlaﬁgure4.1.LoidesairesEncoordonnéespolaires,lemomentciné-tiques’écrit#»()=#»∧#»=2̇#».Ainsi,laconservationde#»impliquequelaquantité=2̇estconservée1.Lepremiereﬀettangibledelaconser-vationdeestquelescorpsévoluantprocheducentredeforce(faible)tournentplusrapidement(̇important)queceuxquiensontéloignés.VitesseangulairedesplanètesCettepropriétés’observesurlesplanètesdusystèmesolaire:Mercure,quiestlaplusprocheduSoleil,enef-fectueletourcompleten88jourstandisqueNeptune,quiestpluséloignée,met165ans.Onpeutaussirelieràlavitessearéolaire.Parpropriétéduproduitvectoriel,l’airedbalayéependantdparlevecteur#»est(voirﬁgure4.2)d=12‖#»()∧d#»‖=12‖#»()∧#»()‖d⇒dd=12‖#»‖=2.Lefaitquesoitconservéeimpliquedoncqued/destconstante:l’airebalayéeentreet+destlamêmequelquesoit.Cerésultatestconnusouslenomdeloidesaires.Figure4.2–Calculdelavitessearéolaire.1.Onverraaucomplément4.3.1quelaconservationdecettequantitétraduitl’existenceunebarrièredepotentieleﬀective.
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4.FORCESCENTRALES47!Attention:Cespropriétéssontvraiespourtouteforcecentrale,quellequesoitlaformedupotentielassociéetqu’ellesoitconservativeounon!Casdesforcescentralesconservatives-TrajectoiresLaconservationduterme2̇permetd’exprimerl’énergiecinétiqueuniquementenfonctiondeetdesesdérivées:=12̇2+12(̇)2=12̇2+222.Sidepluslaforceconsidéréeestconservative,elledérived’uneénergiepotentiellequinepeutdépendrequedelacoordonnéeradiale2()desortequel’énergiemécaniques’écrit=()+12̇2+222.(4.1)!Attention:Danslecasd’uneforceconservative,s’exprimeenfonctiondelaseulevariableetdesesdérivées,etsavaleurestconstanteaucoursdumouvement.Ladescriptiondumouvementtridimensionnel,précédem-mentramenéeàl’étuded’unmouvement2,estﬁna-lementréduiteàl’étuded’unmouvementàununiquedegrédeliberté.C’estlàtoutl’intérêtdesmouvementsdansunchampdeforcecentrale!UneforcecentralenonconservativeSoitunpendulesimpledemasseattachéenetlâ-chéinitialementd’unangle0.Latensionduﬁlétantàtoutinstantorientéevers,ﬁxedansleréférentieldulaboratoire,c’estuneforcecentrale.Enrevancheellen’estpasconservative.Onpeuteneﬀetmontrerquedépenddeselon:=(3cos−2cos0).Or,pourqu’uneforceconservativedépendedeilfautquel’énergiepotentielledontelledériveendépendeaussimaisceciengendreraitselon#»unecomposantenonnulleetlaforceneseraitpluscentrale.L’expressiondel’énergiemécaniquepermetl’analogieavecunproblèmeunidimensionneldont:∙l’énergiecinétiqueserait12̇2,∙l’énergiepotentielleserait,eﬀ=()+222.Cesecondtermeestappeléénergiepotentielleeﬀectivedanslesensoùilest«eﬀectivement»àprendreencomptepourdécrirelemouvementradial.Étantdonnéqu’ilnedé-pendquede,ilpourraêtrereprésentégraphiquement.Celapermet,connaissantàl’instantinitial,dedétermi-nerlecomportementdusystème.C’estcequenousavonsfaitdanslecasgénéralaucomplément1.1.2etquenousap-pliquonsci-dessous,ﬁgure4.3et4.4,danslecasparticulierdupotentielnewtonien.Lespositionsaccessiblesétantdé-terminées,ladescriptiondestrajectoirespossibles,deleurformeetdeleuréquation,estprésentéedanslecomplément4.1.Uneinterprétationpluspousséedecepotentieleﬀectifestprésentéedanslapartie4.3.1.CasdupotentielnewtonienOnappelleforcescentralesnewtonienneslesforcesdontl’expressionestdelaforme#»=−#»#»3=−2#»,sionseplaceencoordonnéespolairesdecentredansleplandumouvement.Lecaractèreattractifourépulsifdelaforceestliéausignede.DeuxforcescentralesnewtoniennesLecorpsplacéenétantsupposéﬁxe,lagravitationetl’interactioncoulombiennesontdeuxforcescentralesnewtoniennesayantrespectivementpourvaleurde:∙grav=G>0,cetteforceesttoujoursattrac-tive.∙elec=−40,dontlesignedépendduproduitdescharges.L’énergiepotentielleassociéeàuneforcecentralenewto-nienne,ditepotentielnewtonien,estdelaforme()=−.Onpeuttracerpourcepotentiellesdiagrammesd’énergieassociésauxcasattractif(>0)etrépulsif(<0)etin-terpréterlespositionsaccessiblesenfonctiondel’énergiemécaniquedusystème.Danslecasattractif(ﬁgure4.3)troistypesdetrajectoiressontpossiblesenfonctiondelavaleurinitialedel’énergiemécanique.∙Si=(0)lesystèmenepeutatteindrequelaposition=0etlatrajectoireestcirculaire.∙Si(0)≤<0lesystèmeatteintlespositionscom-prisesentreminetmaxetlatrajectoireestbornée.∙Si0≤lesystèmeestdansunétatdediﬀusionetaccèdeàtouteslespositionssupérieuresà′.2.Sinon,larelation#»=−#»gradimpliqueraitl’apparitiond’unecomposantedelaforcesurunautrevecteurque#»etbriseraitsoncaractèrecentral.
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48I.MÉCANIQUE00222()()Figure4.3–,eﬀ()danslecasattractif(>0).Lacourbed’énergiepotentielleeﬀectives’obtientgraphiquementensommantcelledupotentielnewtonienauterme2/22.Elleadmetunminimumdanscecas.Onareprésentél’éner-gied’unétatlié(<0)etlesbornesdepositionassociées.Danslecasrépulsif(ﬁgure4.4)lesystèmeestdansunétatdediﬀusionquellequesoitlavaleurde.00222()()Figure4.4–,eﬀ()danslecasrépulsif(<0).Lacourbes’obtientcommesurlaﬁgure4.3etesticistrictementdé-croissante.ConseildidactiqueL’étudedesforcescentralesauprogrammedeCPGEfaitintervenirtroishypothèsessuccessivesdeplusenpluscontraignantes:∙lecaractèrecentral;∙lecaractèreconservatif;∙lecaractèrenewtonien.Ilestcrucialdebiendistinguerlesrésultatsquirelèventdechacunedeseshypothèses.Rappeldequelquespropriétésrelativesàl’étudedelagravitationLesloisdeKeplerontétéétabliesaudébutduxviiesiècleàpartirdesobservationsd’astronomescommeTychoBrahe,CopernicouGalilée.Ellesénoncent:1.Lesplanètesdécriventdestrajectoireselliptiquesdontundesfoyersestoccupéparlesoleil.2.Lessegmentsplanète–soleilbalaientdesaireségalespendantdesduréeségales3.3.Lapériodederévolutiond’uneplanèteestliéeaudemi-grandaxedesatrajectoireelliptiquepar:23=42G,oùestlamassedusoleil.Onintroduitenﬁnlesvitessescosmiques(pourunastredemassederayon):∙lapremièrevitessecosmiqueestdéﬁniecommelavitessequ’auraituncorpsenorbiteàlasurfacedel’astreetvaut1=√G/;∙lasecondevitessecosmique,aussiappeléevitessedelibé-ration,estdéﬁniecommelavitesseminimaleàcommuni-queràuncorpssituéàlasurfacedel’astrepourleplacerdansunétatlibre.Ellevaut2=√2G/.Ilestcohérentquecesdeuxvitessescroissentaveclamasseetdécroissentlorsquelerayondel’astreaugmente.3.Cetteloiestlapremièreexpressionhistoriquedelaloidesaires.Sielleaeﬀectivementétéd’aborddécouvertepourlagravitationcelanedoitpasfaireoublierquec’estunepropriétégénéraledesforcescentrales.
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4.FORCESCENTRALES494.1

Calcul

des

traject

oires
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On reprend I'exemple des ressorts couplés, présenté
dans la section 2.4.1. Ce systéme correspond au cas étu-
dié ici avec

, K+k k ko\°
wy = ; a:; et y= .

m k+K

Ce systéme est étudié dans [12] : les deux vecteurs
propres sont

Y

On observe donc que I'un des modes ne
pulsation par rapport au cas non couplé
mode symétrique : les masses oscillent
ressort du milieu ne se contracte ou se

Tout se passe comme si les masses n’étaient
plées.

Attention :

En observant les tracés de A, et A, en
dans I'exemple précédent, on pourrait p
cine correspondent pas a I’équation (2.19).
écueil classique : il ne faut pas oublier
également de y. Dans 'exemple, on avait

,_ k1 K 1

T myy mi-y

1l est donc important de garder en téte
des quantités @y, a et y en les différents
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VMi=X1+tXp €1 Y=-X+X.

Les valeurs propres correspondantes sont alors

K
/1120’3(1_\/7):;

K+2k K1+
A= @1+ y) = p :Z%
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marquant que l'on a
g(t) = R(g(t) avec g(t) = ge'".

Les coefficients du membre de gauche de

tion (2.3) sont tous réels : on peut alors écrir
R(x(2)) et la fonction x vérifie alors I’équation
avec g donné par ge''.

Pour comprendre pourquoi tout signal réel
mettre sous la forme (2.4), il est cependant né

de faire appel a la transformée de Fourier (voir
dice) : cette étape est donc admise dans les classes
CPGE.
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des réponses s’observe bien. En effet, 'usage naturel
d’un diapason est de frapper celui-ci fortement puis
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lération, etc. Cependant cela serait d’'un intérét limité
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d’autre part le raisonnement suivi serait rigoureuse-
ment le méme.
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