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Avant-propos`alahuiti`eme´editionCelivre,issud’uncoursd’int´egrationdispens´edurantplusieursann´eesenLi-cencedeMath´ematiques`al’Universit´eParisXIIValdeMarnepuis`aSorbonneUniversit´e(anciennementUniversit´eParisVIPierre&MarieCurie)ainsiquede-puis2014entroisi`emeann´ee(niveauL3)`al’INSARennes,estprioritairementdestin´eaux´etudiantsachevantleurparcoursdeLicence(L3)ouentamantunpar-coursdeMaster(M1)sp´ecialis´eenMath´ematiques.`Aunpremierniveaudelec-ture,nousyexposonslesbasesindispensablesdelath´eoriedeLebesgueetsespremi`eresapplications.Lesconnaissancesrequises`al’usagedecetouvragesontcellesd’un´etudiantissudedeuxi`emeann´ee(niveauL2).Enoutre,nousavonssou-hait´equelelecteurpuisseytrouvermati`ere`ar´ef´erenceau-del`adelalicence,enmaˆıtrise,pourl’agr´egation,voireentroisi`emecycle.C’estdanscetteoptiquequenousavonscompl´et´ecepremierniveaudelectureparlad´emonstrationd´etaill´eedesgrandsth´eor`emesclassiquesdelath´eorie(constructiondelamesuredeLebesgue,th´eor`emesdeRiesz,deLusin,etc.).Parall`element,nousavonsmisl’accent,`atra-versdenombreusesapplications,surlapuissancedel’int´egraledeLebesguedanstouslesprobl`emesmettantenjeudesinterversionsdessymbolesd’int´egraleetdelimite.Chaquechapitres’ach`eveparunesectiond’exercices,mˆelantdes´enonc´esdesimplemanipulationdesd´eﬁnitionsetdes´enonc´esplusambitieux.Pourlaplupartdesexercices,lelecteurpeuts’appuyersurdesindicationsre-group´eesenﬁndevolume,danslechapitre18.Noussavons,eneffet,parexp´eriencequedesindicationsplutˆotquedescorrig´esd´etaill´esdesexercices,permettentaulecteur–nouspensonsparticuli`erementaux´etudiantsquidoiventˆetreacteursdeleurapprentissagedesmath´ematiquesetseconfronterauxdifﬁcult´esdeladisci-pline(Figure1ci-contre)–demieuxs’approprierlestechniquesfondamentalesdel’int´egraledeLebesgue(th´eor`emedeconvergencedomin´ee,th´eor`emesdeFu-bini,changementdevariables,convolution,transform´eesdeFourieretdeLaplace).N´eanmoins,lesnouveauxexercicessurlestransform´eesdeFourieretdeLaplaceainsiquequelquesautresplusanciensyfontl’objetdecorrectionsplusd´etaill´ees.Plusg´en´eralement,cechapitre18regroupedesindicationsder´esolutionfonc-tiondeladifﬁcult´edesquestionspos´ees.Lesexercicesdanschaquechapitrenesuiventpasn´ecessairementl’ordreduchapitre.Cetteconﬁgurationdevraitper-mettreauxlecteursdebutineraugr´edesdifﬁcult´es,telsdesabeillesouvri`eres.Ilspourrontainsid´emontrer–vianeufapprochesinspir´eesenpartiedelacompila-tiondeR.Chapman(1)etd´eclin´eessousformed’exercicesauﬁldeschapitres(cf.Bˆaledansl’index)–lac´el`ebreformulesuivante,´etabliepourlapremi`erefoispar1.R.Chapman,“Evaluatingζ(2)”,DepartmentofMathematics,UniversityofExeter,07-2003.
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12Avant-proposlemath´ematiciensuisseEuleren1735(2):+∞n=11n2=π26,oubienles´etonnantesidentit´essuivantes(cf.exercices15.24et15.25):π=n∈Zsinnn=n∈Zsin2nn2=Rsin2xx2dx=Rsinxxdx=π,quiillustrentl’intimit´eentred´enombrabilit´e,sommationetint´egration,troisno-tionsindissociablesdelath´eoriedel’int´egraledeLebesgue.Lath´eoriedel’int´egrationpeutˆetreabord´eenaturellementsousdeuxanglestr`esdiff´erents:lapr´esentationfonctionnelle,issuedeBourbaki,quiprolongel’int´egraledeRiemannvialeth´eor`emederepr´esentationdeRiesz,etl’approcheabstraite,quis’appuiedirectementsurlanotiondemesurepositive.Nousavonschoisilasecondevoie,nonseulementpoursoncaract`ere(paradoxalement)plusconcret,maisaussiparcequ’ellepermetl’introductionnaturelledesprobabilit´esetdelastatistique.Lacontrepartiepourlesfuturs“analystes”estsansdoutedelongsd´eveloppementssurlamesurabilit´e.Quoiqu’ilensoit,ilnoussemblequelamesureabstraiterestelaplusaccessibledesdeuxapprochespourles´etudiantsd’aujourd’hui,sansdouteparsoncaract`eremoinstopologique.L’ouvragesediviseensixparties:–LapartieI,rappelsetpr´eliminaires,apr`esunbrefretoursurl’int´egrale´el´ementairequipermettrademettreenperspectivelesatoutsd´ecisifsdelath´eoriedeLebesgue,estessentiellementconsacr´ee`aquelques´el´ementsdeth´eoriedescardinauxetdetopologie.Lanotionded´enombrabilit´e,aucœurdel’approchedeBoreletLe-besgue,estnotoirementmalconnuedes´etudiantsdepremiercycle.L’occasionleurestdonn´eedefairelepointsurcettequestion.Les“rappels”detopologiemˆelentquelquesd´eveloppementssurlesnotionsdebased´ej`avuesencoursdestructuresm´etriques`adespointsplustechniques–las´eparabilit´enotamment–quiser´ev`elerontindispensables`alasuitedenotrepropos.–LapartieII,th´eoriedelamesure,bˆatitlesfondationsdelath´eoriedel’int´e-gration:tribus,fonctionsmesurables,mesurespositives.Unaccenttoutparticu-lierestmissurlamesuredeLebesgue.Plusieursvoiesd’approfondissementsontd´evelopp´ees:leth´eor`emedeCarath´eodoryetlaconstructiondesmesuresdeLe-besgueetStieltjessurladroiter´eelle;lar´egularit´edesmesuressurdesespaceslocalementcompactsous´eparablescomplets.–LapartieIII,th´eoriedel’int´egration,d´ebuteparlaconstructiondel’int´egraleausensdeLebesgue.Onenchaˆıneparlestroisth´eor`emesclassiques(BeppoLevi,2.L.Euler,“Desummisserierumreciprocarum”,CommentariiacademiaescientiarumPetropo-litanae,vol.7(1740),123-134.Archiv´edansOperaOmnia,Series1,vol.14,73-86(E41).






Avant-propos13Fatou,Lebesgue)etlesoutilsd’´etudedesint´egralesd´ependantd’unparam`etre(continuit´eetd´erivationponctuellesouslesignesomme).LesespacesLpetlesth´eor`emesdedensit´e–dontleth´eor`emedeLusin–sontd´evelopp´esensuite,puisviennentlamesureproduit,lesth´eor`emesdeFubinietleth´eor`emedechangementdevariablesainsiqueleursapplicationsaucalculd’int´egralesmultiples.Cettepar-ties’ach`evesurlanotiondecompl´etiondemesureetsursescons´equences,enparticulierleth´eor`emedeFubini-Lebesgue.–LapartieIV,convolutionettransform´eesdeFourieretdeLaplace,estconsacr´ee`adesprolongementsessentielsdelath´eoriedel’int´egration:laconvolutionsurRdetlestransform´eesdeFourieretdeLaplacesurRd,outilsdebasedel’Analysehar-moniquemaisaussidesProbabilit´es.Cesnotionspeuventˆetrevuescommedesap-plicationsimportantesdesth´eor`emesdeconvergencesdelapartieIII.Laconvolu-tionaveclanotiond’identit´esapproch´eesestunoutilindispensabledanslestrans-form´ees,notammentpourlesth´eor`emesd’inversiondeFourier(dansL1(Rd)etL2(Rd))quidemeurentparmilesplusbeauxr´esultatsdel’Analyse,etquisontaussilepointded´epartdel’Analyseharmoniquequiaconnucesderni`eresd´ecenniesunessorconsid´erableavecletraitementd’images.Nousavonsintroduitdanscettehuiti`eme´editionlatransform´eedeLaplacecommeprolongementnatureldelatransform´eedeFourier,sanslad´etaillerautant,maiseninsistantsursesappli-cationsavecunevingtainedenouveauxexercicestr`esd´evelopp´es(sur13pages),traitantnotammentdelar´esolutiondediverses´equations(´equationsdiff´erentielles,´equationsauxd´eriv´eespartielles,´equationsauxdiff´erencesﬁnies).Avecenpointsd’orgue:leth´eor`emedeBernstein-Widderdontlad´emonstration(cf.exercice15.39)reposesurtouslesth´eor`emesfondamentauxdel’int´egraledeLebesgue,etl’int´egraledeRiemann-Liouville(cf.exercice15.40)´etroitementli´ee`alanotionded´eriv´eefractionnaire,quiterminecetouvrage.–LapartieVestconstitu´eed’´enonc´esdeQCMetdeprobl`emesd’examen.–LapartieVIpropose30pagesd’indicationsd´etaill´ees(enpetitscaract`eres)des261exercicesquecomportel’ouvrage,etlesr´eponsesauxQCM.Signalonsqu’enguised’introduction,lapartieIId´ebuteparlareproductionint´egraledutextedelaNoteauxComptes-rendusdel’Acad´emiedesSciencesdeParisd’HenriLebesgueparueen1901etintitul´ee:“Suruneg´en´eralisationdel’int´egraled´eﬁnie”.Ilypr´esente,enquatrefeuilletsd’unepuissanceetd’unebeaut´emath´ematiquesaisissantes,lesprincipesfondateursetlespremiersr´esultatsdesath´eorie.Lespartiesdontletitreestpr´ec´ed´edusymbole♣,correspondent`adescompl´e-mentsoudesapprofondissementsquipeuventˆetrepass´eesenpremi`erelecture.Demˆeme,certainesapplicationss’´eloignantpartropducœurdenotreproposous’apparentant`adesexercicescorrig´esont´et´etranscritsenpluspetitscaract`eres.Unetabledesmati`eresd´etaill´eeintroduitl’ouvrageetunindexavec477entr´ees(dontuncertainnombrededoublesentr´ees)leconclut.





14Avant-proposPourunelargepart,notregoˆutcommunpourl’int´egrationnousa´et´etransmisparnosprofesseurs,leregrett´eJ.DenyetO.Kavian.Cetouvrageleurdoitbeau-coup.LesjudicieuxconseilsetlesencouragementsdeP.G.Ciarletnousont´egale-ment´et´epr´ecieux.Sitoutesleserreurssontlesnˆotres,plusieurspersonnesontcontribu´e`aendi-minuerlenombredepuislapremi`ere´edition:OmerAdelman,Marie-DominiquedeCayeux,YannickBaraud,FabienneComte,Franc¸oisJames,LaurenceMarsalle,PatrickPolo,JacquesRoubaud,EmmanuelRoy,DominiqueSimpelaere,SergioVega.Qu’ellesensoienticiremerci´ees.Unremerciementtoutparticulier`aYan-nickJoncourpourson´enormetravailderelecture:ilad´ebusqu´edansla7`emeversiondel’ouvrageuncertainnombredecoquilles!MarcBrianeetGillesPag`esParisetRennes,le26juin2023.
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Notations

EnsemblesK=RouC.P(X):ensembledespartiesdel’ensembleX.cA:compl´ementairedelapartieAdeX.1A:fonctioncaract´eristiquedeA,i.e.1A(x):=1six∈Aet1A(x):=0six∈cA.⊂:inclusionausenslarge.∆:diff´erencesym´etrique.cardX:cardinaldel’ensembleX.X→Y:injectiondeXdansY.O(X):ensembledesouvertsdel’espacem´etriqueX.A:adh´erencedelapartieA.˚A:int´erieurdelapartieA.∂A:fronti`eredelapartieA.σ(C):tribuengendr´eeparlapartieCdeP(X).Λ(C):λ-syst`emeengendr´eparlapartieCdeP(X).A×B:ensembledesrectanglesA×B`acˆot´esmesurables.A⊗B:produittensorieldestribusAetB.(X,A,µ):compl´et´edel’espacemesur´e(X,A,µ).suppf:supportdelafonctionf.µ-p.p.:µpresquepartout.limn↑An=n≥0↑An:r´euniondelasuited’ensembles(An)n≥0,croissantepour⊂.limn↓An=n≥0↓An:intersectiondelasuited’ensembles(An)n≥0,d´ecroissantepour⊂.Fonctionsf(x+):limite`adroitedefenx.f(x−):limite`agauchedefenx.sgn:fonctionsigne(vaut0en0).(f):partier´eelledef.(f):partieimaginairedef.|f|:moduledef.
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16Notationsf+:maximumentrefet0.f−:maximumentre−fet0.f∨g:maximumentrefetg.f∧g:minimumentrefetg.supi∈Ixi:bornesup´erieuredelafamilleder´eels(xi)i∈I.infi∈Ixi:borneinf´erieuredelafamilleder´eels(xi)i∈I.≡:identiquement´egal`a.dist(x,A):distancedupointx`alapartieA.Convergencedesuiteslimnfn:limitedelasuite(fn)n≥0.limn↑fn:limitedelasuitecroissante(fn)n≥0.limn↓fn:limitedelasuited´ecroissante(fn)n≥0.limnfn:limitesup´erieuredelasuite(fn)n≥0.limnfn:limiteinf´erieuredelasuite(fn)n≥0.fn→f:lasuite(fn)n≥0convergeversf.fn↑f:lasuite(fn)n≥0convergeencroissantversf.fn↓f:lasuite(fn)n≥0convergeend´ecroissantversf.fnS−→f:lasuitedefonctions(fn)n≥0convergesimplementverslafonctionf.fnUt−→f:lasuitedefonctions(fn)n≥0convergeuniform´ementverslafonctionf.fnp.p.−→f:lasuitedefonctions(fn)n≥0convergepresquepartoutverslafonctionf.fn·−→f:lasuitedefonctions(fn)n≥0convergeennorme·verslafonctionf.EspacesdefonctionsE([a,b],K):ensembledesfonctionsenescalierde[a,b]dansK.I([a,b],K):ensembledesfonctionsRiemann-int´egrablesde[a,b]dansK.C(X,Y):ensembledesfonctionscontinuesdeXdansY.CK(X,Y):ensembledesfonctionscontinuesdeXdansY,`asupportcompact.C0(Ω,K):ensembledesfonctionscontinuesdel’ouvertΩdeRddansK,delimitenulle`al’inﬁni.Cn(Ω,K):ensembledesfonctionsdel’ouvertΩdeRddansK,nfoisdiff´erentiablessurΩ.CnK(Ω,K):ensembledesfonctionsdeCn(Ω,K),`asupportcompactinclusdansΩ.Cnb(Ω,K):ensembledesfonctionsdeCn(Ω,K),`ad´eriv´eesborn´ees.LpK(µ):ensembledesfonctionsmesurables`avaleursdansK,depuissancep`emeµ-int´egrable.






Notations17L1loc,K(λd):ens.desfonctions`avaleursdansK,λd-int´egrablessurtoutcompactdeRd.L∞K(µ):ensembledesfonctionsmesurables`avaleursdansK,µ-essentiellementborn´ees.LpK(µ):ensembledesclassesdefonctionsdeLpK(µ)pourl’´egalit´eµ-presquepartout.Lipb(X,K):ensembledesfonctionsdeXdansK,lipschitziennesborn´ees.LipK(X,K):ensembledesfonctionsdeXdansK,lipschitziennes`asupportcompact.Normes|x|:normedexdansKd.fsup:normesupde(lafonction)f.fp:(semi-)normeLpde(lafonction)f.f∞:(semi-)normedusupremumessentielde(lafonction)f.
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Chapitre1Int

´

egrale

au

sens

de

Riemann

Cechapitreestconstitu´ederappelssurl’int´egraledeRiemannetnecom-portepasded´emonstrationspourlesquellesnousrenvoyons,parexemple,`a[32]ou[31].Ilasimplementpourbutdemettreen´evidencecertainesdesinsufﬁsancesdecetteth´eorie,´elabor´eeparlemath´ematicienallemandRiemanndanssath`esededoctorat[5](soutenueen1854etpubli´eeen1857).Sestravauxg´en´eralisaientdefac¸ond´ecisiveceuxdumath´ematicienfranc¸aisCauchy,auteurdanslesann´ees1820d’unepremi`ereth´eorieessentiellementrigoureusedel’int´egrationdesfonc-tionscontinues.Lesdeuxgrandspr´ecurseursdelath´eoriedel’int´egrationau18`emesi`eclesontincontestablementNewton–quid´eveloppasouslenomdeﬂuxionuneapprochesyst´ematiquedelar´eciproquedelad´erivation–etLeibniz–poursonapprocheg´eom´etriquefond´eesurlecalculd’aire.Notations:Danslasuite,onseplacerasurunintervallecompact[a,b],nonvideetnonr´eduit`aunpoint(−∞<a<b<+∞).LalettreKd´esigneraindiff´eremmentlecorpsdesr´eelsRoulecorpsdescomplexesC.1.1Int´egraledesfonctionsenescalierD´eﬁnition1.1.(a)Onappellesubdivisiondel’intervalle[a,b]tout(n+1)-upletσ:=(a0,...,an)v´eriﬁanta:=a0<···<an:=b.(b)Unefonctionf:[a,b]→Restenescaliers’ilexisteunesubdivision(a0,...,an)de[a,b]etdes´el´ementsλ1,...,λndeKtelsque∀i∈{1,...,n},∀x∈]ai−1,ai[,f(x)=λi.(1.1)OnnoteE([a,b],K)l’ensembledesfonctionsenescalierde[a,b]dansK.(c)L’int´egraledefrelativement`aunesubdivisionσ,provisoirementnot´eeI(f,σ),estd´eﬁnieparI(f,σ):=ni=1λi(ai−ai−1).
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221.Int´egraleausensdeRiemannRemarques:•Unefonctionenescaliern’estenfaitpassp´eciﬁ´eeauxpointsaidelasubdivisionetl’int´egraleI(f,σ)ned´ependdoncpasdelavaleurdefencespoints.•Onv´eriﬁed’autrepartqueI(f,σ)ned´ependpasdelasubdivisionσchoisiesousr´eservequecelle-cisoit“adapt´ee”`af,i.e.v´eriﬁelarelation(1.1).Notations:Laseconderemarquenousconduit`afairedisparaˆıtreσdanslanotationdel’int´egrale.Enpratique,onnotel’int´egraledefentreaetbindiff´eremmentparlessymbolesbafoubaf(x)dx.Lavariablexest“muette”,i.e.baf(x)dx=baf(y)dy,etc.Proposition1.1.(a)ba:(E([a,b],K),·sup)−→Kestuneformelin´eaire,continuepuisquebaf≤(b−a)fsupo`ufsup:=supx∈[a,b]|f(x)|d´esignelanormeuniforme(lesupestn´ecessairementﬁnicarfneprendqu’unnombreﬁnidevaleurs).(b)Sif,g∈E([a,b],R),alorsf≤g⇒baf≤bag.(c)Sif∈E([a,b],K),alors|f|∈E([a,b],R+)etbaf≤ba|f|.1.2Fonctionsint´egrablesausensdeRiemannD´eﬁnition1.2.f:[a,b]→KestRiemannint´egrable–ouint´egrableausensdeRiemann–si∀ε>0,∃Φε∈E([a,b],K),∃Ψε∈E([a,b],R+)tellesque|f−Φε|≤ΨεetbaΨε≤ε.OnnoteI([a,b],K)l’ensembledesfonctionsRiemannint´egrablesd´eﬁniessur[a,b]`avaleursdansK.Remarques:•Onaenparticulierpourε=1,|f|≤|Φ1|+Ψ1doncunefonctionRiemannint´egrableesttoujoursborn´ee.•´EvidemmentE([a,b],K)⊂I([a,b],K)[prendreΦε:=fetΨε:=0].Constructiondel’int´egrale(esquisse):Soitf∈I([a,b],K).Enprenantsuc-cessivementε:=1n,n≥1,lad´eﬁnition1.2entraˆınel’existencededeuxsuites
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1.2.Fonctionsint´egrablesausensdeRiemann23(˜Φn)n≥1et(˜Ψn)n≥1v´eriﬁant,pourtoutn≥1,|f−˜Φn|≤˜Ψnetba˜Ψn≤1n.Parsuite,∀p,q∈N∗,|˜Φp−˜Φq|≤|˜Φp−f|+|˜Φq−f|≤˜Ψp+˜Ψqet,partant,∀p,q∈N∗,ba˜Φp−ba˜Φq≤ba|˜Φp−˜Φq|≤ba(˜Ψp+˜Ψq)≤1p+1q.Lasuiteba˜Φnn≥1estdoncdeCauchydansK;parcons´equentelleconvergeversunelimiteﬁnie.Onv´eriﬁeensuiteimm´ediatementquened´ependpasdessuites˜Φnet˜Ψnsousr´eserveque|f−˜Φn|≤˜Ψnetlimnba˜Ψn=0.D´eﬁnition1.3.Lalimitecommuneauxsuitesba˜Φnn≥1estnot´eebaf.C’estl’int´egrale–ausensdeRiemann–delafonctionfsurl’intervalle[a,b].Proposition1.2.(a)I([a,b],K)estunK-espacevectorieletba:(I([a,b],K),·sup)−→Kestuneformelin´eairecontinuedenormeb−a.(b)Sif∈I([a,b],K)alors|f|∈I([a,b],R+)etbaf≤ba|f|.(c)Soitϕ:C→CuneapplicationR-lin´eaire.Alors,pourtoutefonctionfdansI([a,b],C),ϕ(f)∈I([a,b],C)etbaϕ(f)=ϕbaf.(d)Sif,g∈I([a,b],K)alorsfg∈I([a,b],K).Exercice:Montrerquesif1,...,fn∈I([a,b],R)etsiϕ:Rn→Restmonotone“coordonn´eeparcoordonn´ee”,alorsϕ(f1,...,fn)∈I([a,b],R).Application1.1.(a)Dupoint(b)delapropositionpr´ec´edente,ond´eduitlapositi-vit´eetlacroissancedel’int´egraleausenso`u∀f,g∈I([a,b],R)f≥0⇒baf≥0etf≥g⇒baf≥bag.(b)Dupoint(c),ond´eduitquesif∈I([a,b],C),alors(f),(f)et¯fsontRiemannint´egrables.






241.Int´egraleausensdeRiemannProposition1.3.(RelationdeChasles)Soitc∈]a,b[.Sif∈I([a,b],K)alorslesrestrictionsdef`a[a,c]et[c,b]sontRiemannint´egrablesetbaf=caf+bcf.Conventions:•Pourtouta∈R,aaf:=0.•Pourtousr´eelsa>b,onposebaf:=−abf.Ilestessentieldenoterque,auvudecesconventions,larelationdeChasless’´etend`atouttripleta,b,cder´eelsd`esquelafonctionfestRiemannint´egrablesurl’intervalle[min(a,b,c),max(a,b,c)].Proposition1.4(Int´egraleetconvergenceuniforme).Soit(fn)n≥1unesuitedefonctionsdeI([a,b],K)quiconvergeuniform´ementversf,i.e.fn−fsup→0,alorsf∈I([a,b],K)etbaf=limnbafn.Citonsencoreuncrit`eredeRiemannint´egrabilit´e,souventutiledanslesappli-cations.Proposition1.5.Soitf:[a,b]→Runefonctionborn´eeetRiemannint´egrablesurtoutintervalle[α,β]contenudans]a,b[.AlorsfestRiemannint´egrablesur[a,b].`Acestade,laquestionnaturelleest´evidemmentdesavoirs’ilexistedesfonc-tionsRiemannint´egrablesendehorsdesfonctionsenescalier.1.3Fonctionsr´egl´eesD´eﬁnition1.4.Unefonctionf:[a,b]→Kestr´egl´ees’ilexisteunesuite(fn)n≥1defonctionsenescalierconvergeantuniform´ementversf.End’autrestermes,lesfonctionsr´egl´eesconstituentl’adh´erencedesfonctionsenescalierdansl’ensembledesfonctionsborn´eespourlanormedelaconvergenceuniforme.sup.Proposition1.6.Siunefonctionf:[a,b]→Kestr´egl´ee,alorsf∈I([a,b],K).Cer´esultatestuncorollaireimm´ediatdelaproposition1.4.Th´eor`eme1.1.Unefonctionf:[a,b]→Kestr´egl´eesietseulementsielleposs`edeunelimite`adroiteenchaquepointde[a,b[etunelimite`agaucheenchaquepointde]a,b](ceslimitess’entendentdansK).





[image: background image]


1.3.Fonctionsr´egl´ees25Corollaire1.1.(a)C([a,b],K)⊂I([a,b],K).(b)Siunefonctionf:[a,b]→Restmonotone,alorsfestRiemannint´egrable.Exemples:1.Soitflafonctiond´eﬁniesur[0,1]parf(x):=sin(1/x)six∈]0,1]etf(0):=0.Lafonctionfn’estpasr´egl´eepuisquefn’apasdelimiteen0+.ElleestcependantRiemannint´egrable,d’apr`eslaproposition1.5,puisquefestcontinuesur]0,1]etborn´eesur[0,1].2.Lafonctionfd´eﬁniesur[0,1]parf(x):=0six/∈Qetf(x):=1qsix=pq,pgcd(p,q)=1,estr´egl´ee(cf.exercice1.3).3.Lafonctionindicatricedesrationnelssur[0,1]d´eﬁniepar1Q∩[0,1](x):=1six∈Q∩[0,1]et1Q∩[0,1](x):=0sinon,n’estpasRiemannint´egrable.Eneffet,soientϕ,ψ∈E([0,1],R),ψ≥0tellesque|1Q∩[0,1]−ϕ|≤ψ.Ilvientϕ−ψ≤1Q∩[0,1]≤ϕ+ψ.Orϕ±ψ´etantenescalier,onan´ecessairement,sauf´eventuellementenunnombreﬁnidepoints,ϕ−ψ≤0≤1≤ϕ+ψ:eneffet,QetR\Q´etantdensesdansR,toutintervalleouvertnonvidecontient`alafoisdesrationnelsetdesirrationnels.Enparticulier,1−ψ≤ϕ≤ψetdoncψ≥12saufsurunensembleﬁni.D’o`u10ψ≥12.Cecicontreditlad´eﬁnitiondelaRiemannint´egrabilit´ed`esqueε<1/2.Onnoteracependantque1Q∩[0,1]est“tr`essouvent”nulleetqu’ilsembleraitraisonnabledeposer101Q∩[0,1]=0.Application1.2.(a)Riemannint´egrabilit´eetconvergencesimple:Soient(rn)n≥1unenum´erotationdesrationnelsde[0,1]etfn(x):=1{r1,...,rn}(x),n≥1.LesfonctionsfnsontclairementenescalierdoncRiemannint´egrables.D’autrepart,pourtoutx∈[0,1],limnfn(x)=1Q∩[0,1](x)quin’estpasRiemannint´egrablesur[0,1].Onend´eduitqueI([a,b],K)n’estpasstablepourlaconvergencesimple.(b)CompositiondefonctionsRiemannint´egrables:Soientf,gdeuxfonctionsrespectivementd´eﬁniespar:–f(x):=0six/∈Q∩[0,1],f(x):=1qsix=pq,pgcd(p,q)=1,p≤q,f(0):=1–g(x):=1six∈]0,1]etg(0):=0.LesfonctionsfetgsontRiemannint´egrables(cf.exemple2pourf,g´etantenescalier),cependantonconstatequeg◦f=1Q∩[0,1]/∈I([0,1],R)(cf.exemple1).LaRiemannint´egrabilit´en’estdoncpasstableparcomposition.N´eanmoins,ler´esultatestvraid`esquelafonctiongestcontinue.
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261.Int´egraleausensdeRiemann1.4Int´egraledeRiemannetcalculdeprimitiveProposition1.7.Soitf∈I([a,b],K).AlorsfestRiemannint´egrablesurtoutintervalle[a,x],x∈[a,b]etl’onposeF(x):=xafpourx∈[a,b].(a)Festlipschitziennederapportfsup(i.e.|F(x)−F(y)|≤fsup|x−y|).(b)Sifestcontinue`adroiteenc∈[a,b[,alorsFestd´erivable`adroiteencetFd(c)=f(c),idem`agauchesur]a,b].Corollaire1.2.Sifestcontinuesur[a,b],alorsfadmetuneprimitivesur[a,b],i.e.uneapplicationF:[a,b]→KtellequeF=f,ettouteprimitiveFdefv´eriﬁe:∀x∈[a,b],F(x)=F(a)+xaf.Application1.3.Lafonction(x→1/x)estcontinuesurR∗+etadmetdoncune(unique)primitivenulleen1:c’estlelogarithmen´ep´erienln(x):=x1dtt.Contre-exemple:IlexistedesfonctionsfnonRiemannint´egrables(etdoncafortiorinoncontinues)admettantdesprimitives.Ainsi,lafonctionfd´eﬁniesur[0,1]parf(x):=−1√xcos1x+32√xsin1x,x∈]0,1],f(0):=0,apourprimitivesur[0,1]lafonctionFd´eﬁnieparF(x):=x32sin1xsix∈]0,1],F(0):=0.Or,lafonctionfn’´etantpasborn´ee–f(12πn)=−√2πn–nepeutˆetreRiemannint´egrablesur[0,1].Proposition1.8.SiF:[a,b]→Kestd´erivable(`adroite)ded´eriv´ee(`adroite)FdRiemannint´egrablesur[a,b],alorsF(b)−F(a)=baFd.1.5Changementdevariableetint´egrationparpartiesCesontlesdeuxprincipauxoutilspratiquesducalculint´egral´el´ementaire.Th´eor`eme1.2(Changementdevariable´el´ementaire).Soitϕ∈C1([α,β],R)etf∈C(ϕ([α,β]),K)⊂I(ϕ([α,β]),K).Alors:βαf(ϕ(u))ϕ(u)du=ϕ(β)ϕ(α)f(x)dx.
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1.6.Formulesdelamoyenne27Remarque:Seulsleschangementsdevariablemonotonesontunint´erˆetpratique.Danscecasϕ([α,β])=[ϕ(α),ϕ(β)]ou[ϕ(β),ϕ(α)]selonqueϕestcroissanteoud´ecroissante.Exemple:Calculdea0dxch(x).Onposex:=ϕ(u):=argsh(u)∈C1([0,sh(a)]),ϕ(0)=0,ϕ(sh(a))=aetϕ(u)=1√1+u2,donca0dxch(x)=sh(a)0duch(argsh(u))√1+u2=sh(a)0du1+u2=arctan(sh(a)).Th´eor`eme1.3(Int´egrationparparties´el´ementaire).Soientf,g∈C1([a,b],K).Laformuled’int´egrationparpartiess’´ecritbafg=[fg]ba−bafg.Exemple:Calculd’uneprimitivedelafonctionarctan:x0arctan(u)du=[uarctan(u)]x0−x0u1+u2du=xarctan(x)−12ln(1+x2).1.6FormulesdelamoyenneProposition1.9(Premi`ereformuledelamoyenne).Soientf∈C([a,b],R)etg∈I([a,b],R+).Alorsilexistec∈[a,b]telquebafg=f(c)bag.Remarques:•Sif∈C([a,b],R),ilexistec∈[a,b]telquebaf=f(c)(b−a).•Ler´esultatn’estpasvraisiK=C.Ainsi,2π0eixdx=0=eic(2π−0)pourtoutc∈[0,2π].Proposition1.10(Secondeformuledelamoyenne).Soientf,g∈I([a,b],R),fpositiveetd´ecroissante.Alorsilexistec∈[a,b]telquebafg=f(a+)cag.Application1.4.Soientfetgdeuxfonctions`avaleursr´eelles,Riemannint´egra-blessurtoutintervallecompactde[1,+∞[etv´eriﬁant:festpositive,d´ecroissante,limx→+∞f(x)=0etG(x):=x1gestborn´ee,alorslimx→+∞x1fgexistedansR.
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281.Int´egraleausensdeRiemannD´EMONSTRATION:Lafonctionx1fgv´eriﬁelecrit`eredeCauchyauvoisinagede+∞.Eneffet,∀ε>0,∃Aε≥1,∀y≥x>Aε,y1fg−x1fg=yxfg=f(x+)|G(c)−G(x)|≤2f(x)Gsup<ε.♦Enappliquantcedernierr´esultatauxfonctionsf(x):=1xαetg(x):=sin(x),on´etablitquel’int´egrale+∞1sin(x)xαdxestconvergentepourα∈]0,1],bienquenonabsolumentconvergente(nomm´eeint´egraleg´en´eralis´eesemi-convergente).1.7SommesdeRiemannD´eﬁnition1.5.Soitf:[a,b]→Ketσ=(a0,...,an)unesubdivisionde[a,b].Onappellepasdelasubdivisionσlaquantit´eσ:=max1≤i≤n(ai−ai−1).Soitξσ=(ξ1,...,ξn)unn-upletd’´el´ementsdeKv´eriﬁant:ξi∈[ai−1,ai].Ond´eﬁnitlasommedeRiemannrelative`af,σetξσpar:S(f,σ,ξσ):=ni=1(ai−ai−1)f(ξi).OnnoteraqueS(f,σ,ξσ)=baϕo`uϕestunefonctionenescalierv´eriﬁantϕ(x):=f(ξi)pourx∈]ai−1,ai[.Th´eor`eme1.4.Sif∈I([a,b],K),alors∀ε>0,∃α>0,∀σsubdivisionde[a,b],σ≤α⇒S(f,σ,ξσ)−baf≤ε.Onpeut´etablircer´esultat`atitred’exercicelorsquef∈C([a,b],K)enutilisantl’uniformecontinuit´edelafonctionfsurlecompact[a,b].Danslecasg´en´eral,sad´emonstrationestplusd´elicate.Application1.5.Sif∈I([a,b],K),alorsb−annk=1fa+kb−an−→n→+∞baf.Ainsi,parexemple,nk=11k+n=1nnk=111+kn−→n→+∞10dx1+x=ln2.
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1.8.L’espacesemi-norm´eI([a,b],K)291.8L’espacesemi-norm´eI([a,b],K)D´eﬁnition1.6.Onpose,pourtoutefonctionf∈I([a,b],K),N1(f):=ba|f|.Proposition1.11.(I([a,b],K),N1)estunespacesemi-norm´enoncomplet.Lasemi-normeN1n’estpasunenormecarlafonctionfd´eﬁniesur[0,1]parf(x):=0six∈]0,1]etf(0):=1,n’estpasnullesur[0,1]bienque10|f|=0.Onadmettraquel’onpeutexhiberunesuite(fn)n≥1d’´el´ementsdeI([a,b],K)v´eriﬁant:(i)∀ε>0,∃nε≥1,∀p,q≥nε,N1(fp−fq)≤ε,(ii)Pouraucunefonctionf∈I([a,b],K)onalimnN1(fn−f)=0.Cependant,lorsquelafonctionfestcontinueetpositive,onmontreais´ementque,sibaf=0,alorsf≡0.Onend´eduitaussitˆotque(C([a,b],K),N1)estunespacenorm´e.Maisluinonplusn’estpascomplet.Proposition1.12.(C([a,b],K),N1)estunespacenorm´enoncomplet.Lanon-compl´etuded´ecouleducontre-exemplesuivant:Contre-exemple:Soit(fn)n≥2lasuitedeC([0,1],R)afﬁneparmorceauxd´eﬁnieparfn:=1sur[0,12]etfn:=0sur[12+1n,1].Onv´eriﬁe,d’unepart,quelasuite(fn)n≥2estdeCauchydans(C([0,1],R),N1)et,d’autrepart,qu’elleconvergesimplementetdans(I([0,1],R),N1)vers˜f∞:=1[0,12]/∈C([0,1],R).Sifnconvergeaitversunefonctioncontinuef∞ausensdelanormeN1,onauraitn´ecessairementN1(f∞−˜f∞)=0.Or,onv´eriﬁesanspeineque,pourtoutefonctioncontinuef,N1(f−˜f∞)>0.D’o`ulanon-compl´etudeannonc´ee.1.9Int´egralesd´ependantd’unparam`etreOnconsid`erelafonctionf:J×[a,b]−→K(t,x)−→f(t,x)o`uJestunintervalleouvertnonvidedeR.Proposition1.13.(a)(Continuit´esouslesigneint´egrale)Sif∈C(J×[a,b],K),alorslafonctionFd´eﬁnieparF(t):=baf(t,x)dxestcontinuesurJ.
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301.Int´egraleausensdeRiemann(b)(D´erivabilit´esouslesignesomme)Sifet∂f∂tsontdansC(J×[a,b],K),alorsFestd´erivablesurJet∀t∈J,F(t)=ba∂f∂t(t,x)dx.Remarque:Sig∈I([a,b],K)etf(t,x):=g(x)six≤tetf(t,x):=0six>t,onnotequeF(t)=baf(t,x)dx=tagnerentreaucunementdanslecadredelapropositionpr´ec´edente.Cer´esultatlaissedoncouverttouslescaso`ufn’estpascontinueet,surtout,celuio`ul’int´egraleestd´eﬁniesurunintervallenoncompact(R,]0,1[,...).Enfait,ilexistedesth´eor`emesg´en´erauxrelatifsauxint´egralesg´en´eralis´eesd´ependantd’unparam`etremaisceux-cisontd’unusagecompliqu´eetilestg´en´eralementplusefﬁcacede“couper”lesint´egralesenmorceauxpourfaireletravail“`alamain”.Application1.6.Calculdel’int´egraleimpropreF(t):=+∞0sinxxe−txdx,t≥0.D´EMONSTRATION:L’id´eeestded´eriversouslesigneint´egralpourfaireapparaˆıtrelafonctionx→sinxe−txdontilestfaciledecalculeruneprimitive.Maislesth´eor`emesdontondisposenesontvalablesquesurdesintervallescompacts.Onconsid`eredonclasuitedefonctions(Fn)n∈Nd´eﬁnieparFn(t):=n0sinxxe−txdx,t≥0.´Etape1Lasuite(Fn)n∈Nconvergeuniform´ementversFsurR+etFestcontinuesurR+:Soientn≤m∈N∗etx∈R+.Lafonctionx→x−1e−tx´etantpositive,d´ecroissanteetcontinue,ilexisted’apr`eslasecondeformuledelamoyenne(proposition1.10),unr´eelc∈[n,m]telqueFm(t)−Fn(t)=mnsinxxe−txdx=e−ntncnsinxdx=e−ntn(cosn−cosc).Lecrit`eredeCauchydeconvergenceuniformeestdoncv´eriﬁ´epuisque∀t∈R+,|Fm(t)−Fn(t)|≤2n.D’autrepart,lafonctiongd´eﬁniesurR×Rparg(t,x):=sinxxe−txsix=0etg(t,0):=1estcontinuesurlepav´e[0,n]×R+.LafonctionFnestcontinuesurR+d’apr`eslaproposition1.13.FinalementlafonctionFestcontinuesurR+commelimiteuniformed’unesuitedefonctionsconti-nues.Ellel’estdoncenparticulieren0.´Etape2LafonctionFestd´erivablesurR∗+etF(t)=−11+t2:Commex→sinxxestcontinˆumentd´erivablesurR,lafonctiongestdeclasseC1surR×R,doncenparticuliersur[0,n]×R+.Parsuite,d’apr`eslaproposition1.13(b),lafonctionFnestd´erivablesurR+etFn(t)=−n0sinxe−txdx.
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1.9.Int´egralesd´ependantd’unparam`etre31Soienta>0,t≥aetn∈N∗.Ilvient,d’apr`eslarelationdeChasles,Fn(t)++∞0sinxe−txdx=+∞nsinxe−txdx≤+∞ne−txdx=1nt≤1naet+∞0sinxe−txdx=+∞0e(i−t)xdx=e(i−t)xi−tx=+∞x=0=−11+t2.Lasuite(Fn)n∈Nconvergedoncuniform´ementverslafonctiont→−11+t2sur[a,+∞[.CommeFestlimitesimpledelasuite(Fn)n∈Nsur[a,+∞[,Festd´erivablesur[a,+∞[pourtouta>0i.e.surR+etF(t)=−11+t2pourtoutt>0.´Etape3∀t≥0,F(t)=π2−arctant:D’apr`esl’´etape2,ilexisteuneconstantek∈Rtellequepourtoutt>0,F(t)=k−arctant.CommeFestcontinueen0,onalimt→0+F(t)=F(0)=k.D’autrepart,pourtoutt>0,|F(t)|≤+∞0sinxxe−txdx≤+∞0e−txdx=1t,d’o`ulimt→+∞F(t)=0=k−π2.Parcons´equent,pourtoutt≥0,F(t)=π2−arctant.♦ConclusionOnapuconstater`aplusieursreprisesdanscechapitrequel’int´egraledeRie-mannsouffraitdenombreuseslimitationstantsurleplanth´eoriquequepratique:ainsi,unefonctionRiemannint´egrableestn´ecessairementborn´ee,I([a,b])l’es-pacedesfonctionsRiemannint´egrablesn’eststable,niparconvergencesimple,niparcompositionquandcelaestpossible.L’espaceI([a,b]),N1n’estpascomplet.Lesint´egralesd´ependantd’unparam`etrenedonnentlieu`adesr´esultatsg´en´erauxquedansdescadrestr`esrestrictifs(fonctionscontinues).Enoutre,malgr´etoutesceslimitations,l’int´egraledeRiemannresteunoutiltr`estechniqueetd’unmaniementd´elicat.D’o`ul’int´erˆetd’introduireunenouvellenotiond’int´egraleposs´edantunplusvastechampd’applicationsetfournissantdesoutilspluspuissantsdanslar´esolutiondesquestionspratiques.Quant`al’int´egraledeRiemann,elleconserven´eanmoinscertainsattraits,no-tammentparsonextensionimm´ediateauxfonctions`avaleursdansunespacedeBanach(i.e.unespacevectorielnorm´ecomplet).Eneffet,l’extensiondel’int´egraleausensdeLebesgue`acetypedefonctions,quineserapasabord´eedanscetou-vrage,ser´ev`ele,elle,particuli`erementd´elicate.
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321.Int´egraleausensdeRiemann1.10ExercicesLesexercices1.9,1.11,1.12,1.15,1.16,1.18traitentduprobl`emed’interver-sionlimite-int´egraleetpointentlesinsufﬁsancesdel’int´egraledeRiemannli´ees`al’emploirestrictifdelaconvergenceuniforme(cf.proposition1.4),quin´ecessitesouventdesd´ecoupagesd’int´egralesasseztechniques.Lespuissantsth´eor`emesdel’int´egraledeLebesgueduchapitre8permettrontdesurpassercesdifﬁcult´es(cf.enparticulierl’exercice8.0).1.1a)Soientf∈I([a,b],K)etg:R→Runefonctionlipschitziennesurunintervalleborn´econtenantl’imagedef.Montrerqueg◦f∈I([a,b],K).b)Plusg´en´eralement,montrerqueg◦f∈I([a,b],K)sigestcontinue.1.2LemmedeRiemann-LebesgueetProbl`emedeBˆale1a)Soitf∈I([a,b],C).Montrerquelimnbaf(x)einxdx=0.b)D´eterminerα,β∈Rtelsque∀n∈N∗,π0αx+βx2cos(nx)dx=1n2.c)Montrerquepourtoutx/∈2πZ,nk=1cos(kx)=sin(n+1/2)x2sin(x/2)−12.d)End´eduirelaformulen≥11n2=π26enappliquanta)sur[δ,π],δ∈]0,π],etenmajorantl’int´egralesur[0,δ]`al’aidedel’in´egalit´esin(x/2)≥x/π.1.3Montrerquelafonctionfsuivanteestr´egl´ee:f(x):=0six∈R\Q1qsix=pq,p,q∈N∗premiersentreeux.1.4Soitf∈I([a,b],R∗+).Montrerquebaf>0.1.5Calculerlalimitedelasuiteun:=(2n)!n!nn1/npourn≥1.1.6Soitf∈I([0,1],R).CalculerlalimitedeTn:=1nnk=1(−1)kfkn,n≥1.1.7SommedeRiemanna)Soitf:[a,b[→Runefonctionmonotonetellequel’int´egralebaf(x)dxsoitconvergente.Montrerquelimnb−ann−1k=1fa+kn(b−a)=baf(x)dx.
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Exercices33b)Montrerquepourtoutn∈N∗,n−1k=1sinkπn=n2n−1.End´eduire,`al’aidedua)lavaleurdeπ0ln(sinx)dx.1.8Soientf,g:[0,1]→Rcontinuestellesquefsoitd´ecroissanteet0≤g≤1.Montrerque10f(x)g(x)dx≤I0f(x)dxo`uI:=10g(x)dx.1.9Soit(fn)n≥1lasuitedefonctionsd´eﬁniessur[0,1]parfn(x):=nk=1xkk.Montrerque(fn)n≥1estdeCauchymaisneconvergepasdansC([0,1],R),N1o`uN1(f):=10|f|.1.10a)Soit(fn)n≥0lasuited´eﬁnieparfn(x):=2nx1+n2nx2pourx∈[0,1].Lasuite(fn)n≥0converge-t-elleuniform´ementsur[0,1]?Sur[a,1]aveca>0?b)Calculerlimn10fn(x)dx.1.11a)Montrerque10dxxx=n≥11nn`al’aided’und´eveloppelementens´erie.b)Montrerque10lnxx−1dx=n≥11n2end´eveloppantens´erielafonctionx→1x−1sur[0,a],a∈[0,1[,etenmajorantl’int´egralesur[a,1].1.12a)Montrerquepourtoutn≥1,lafonctionfn:x→ex−1+xnnestpositiveetcroissantesurR+.b)End´eduirelavaleurdelimnn01+xnne−2xdx.1.13´Etudierlafonctionfd´eﬁniesurR+parf(x):=x0sin(1/t)dtpourx≥0,enparticulieraupoint0.1.14´Etudierlafonctionfd´eﬁniesurR+\{1}parf(x):=x2xdtlnt,enparticulierauxpoints0et1.1.15Int´egraledeGaussSoitflafonctiond´eﬁniesurRparf(x):=10e−x2(1+t2)1+t2dtpourx∈R.a)Montrerque∀x∈R,f(x)=π4−x0e−t2dt2.






[image: background image]


341.Int´egraleausensdeRiemannb)End´eduirelavaleurdeI:=+∞0e−t2dt.Soitglafonctiond´eﬁniesurRparg(x):=+∞0e−x2(1+t2)1+t2dtpourx∈R.c)MontrerquegestcontinuesurRetd´erivablesurR∗.Calculergetlim+∞gpuisg.d)End´eduire`anouveaulavaleurdeI.1.16Probl`emedeBˆale2,seconder´esolutiond’Euleren1741(1)a)Int´egralesdeWallis:SoitIn:=10xn√1−x2dxpourn∈N.Montrerque∀n∈N,In+2=n+1n+2In,In+1In=π2n+2,In∼+∞π2n.b)Soitflafonctiond´eﬁnieparf(x):=(1−x)−12pourx∈[0,1[.Montrerque∀n∈N,∀x∈[0,1[,f(n)(x)=n!(2n+1)I2n+1(1−x)−n−12.End´eduireque∀x∈[0,1[,f(x)=+∞n=0xn(2n+1)I2n+1.c)Montrerque∀x∈[0,1[,arcsin(x)=+∞n=0x2n+1(2n+1)2I2n+1.d)Montrer,`al’aidedelaquestionc),queπ28=10arcsin(x)√1−x2dx=+∞n=01(2n+1)2.Conclureens´eparantlestermespairsetlestermesimpairsdans+∞n=11n2.1.17Probl`emedeBˆale3,tir´edel’article(2)Onreprendl’int´egraledeWallisdel’exercice1.16:In=π20(cosθ)ndθ,obtenuavecx=cosθ,etond´eﬁnitJn=π20θ2(cosθ)2ndθ,pourn∈N.a)Montrerenint´egrantparparties,que∀n∈N∗,I2n=n(2n−1)Jn−1−2n2Jn.b)End´eduire,`al’aidede1.16a),que∀n∈N∗,1n2=2Jn−1I2n−2−2JnI2n.1.L.Euler,“D´emonstrationdelasommedecettesuite1+1/4+1/9+1/16+1/25+1/36+...”,Journallitt´eraired’Allemagne,deSuisseetduNord,vol.2(1743),115-127.Archiv´edansOperaOmnia,Series.1,vol.14,177-186(E63).2.Y.Matsuoka,“Anelementaryproofoftheformula+∞n=11n2=π26”,Amer.Math.Monthly,68(1961),485-487.
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Exercices35c)Montrerl’in´egalit´e∀n∈N∗,JnI2n≤π241−I2n+2I2nenutilisantl’in´egalit´edeconvexit´esinθ≥2πθpourθ∈[0,π2].d)End´eduireque+∞n=11n2=π26.1.18Autourduprobl`emedeBˆale4,tir´edel’article(3)a)Montrerque∀x∈]0,1[,ln(x)ln(1−x)−x0ln(1−t)tdt−1−x1ln(1−t)tdt=0.b)End´eduireque∀x∈]0,1[,+∞n=11n2=+∞n=1xn+(1−x)nn2+ln(x)ln(1−x).c)Montrerlaformule+∞n=11n2=+∞n=112n−1n2+(ln2)2.3.L.Euler,“Desummationeinnumerabiliumprogressionum”,Commentariiacademiaescien-tiarumPetropolitanae,vol.5(1738),91-105.Archiv´edansOperaOmnia,Series1,vol.14,25-41.(E20).
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2.1CardinauxD´eﬁnition2.1.SoientXetYdeuxensembles.OnditqueXest´equipotent`aY,etl’onnoteX´eq.YoucardX=cardY,s’ilexisteunebijectiondeXsurY.Ilestimm´ediatquetoutensembleXest´equipotent`alui-mˆemecarl’applicationidentit´esurXestunebijectiondeXsurX.Siunefonctionf:X→Yestbijective,elleadmetuner´eciproquebijectivef−1:Y→X,encons´equence,siX´eq.Y,alorsY´eq.X.Enﬁnlacompos´eededeuxapplicationsbijectives´etantbijective,ilestclairque,siX´eq.YetY´eq.Z,alorsX´eq.Z.Larelationd’´equipotenceestdoncunerelationd’´equivalencesurla“collectiondetouslesensembles”dontles“classes”d´eﬁnissentles“cardinaux”.Lapr´esencede“guillemets”estjustiﬁ´eeparlefaitquelacollectiondetouslesensemblesn’estpasunensemble,sinoncetensembleserait´el´ementdelui-mˆeme.Lanotiondeclassed’´equivalenceassoci´eedefac¸onna¨ıve`alarelationd’´equipotencen’estdoncpasparfaitementsatisfaisantedupointdevuedelarigueur.Cetobstaclepeutn´eanmoinsˆetrecontourn´e,etlescardinauxd´eﬁnisrigoureusement([16],E-III-3).Exemples:1.P(X)et{0,1}Xsont´equipotentscarl’applicationd´eﬁnieparP(X)−→{0,1}XA−→1Ao`u1A(x):=1six∈A0six/∈Aestbijective.2.Nest´equipotent`a2Ncarn→2nestunebijection.Proposition2.1.SoitXunensemble.LesensemblesXetP(X)nesontpas´equi-potentset,pluspr´ecis´ement,iln’existepasdesurjectiondeXsurP(X).D´EMONSTRATION:Supposonsl’existenced’unesurjectionfdeXsurP(X);onpourraitalorstrouverunant´ec´edenta`al’ensembleA:={x∈X:x/∈f(x)},






382.´El´ementsdeth´eoriedescardinauxi.e.un´el´ementa∈Xtelquef(a)=A.Maissia∈Aalorsa/∈f(a)=Aetsia/∈Aalorsa∈f(a)=A.♦Notation-d´eﬁnition:(a)S’ilexisteuneinjectiondeXdansY,onnoteracardX≤cardY.(b)SicardX≤cardYetX,Ynon´equipotents,onnoteracardX<cardY.Th´eor`eme2.1(Bernstein).(a)S’ilexisteuneinjectiondeXdansYalorsilexisteunesurjectiondeYsurX.(b)S’ilexisteunesurjectiondeXsurYalorsilexisteuneinjectiondeYdansX.(c)S’ilexisteuneinjection(resp.surjection)deXdansYetuneinjection(resp.surjection)deYdansXalorsXetYsont´equipotents,i.e.ontmˆemecardinal.(d)SiXetYsontdeuxensembles,ilssetrouventtoujoursdansuneetuneseuledestroissituationssuivantes:cardX<cardYoucardX=cardYoucardX>cardY.Cer´esultat–difﬁcile–seraadmisici.Pouruned´emonstrationdu(c)onpeutnotammentconsulter[30],p.59.Corollaire2.1.Larelation≤estunerelationd’ordretotalsurlescardinaux.D´EMONSTRATION:Lar´eﬂexivit´eestimm´ediatecar,pourtoutensembleX,l’ap-plicationidentit´eIdXestinjective.L’antisym´etried´ecouledupoint(c).Lacom-pos´eededeuxapplicationsinjectives´etantinjective,larelation≤estclairementtransitive.Larelationesttotaled’apr`eslepoint(d).♦Illustrations:1.SiX⊂YalorscardX≤cardY.2.D’unepartcardN≤cardP(N)carn→{n}estinjective;d’autrepartcardN<cardP(N)cariln’existepasdesurjectiondeNsurP(N)d’apr`eslaproposition2.1.D´eﬁnition2.2.UnensembleXestinﬁnis’ilexistex0∈XetuneinjectiondeXdansX\{x0}.DanslecascontraireXestditﬁnietl’onnotecardX<+∞.Exemple:Nestinﬁnicar(n→n+1)estuneinjectiondeNdansN\{0}.Proposition2.2.S’ilexisteuneinjectiondeXdansYetsiXestinﬁnialorsYestinﬁni.Enparticulier,d`esqu’unensemblecontientunepartieinﬁnie,ilestlui-mˆemeinﬁni.D´EMONSTRATION:SoientiuneinjectiondeXdansYetϕuneinjectiondeXdansX\{x0}alorsl’applicationψd´eﬁnieparψ(y)=ysiy∈Y\i(X)ψ(y)=i[ϕ(x)]siy=i(x)∈i(X)estuneinjectiondeYdansY\{i(x0)}.♦
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2.2.Ensemblesd´enombrables39Proposition2.3.UnensembleXestinﬁnisietseulementsiilexisteuneinjectiondeNdansX,i.e.cardX≥cardN.D´EMONSTRATION:SoitXunensembleinﬁni.Montronsparr´ecurrencequepourtoutn∈N,ilexiste(n+1)´el´ementsdistinctsx0,...,xndeXetuneinjectionindeXdansX\{x0,...,xn}.Ler´esultatestvraipourn=0d’apr`eslad´eﬁnitiond’unensembleinﬁni.Supposonslevraipourn.D’apr`eslaproposition2.2,l’ensembleX\{x0,...,xn}estdoncinﬁnicequientraˆınel’existenced’uneinjectionjdeX\{x0,...,xn}dansX\{x0,...,xn+1}o`uxn+1∈X\{x0,...,xn}.Onv´eriﬁeaussitˆotquein+1:=j◦inestuneinjectiondeXdansX\{x0,...,xn+1}.Finalement,l’applicationdeNdansXdonn´eepar(n→xn)estuneinjection.R´eciproquement,l’existenced’uneinjectiondeNdansXentraˆınequeXestinﬁnid’apr`eslapropositionpr´ec´edentepuisqueNestlui-mˆemeinﬁni.♦Remarque:Laproposition2.3sereformuledefac¸on´equivalenteen:unensembleXestﬁnisietseulementsicardX<cardN.Cecitraduitlefaitquelesensembles´equipotents`aNsontlesplus“petits”ensemblesinﬁnisausensdescardinaux.Exemples:1.RestinﬁnicarN⊂R.2.P(N)estinﬁnicar(n→{n})estuneinjectiondeNdansP(N).Cependantonavupr´ec´edemmentquecardN<cardP(N).Ilyadoncplusieurs–etmˆemeuneinﬁnit´e–de“classes”d’ensemblesinﬁnisdontlapluspetiteestconstitu´eeparlesensembles´equipotents`aN.C’estcetteclassequenousallonsmaintenant´etudierplusend´etail.2.2Ensemblesd´enombrablesD´eﬁnition2.3.(a)L’ensembleXestditd´enombrables’ilexisteuneinjectiondeXdansN,i.e.cardX≤cardN.(b)L’ensembleXestditinﬁnid´enombrablesiXest´equipotent`aN,i.e.cardX=cardN.Onnoteℵ0(1)lecardinalinﬁnid´enombrable.(c)SicardX>cardN,Xestditnond´enombrableouparfoisinﬁninond´enombra-ble.AinsiNest-il´evidemmentinﬁnid´enombrableetP(N)est-ilinﬁninond´enom-brable(cf.exempleci-dessus).Remarque:D’apr`esleth´eor`emedeBernstein,unensembleXestinﬁnid´enombra-blesietseulementsiilestinﬁnietd´enombrable(cequiassurelacoh´erencedelad´eﬁnition).Ond´eduitimm´ediatementdecesd´eﬁnitionslespropri´et´esci-apr`es.1.ℵ(prononcer“aleph”)estlapremi`erelettredel’alphabeth´ebra¨ıque.
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402.´El´ementsdeth´eoriedescardinauxProposition2.4.(a)L’ensembleXestd´enombrablesietseulementsiilestﬁniouinﬁnid´enombrable.(b)Toutepartied’unensembled´enombrableestd´enombrable.(c)SiXestinﬁni,Yd´enombrableetX⊂YalorsYestinﬁnid´enombrable.D´EMONSTRATION:(b)SoitX⊂X.Lacompos´eedel’injectioncanoniquedeXdansXparuneinjectiondeXdansNestuneinjectiondeXdansN.DoncXestd´enombrable.(c)L’ensembleYestinﬁnid’apr`eslaproposition2.3,d´enombrablepard´eﬁnitiondoncinﬁnid´enombrable.♦Application2.1.(a)Zestinﬁnid´enombrable.(b)N2estinﬁnid´enombrable.(c)Qestinﬁnid´enombrable.D´EMONSTRATION:(a)L’applicationΦd´eﬁnieparΦ:N−→Z2n−→n2n−1−→−nestunebijection,doncZestbien´equipotent`aN.(b)L’applicationΦd´eﬁnieparΦ:N2−→N(p,q)−→Φ(p,q):=(p+q)(p+q+1)2+qestunebijection.CetteapplicationΦconsiste`anum´eroterlescouplesdeN×Naufuret`amesuredeleurrencontrelelongduparcoursindiqu´eci-dessous.(c)D’unepartN⊂QdoncQestinﬁni.D’autrepart,toutrationnelrs’´ecritdefac¸onuniquer=pq,(p,q)∈Z×N∗,pgcd(p,q)=1(l’´ecriturecanoniquede0estdonc0=01).L’applicationd´eﬁnieparQ−→Z×Npq−→(p,q)estdoncuneinjection.OrZ×Nest´equipotent`aN2,lui-mˆeme´equipotent`aN,doncparcomposition,ilexisteuneinjectiondeQdansN.♦Ond´eduitimm´ediatementdelapropositionpr´ec´edenteCorollaire2.2.(a)Pourtoutd≥1,Ndestd´enombrable,(b)Pourtoutd≥1,silesensemblesX1,...,Xdsontd´enombrables,alorsleproduitcart´esienX1×...×Xdestd´enombrable.Enoutre,sitouslesXisontnonvides,X1×...×Xdestinﬁnid´enombrabled`esquel’undesXiestinﬁnid´enombrable.






[image: background image]


2.2.Ensemblesd´enombrables41D´EMONSTRATION:On´etablitdirectementlepoint(b)viauner´ecurrencesurd≥2.Supposonsd=2.LesensemblesX1etX2´etantd´enombrables,ilexistedeuxinjectionsΦideXidansN,i∈{1,2}.Onv´eriﬁeimm´ediatementquel’applicationΦ:X1×X2→N×Nd´eﬁnieparΦ((x1,x2)):=(Φ1(x1),Φ2(x2))estinjective.LeproduitX1×X2estdoncd´enombrable.Supposons,parexemple,X2inﬁnid´enombrable.AlorsX2´eq.Netl’onpeutsupposerqueΦ2estunebijection.Soitx01∈X1un´el´ementﬁx´edel’ensemblenonvideX1.L’ensembleNs’injectedansX1×X2viaΨ(n)=(x01,(Φ2)−1(n)).Lepassageded`ad+1sefaitennotantd’abordqueX1×...×Xd×Xd+1=(X1×...×Xd)×Xd+1.Enﬁn,quitte`achangerl’indexationdesensembles,onpeuttoujourssupposer,sil’undesensemblesXiestinﬁnid´enombrable,qu’ils’agitdeXd+1.♦Proposition2.5.Uner´euniond´enombrabled’ensemblesd´enombrablesestd´enom-brable.D´EMONSTRATION:SoitX=i∈IXi,I⊂No`uchaqueensembleXi,i∈I,estd´enombrable.Pourtouti∈I,onconsid`ereuneinjectionϕideXidansN.Pourchaquex∈X,ond´eﬁnitl’entiernatureln(x):=min{i∈I;x∈Xi}.L’applicationΦd´eﬁnieparΦ:X−→N2x−→Φ(x):=n(x),ϕn(x)(x)estuneinjection.Eneffet,six=y,soitn(x)=n(y)etΦ(x)=Φ(y),soitn(x)=n(y)=nauquelcasx,y∈Xnetϕn(x)=ϕn(y)carϕnestinjective,doncΦ(x)=Φ(y).Parcons´equent,Xestd´enombrable.♦(0,0)(0,1)(2,2)(1,0)(2,0)(0,3)(0,2)(3,0)(4,0)(3,1)(1,1)(1,2)(2,1)FIGURE2.1–D´enombrabibilit´edeN×N
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422.´El´ementsdeth´eoriedescardinauxRemarque:Sil’undesXiestinﬁnid´enombrablealorsXl’estaussigrˆace`alaproposition2.4(c).Enﬁn,onmontreleth´eor`emeessentielsuivant:Th´eor`eme2.2.L’ensembleRestinﬁninond´enombrable.Pluspr´ecis´ement,cardR=cardP(N).D´EMONSTRATION:SoitΦl’applicationd´eﬁnieparΦ:{0,1}N−→[0,1/2]x:=(xn)n≥0−→+∞n=0xn3n+1.Φestuneinjectioncar,si(xn)n≥0=(yn)n≥0,:=min{n;xn=yn}estﬁni.Or|Φ(x)−Φ(y)|≥13+1−+∞n=+113n+1=1213+1>0,donc,P(N),quiest´equipotent`a{0,1}N,s’injectedansl’intervalle[0,1/2]parΦ.Comme[0,1/2]s’injecte`asontourdansRvial’injectioncanonique,ilvientcardN<cardP(N)≤cardR.`Acestade,P(N)´etantinﬁninond´enombrable,ilestimm´ediatqu’ilenestdemˆemepourR.Pour´etablirl’´egalit´ecardR=cardP(N),ons’appuied’abordsurl’applica-tionbijectiveϕ:R−→]0,1[x−→ex1+ex.Ilvientalorscard[0,1[≤cardR=card]0,1[≤card[0,1[etpartant,cardR=card[0,1[.SoitΨl’applicationd´eﬁnieparΨ:[0,1[−→{0,1}Nx−→Ψ(x):=(xn)n∈No`ux0:=[2x],xn:=2n+1x−n−1k=0xk2k+1,n≥1,([x]d´esignelapartieenti`eredex).Ψ(x)estalorsled´eveloppementdyadiquepropredexetl’onal’´egalit´ex=+∞n=0xn2n+1quientraˆıne`asontourl’injectivit´e






Exercices43deΨ.DonccardR=card[0,1[≤card{0,1}N=cardP(N).OnenconclutquecardR=cardP(N),cequiach`evelad´emonstration.♦2.3Exercices2.1Soitf:X→Yuneapplication.a)Montrerl’´equivalencedes´enonc´essuivants:(i)fsurjective,(ii)pourtoutB∈P(Y),f(f−1(B))=B,(iii)pourtoutA∈P(X),cf(A)⊂f(cA).b)Montrerl’´equivalencedes´enonc´essuivants:(i)finjective,(ii)pourtoutA∈P(X),f−1(f(A))=A,(iii)pourtoutA∈P(X),f(cA)⊂cf(A),(iv)pourtousA,B∈P(X),f(A∩B)=f(A)∩f(B).2.2SoientA,B∈P(X).Exprimer1cA,1A∩B,1A∪B,1A\Bet1A∆B`al’aidedesfonctionsindicatrices1Aet1B.2.3a)SoientA1,...,An∈P(X),n≥1.Montrerque1(ni=1Ai)=nk=1(−1)k+1I⊂{1,...,n},card(I)=k1(i∈IAi).b)End´eduire,siXestﬁni,laformuledePoincar´e:cardni=1Ai=nk=1(−1)k+1I⊂{1,...,n},card(I)=kcardi∈IAi.2.4a)Soitn∈N∗etp1,...,pnnnombrespremiersdistincts.MontrerqueNnestd´enombrable`al’aidedel’applicationd´eﬁniepar(k1,...,kn)→pk11···pknn.b)End´eduirequeleproduitcart´esiend’unnombreﬁnid’ensemblesd´enombrablesestd´enombrable.Quepeut-ondired’unproduitcart´esieninﬁnid´enombrabled’en-semblesd´enombrables?2.5MontrerqueRn’estpasd´enombrableenconsid´erantled´eveloppementd´ecimalpropredechaquer´eel(i.e.celuidontlasuitedesd´ecimalesnestationnepasen9)dans[0,1[.2.6Montrerquel’ensembledespartiesinﬁniesdeN,etplusg´en´eralementd’unensembleinﬁni,n’estpasd´enombrable.2.7Montrerquel’ensembleAdesnombresr´eelsalg´ebriques,i.e.racinesd’unpo-lynˆome`acoefﬁcientsentiers,estd´enombrable.





442.´El´ementsdeth´eoriedescardinaux2.8Montrerquelespointsdediscontinuit´ed’unefonctionf:R→Rmonotone,estd´enombrable.2.9MontrerquetoutouvertΩdeRestr´euniond´enombrabled’intervallesouvertsdeux`adeuxdisjoints.
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Chapitre3Quelques

compl

´

ements

de

topologie

Cesquelquesrappelsetcompl´ementsnesauraientenaucuncassesubstituer`auncoursdetopologieg´en´eraleoudestructuresm´etriques.Seuleslesnotionsabsolumentindispensablesenth´eoriedelamesureetenint´egrationsontabord´ees:ladroiteachev´eeR,leslimitessup´erieureetinf´erieure,las´eparabilit´eetlesbasesd´enombrablesd’ouvertset,enﬁn,lesfonctionsdistance`aunensemble.`Al’inverse,desnotionsdebasecommel’adh´erenceoul’int´erieurd’unensemble,lacompacit´e,dontilserafaitabondammentusagedanslasuite,nesontnid´evelopp´ees,nimˆemered´eﬁniesici.Encasdedouteoud’absence,lerecours`aunmanueldetopologieg´en´eraleou,plussimplement,destructuresm´etriques(e.g.[18])s’impose.3.1Ladroiteachev´eeLadroiteachev´ee,g´en´eralementd´esign´eeparR,estunespacem´etriqueor-donn´er´epondant`atroisexigencesessentielles:–ˆetreunsur-ensembledeRaussi“petit”quepossibleausensdel’inclusion,–ˆetrecompactettotalementordonn´e,–ˆetrecompatibleavecladroiter´eelleausenso`ul’ordreetlatopologiesurR,restreints`aR,co¨ıncidentavecl’ordrenaturelsurRetlatopologieassoci´ee`alam´etriquedelavaleurabsolue.Ilexisteplusieursfac¸onsdeproc´ederqui,peuouprou,seram`enent`afabri-querunhom´eomorphismeentreRetunintervalleouvertdeRquel’onprolongeconvenablement.Consid´erons,parexemple,l’applicationf:R−→]−1,1[x−→x√x2+1.






[image: background image]


463.Quelquescompl´ementsdetopologieLafonctionfestclairementunhom´eomorphismeentreRet]−1,1[(sar´eciproquef−1(y):=y1−y2estbiencontinue).Or,commel’intervalleouvert]−1,1[apouradh´erencedansRl’intervallecompact[−1,1],l’id´eepourconstruireRestd’ajouterdeux´el´ementsnot´es−:et+:`aRpourenfairelesant´ec´edentsde−1et1parunprolongement˜fdef`aR.Ond´eﬁnitdoncR:=R∪{+:,−:}et˜f|R:=f,˜f(−:):=−1,˜f(+:):=1.(3.1)Restemaintenant–etc’estleplusimportant–`ad´eﬁnirsurRunordretotal,not´e≤,etunedistanceδ.OrdresurR:(i)l’ordreusuelsurRi.e.x≤ysiy−x∈R+lorsquex,y∈R,(ii)∀x∈R−:≤x≤+:.DistancesurR:∀x,y∈R,δ(x,y):=|˜f(x)−˜f(y)|.(3.2)Lapropositionsuivantemontrequelebutrecherch´eestatteint.Proposition3.1.(a)Larelationbinaire≤estunordretotalsurR,pourlequeltoutepartienonvideposs`edeunebornesup´erieureetuneborneinf´erieure,etδestunedistancesurR.(b)L’applicationidentit´eId:(R,δ|R)→(R,|.|)estunhom´eomorphisme.(c)L’espace(R,δ)estuncompact,hom´eomorphe`al’intervalle[−1,1]etRestouvertdansR.Ilexisteuntelhom´eomorphismecompatibleaveclesordressurRet[−1,1];c’estlecasdel’application˜fd´eﬁniepar(3.1).D´EMONSTRATION:(a)Lefaitquesoitunordretotalestimm´ediat.Deplus,unepartienonvidedeRest:soitmajor´eedansRetposs`ededoncunebornesup´erieuredansRetR,soitnon-major´eedansRetadmetalors+:commebornesup´erieuredansR;idempourlaborneinf´erieure.Concernantladistance,ilsufﬁtdenoterque˜festinjectivedeRdans[−1,1]carfl’estdeRdans]−1,1[.Ceciassurequeδ(x,y)=0sietseulementsix=y.(b)Vuelad´eﬁnitiondeδsurR,labi-continuit´edel’identit´epourδet|.|consistesimplement`amontrerquefestunhom´eomorphismeentreRet]−1,1[.Cecia´et´e´etablidansl’introductiondelasection.LatopologieinduiteparδsurRco¨ıncidedoncbienaveccelled´eﬁnieparlavaleurabsolue.L’application˜festclairementunebijection(strictement)croissanteentreRet[−1,1].Enﬁn,vuquepourtousx,y∈R,|˜f(x)−˜f(y)|=δ(x,y),˜festuneisom´etriebijective,c’estdoncunhom´eomorphisme.
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3.2.Limitesup´erieureetlimiteinf´erieure47Onend´eduitimm´ediatementqueR=˜f−1([−1,1])estunintervallecompactpuisquel’application˜f−1estcontinue.EnﬁnR,imager´eciproquede]−1,1[parl’applicationcontinue˜festouvertdansR.♦Ond´eduitimm´ediatementdupoint(b)lecorollairesuivanto`uOd(X)d´esignel’ensembledesouvertsdelatopologied´eﬁniesurXparladistanced(cf.section3.3ci-apr`es)Corollaire3.1.Oδ(R)∩R=O|.|(R).D´EMONSTRATION:Eneffetsii:R→Rd´esignel’injectioncanonique,ilvientpourtoutO∈O(R),i−1(O)=O∩R∈O(R).R´eciproquement,R´etantouvertdansR,toutouvertOdeRestouvertdansR,ilestdonclatracesurRde...lui-mˆeme.♦3.2Limitesup´erieureetlimiteinf´erieureDanslasuite,Restmunideladistanceδd´eﬁniepar(3.2)quiestcompatibleavecl’ordresurRetquienfaitunespacem´etriquecompact.D´eﬁnition3.1.Soit(xn)n∈Nunesuited’´el´ementsdeR.Ond´eﬁnitlalimitesup´e-rieuredelasuite(xn)n∈Nparlimnxn:=infn≥0supk≥nxk∈Retlalimiteinf´erieuredelasuite(xn)n∈Nparlimnxn:=supn≥0infk≥nxk∈R.Remarque:CommetoutesuitemonotonedeRconverge,onaimm´ediatementlimnxn:=limn↓supk≥nxketlimnxn:=limn↑infk≥nxk.Ler´esultatsuivant´etablitlelienentrelimitessup´erieureetinf´erieure,monoto-nieetcontinuit´e;ilserautiledanslasuite.Proposition3.2.Soit(xn)n∈Nunesuited’´el´ementsdeRetsoitf:R→Runefonctionmonotoneetcontinue.Alorsflimnxn=limnf(xn)etflimnxn=limnf(xn)sifestcroissante,flimnxn=limnf(xn)etflimnxn=limnf(xn)sifestd´ecroissante.
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483.Quelquescompl´ementsdetopologieD´EMONSTRATION:´Etudionslecasdelalimitesup´erieurelorsquefestcroissante,lesautrescassetraitentdefac¸onsimilaire.Posonsyn:=supk≥nxk,n∈N.Lacrois-sancedefimpliquel’in´egalit´ef(yn)≥supk≥nf(xk).Deplus,pard´eﬁnitiondelabornesup´erieure,ilexisteunesous-suite(xϕ(k))extraitede(xk)k≥nconvergeantversyndansR(nestﬁx´e).D’o`uf(yn)=limkf(xϕ(k))≤supk≥nf(xk)parcontinuit´edef.Doncf(yn)=supk≥nf(xk).Denouveauparlacontinuit´edef,onalimnf(xn)=limn↓supk≥nf(xk)=limn↓f(yn)=flimn↓yn=flimnxn,d’o`ul’´egalit´echerch´ee.♦L’int´erˆetdeslimitessup´erieureetinf´erieurer´esideessentiellementdansler´e-sultatsuivant:Proposition3.3.Soit(xn)n∈Nunesuited’´el´ementsdeR.limnxnetlimnxnsontres-pectivementlaplusgrandeetlapluspetitevaleurd’adh´erencedelasuite(xn)n∈NdansR.Deplus,ona(xn)n∈NconvergedansR⇔limnxn=limnxn.D´EMONSTRATION:Comme(R,δ)estcompact,lasuite(xn)n∈Nposs`edeuneva-leurd’adh´erence(th´eor`emedeBolzano-Weierstrass).Soitunevaleurd’adh´eren-cede(xn)n∈N.Ilexisteunesuiteextraite(xϕ(n))n∈Nquiconvergeversdans(R,δ).´Etantdonn´equexϕ(n)≤supk≥ϕ(n)xkquiconvergeend´ecroissantverslimnxn,onobtient,parcompatibilit´edelatopologiesurRavecl’ordresurR,≤limnxn.Montrons`apr´esentque+:=limnxnestunevaleurd’adh´erencedelasuite(xn)n∈N,i.e.parlacaract´erisationd’unevaleurd’adh´erencedansunespacem´etri-que,∀ε>0,∀N∈N,∃n≥N,δ(xn,+)≤ε.Onposeyn:=˜f(xn)∈[−1,1],n∈N,o`u˜festd´eﬁniepar(3.1).D’apr`eslaproposition3.2,onalimnyn=˜f(+)car˜festcroissanteetcontinuesurR.Parcons´equent,lasuitedetermeg´en´eralzn:=supk≥nykconvergeend´ecroissantvers˜f(+).Soientε>0etN∈N.Ilexistedoncn0≥Ntelque,pourtoutn≥n0,˜f(+)≤zn≤˜f(+)+ε.Enoutre,pard´eﬁnitiondusup,ilexisten≥n0telqueyn≤zn0<yn+ε.Ondisposedoncd’unn≥Ntelque˜f(+)−ε≤zn0−ε≤yn≤zn≤˜f(+)+ε,
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