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ARITHMÉTIQUE












Super-anniversaire…





À chanter sur l’air de Joyeux anniversaire… mais c’est quoi un super-anniversaire ? Il correspond à la date de votre naissance (jusque-là, rien de neuf) – mais aussi au jour calendaire de votre naissance : vous êtes né un dimanche, et votre anniversaire tombe un dimanche.

Ça n’arrive pas tous les ans ! Chaque année, le 6 décembre (pour prendre ma date d’anniversaire) se décale d’un jour – en 2008 c’était un samedi et en 2009 un dimanche –, sauf quand s’intercale un jour bissextile, auquel cas la date se décale de deux jours : par exemple en 2007 (avant le jour bissextile du 29 février 2008), c’était un jeudi.

 

À quels âges avez-vous votre super-anniversaire ? J’ai fait pour vous le calcul. On trouve un « motif » – une succession de nombres. Écrivons-le par exemple +6/+5/+6/+11, mais j’aurais pu l’écrire +6/+11/+6/+5, +5/+6/+11/+6 ou +11/+6/+5/+6. Du coup, savez-vous que le monde est divisé en quatre catégories de personnes, à part des mutants dont on reparlera ? Cela dépend de la manière dont s’enclenche le motif à votre naissance. Trouvez à quelle catégorie vous appartenez :

– Catégorie A : nés pendant les 365 jours suivant un jour bissextile, par exemple du 1er mars 1980 au 28 février 1981 : +6/+11/+6/+5. Vous avez votre super-anniversaire à 6, 17, 23, 28, 34, 45, 51, 56, 62, 73, 79, 84, 90, 101… ans.

– Catégorie B : nés pendant les 365 jours suivant ceux-là, par exemple du 1er mars 1981 au 28 février 1982 : +6/+5/+6/+11. Vous avez votre super-anniversaire à 6, 11, 17, 28, 34, 39, 45, 56, 62, 67, 73, 84, 90, 95, 101… ans.

– Catégorie C : nés pendant les 365 jours suivant ceux-là, par exemple du 1er mars 1982 au 28 février 1983 : +11/+6/+5/+6. Vous avez votre super-anniversaire à 11, 17, 22, 28, 39, 45, 50, 56, 67, 73, 78, 84, 95, 101… ans.

– Catégorie D : nés pendant les 365 jours suivant ceux-là (ou précédant un jour bissextile), par exemple du 1er mars 1983 au 28 février 1984 : +5/+6/+11/+6. Vous avez votre super-anniversaire à 5, 11, 22, 28, 33, 39, 50, 56, 61, 67, 78, 84, 89, 95, 106… ans.

Et le motif donne un invariant qui est, par commutativité de l’addition, la somme des chiffres le composant : +6/+11/+6/+5 = +28. Toutes les catégories de populations ont un point commun : elles ont toutes un super-anniversaire à 28, 56, 84… ans. Enfin, nous avons trouvé un point commun à toute l’humanité, et il est mathématique !

 

Toute l’humanité… mais les mutants nés un 29 février, que se passe-t-il pour eux ?

 

 

Réponse : ceux qui sont nés le 29 février n’ont leur anniversaire que tous les 4 ans et leur super-anniversaire que tous les 28 ans ! Ils partagent ce dernier point commun avec toute l’humanité… Ce ne sont donc pas des mutants !







Divisibilité par 7 ou 13





On connaît les critères de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 8, 9, 10 voire par 11. On parle plus rarement de critères de divisibilité par 7 ou 13 ; en voici un qui se trouve être commun à ces nombres.

Soit un nombre N dont on veut tester la divisibilité ; on le partage en tranches de trois chiffres à partir de la droite. On ajoute et on soustrait alternativement chacune de ces tranches jusqu’à ce qu’il ne reste plus qu’une tranche de trois chiffres. Si ce nombre de trois chiffres est divisible par 7 ou 13, alors le nombre initial l’est. On ramène ainsi l’examen de la divisibilité par 7 ou 13 de tous les nombres à celle des nombres de trois chiffres.

 

Exemple : 745 857 320

 

On mène l’opération décrite : 745 – 857 + 320 = 208, nombre divisible par 13.

Donc le nombre initial est divisible par 13 ; on le vérifie : 745 857 320 = 13 x 57 373 640







Numéro INSEE et division euclidienne





Saviez-vous que le numéro INSEE (ou numéro de Sécurité sociale) fait intervenir la bonne vieille division euclidienne ? La clef de contrôle (les deux derniers chiffres isolés après le numéro à treize chiffres proprement dit) est en effet un reste de division euclidienne.

Prenons un numéro de Sécurité sociale (numéro fictif que j’ai inventé puisqu’il comporte un treizième mois) :

 

1 62 13 45 044 056

 

Faisons la division euclidienne par 97 de ce nombre de 13 chiffres (vous pouvez bâtir un petit programme facile sur tableur, ou le faire avec votre calculette, ou encore à la main !) :

 

1 621 345 044 056 = 16 714 897 361 x 97 + 39

 

La clef de contrôle (deux derniers chiffres) est égale à 97 moins ce reste, soit 97 – 39 = 58 ; le numéro complet est donc :

 

1 62 13 45 044 056 58

 

Essayez vous-même avec votre numéro de Sécurité sociale !

 

Il s’agit d’un code détecteur d’erreur : les deux derniers chiffres permettent de voir s’il y a une erreur dans le numéro lui-même. Si la clef ne correspond pas au reste de cette division, le numéro de Sécurité sociale est rejeté parce qu’il y a une erreur sur le numéro, ou sur le code.

C’est une partie de la théorie des codes correcteurs d’erreur, branche des mathématiques au service de l’informatique et de l’Internet. Certains codes peuvent non seulement détecter une erreur (un 0 qui est devenu 1 ou l’inverse) dans une suite de bits 0 ou 1, mais aussi savoir sur quel bit cette erreur porte, et donc le rectifier puisque le choix est binaire.







Maths et magie ?





En décembre 2006, après une conférence à la bibliothèque de Troyes, un auditeur me pose une question à laquelle je ne m’attends pas : « Les maths interviennent-elles dans les tours de magie, par exemple les tours de cartes ? »

Se souvenir d’être prêt à des questions sans rapport avec son exposé. Là je séchais : pour moi la magie et les cartes c’est plus de l’adresse que de la science. Et puis, tout d’un coup, un souvenir d’enfance m’est revenu : je suis allé la chercher loin, cette réponse ! Elle a fusé : c’est le jeu des 21 cartes, un tour de cartes que mon grand-père Achille me faisait quand j’avais cinq ans. Peut-être l’origine de mon intérêt pour les maths.

 

Vous prenez 21 cartes et vous demandez à votre interlocuteur d’en choisir une.

Étape 1 : Vous distribuez les cartes, face visible, les unes après les autres sur trois tas A,B,C,A,B,C,… Vous demandez à votre interlocuteur dans quel paquet se trouve sa carte. Vous rassemblez les trois paquets, en mettant au milieu des deux autres le paquet indiqué par votre interlocuteur.

Étape 2 : refaire l’étape 1.

Étape 3 : refaire l’étape 1.

À l’issue de l’étape 3, vous pouvez deviner la carte de votre interlocuteur, qui sera toujours la ONZIÈME.

Vous pouvez agrémenter cela, à la fin, en mettant toutes les cartes faces cachées étalées en vrac devant votre interlocuteur (en repérant dans votre tête la onzième), puis faire de la magie, comme toquer sur les cartes pour écouter leur bruit – ce que mon grand-père me faisait –, avant de retourner la onzième… mais cela restera toujours des maths (très simples).

Essayez de trouver l’explication ; je vous la donne ci-après.

 

À l’issue de l’étape 1, avant la distribution de l’étape 2, la carte choisie est en position 8 à 14 dans vos mains (c’est le paquet que vous avez mis au milieu). Le choix n’est déjà plus qu’entre sept cartes (généralement l’interlocuteur ne remarque pas que par cette simple manœuvre on réduit la probabilité de 1/21 à 1/7 !). Lors de l’étape 2, ces sept cartes sont distribuées comme suit : carte 8 → 3e carte de B, carte 9 → 3e carte de C, carte 10 → 4e carte de A, carte 11 → 4e carte de B, carte 12 → 4e carte de C, carte 13 → 5e carte de A, carte 14 → 5e carte de B.

Premier cas : si en étape 2 votre interlocuteur indique le paquet A, la bonne carte est en position 4 ou 5 dans A (sur 7 cartes du paquet, il n’y a déjà plus le choix qu’entre deux cartes !) ; quand vous remettez le paquet à l’endroit et au milieu des deux autres, elles passent en position 11 ou 12 (7 + 4 ou 7 + 5). Quand vous distribuez pour la troisième étape, ces deux cartes prennent les positions suivantes : carte 11 → 4e carte de B, carte 12 → 4e carte de C ; quand vous remettez le paquet indiqué par votre interlocuteur au milieu, c’est toujours la onzième carte (7 + 4) après la troisième étape.

Deuxième cas : si en étape 2 votre interlocuteur indique le paquet B, la bonne carte est en position 3, 4 ou 5 dans B ; quand vous remettez le paquet à l’endroit et au milieu des deux autres, elles passent en position 10, 11, ou 12 (7 + 3 ou 7 + 4 ou 7 + 5). Quand vous distribuez pour la troisième étape, ces trois cartes prennent les positions suivantes : carte 10 → 4e carte de A, carte 11 → 4e carte de B, carte 12 → 4e carte de C ; quand vous remettez le paquet indiqué par votre interlocuteur au milieu, c’est toujours la onzième carte (7 + 4) après la troisième étape.

Troisième cas : si en étape 2 votre interlocuteur indique le paquet C, la résolution est similaire au premier cas.

 

Pas de problèmes, ça marche à tous les coups!







NOMBRES PREMIERS












Les nombres formés de 1 sont-ils non premiers ?





Les nombres formés uniquement de 1 sont-ils non premiers ? (évidemment, ceux qui sont formés avec un autre chiffre exclusivement, comme 2 222 222, sont non premiers). En 1907, Henry Dudeney, dans The Canterbury Puzzles, indique que 11 est premier, mais que les nombres formés de trois à dix-huit chiffres 1 sont non premiers. Il bute sur le nombre formé de dix-neuf chiffres 1, et pour cause puisque l’un de ses lecteurs, Hoppe, démontre que le nombre formé avec dix-neuf 1, soit le nombre

1 111 111 111 111 111 111

est premier… Celui formé de vingt-trois chiffres 1 est aussi premier.

Notons que pour qu’un nombre composé de n chiffres 1 soit premier, il est nécessaire que n lui-même soit premier. En effet : prenons par exemple le nombre formé de 15 chiffres 1. Il est divisible par 111 et par 11111. Pour s’en convaincre, il suffit de le ranger en trois paquets de cinq chiffres, 11111 11111 11111, et d’écrire :

 

11111 11111 11111 = 11111 00000 00000 + 11111 00000 + 11111

On « voit » ainsi que 11111 11111 11111 est divisible par 11111. Il existe bien évidemment une formule algébrique prouvant que le nombre composé de p × q fois le chiffre 1 est divisible par le nombre composé de q fois ou de p fois le chiffre 1.

Donc, pour que le nombre formé de n chiffres 1 soit premier, il faut que n soit premier (par exemple, n = 19 ou 23). Mais cela ne suffit pas, comme le montrent les valeurs n = 3, 5, 7, 11, … (celles de l’article de Dudeney – par exemple 11111 = 41 × 271)

Dans les années 1970, on était allé jusqu’à n = 373 sans trouver d’autre nombre premier au-delà de n = 23. À réactualiser peut-être à notre époque…







Théorème de Fermat, le petit





On entend souvent parler du théorème de Fermat, longtemps dit grand théorème de Fermat, appelé maintenant théorème de Fermat-Wiles. Il est émis comme une conjecture, sans démonstration, par Fermat vers 1640 et démontré trois cent cinquante ans plus tard par le mathématicien anglais Wiles en 1995.

On connaît moins le petit théorème de Fermat, qui, à la différence du grand, a été effectivement démontré par Fermat, et qui dit :

 

« Pour tout nombre premier n, pour tout nombre entier a non divisible par n, le nombre (an – a) est divisible par n »

 

Autrement dit : an et a ont le même reste dans la division par n ; vérifions par exemple avec n = 3 et a = 8 : 83 – 8 = 504 est divisible par 3.







Petit théorème de Fermat et cryptographie





Voyons comment le petit théorème de Fermat (1640) est utile à la cryptographie sur Internet (et sans doute plus utile que le grand théorème de Fermat !).

Tout d’abord, Euler le généralise en introduisant la fonction indicatrice d’Euler Φ(n) égale au nombre d’entiers inférieurs à n et premiers avec n ; il démontre le théorème suivant, pour tout nombre a premier avec n :

a Φ(n)  ≡  1 (mod. n)

(le reste de la division de aΦ(n) par n est 1)

C’est bien une généralisation du petit théorème de Fermat qu’on retrouve : pour n premier (si n est premier, Φ(n) = n – 1), a premier avec n.

 

Un peu de cryptographie simple maintenant. Alice (A) et Bob (B) veulent communiquer de manière secrète : par exemple, Alice veut envoyer à Bob un message M correspondant à son numéro de carte de paiement. Le système de cryptographie affecte à B les nombres suivants :

− p un grand nombre premier, q un grand nombre premier, n = p × q

− c un nombre premier avec Φ(n), sachant que Φ (n) = Φ (p) × Φ (q) = (p–1) × (q–1)

− d est le « décodeur » : c’est l’inverse de c par rapport à Φ(n), c’est-à-dire un nombre tel que le produit cd a comme reste 1 dans la division par Φ(n) ; il est possible de trouver un tel nombre unique car c est premier avec Φ(n).

Donnons un exemple avec des petits nombres : p = 7, q = 11, Φ (pq) = 10 × 6 = 60, c = 13 par exemple ; on trouve d tel que cd a comme reste 1 dans la division par Φ(n). La solution unique est d = 37 ; on vérifie : 13 × 37 = 8 × 60 + 1.

Le couple de nombres (n, c) est connu de tous, c’est la clef de chiffrement publique de Bob ; le couple (n, d) n’est connu que de lui, c’est la clef de chiffrement privée de Bob. Pourquoi d n’est-il connu que de Bob ? C’est là toute l’astuce du cryptage Internet. On ne connaît les nombres premiers que jusqu’à un certain rang : si l’on prend deux très grands nombres premiers et qu’on les multiplie, n = p × q, alors quelqu’un qui ne connaît que n (clef publique) ne peut pas reconstituer p et q à partir de n avec les moyens de calcul actuels ; donc il ne peut pas connaître Φ(n) ni d, même s’il connaît c. Seul Bob peut connaître d à partir des trois nombres (p, q, c).

En revanche, on peut affecter à Bob un nombre d connu de lui seul ; partant de c premier avec Φ(n), on trouve d par ordinateur : il s’agit d’un « problème d’ordre p », tandis que trouver d sans connaître p et q est un « problème d’ordre n = pq », insoluble avec les ordinateurs actuels.

Terminons le chiffrement du message. Alice envoie à Bob le message ainsi chiffré à partir du message initial M :

M’ ≡ Mc (mod. n)

soit le reste de la division de Mc (M puissance c) par n.

 

Bob fait le déchiffrement avec sa clef privée, qu’il est seul à connaître (donc personne d’autre que Bob ne peut faire ce déchiffrement), en élevant M’ qu’il reçoit à la puissance d et en faisant un calcul de reste de division par n :
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