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  Introduction 


 De  nombreuses  situations  analysées  en  économie  reposent  sur  un  modèle



 formalisé  ayant  recours  aux  outils  mathématiques.  Les  mathématiques  faci-



litent  le  traitement  d'informations  complexes  et  autorisent  un  raisonnement



 rigoureux.  Tant  la  microéconomie  que  la  macroéconomie  font  appel  aux



 techniques  d'optimisation,  l'algèbre  linéaire,  l'étude  de  suites  numériques,


 etc.

  F.A.Q. 

 Cet ouvrage est-il un manuel ?


 Non.  Un  manuel  est  en  général  écrit  pour  permettre  l'autoapprentissage  et



 présente  la  matière  de  manière  plus  fouillée  grâce  à  de  nombreux  exemples



 et  illustrations.  De  plus,  aucun  théorème  n'est  démontré  ici.  Et  l'ensemble



 des  thèmes  abordés  nécessiterait  sans  doute  un  manuel  de  plus  de  1000



 pages.  Par  contre,  il  y  a  une  longue  liste  de  manuels  en  bibliographie  où



 toutes  les  démonstrations  se  retrouvent.


 Cet ouvrage ne comporte-t-il que des définitions ?


 Non.  S'il  n'est  pas  tout  à  fait  un  manuel,  il  ne  se  résume  pas  non  plus  à  une



 liste  de  définitions  et  théorèmes.  Les  concepts  principaux  sont  expliqués  et



 illustrés  au  moyen  d'exemples.  Cet  ouvrage  est  donc  à  mi-chemin  entre  de



 simples  fiches  et  un  manuel  complet.


 Est-ce que tout mon programme de mathématiques pour

 l'économie est abordé ?


 Le  sacro-saint  principe  à  l'université  est  la  liberté  complète  donnée  à  l'en-



seignant  pour  constituer  son  programme.  Et  c'est  mieux  ainsi.  En  effet,  seuls



 les  enseignants-chercheurs  sont  à  même  de  connaître  la  matière  adéquate



 à  couvrir.  C'est  pourquoi  nous  avons  consulté  tous  les  manuels  disponibles,



 les  programmes  de  cours  des  différentes  universités  françaises,  belges,



 suisses  et  même  canadiennes  afin  de  constituer  nos  fiches.  Par  contre,  pour



 le  CAPES  et  l'agrégation  d'économie,  un  programme  officiel  existe  et  l'en-



tièreté  du  programme  2019  de  mathématiques  est  couverte  ici.
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 Dois-je maîtriser toutes les fiches pour réussir mes cours de


  maths ?



 Oui  et  non.  Normalement,  les  thèmes  abordés  ici  représentent  plus  que  le



 programme  habituellement  couvert  sur  les  deux  premières  années  d'uni-



versité.  Néanmoins,  il  se  peut  que  votre  enseignant  ait  abordé  un  thème



 que  nous  avons  oublié  ou  choisi  d'oublier,  car  peu  abordé  en  général.  Quoi



 qu'il  en  soit,  l'ouvrage  que  vous  tenez  entre  vos  mains  vous  secondera  utile-



ment  lors  de  vos  études  et  dans  la  réalisation  des  exercices  demandés  par



 vos  enseignants.  Un  concept  oublié  ?  Un  coup  d'oeil  dans  l'index  et  vous



 retrouverez  facilement  sa  définition.


 Je pense avoir vu une faute. Est-ce possible ?


 Oui.  Malgré  tout  le  soin  apporté  au  moment  de  la  rédaction  et  lors  de  la



 relecture,  l'auteur  n'est  pas  infaillible  et  son  doigt  a  pu  glisser.  Il  en  as-



sume  seul  l'entière  responsabilité.  Envoyez  un  mail  pour  lui  signaler  à  jean-



  francois.caulier@univ-paris1.fr.  Il  vous  en  sera  très  reconnaissant  !
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 1

  COURS 

 Les ensembles : théorie

  naïve 

 [ MOTS-CLÉS : cardinal, inclusion, réunion, intersection, complémentaire, différence

 ensembliste et symétrique, produit cartésien ]


 La notion d'ensemble   est essentielle, car elle peut servir de point de départ à l'étude


 de toute branche des mathématiques. Elle est également omniprésente en écono-

mie : un marché est un ensemble d'offreurs et de demandeurs, le PIB (Produit Inté-

rieur Brut) est la valeur marchande de l'ensemble des biens et services produits dans

 un pays sur une période donnée, la masse monétaire M1 comprend l'ensemble des

 pièces et billets de banque ainsi que les dépôts à vue…


 La   théorie   dite   naïve   des ensembles, où les notions d'ensemble, d'élément et d'ap-



partenance sont considérées comme primitives, est à distinguer de la   théorie axio-



 matique des ensembles. 


  DÉFINITION 

  Vocabulaire 

 1

 Un

  ensemble 


 est  une  collection  déterminée  d'objets  appelés


  éléments 


 qui  répond  à  deux  conditions  :


 1.


 un  élément  x


  appartient 


 à  un  ensemble  E,  que  l'on  note  x  ∈  E,  ou



 n'appartient  pas  à  un  ensemble  E,  que  l'on  note  x


 /

 ∈


 E;



 2.  un  ensemble  E  ne  peut  jamais  faire  partie  de  ses  éléments.



 Le paradoxe du barbier.   Cette parabole, introduite par le mathématicien Bertrand



 Russel   a, permet de comprendre l'impossible existence d'un ensemble de tous les


 ensembles possibles. Dans un village, le maire impose au seul barbier de raser

 tous les hommes qui ne se rasent pas eux-mêmes, et seulement ceux-là. Le barbier

 se retrouve devant une impossibilité. S'il ne se rase pas lui-même, le règlement lui

 ordonne de se raser lui-même. S'il se rase lui-même, il viole le règlement puisqu'il

 ne peut raser que les hommes qui ne se rasent pas eux-mêmes.

 a


 .  Logicien  et  philosophe  anglais  (1872-1970).


 Le

  cardinal 


 d'un  ensemble


  fini 


 E,  noté  #E,  est  le  nombre  d'éléments



 que  contient  E.  Un  ensemble  est


  infini 


 s'il  dispose  d'une  infinité  d'élé-



ments.  On  distinguera  les  ensembles  infinis


  dénombrables 


 (tels  que


 N

 )


 des  ensembles  infinis



  non dénombrables 



 (tels  que


 R

 ).
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 Un  ensemble  peut  se  définir  soit  en


  extension 


 ,  en  dressant  la  liste  de



 ses  éléments  entre  accolades  dans  un  ordre  arbitraire,  soit  en


 compré- 

 hension 


 ,  en  spécifiant  la  propriété  caractéristique  des  éléments  qui  le


 composent.

 L'


  ensemble vide 



 ,  noté  ∅,  est  le  seul  ensemble  qui  ne  contient  aucun  élé-



ment  :  #∅  =  0.



 Il  est  souvent  utile  de  spécifier  l'



  ensemble référentiel 



 ou  l'



  univers du dis- 


 cours 


 ,  en  général  noté  Ω  ou  U  ,  composé  de  tous  les  éléments  pouvant



 servir  à  la  construction  d'ensembles.


  Remarque 

 L'ensemble référentiel dépend du contexte étudié. Il ne s'agit en aucun cas de

 l'ensemble des ensembles imaginables. Ce dernier étant exclu par la seconde

 condition : un tel ensemble devant nécessairement se contenir lui-même, il


  n'existe donc pas. 


  Remarque 


 En statistiques, on appelle   population   l'ensemble référentiel comprenant tous les


 éléments auxquels se rapportent les données étudiées. Dans ce contexte, les


 éléments sont des   individus   ou   unités statistiques. Lorsque la population présente


 une taille trop élevée, la collecte d'informations se réalise sur une partie de la


 population. Ce sous-ensemble est appelé un   échantillon.


 Les


  ensembles numériques 



 utilisés  en  mathématiques  ont  une  notation



 spécifique  :


 –

 N

 =


 {0,  1,  2,  .  .  .}  :  l'ensemble  des



  entiers naturels 


 ;

 –

 Z

 =


 {.  .  .  ,  −2,  −1,  0,  1,  2  .  .  .}  :  l'ensemble  des



  entiers relatifs 


 ;

 –

 Q

 =


 {p/q  |  p  et  q  sont  des  entiers  relatifs  et  q


 ̸

 =


 0}  :  l'ensemble  des



  nombres rationnels 


 ;

 –

 R


 :  l'ensemble  des



  nombres réels 


 ;

 –

 C


 :  l'ensemble  des



  nombres complexes 


 .


 On  définit


 R

 ∗


 l'ensemble  des  nombres  réels  non  nuls,


 R

 +


 l'ensemble  des



 nombres  réels  positifs,


 R

 ∗

 +


 l'ensemble  des  nombres  réels  strictement



 positifs  (et  de  façon  similaire  avec  les  autres  ensembles  numériques).
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  Exemple 1 :



 L'ensemble  I  =  {1,  3,  5,  7,  9},  défini  en  extension,  peut  se  définir



 en  compréhension  I  =  {n


 ∈

 N

 |


 n  <  10  et  n  est  impair}  ou  encore  I  =  {n


 ∈

 N

 |


 n  =  2k  +  1  avec  k


 ∈

 N


 ;  k  <  5}.  L'ensemble  I  dispose  de  5  éléments  :



 #I  =  5.



  Relations entre ensembles 


 2


 Il  s'agit  ici  des  relations  en  tant  qu'opérateurs  permettant  la  comparaison



 de  deux  ou  plusieurs  ensembles  entre  eux.



  2.1 L'inclusion 



 Si  tout  élément  d'un  ensemble  A  appartient  également  à  un  ensemble  B  ,



 alors  l'ensemble  A  est  un


  sous-ensemble 


 (ou  une


  partie 


 )  de  B,  noté  A  ⊆  B



 et  qui  se  lit  «  A  est  inclus  dans  B  ».  Si  certains  éléments  de  B  n'appartiennent



 pas  à  A,  alors  A  est  un  sous-ensemble  strict  de  B,  noté  A  ⊂  B.  On  peut



 également  noter  B  ⊇  A  et  lire  «  B  contient  A  »,  avec  le  symbole  «  ⊃  »  pour



 la  version  stricte.



  Exemple 2 :



 Quelques  résultats  fondamentaux  :


 –


 Quel  que  soit  l'ensemble  U  ,  on  a  toujours  ∅  ⊆  U  .


 –

 N

 ⊂

 Z

 ⊂

 Q

 ⊂

 R

 ⊂

 C

 .

 –


 Si  A  ⊆  B  et  B  ⊆  A,  alors  A  =  B.  La  relation  d'inclusion  est


 antisymé- 

 trique 

 .

 2.2 L'ensemble des parties d'un ensemble


 On  définit  un  ensemble  dont  les  éléments  sont  à  leur  tour  des  ensembles  :



 il  s'agit  des  sous-ensembles  d'un  ensemble  A.  L'ensemble  des  parties  d'un



 ensemble  fini  A  se  note  P  (A).



  Exemple 3 :



 Soit  A  =  {1,  2,  3}.  Alors,



 P  (A)  =  {∅,  {1},  {2},  {3},  {1,  2},  {1,  3},  {2,  3},  {1,  2,  3}}.



  Exemple 4 :



 En  probabilités,  l'ensemble  Ω  est  appelé


  univers 


 et  représente



 tous  les  résultats  possibles  d'une  expérience  aléatoire.  Un


  évènement 

 est


 un  sous-ensemble  de  Ω  et  P  (Ω)  représente  l'ensemble  des  évènements



 possibles.  Ainsi,  si  l'expérience  consiste  au  lancer  d'une  pièce  de  monnaie,



 il  y  aura  4  évènements  possibles  :  pile,  face,  pile  ou  face,  ni  pile  ni  face.



 Les  deux  premiers  sont  des  évènements  élémentaires,  le  troisième  est  un



 évènement  certain  et  le  dernier  est  un  évènement  impossible.
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 Opérations sur les ensembles

 3


  3.1 Réunion 



 Soit  deux  ensembles  A  et  B.  Leur  réunion  est  l'ensemble  des  éléments  qui



 appartiennent  au  moins  à  l'un  des  deux  ensembles  :



 A  ∪  B  =  {x  |  x  ∈  A  ou  x  ∈  B}



 avec  «  ou  »  dans  le  sens  inclusif  (c'est-à-dire  «  et/ou  »).  La  réunion  se  gé-



néralise  à  plus  de  deux  ensembles.  Soit  n  ensembles  A


 1

 ,A

 2


 ,  .  .  .  An.  Leur



 réunion  se  note


 ∪

 n

 i

 =

 1


 Ai.



  3.2 Intersection 



 Soit  deux  ensembles  A  et  B.  Leur  intersection  est  l'ensemble  des  éléments



 qui  appartiennent  aux  deux  ensembles  :



 A  ∩  B  =  {x  |  x  ∈  A  et  x  ∈  B}.



 Lorsque  deux  ensembles  n'ont  aucun  élément  commun,  c'est-à-dire  lorsque



 A  ∩  B  =  ∅,  les  deux  ensembles  sont  dits


  disjoints 


 .  L'intersection  peut  se



 définir  sur  plus  de  deux  ensembles.  Soit  n  ensembles  A


 1

 ,A

 2


 ,  .  .  .  An.  Leur



 intersection  se  note


 ∩

 n

 i

 =

 1


 Ai.



  3.3 Complémentaire 



 Pour  définir  le  complémentaire  d'un  ensemble  A,  il  est  nécessaire  de  connaî-



tre  l'ensemble  référentiel.  Soit  Ω  le  référentiel  et  l'ensemble  A.  Le  complé-



mentaire  de  A,  noté  A,  est  l'ensemble



 A  =  {x  |  x


 /

 ∈


 A}.



 Il  s'agit  de  l'ensemble  des  éléments  du  référentiel  qui  n'appartiennent  pas



 à  A.  D'autres  notations  sont  plus  explicites  sur  le  référentiel  utilisé  et  sont


 c


 à  privilégier  lorsque  l'on  souhaite  éviter  toute  ambiguïté  :  C


 Ω


 A  ou  A


 Ω

 ou

 encore

 c


 A.



  3.4 Différence ensembliste 



 Soit  deux  ensembles  A  et  B.  Leur  différence  est  l'ensemble  des  éléments



 de  A  qui  n'appartiennent  pas  à  B  :



 A  \  B  =  {x  |  x  ∈  A  et  x


 /

 ∈


 B}=A∩B.



  3.5 Différence symétrique 



 Soit  deux  ensembles  A  et  B  .  Leur  différence  symétrique  est  l'ensemble



 des  éléments  qui  appartiennent  exclusivement  à  l'un  des  deux  ensembles



 seulement  :



 A∆B  =  {x  |  x  ∈  A  \  B  ou  x  ∈  B  \  A}  =  (A  \  B)  ∪  (B  \  A).
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  3.6 Produit cartésien 



 Soit  deux  ensembles  A  et  B  non  vides.  Le  produit  cartésien  de  A  et  B,  noté



 A  ×  B  ,  est  l'ensemble  des  couples  ordonnés  d'éléments  de  A  et  d'éléments



 de  B  :



 A  ×  B  =  {(x,  y)  |  x  ∈  A  et  y  ∈  B}.



 On  peut  généraliser  cette  définition  à  plus  de  deux  ensembles.  Soit  n  en-



sembles  A


 1

 ,A

 2


 ,  .  .  .  ,  An.  Le  produit  cartésien  de  ces  n  ensembles  non  vides



 est  l'ensemble


 A

 1

 ×

 A

 2

 ×


 ·  ·  ·  ×  An


 =


 {(a


 1

 ,a

 2


 ,  .  .  .  ,  an)  |  a


 1

 ∈

 A

 1

 ,a

 2

 ∈

 A

 2


 ,  .  .  .  ,  an


 ∈


 An}.



 Cet  ensemble  est  constitué  des  n-uplets  (a


 1

 ,a

 2


 ,  .  .  .  ,  an).  Dans  le  cas  particu-



lier  de  n  ensembles  identiques,  c'est-à-dire  si  Ai  =  A  pour  tout  i  =  1,  .  .  .  ,  n,



 on  note  An  ce  produit  cartésien.


  Remarque 


  Ne pas confondre 


 n

 -uplets et ensembles de cardinalité

 n


 . Dans un 


 n


  -uplet, la liste 


 est ordonnée entre parenthèses. Dans un ensemble, la liste des éléments se réalise

 dans un ordre arbitraire entre accolades. Ainsi, le couple


 (a


 1

 ,a

 2

 )


  est différent du 


  couple 


 (a


 2

 ,a

 1

 )


  (sauf si 


 a

 1

 =

 a

 2

 ) alors que les ensembles


 {a


 1

 ,a

 2

 }

  et 


 {a


 2

 ,a

 1

 }


  sont égaux. 



  Exemple 5 :



 Les  espaces  euclidiens


  R2 

 et

 R

 n

 :

 –

 L'ensemble

 R

 ×

 R

 =

  R2 


 des  couples  (x,  y)  de  deux  nombres  réels  peut



 se  représenter  dans  le  plan  muni  d'un  système  d'axes  de  coordonnées



 «  cartésiennes  »  (abscisse  et  ordonnée).


 –

 L'ensemble

 R

 n


 est  constitué  des  n-uplets  (x


 1

 ,x

 2


 ,  .  .  .  ,  xn)  où  chaque  xi



 pour  i  =  1,  .  .  .  ,  n  est  élément  de


 R


 .  Chaque  n-uplet  est  un


  vecteur 

 de

 l'espace

 R

 n

 .


  Exemple 6 :



 L'expérience  de  l'exemple  2.2  consiste  à  lancer  une  pièce  de



 monnaie  et  observer  le  résultat.  L'ensemble  des  évènements  élémentaires



 est  S  =  {P,  F  },  soit  pile  (P  ),  soit  face  (F  ).  Si  l'expérience  consiste  à  lancer



 deux  fois  la  pièce,  l'ensemble  des  évènements  élémentaires  est  S  ×  S


 =

 S

 2

 =


 {(P,  P  ),  (F,  F  ),  (P,  F  ),  (F,  P  )}.



  3.7 Partitions d'ensemble 



 Soit  S  un  ensemble  non  vide.  Une  collection  A


 1

 ,A

 2


 ,  .  .  .  ,  An  de  sous-ensem-



bles  de  S  forment  une


  partition 


 de  S  si  ces  3  conditions  sont  remplies  :


 1.


 l'ensemble  vide  ne  fait  pas  partie  de  la  liste  :  Ai


 ̸

 =

 ∅


 pour  i  =  1,  .  .  .  n  ;
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 2.  les  sous-ensembles  sont  disjoints  deux  à  deux  :  Ai  ∩  Aj  =  ∅  pour  tout



 i  ̸=  j  ;



 3.  leur  union  est  l'ensemble  S  :


 ∪

 n

 i

 =

 1


 Ai  =  S.


 3.8 Diagramme de Venn-Euler


 Les  différentes  opérations  peuvent  se  représenter  de  manière  schématique



 au  moyen  d'un  diagramme  de  Venn-Euler  pourvu  que  le  nombre  d'ensem-



bles  représentés  ne  soit  pas  trop  important.  Les  éléments  peuvent  ou  non



 apparaître  explicitement  sur  la  représentation.


  A∪B 

  A∩B 

 Ω

 A

 B

 Ω

 A

 B

 C

 Ω

 A

  A\B 

 Ω

 A

 Ω

 A

 B

  B\A 

  A∆B 

 Ω

 A

 B

 Ω

 A

 B


 Figure 1.1   Diagrammes de Venn-Euler


 3.9 Propriétés des opérateurs


 Les  opérateurs  sur  les  ensembles  répondent  à  quelques  lois  et  forment  un



 système  algébrique  appelé



  algèbre de Boole 


 .
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 Dans  ce  qui  suit,  Ω  est  le  référentiel,  A,  B  et  C  trois  ensembles  non  vides.


 1.


 Lois  sur  la  réunion  et  l'intersection  :


 –


 A∩A=A


 –


 A∪A=A


 –


 A∩B=B∩A


 –


 A∪B=B∪A


 –


 (A  ∩  B)  ∩  C  =  A  ∩  (B  ∩  C)


 –


 (A  ∪  B)  ∪  C  =  A  ∪  (B  ∪  C)


 –


 A∩(B  ∪  C)  =  (A  ∩  B)∪  (A∩  C)


 –


 A∪(B  ∩  C)  =  (A  ∪  B)∩  (A∪  C)


 –

 A


 ∩∅=∅


 –


 A∪Ω=Ω


 –


 A∪∅=A


 –


 A∩Ω=A



 2.  Lois  sur  les  complémentaires  :


 –

 ¯

 ¯

 A

 =

 A

 –

 A

 ∪

 ¯

 A

 =

 Ω

 –

 A

 ∩

 ¯

 A


 =∅


 –

 Ω


 =∅


 –

  A∪B 

 =

 ¯

 A

 ∩

 ¯

 B

 –

  A∩B 

 =

 ¯

 A

 ∪

 ¯

 B


 3.  Lois  sur  les  différences  :


 –


 A\B=A


 ∩

 ¯

 B

 –

  Ω\A 

 =

 ¯

 A

 –

  A\Ω 


 =∅


 –


 A\∅=A


 –

 ∅


 \A



 =∅


 –

  A\A 


 =∅


 –


 (A  \  B)  \  C  =  A  \  (B  ∪  C)


 –


 A  \  (B  \  C)  =  (A  \  B)  ∪  (A  ∩  C)


 –


 A  ∪  (B  \  C)  =  (A  ∪  B)  \  (C  \  A)


 –


 A  ∩  (B  \  C)  =  (A  ∩  B)  \  (A  ∩  C)


 Application : l'indice de pouvoir de Banzhaf

 4


 La  théorie  des  ensembles  fournit  un  moyen  simple  de  calculer  un  certain



 type  de  pouvoir  dans  une  assemblée  prenant  des  décisions  à  majorité



 simple  ou  qualifiée.  Il  s'agit  de  l'indice  de  pouvoir  de  Banzhaf  1.  Sa  méthode



 de  calcul  est  la  suivante  :



 Soit  N  une  assemblée  de  cardinalité  n


 ∈

 N

 ∗


 ,  composée  d'agents,  de



 partis  politiques,  de  pays,  etc.



 Un  sous-ensemble  S  ⊆  B  est  appelé


  coalition 

 .


 Chaque  agent  i  dispose  d'un  certain  nombre  de


  voix 


 ou  sièges  xi


 ∈

 R

 ,


 i  =  1,  .  .  .  ,  n.



 Pour  toute  coalition  S,  on  définit  xS


 =

 ∑


 i∈S



 xi



 le  nombre  total  de  voix



 dont  disposent  les  agents  appartenant  à  la  coalition  S.



 Les  décisions  sont  adoptées  à  la  majorité  q.  Par  exemple,  si  q  =  xN  /2,



 les  décisions  sont  prises  à  majorité  simple.  Si  une  coalition  d'agents  S



 est  en  faveur  de  la  décision  et  que  xS  >  q,  la  décision  est  adoptée.



 Autrement,  elle  est  rejetée.



 1.  Voir  Banzhaf,  John  F.  (1965),


 Weighted voting doesn't work : A mathematical analysis

 ,


 Rutgers  Law  Review  19  (2)  :  317–343.
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 Une  coalition  S  telle  que  xS  >  q  est  une



  coalition gagnante 



 .  Autrement,



 elle  est  perdante.



 Un  agent  i  est


  critique 


 pour  une  coalition  gagnante  S  si  S  \  {i}  est  per-



dante.  Autrement  dit,  un  agent  critique  rend  perdante  une  coalition  ga-



gnante  par  son  départ.


 L'

 indice de pouvoir de Banzhaf


 d'un  agent  i  est  le  nombre  total  de  po-



sitions  critiques  de  cet  agent  sur  l'ensemble  des  coalitions  gagnantes.



 En  1958,  le  Conseil  de  la  Communauté  Économique  Européenne  (CEE)  était



 composé  de  6  membres  :  Allemagne  (A),  Belgique  (B),  France  (F),  Italie  (I),



 Luxembourg  (L)  et  Pays-Bas  (P).  Les  grands  pays  (A,  F  et  I)  disposaient  de



 4  voix,  les  pays  moyens  (B  et  P)  de  2  voix  et  1  seule  voix  pour  L,  pour  un



 total  de  17  voix.  Les  décisions  étaient  adoptées  avec  12  voix  pour  sur  17.



 Le  tableau  suivant  reprend  les  14  coalitions  gagnantes  sur  les  64  coalitions



 possibles,  leur  total  de  voix  et  leurs  membres  critiques.


  Coalition 

  Total 


  Membres critiques 


  ABFILP 

  17 

  Aucun 

  ABFIP 

  16 

  Aucun 

  ABFIL 

  15 


  A, F, I


  AFILP 

  15 


  A, F, I


  ABFI 

  14 


  A, F, I


  AFIP 

  14 


  A, F, I


  AFIL 

  13 


  A, F, I


  ABFLP 

  13 

 A, B, F, P

  BFILP 

  13 

 B, F, I, P

  ABILP 

  13 

 A, B, I, P

  AFI 

  12 


  A, F, I


  ABFP 

  12 

 A, B, F, P

  BFIP 

  12 

 B, F, I, P

  ABIP 

  12 

 A, B, I P


 Les  indices  de  pouvoir  de  Banzhaf  des  différents  pays  sont  10  pour  l'Alle-



magne,  la  France  et  l'Italie,  6  pour  la  Belgique  et  les  Pays-Bas  et  0  pour



 le  Luxembourg  !  La  probabilité  que  le  Luxembourg  change  le  destin  d'une



 décision  en  modifiant  son  vote  était  nulle.
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  EXERCICES 


  Exercice 1


  Soit 

 Ω

 =


 {1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8}


 ,

 A

 =


 {1,  3,  4,  5}


 ,

 B

 =


 {2,  3,  5,  7}


  et 


 C  =  {4,  5,  6,  7}


 .

  1. 


 Représentez  ces  ensembles  dans  un  diagramme  de  Venn.


  2. 


 En  utilisant  les  opérateurs  de  l'union,  de  l'intersection,  de  différence  et



 de  la  complémentarité  des  ensembles  A,  B,  C  et  Ω,  déterminez  les  sous-



ensembles  suivants  :


 1.


 {5,  7}  ;



 2.  {5}  ;



 3.  {4}  ;



 4.  {3,  4,  5,  7}  ;



 5.  {8}  ;



 6.  {1,  8}.


  3. 


 Identifiez,  à  l'aide  du  diagramme  dessiné  précédemment,  les  ensembles



 suivants  :


 1.


 (A  ∩  B)  \  C  ;



 2.  (Ac  ∩  B)  ∩  C  ;



 3.  (Ac  ∪  Bc)  ∩  C  ;



 4.  Bc  ∪  (A  ∪  B  ∪  C)c  ;



 5.  (A  ∪  Bc)  ∪  Cc  ;



 6.  (A  ∩  Bc)  ∪  Ωc.



  Exercice 2


 Le Code de la route change régulièrement et nombre d'automobilistes se

 font piéger. Lors d'un récent contrôle, les agents ont arrêté 300 automo-

bilistes et ont contrôlé :

 –


 l'usage  d'une  oreillette  Bluetooth  ;


 –


 le  respect  du  passage  à  80km/h  au  lieu  de  90km/h  ;


 –


 la  présence  de  vitres  sur-teintées  à  l'avant  du  véhicule.



 Chaque  infraction  constatée  est  sanctionnée  d'une  amende  de  135  €.  Lors



 de  cette  opération  de  contrôle,


 –


 105  véhicules  présentaient  des  vitres  teintées  ;


 –


 160  conducteurs  dépassaient  les  80  km/h  ;


 –


 110  conducteurs  utilisaient  une  oreillette  ;


 –


 50  conducteurs  faisaient  usage  d'une  oreillette  et  avaient  des  vitres  tein-



tées  ;


 –


 60  conducteurs  faisaient  usage  d'une  oreillette  et  dépassaient  la  vitesse



 de  80  km/h  ;


 –


 70  véhicules  dépassaient  les  80km/h  et  avaient  des  vitres  teintées  ;


 –


 20  conducteurs  ont  payé  405  €  d'amende.



 Combien  de  conducteurs  :


 –


 n'ont  pas  reçu  d'amende  ;


 –


 ont  dû  payer  135  €  ;


 –


 ont  dû  payer  270  €  ;


 –


 ont  payé  exactement  135  €  à  cause  de  leurs  vitres  teintées  ?
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 1

  CORRIGÉS 


  Exercice 1


  1. 


 Diagramme  de  Venn  :


 Ω

 C

 (6)

 (4)

 (1)

 (5)

 (3)

 (2)

 (7)

 (8)

 A

 B

  2. 

 1.


 {5,  7}  =  C  ∩  B  ;



 2.  {5}  =  A  ∩  B  ∩  C  ;



 3.  {4}  =  (A  ∩  C)  \  B  ;



 4.  {3,  4,  5,  7}  =  (A  ∩  C)  ∪  (A  ∩  B)  ∪  (B  ∩  C);



 5.  {8}  =  (A  ∪  B  ∪  C)c  ;



 6.  {1,  8}  =  (B  ∪  C)c  ;


  3. 

 1.


 (A  ∩  B)  \  C  =  {3};



 2.  (Ac  ∩  B)  ∩  C  =  {7}  ;



 3.  (Ac  ∪  Bc)  ∩  C  =  {5}  ;



 4.  Bc  ∪  (A  ∪  B  ∪  C)c  =  {1,  4,  6,  8};



 5.  (A  ∪  Bc)  ∪  Cc  =  {1,  2,  3,  4,  5,  6,  8};



 6.  (A  ∩  Bc)  ∪  Ωc  =  {1,  4}.



  Exercice 2



 Pour  répondre  à  la  question,  on  construit  un  diagramme  de  Venn-Euler  de



 3  ensembles  et  on  le  remplit  en  partant  de  l'intersection  commune  aux  3,



 ensuite  les  intersections  deux  à  deux,  et  on  termine  par  les  parties  d'en-



semble  hors  intersection.  On  n'oublie  pas  les  conducteurs  n'ayant  commis
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 aucune  infraction  (ils  sont  dans  l'ensemble  référentiel  mais  en  dehors  des


 ensembles).

 –


 85  conducteurs  n'ont  pas  reçu  d'amende  ;


 –


 75  conducteurs  ont  commis  exactement  une  seule  infraction  ;


 –


 120  conducteurs  ont  commis  exactement  deux  infractions  ;


 –


 5  véhicules  contrôlés  ne  présentaient  que  les  vitres  teintées  comme  in-


fraction.
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  COURS 


  Logique et raisonnement 


 [ MOTS-CLÉS : proposition, prédicat, conjonction, disjonction, implication, condition

 nécessaire et suffisante, quantificateur universel et existentiel ]


 La   logique   est un champ de recherches en mathématiques très élaboré d'un point


 de vue formel. En économie, seuls quelques principes fondamentaux et méthodes

 classiques sont utilisés de manière à structurer un raisonnement, une démonstration.

  DÉFINITION 

  Vocabulaire 

 1

 Une

  proposition 


 est  un  énoncé  qui  a  pour  propriété  d'être  soit  vrai,  soit



 faux,  sans  possible  nuance.  Une  proposition  ne  dispose  donc  que  d'une



 seule  valeur  logique  incarnant  sa  vérité  (V  ou  1)  ou  sa  fausseté  (F  ou  0),



 d'où  l'appellation  parfois  utilisée  de  logique


  binaire 

 .

 La

  négation 


 d'une  proposition  P  ,  notée  -¬P  ou  non-P  présente  une  va-



leur  de  vérité  opposée  à  celle  de  P  .  On  peut  résumer  ces  informations



 dans  une



  table de vérité 


 :

 P

 -

 P

 1

 0

 0

 1


  Exemple 1 :



 La  proposition  P  :  «  un  seul  vendeur  opère  sur  un  marché  en



 monopole  »  est  vraie.  La  proposition  -¬P  :  «  plusieurs  vendeurs  opèrent  sur



 un  marché  en  monopole  »  est  fausse.



 On  appelle


  prédicat 


 une  proposition  P  dont  la  valeur  logique  (1  ou  0)



 dépend  de  la  valeur  prise  par  un


  argument 

 (ou

  variable 


 )  x  issu  de  l'en-



semble  de  référence  Ω.  Le  prédicat  se  note  P  (x)  et  signifie  x  possède



 la  propriété  P  .  On  détermine  alors  le



  domaine de validité 



 permettant  de



 définir  les  conditions  (quelles  valeurs  de  la  variable)  sous  lesquelles  la



 propriété  est  vraie.


 Lien avec les ensembles

 2


 Un  prédicat  est  une  proposition  P  vraie  pour  certains  éléments  x  d'un  en-



semble  Ω.  Ce  prédicat  est  la  propriété  caractéristique  des  éléments  d'un
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 sous-ensemble  A  de  Ω.  Il  s'agit  d'une  propriété  présentée  par  les  éléments



 de  A,  et  seulement  par  eux.  On  le  note  :



 A  =  {x  ∈  Ω  |  P  (x)}.



 La  propriété  P  (x)  est  vraie  si  et  seulement  si  x  ∈  A  et  est  fausse  si  x


 /

 ∈


 A.



 La  négation  de  P  (x),  c'est-à-dire  -¬P  (x)  est  le  complémentaire  de  A  dans



 Ω:


 ¯

 A

 =


 {x  ∈  Ω  |  -¬P  (x)}.



  Connecteurs logiques 


 3


 Au  nombre  de  quatre,  les  principaux  connecteurs  logiques  permettent  de



 relier  des  propositions  élémentaires  pour  en  former  de  plus  élaborées.  L'ob-



jectif  de  la  logique  formelle  est  d'étudier  la  validité  de  raisonnements  com-


plexes.


  3.1 Conjonction 



 La  conjonction  de  deux  propositions  «  P  et  Q  »,  notée  (P  ∧  Q),  est  une  pro-



position  vraie  uniquement  si  les  propositions  P  et  Q  sont  vraies  simultané-



ment.  En  termes  d'ensembles,  si  A  =  {x  ∈  Ω  |  P  (x)}  et  B  =  {x  ∈  Ω  |  Q(x)},


 alors


 {x  ∈  Ω  |  P  (x)  ∧  Q(x)}  =  A  ∩  B.



  3.2 Disjonction 



 La  disjonction  de  deux  propositions  «  P  ou  Q  »,  notée  (P  ∨  Q),  est  une  pro-



position  vraie  si  l'une  au  moins  des  deux  propositions  P  et  Q  est  vraie.  En



 termes  d'ensembles  :



 {x  ∈  Ω  |  P  (x)  ∨  Q(x)}  =  A  ∪  B.



  3.3 Implication 



 La  proposition  «  P  implique  Q  »,  notée  (P  ⇒  Q)  est  une  proposition  fausse



 uniquement  lorsque  P  est  vraie  et  Q  est  fausse,  et  vraie  dans  tous  les  autres



 cas.  Si  (P  ⇒  Q)  est  vraie,  alors



 P  est  une



  condition suffisante 



 pour  Q  ;



 Q  est  une



  condition nécessaire 



 pour  P  .



 On  peut  également  dire  «  si  P  est  vraie,  alors  Q  est  vraie  ».  La  proposition



 (Q  ⇒  P  )  est  appelée


  réciproque 


 de  l'implication  (P  ⇒  Q).
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  Remarque 


  En langage courant, 


  P⇒Q 


  signifie que si 


 P


  est vraie, alors 


 Q


  est vraie. En 



  logique, la proposition 



 (P  ⇒  Q)


 est toujours vraie lorsque

 P


  est fausse, 


 indépendamment de la valeur de vérité de

 Q

 . Ainsi, la proposition


 (P  ⇒  Q)



  et la 


  proposition 


 (-¬P  ∨  Q)


 ont même valeur de vérité.


 En  termes  d'ensembles  :



 {x  ∈  Ω  |  P  (x)  ⇒  Q(x)}  =  A  ⊆  B.



  3.4 Équivalence 



 La  proposition  «  P  équivaut  à  Q  »,  notée  (P  ⇔  Q),  est  une  proposition  vraie



 lorsque  P  et  Q  ont  la  même  valeur  de  vérité,  c'est-à-dire  si  P  et  Q  sont



 simultanément  vraies  ou  simultanément  fausses.  Si  (P  ⇔  Q)  est  vraie,  alors



 P  est  une


 condition nécessaire et suffisante


 (CNS)  pour  Q  ;



 Q  est  une  CNS  pour  P  .



 On  dit  alors  «  P  si  et  seulement  si  Q  ».  En  termes  d'ensembles  :



 {x  ∈  Ω  |  P  (x)  ⇔  Q(x)}  =  A  =  B.


 3.5 Tables de vérité


 On  peut  résumer  les  informations  concernant  les  valeurs  de  vérités  des



 propositions  définies  ci-dessus  dans  des  tables  de  vérité  :


 Conjonction

 P

 Q

  P∧Q 

 1

 1

 1

 1

 0

 0

 0

 1

 0

 0

 0

 0

 Disjonction

 P

 Q

  P∨Q 

 1

 1

 1

 1

 0

 1

 0

 1

 1

 0

 0

 0

 Implication

 P

 Q

  P⇒Q 

 1

 1

 1

 1

 0

 0

 0

 1

 1

 0

 0

 1

 Équivalence

 P

 Q

  P⇔Q 

 1

 1

 1

 1

 0

 0

 0

 1

 0

 0

 0

 1
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  Quantificateurs logiques 


 4


  4.1 Quantificateur universel 



 Si  une  proposition  P  ,  correspondant  à  une  propriété  caractéristique  P  (x)



 de  l'ensemble  A,  est  vraie



  quel que soit 



 l'élément  x  de  l'ensemble  Ω,  on


 écrit

 ∀


 x  ∈  Ω,  P  (x)



 qui  se  lit  :  «  pour  tout  élément  x  de  Ω,  la  proposition  P  est  vraie  ».  Dans  ce



 cas,  A  =  Ω.



  Exemple 2 :



 Si  Yn  représente  le  PIB  de  l'année  n


 ∈

 N


 ,  la  phrase


 ∀

 n

 ∈

 N


 ,  Yn


 +

 1

 ≥


 Yn



 se  lit  «  quelle  que  soit  la  valeur  de  n,  Yn


 +

 1


 est  au  moins  aussi  grand  que  Yn  ».



 En  d'autres  termes,  le  PIB  connaît  une  croissance  chaque  année.



  4.2 Quantificateur existentiel 



 Si  une  proposition  P  ,  correspondant  à  une  propriété  caractéristique  P  (x)



 de  l'ensemble  A,  est  vraie  pour



  au moins un 



 élément  x  de  l'ensemble  Ω,  on


 écrit

 ∃


 x  ∈  Ω,  P  (x)



 qui  se  lit  :  «  il  existe  au  moins  un  élément  de  Ω  tel  que  la  proposition  P  est



 vraie  ».  Dans  ce  cas  A


 ̸

 =

 ∅

 .


  Exemple 3 :



 Avec  Yn,  le  PIB  de  l'année  n


 ∈

 N


 ,  la  phrase


 ∃

 n

 ∈

 N


 ,  Yn


 +

 1

 <


 Yn



 se  lit  «  il  existe  une  valeur  de  n  telle  que  Yn


 +

 1


 est  strictement  inférieur  à  Yn  ».



 En  d'autres  termes,  le  PIB  a  régressé  au  moins  une  fois.



 Une  variante  du  quantificateur  existentiel  est  la  suivante  :


 ∃


 !x  ∈  Ω,  P(x)



 qui  se  lit  «  il  existe


 un et un seul


 élément  de  Ω  tel  que  la  proposition  P  est



 vraie  ».  Dans  ce  cas  A  =  {x}.


 4.3 Négation des quantificateurs


 Pour  nier  une  phrase  quantifiée,  on  utilise  l'autre  quantificateur  :


 -


 (∀x  ∈  Ω,  P  (x))  ⇔  (∃x  ∈  Ω,  -¬P  (x))


 -


 (∃x  ∈  Ω,  P  (x))  ⇔  (∀x  ∈  Ω,  -¬P  (x))
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  Exemple 4 :



 Si  f  est  une  fonction  d'une  variable  réelle  et  x


 0


 un  nombre  réel,



 l'assertion  «  f  est  continue  en  x


 0


 »  s'écrit


 ∀


 ϵ  >  0,  ∃h  >  0,  ∀x  ∈  [x


 0

 −


 h,  x


 0

 +


 h]  :  |f(x)  −  f(x


 0


 )|  ≤  ϵ.



 La  négation  de  cette  assertion,  c'est-à-dire  que  f  est  discontinue,  on  écrit


 ∃


 ϵ  >  0,  ∀h  >  0,  ∃x  ∈  [x


 0

 −


 h,  x


 0

 +


 h]  :  |f(x)  −  f(x


 0


 )|  >  ϵ.


  Raisonnements 

 5


 Deux  types  de  raisonnements  permettant  de  démontrer  un  théorème  ou



 une  proposition  du  type  (P  ⇒  Q)  sont  passés  en  revue.  Le  dernier  rai-



sonnement  présenté,  par  récurrence,  ne  concerne  que  des  propositions



 dépendant  d'un  entier  naturel.



  5.1 Par contraposée 



 La  contraposée  de  (P  ⇒  Q)  est  (-¬Q  ⇒  -¬P  ).  Ces  deux  propositions  sont



 équivalentes,  comme  nous  le  montre  la  table  de  vérité  :


 P

 Q


 (P  ⇒  Q)



 (-¬Q  ⇒  -¬P  )


 1

 1

 1

 1

 1

 0

 0

 0

 0

 1

 1

 1

 0

 0

 1

 1


 Lorsqu'il  s'avère  difficile  de  démontrer  que  P  ⇒  Q,  on  peut  alors  essayer



 de  démontrer  -¬Q  ⇒  -¬P  ,  ce  qui  est  logiquement  équivalent.



  Exemple 5 :



 Soit  une  fonction  f


 :

 R

 →

 R


 .  On  définit  P(x)  :  ∀x


 ∈

 R

 ,


 f  (x)f  (−x)  =  1  et  Q(x)  :  ∀x


 ∈

 R


 ,  f(x)


 ̸

 =


 0.  On  veut  démontrer  P  ⇒  Q.



 Or,  démontrer  que  la  fonction  f  ne  s'annule  jamais  si  f  (x)f  (−x)  =  1  pour



 tout  x  est  difficile.  On  essaie  par  contraposition  :



 On  définit  -¬Q(x)  :  ∃x



 ∗∈


 R


 ,  f(x∗)  =  0  et  -¬P(x)  :  ∃x′


 ∈

 R


 ,  f  (x′)f  (−x′)



 ̸=



 1.



 On  montre  -¬Q  ⇒  -¬P  .  Or,  si  f  (x∗)  =  0,  alors  f  (x∗)f  (−x∗)  =  0  et  est



 donc  différent  de  1.  On  a  trouvé  un  x  tel  que  f  (x)f  (−x)


 ̸

 =


 1,  ce  qu'il



 fallait  montrer.  Par  conséquent,  P  ⇒  Q.
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  5.2 Par l'absurde 



 Cette  méthode  de  démonstration  repose  sur  le  principe  de  non-contradic-



tion  :  si  R  est  une  proposition,  la  proposition  (R  ∧  -¬R)  est  fausse  (R  ne  peut



 pas  être  vraie  et  fausse  à  la  fois).



 Le  seul  cas  où  (P  ⇒  Q)  est  fausse  est  lorsque  P  est  vraie  et  -¬Q  est  vraie.  La



 démonstration  par  l'absurde  pour  démontrer  (P  ⇒  Q)  consiste  à  supposer



 (P  ∧  -¬Q)  ⇒  (R  ∧  -¬R)



 c'est-à-dire  qu'en  supposant  que  P  est  vraie  et  Q  est  fausse,  on  aboutit  à



 une  contradiction.  La  contraposée  donne


 -


 (R  ∧  -¬R)  ⇒  -¬(P  ∧  -¬Q)  ⇔  P  ⇒  Q.



  Exemple 6 :



 Dans  un  référentiel  donné  Ω,  l'ensemble  vide  est  sous-ensem-



ble  de  n'importe  quel  ensemble  de  P(Ω).  Par  définition,  pour  tout  A  ∈  P(Ω),



 on  a


 ∅⊆


 A  ⇔  (x  ∈  ∅  ⇒  x  ∈  A).



 Supposons  au  contraire  qu'il  existe  un  x  ∈  Ω  tel  que  x  ∈  ∅  et  x


 /

 ∈


 A.  Or,  par



 définition  de  l'ensemble  vide,  pour  tout  x  ∈  Ω,  x


 /

 ∈

 ∅


 .  On  a  x  ∈  ∅  et  x


 /

 ∈

 ∅

 ,


 une  contradiction.  Donc  l'ensemble  vide  est  sous-ensemble  de  n'importe



 quel  ensemble.



  5.3 Par récurrence 



 Soit  une  proposition  dépendant  d'un  entier  naturel  P  (n),  avec  n
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Les opérateurs sur les ensembles répondent a quelques lois et forment un
systéme algébrique appelé
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Oui. Malgré tout le soin apporté au moment de la rédaction et lors de la
relecture, I'auteur n’est pas infaillible et son doigt a pu glisser. Il en as-
sume seul I'entiére responsabilité. Envoyez un mail pour lui signaler a jean-
francois.caulier@univ-paris’.fr. Il vous en sera trés reconnaissant!
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Soit deux ensembles A et B non vides. Le produit cartésien de A et B, noté
Ax B, estI'ensemble des couples ordonnés d’éléments de A et d’éléments
de B:

AxB={(z,y)|v€Aety e B}.

On peut généraliser cette définition a plus de deux ensembles. Soit n en-
sembles A , A ,..., A,.Le produit cartésien de ces n ensembles non vides
est I'ensemble

A XA x---xA,={(a,a,...,a,) |a €A,a €A,...,a,€A,}.
Cetensemble est constitué des n-uplets (a ,a ,...,a,). Dansle cas particu-

lier de n ensembles identiques, c’est-a-dire si A; = Apourtouti =1,...,n,
on note A™ ce produit cartésien.
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On peut résumer les informations concernant les valeurs de vérités des
propositions définies ci-dessus dans des tables de vérité :
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Diagramme de Venn :
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aucune infraction (ils sont dans I'ensemble référentiel mais en dehors des
ensembles).

85 conducteurs n'ont pas recu d’amende;

75 conducteurs ont commis exactement une seule infraction;

120 conducteurs ont commis exactement deux infractions;

5 véhicules controlés ne présentaient que les vitres teintées comme in-
fraction.
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sous-ensemble A de Q. Il s’agit d’'une propriété présentée par les éléments
de A, et seulement par eux. On le note :

A={zeQ|P(z)}.
La propriété P(x) est vraie si et seulement si z € A et est fausse si z ¢ A.

La négation de P(z), c'est-a-dire —P(xz) est le complémentaire de A dans
Q:

A={zeQ|-P(z)}

Au nombre de quatre, les principaux connecteurs logiques permettent de
relier des propositions élémentaires pour en former de plus élaborées. L'ob-
jectif de la logique formelle est d’étudier la validité de raisonnements com-
plexes.
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Non. Un manuel est en général écrit pour permettre 'autoapprentissage et
présente la matiere de maniére plus fouillée grace a de nombreux exemples
et illustrations. De plus, aucun théoréme n’est démontré ici. Et 'ensemble
des themes abordés nécessiterait sans doute un manuel de plus de 1000
pages. Par contre, il y a une longue liste de manuels en bibliographie ou
toutes les démonstrations se retrouvent.
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En probabilités, 'ensemble (2 est appelé etreprésente
tous les résultats possibles d’une expérience aléatoire. Un est
un sous-ensemble de 2 et P(2) représente I'ensemble des évenements
possibles. Ainsi, si I'expérience consiste au lancer d’une pieéce de monnaie,
il y aura 4 événements possibles : pile, face, pile ou face, ni pile ni face.
Les deux premiers sont des évenements élémentaires, le troisieme est un
éveénement certain et le dernier est un événement impossible.
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Les espaces euclidiens et
Lensemble x =  des couples (z,y) de deux nombres réels peut
se représenter dans le plan muni d’un systéme d’axes de coordonnées
« cartésiennes » (abscisse et ordonnée).

— Lensemble ™ est constitué des n-uplets (z ,z ,...,x,) ol chaque z;
pouri = 1,...,n est élément de . Chaque n-uplet est un de
I'espace ™.

L'expérience de I'exemple 2.2 consiste a lancer une piéce de
monnaie et observer le résultat. Lensemble des événements élémentaires
est S = {P, F}, soit pile (P), soit face (F). Si I'expérience consiste a lancer
deux fois la piéce, I'ensemble des évenements élémentaires est S x S =
S ={(P,P),(F,F),(P,F),(FP)}.
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La contraposée de (P = Q) est (—-Q = —P). Ces deux propositions sont
équivalentes, comme nous le montre la table de vérité :
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Soit deux ensembles A et B. Leur réunion est I'ensemble des éléments qui

appartiennent au moins a I'un des deux ensembles :
AUuB={z|zcAouze B}

avec «ou » dans le sens inclusif (c’est-a-dire « et/ou »). La réunion se gé-

néralise a plus de deux ensembles. Soit n ensembles A ;A ,...A,. Leur

réunion se note | J!'  A;.
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Quelques résultats fondamentaux :
— Quel que soit 'ensemble U, on a toujours ) C U.
- Cc & & €
— SiAC BetB C A, alors A = B. La relation d’inclusion est
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Si une proposition P, correspondant a une propriété caractéristique P(x)
de I'ensemble A, est vraie pour élément x de I'ensemble €, on
écrit

Jz € Q, P(x)

qui se lit : « il existe au moins un élément de (2 tel que la proposition P est
vraie ». Dans ce cas A # ().

AvecY,, le PIBde I'annéen € ,la phrase

Ine Y, <Y,
se lit «il existe une valeur de ntelle que Y,, eststrictementinférieuray,, ».
En d’autres termes, le PIB a régressé au moins une fois.
Une variante du quantificateur existentiel est la suivante :
Az € Q, P(z)

qui se lit « il existe élément de 2 tel que la proposition P est
vraie ». Dans ce cas A =
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{xeQ| Plx) AQ(x)} =ANB.
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Les différentes opérations peuvent se représenter de maniere schématique
au moyen d’un diagramme de Venn-Euler pourvu que le nombre d’ensem-
bles représentés ne soit pas trop important. Les éléments peuvent ou non
apparaitre explicitement sur la représentation.
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Soit deux ensembles A et B. Leur intersection est I'ensemble des éléments
qui appartiennent aux deux ensembles :

ANB={z|z€ Aetz e B}.
Lorsque deux ensembles n’ont aucun élément commun, c’est-a-dire lorsque
AN B = 0, les deux ensembles sont dits . Lintersection peut se

définir sur plus de deux ensembles. Soit n ensembles A ;A ,...A,. Leur
intersection se note ! A,.
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Le sacro-saint principe a 'université est la liberté compléte donnée a I'en-
seignant pour constituer son programme. Et c’est mieux ainsi. En effet, seuls
les enseignants-chercheurs sont a méme de connaitre la matiere adéquate
a couvrir. C'est pourquoi nous avons consulté tous les manuels disponibles,
les programmes de cours des différentes universités francaises, belges,
suisses et méme canadiennes afin de constituer nos fiches. Par contre, pour
le CAPES et 'agrégation d’économie, un programme officiel existe et I'en-
tiereté du programme 2019 de mathématiques est couverte ici.
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® _J

€ Un est une collection déterminée d’objets appelés
qui répond a deux conditions :
1. un élément = a un ensemble E, que I'on note z € E, ou
n’appartient pas a un ensemble E, que I'on note z ¢ E;

2. un ensemble FE ne peut jamais faire partie de ses éléments.
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Soit deux ensembles A et B. Leur différence est I'ensemble des éléments
de A qui n’appartiennent pas a B :

A\B={z|zcAetzx ¢ B}=ANB.
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Soit une proposition dépendant d’un entier naturel P(n), avec n €  (ou
parfois ). Afin de démontrer la véracité d’'une proposition de la forme
(Vn € ,P(n)), on utilise souvent une démonstration par récurrence, dont
la construction suit 3 étapes :

1. : on vérifie que la propriété est vraie pour un entier naturel
faible, O par exemple : P(0) vraie?
2; : on pose I'hypothése de récurrence qui consiste a supposer

que, pour un naturel k quelconque, la proposition est vraie : P(k) est
vraie. On vérifie ensuite que P(k) vraie implique P(k + 1) vraie, auquel
cas la proposition est héréditaire.

3. : la proposition étant héréditaire, elle est vraie pour tout
ne





OEBPS/images/chap024_img078.jpg







OEBPS/images/chap013_img035.jpg





OEBPS/images/chap024_img076.jpg
Fiche 2 : Logique et raisonnement |





OEBPS/images/chap004_img003.jpg





OEBPS/images/chap008_img012.jpg
Introduction |





OEBPS/images/chap021_img071.jpg
DS CIE-=RWENE - FOUBOLE SN RN

6,7} =CnNB;

{5} =ANBNC;

{4} =(AnC)\B;

{3,4,5,7} = (ANC)U(ANB)U(BNC);
{8} =(AUBUC);
{1,8} = (BUC);
(AnB)\ C = {3};
(A°nB)NC = {7};
(AcUBR)mE =5}
B°U(AUBUC)® = {1,4,6,8};
(AlViBs) U@ =X1FD 3 Nb NGRS
(ARBa)UI0a=li1d1
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Conjonction Disjonction

Implication Equivalence
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Lorsqu’il s’avere difficile de démontrer que P = (), on peut alors essayer
de démontrer =) = —P, ce qui est logiquement équivalent.

Soit une fonction f : — . On définit P(z) : Vo € ,
flx)f(—x) = 1etQ(z) : Vo € ,f(x) # 0. On veut démontrer P = Q.
Or, démontrer que la fonction f ne s’annule jamais si f(z)f(—z) = 1 pour
tout x est difficile. On essaie par contraposition :
® Ondéfinit -Q(z) : Ja* € ,f(a*)=0et=P(z): ' € ,f(a')f(—a") #
¢

¢ On montre =Q = —P. Or, si f(z*) = 0, alors f(z*)f(—z*) = 0 et est
donc différent de 1. On a trouvé un z tel que f(z)f(—z) # 1, ce qu'il
fallait montrer. Par conséquent, P = Q.






OEBPS/images/chap029_img102.jpg
| Fiche 2 : Logique et raisonnement








OEBPS/images/chap007_img008.jpg





OEBPS/images/chap013_img033.jpg
Les utilisés en mathématiques ont une notation
spécifique :

- ={0,1,2,...} :'ensemble des 5

-  ={..,-2,-1,0,1,2...} : 'ensemble des 5

- = {p/q | p et g sont des entiers relatifs et ¢ # 0} : 'ensemble des

- :I’ensemble des ;
- :I'ensemble des

On définit  * ’'ensemble des nombres réels non nuls, I'ensemble des
nombres réels positifs, * I'ensemble des nombres réels strictement
positifs (et de fagon similaire avec les autres ensembles numériques).
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La proposition « P équivaut a @ », notée (P < @), est une proposition vraie
lorsque P et Q ont la méme valeur de vérité, c’est-a-dire si P et @) sont
simultanément vraies ou simultanément fausses. Si (P < @) est vraie, alors
® Pestune (CNS) pour Q;

@ (Q estune CNS pour P.
On dit alors « P si et seulement si @ ». En termes d’ensembles :

{zeQ|Plx)= Qx)}=A=B.





OEBPS/images/chap007_img011.png





OEBPS/images/chap027_img091.jpg
| Fiche 2 : Logique et raisonnement






OEBPS/images/chap014_img040.jpg
On définit un ensemble dont les éléments sont a leur tour des ensembles :
il s’agit des sous-ensembles d’un ensemble A. Lensemble des parties d’un
ensemble fini A se note P(A).
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® Un ensemble peut se définir soit en , en dressant la liste de
ses éléments entre accolades dans un ordre arbitraire, soit en
, en spécifiant la propriété caractéristique des éléments qui le
composent.
K , noté (), est le seul ensemble qui ne contient aucun élé-
ment : #0) = 0.
& llestsouvent utile de spécifier I oul’
, en général noté Q ou U, composé de tous les éléments pouvant
servir a la construction d’ensembles.
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De nombreuses situations analysées en économie reposent sur un modeéle
formalisé ayant recours aux outils mathématiques. Les mathématiques faci-
litent le traitement d’informations complexes et autorisent un raisonnement
rigoureux. Tant la microéconomie que la macroéconomie font appel aux
techniques d’optimisation, I'algebre linéaire, I'étude de suites numériques,
etc.
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@ Une coalition S telle que zs > ¢ estune . Autrement,
elle est perdante.
@ Un agenti est pour une coalition gagnante S'si S\ {i} est per-

dante. Autrement dit, un agent critique rend perdante une coalition ga-

gnante par son départ.
L N d’un agent ¢ est le nombre total de po-

sitions critiques de cet agent sur 'ensemble des coalitions gagnantes.
En 1958, le Conseil de la Communauté Economique Européenne (CEE) était
composé de 6 membres : Allemagne (A), Belgique (B), France (F), Italie (1),
Luxembourg (L) et Pays-Bas (P). Les grands pays (A, F et |) disposaient de
4 voix, les pays moyens (B et P) de 2 voix et 1 seule voix pour L, pour un
total de 17 voix. Les décisions étaient adoptées avec 12 voix pour sur 17.
Le tableau suivant reprend les 14 coalitions gagnantes sur les 64 coalitions
possibles, leur total de voix et leurs membres critiques.

Les indices de pouvoir de Banzhaf des différents pays sont 10 pour I'Alle-
magne, la France et I'ltalie, 6 pour la Belgique et les Pays-Bas et O pour
le Luxembourg! La probabilité que le Luxembourg change le destin d’'une
décision en modifiant son vote était nulle.
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Oui et non. Normalement, les themes abordés ici représentent plus que le
programme habituellement couvert sur les deux premieres années d’uni-
versité. Néanmoins, il se peut que votre enseignant ait abordé un theme
que nous avons oublié ou choisi d’oublier, car peu abordé en général. Quoi
qu’il en soit, 'ouvrage que vous tenez entre vos mains vous secondera utile-
ment lors de vos études et dans la réalisation des exercices demandés par
vos enseignants. Un concept oublié? Un coup d’oeil dans I'index et vous
retrouverez facilement sa définition.
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Soit A = {1,2, 3}. Alors,
P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}.{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
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Soit S 'un ensemble non vide. Une collection A A ..., A, de sous-ensem-
bles de S forment une de S si ces 3 conditions sont remplies :
1. I'ensemble vide ne fait pas partie de la liste : A; # () pouri =1,...

n;






OEBPS/images/chap022_img074.jpg
Fiche 1: Les ensembles : théorie naive |





OEBPS/images/chap027_img093.jpg
Pour nier une phrase quantifiée, on utilise I'autre quantificateur :
- (Vz € Q, P(x)) & (3x € Q,-P(x))
-3z € Q, P(z)) & (Vz € Q,-P(z))
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Si tout élément d’'un ensemble A appartient également a un ensemble B,
alors 'ensemble A est un (ou une )de B,noté AC B
etquise lit« A estinclus dans B ». Si certains éléments de B n’appartiennent
pas a A, alors A est un sous-ensemble strict de B, noté A C B. On peut
également noter B D A et lire « B contient A », avec le symbole « D » pour
la version stricte.
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® Le d’un ensemble E, noté #F, est le nombre d’éléments
que contient E. Un ensemble est s'il dispose d’une infinité d’élé-
ments. On distinguera les ensembles infinis (tels que )
des ensembles infinis (tels que ).
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La conjonction de deux propositions « P et @ », notée (P A Q), est une pro-
position vraie uniquement si les propositions P et Q sont vraies simultané-
ment. En termes d’ensembles, si A = {z € Q| P(z)} et B = {z € Q| Q(z)},
alors
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La disjonction de deux propositions « P ou @ », notée (P V @), est une pro-
position vraie si I'une au moins des deux propositions P et @ est vraie. En
termes d’ensembles :

{zxeQ|Plx)VQ(z)} =AUB.
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Dans ce qui suit, 2 est le référentiel, A, B et C trois ensembles non vides.
1. Lois sur la réunion et I'intersection :

- ANA=A - AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
- AUA=A - AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
- ANB=BnNA - An0=0
- AUB=BUA - AuQ=Q
- (ANB)NC=ANn(BNC) - Aud=4A
- (AuB)UC=AU(BUCQC) - ANQ=A
2. Lois sur les complémentaires :
_A=4 - =90
- AUA=Q - AUB=ANB
- AnA=9 - ANB=AUB
3. Lois sur les différences :
- A\B=ANB - A\A=0
- Q\A=4 - (A\B)\C=A4\(BuUCQ)
- A\Q=0 - A\(B\O)=(4\B)U(ANC)
- A\p=4 - AU(B\C)=(AUB)\(C\A4)
- P\A=0 - AN(B\C)=(ANnB)\(ANC)

La théorie des ensembles fournit un moyen simple de calculer un certain

type de pouvoir dans une assemblée prenant des décisions a majorité

simple ou qualifiée. Il s’agit de I'indice de pouvoir de Banzhaf'. Sa méthode

de calcul est la suivante :

@ Soit N une assemblée de cardinalité n € *, composée d’agents, de
partis politiques, de pays, etc.

@ Un sous-ensemble S C B est appelé

@ Chaque agent i dispose d’un certain nombre de ousieges z; € ,
p=do0 e

@ Pour toute coalition S, on définit 25 = EIES x; le nombre total de voix
dont disposent les agents appartenant a la coalition S.

@ Les décisions sont adoptées a la majorité ¢. Par exemple, si ¢ = zy/2,

les décisions sont prises a majorité simple. Si une coalition d’agents S
est en faveur de la décision et que zs > ¢, la décision est adoptée.
Autrement, elle est rejetée.

1. Voir Banzhaf, John F. (1965),
Rutgers Law Review 19 (2) : 317-343.
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Non. S’il n’est pas tout a fait un manuel, il ne se résume pas non plus a une
liste de définitions et théorémes. Les concepts principaux sont expliqués et
illustrés au moyen d’exemples. Cet ouvrage est donc a mi-chemin entre de
simples fiches et un manuel complet.
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I'usage d’une oreillette Bluetooth;
le respect du passage a 80km/h au lieu de 90km/h;
la présence de vitres sur-teintées a I'avant du véhicule.

Chaque infraction constatée est sanctionnée d’'une amende de 135 €. Lors
de cette opération de contrdle,

105 véhicules présentaient des vitres teintées;

160 conducteurs dépassaient les 80 km/h;

110 conducteurs utilisaient une oreillette ;

50 conducteurs faisaient usage d’une oreillette et avaient des vitres tein-
tées;

60 conducteurs faisaient usage d’une oreillette et dépassaient la vitesse
de 80 km/h;

70 véhicules dépassaient les 80km/h et avaient des vitres teintées;

20 conducteurs ont payé 405 € d’amende.

Combien de conducteurs :

n’ont pas recu d’amende;

ont ddi payer 135 €;

ont dli payer 270 €;

ont payé exactement 135 € a cause de leurs vitres teintées?
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Pour définir le complémentaire d’'un ensemble A4, il est nécessaire de connai-
tre 'ensemble référentiel. Soit Q2 le référentiel et 'ensemble A. Le complé-
mentaire de A, noté 4, est 'ensemble
A={z|z¢ A}

Il s’agit de I'ensemble des éléments du référentiel qui n"appartiennent pas
a A. D’autres notations sont plus explicites sur le référentiel utilisé et sont
a privilégier lorsque I'on souhaite éviter toute ambiguité : C A ou A° ou
encore “A.
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Cette méthode de démonstration repose sur le principe de non-contradic-
tion : si R est une proposition, la proposition (R A —R) est fausse (R ne peut
pas étre vraie et fausse a la fois).

Le seul cas ot (P = Q) est fausse estlorsque P est vraie et —() est vraie. La
démonstration par I'absurde pour démontrer (P = Q) consiste a supposer
(PA-Q) = (RA-R)
c’est-a-dire qu’en supposant que P est vraie et ) est fausse, on aboutit a

une contradiction. La contraposée donne
“(RA-R)=-(PA-Q) & P= Q.
Dans un référentiel donné (2, 'ensemble vide est sous-ensem-
ble de n'importe quel ensemble de P(2). Par définition, pour tout A € P(2),
ona
ICAs (zech=zcA).

Supposons au contraire qu'il existe un z € Q tel que z € § etz ¢ A. Or, par
définition de I'ensemble vide, pourtoutz € Q, z ¢ ).Onaxz € Deta ¢ 0,
une contradiction. Donc I'ensemble vide est sous-ensemble de n’importe
quel ensemble.
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Lensemble I = {1,3,5,7,9}, défini en extension, peut se définir

en compréhension I = {n € |n <10 etn estimpair} ouencore I = {n €

|n=2k+1laveck € ;k <5} Lensemble I dispose de 5 éléments :
#I =5.

® 0

Il s’agit ici des relations en tant qu’opérateurs permettant la comparaison
de deux ou plusieurs ensembles entre eux.
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Si f estune fonction d’une variable réelle etz un nombre réel,
I'assertion « f est continue en = » s’écrit

Ve>0,3h>0,Vz € [z —hyx +h]:|f(x) - f(z )| <e
La négation de cette assertion, c’est-a-dire que f est discontinue, on écrit
Je>0,Yh>0,3s €z —hz +h]:|f@)—flz)>e

(O

Deux types de raisonnements permettant de démontrer un théoréme ou
une proposition du type (P = (@) sont passés en revue. Le dernier rai-

sonnement présenté, par récurrence, ne concerne que des propositions
dépendant d’un entier naturel.
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Si une proposition P, correspondant a une propriété caractéristique P(z)
de 'ensemble A, est vraie I'élément = de I'ensemble €, on
écrit

Vr € Q, P(z)

qui se lit : « pour tout élément z de (2, la proposition P est vraie ». Dans ce
cas, A=Q.
Si Y, représente le PIB de 'année n € , la phrase
Vne Y, z2Y,

se lit «quelle que soitla valeurden,Y,, estau moins aussi grand que Y,, ».
En d’autres termes, le PIB connait une croissance chaque année.
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® _J

@ Une est un énoncé qui a pour propriété d’étre soit vrai, soit
faux, sans possible nuance. Une proposition ne dispose donc que d’une
seule valeur logique incarnant sa vérité (V ou 1) ou sa fausseté (F' ou 0),
d’ol I'appellation parfois utilisée de logique

® lLa d’une proposition P, notée —P ou non-P présente une va-
leur de Vvérité opposée a celle de P. On peut résumer ces informations

dans une
EEE

La proposition P : « un seul vendeur opére sur un marché en
monopole » est vraie. La proposition =P : « plusieurs vendeurs opérent sur
un marché en monopole » est fausse.

@ On appelle une proposition P dont la valeur logique (1 ou 0)
dépend de la valeur prise par un (ou ) x issu de I'en-
semble de référence Q. Le prédicat se note P(z) et signifie = posséde
la propriété P. On détermine alors le permettant de
définir les conditions (quelles valeurs de la variable) sous lesquelles la
propriété est vraie.

®

Un prédicat est une proposition P vraie pour certains éléments z d’un en-
semble €. Ce prédicat est la propriété caractéristique des éléments d’un
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2. les sous-ensembles sont disjoints deux a deux : A; N A; = () pour tout
i# ]

3. leur union est'ensemble S: |J! A; =S.
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La proposition « P implique @ », notée (P = Q) est une proposition fausse
uniquement lorsque P est vraie et () est fausse, et vraie dans tous les autres
cas. Si (P = Q) est vraie, alors

¢ Pestune pour @;

¢ Qestune pour P.

On peut également dire «si P est vraie, alors ) est vraie ». La proposition
(Q = P) est appelée de 'implication (P = Q).
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. Logicien et philosophe anglais (1872-1970).
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Soit deux ensembles A et B. Leur différence symétrique est I'ensemble
des éléments qui appartiennent exclusivement a I'un des deux ensembles
seulement :

AAB={z|zc A\Bouzc B\ A} =(A\ B)U(B\ A).

| Fiche1: Les ensembles : théorie naive
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JB=) 2 Q
(R=Q) /P
Q P=Q
(-PVQ)

En termes d’ensembles :
{zreQ| Pz)=>Q(x)} =ACB.
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Q = {1,2,3,4,5,6,7,8} A = {1,3,4,5} B = {2,3,5,7}
C ={4,5,6,7}
Représentez ces ensembles dans un diagramme de Venn.
En utilisant les opérateurs de I'union, de I'intersection, de différence et
de la complémentarité des ensembles A, B, C et (), déterminez les sous-
ensembles suivants :

1. 6.7 3. {4}; 5. {8};

2. {6} 4. {3,4,5,7}; 6. {1,8}.

Identifiez, a I'aide du diagramme dessiné précédemment, les ensembles
suivants :

1. (ANB)\C; 3. (A=UBNG; 5. (AUB)UCS;

2. (A°NB)NC; 4. BcU(AUBUCQC)®; 6. (ANB°)UQ°.
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| Introduction
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Pour répondre a la question, on construit un diagramme de Venn-Euler de
3 ensembles et on le remplit en partant de l'intersection commune aux 3,
ensuite les intersections deux a deux, et on termine par les parties d’en-
semble hors intersection. On n’oublie pas les conducteurs n’ayant commis
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