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Introduction

 

Les grandes découvertes scientifiques du XXe siècle telles que la relativité générale, la mécanique quantique ou le théorème de Gödel modifient en profondeur notre perception de la réalité. Le but de cet ouvrage est de permettre à un public large mais éclairé de franchir le décalage croissant entre les subtilités de ces modifications, appréciées des seuls spécialistes, et l’image souvent incroyablement déformée qu’en donnent les médias ou les ouvrages de vulgarisation.

Les physiciens sont arrivés en un siècle à un modèle extraordinairement efficace de la réalité matérielle. Aux échelles microscopiques, la mécanique quantique explique le tableau périodique des éléments, prévoit le moment anormal de l’électron avec la précision de l’épaisseur d’un cheveu sur la distance de Paris à New York et résiste avec succès aux tentatives les plus ingénieuses pour la prendre en défaut. Aux échelles des galaxies, l’observation des pulsars binaires donne des confirmations éclatantes de la relativité générale d’Einstein qui nous offre une image globale de l’univers et, grâce au système GPS de positionnement, trouve même des applications pratiques. Ce triomphalisme est malheureusement tempéré par l’incompatibilité apparente de ces deux théories fondamentales, la mécanique quantique et la relativité générale, que seule une théorie unifiée de « gravitation quantique », qui n’existe encore que sous forme d’esquisse grâce à la théorie des cordes, pourrait réconcilier.

De même le théorème de Gödel modifie profondément notre perception de la réalité mathématique et même parmi les mathématiciens la force de son message est souvent ignorée. Que signifie par exemple une assertion vraie et non démontrable ou un système d’axiomes non contradictoire contenant une contre-vérité ?

À chacun de ces questionnements ce livre s’efforce de répondre à travers un échange entre trois scientifiques qui, grâce à la diversité d’opinion qui règne au sein même de la communauté scientifique, permet d’éviter le dogmatisme d’un exposé ex cathedra. Chacun d’entre eux est l’un des sommets de ce triangle de pensées au milieu duquel le lecteur est invité à trouver sa place.

L’initiative de ce livre est due à Laurent Chevallier, qui a suscité ces moments de bonheur intense qu’étaient les conversations à bâtons rompus avec André Lichnerowicz et Marcel Paul Schützenberger. Je remercie Alain Lascoux pour son aide précieuse ainsi qu’Ilan Vardi, Patrick Ion et Gilles Châtelet.







CHAPITRE PREMIER


Logique et réalité


ALAIN CONNES – L’employée de maison d’un mathématicien célèbre, interrogée sur l’activité de celui-ci, répondit qu’il passait son temps dans son bureau à écrire sur des bouts de papier qu’il froissait ensuite avant de les jeter consciencieusement à la poubelle.


L’activité du mathématicien pose ainsi, dès que l’on essaie de la décrire de l’extérieur, un problème spécifique qui a trait à la nature de la réalité mathématique.


Sans chercher à réduire toute science à son objet, il est simple pour un physicien, un chimiste, un géologue ou un astronome de définir l’objet de son travail : il s’agit, à diverses échelles, d’étudier la structure et l’organisation de la matière. L’existence d’un monde matériel extérieur est un a priori simple dont la remise en cause n’intervient qu’avec le problème de la mesure en mécanique quantique, comme on le verra dans un chapitre ultérieur. La distinction entre invention et découverte est également claire : on invente des outils nouveaux d’exploration tels que le microscope à effet tunnel, on découvre des structures telles que celle en double hélice de l’ADN.


Il en va autrement pour les mathématiques et l’évidence des considérations précédentes cède la place à une interrogation philosophique légitime devant la difficulté que rencontre un mathématicien à spécifier, face à un matérialiste pur et dur, la nature de la réalité mathématique et du travail du mathématicien. J’en ai fait l’expérience dans mon dialogue avec Jean-Pierre Changeux1.


Pour introduire le débat, je voudrais opposer d’emblée deux points de vue extrêmes sur l’activité mathématique : celui des « platoniciens » qui se considèrent comme les explorateurs d’un « monde mathématique » dont l’existence ne fait pour eux aucun doute et dont ils découvrent la structure ; et celui des « formalistes » qui se retranchent derrière une attitude sceptique, les mathématiques n’étant pour eux qu’une suite de déductions logiques dans un système formel, et en quelque sorte un langage purifié.


Les mathématiques apparaissent trop souvent au non-mathématicien comme un jeu sans autre objet que celui d’aiguiser l’acuité intellectuelle, et elles sont souvent avant tout utilisées comme un langage. Le chimiste ou le biologiste, par exemple, est amené dans certains cas à utiliser le langage mathématique pour mieux spécifier et articuler sa pensée. Les modèles qu’ils élaborent n’utilisent guère plus que l’aspect linguistique des mathématiques. Une formule mathématique réduit simplement la complexité apparente d’une information. Cette utilisation du langage mathématique, c’est-à-dire du caractère génératif et déductif propre à tout langage, donne au scientifique non-mathématicien l’impression de comprendre le sens des mathématiques ainsi réduites à un langage particulier. Ce point de vue est cohérent avec celui des formalistes qui a donc a priori la sympathie du scientifique non-mathématicien.

 


MARCEL PAUL SCHÜTZENBERGER – Un thème que je voudrais vous soumettre est celui de la signification de la logique mathématique. Je vais le formuler de manière agressive. Est-ce que la logique mathématique apporte quoi que ce soit d’important à la conception qu’un non-mathématicien peut avoir de la réalité mathématique ?

 



A.C. – Je pense que la réponse est positive.

 


M.P.S. – Tu penses qu’elle est positive, j’en suis content parce que je pense le contraire. Je voudrais commencer par quelque chose de strictement historique, le théorème de Gödel qui date des années 1930. Les meilleurs esprits dans les années 1940, je pense par exemple à Cavallès ou Lautman et je pense aussi aux premiers Bourbaki, ne semblent pas en avoir mesuré l’importance à cette époque, bien qu’un des leurs, Herbrand, se fût occupé de ces problèmes.

 


ANDRÉ LICHNEROWICZ – Lautman n’a pas été vraiment un acteur du monde intellectuel.

 


M.P.S. – Je pense que ni Cavallès ni Lautman n’en ont compris le sens. Seul Herbrand était vraiment mathématicien. Mais le théorème de Gödel n’est venu à la mode que dans les années 1960 avec le développement des ordinateurs et la tentative des logiciens de s’approprier l’informatique. Petit à petit l’idée s’est imposée comme une évidence non consciente que tous les raisonnements nécessitent la logique rigoureuse, la logique formalisée. À mon avis c’est un sophisme. La plupart des raisonnements qui se font, soit dans la vie courante, soit dans les sciences, ne rentrent pas dans le cadre étroit de la logique rigoureuse et sont mal formalisables, voire absolument non formalisables. Beaucoup de gens, que l’histoire a charitablement oubliés, ont essayé de mettre un peu de formalisme dans ces raisonnements. À chaque « donc », on s’aperçoit que quand on le formalise, on est obligé d’introduire une cascade de mineures qui sont beaucoup plus contestables que le « donc ».


La logique mathématique est un noble effort pour formaliser ce qui peut l’être mais, si j’ose dire, la réalité reste en deçà.

 


A.L. – Quelque chose me gêne dans ce que vous me dites, c’est le singulier dans le mot « logique ».

 


M.P.S. – La logique, c’est la logique mathématique.

 



A.L. – Non, il résulte des travaux de Gödel à Cohen qu’il peut y avoir différentes logiques mathématiques, lesquelles sont équivalentes dans le domaine proprement mathématique.

 


M.P.S. – Si l’on veut, mais mon argument est probablement en amont de ce que vous venez de dire. Quand on prétend, par exemple, fonder la construction des entiers sur une preuve formalisée, on omet très soigneusement d’insister sur le fait que cette preuve présuppose beaucoup plus de raisonnements concrets que celui-là même que l’on veut formaliser. Je m’explique : quand un logicien écrit une formule, il va me dire a = b, plus loin b = c, il va pour lui de soi que la première occurrence de b et la deuxième occurrence de b réfèrent au même objet, idéel ou concret, mais idéel dans cette discussion ; si un peu plus loin apparaît encore b, ce b devra être identifié au b précédent. L’identification du premier au second, du second au troisième, entraîne l’identification du premier au troisième, c’est une évidence que personne ne conteste. Mais si j’étais un formaliste, j’exigerais une preuve que la relation d’identité utilisée naïvement dans le calcul a les propriétés axiomatiques voulues, qu’elle est transitive, réflexive, symétrique. Par conséquent, si l’on voulait être rigoureux, on devrait dire : « Il faut que la relation soit… » Certes, mais quand on tient ce discours rigoureux, on utilise implicitement toute la richesse pour ainsi dire inépuisable du fait que b = b = b entraîne que le premier b est le même que le troisième. Tu es d’accord ?

 


A.C. – Oui.

 


M.P.S. – Et il en va de même pour ce qui concerne la machine de Turing.

 


A.L. – Expliquez un peu.

 


M.P.S. – On s’est aperçu, à la fin des années 1930, que tous les raisonnements formalisés pouvaient être mis sous une forme relativement bien définie, plus puissante que la logique syllogistique qu’on enseignait au Moyen Âge et qui n’est quand même pas un raisonnement dans lequel les arguments sont déployés et utilisés de n’importe quelle manière. Turing a découvert une façon de présenter la partie essentielle d’un raisonnement formalisé à l’aide de ce que nous pouvons rétrospectivement considérer comme une idéalisation des ordinateurs. C’est quelque chose de très simple : une machine de Turing comporte deux parties conceptuellement très différentes, l’une qui est un dispositif de contrôle, quelque chose de guère plus compliqué que le système électronique qui commande le fonctionnement d’une batterie d’ascenseur (c’est une toute petite calculette minimale) et, d’autre part, une bande de papier infinie sur laquelle on peut écrire. On commence par écrire, dans un alphabet d’une dizaine de lettres par exemple, un mot sur cette bande, puis on met la tête de lecture au début. Selon la lettre lue, la machine déplace la tête à gauche ou à droite sur la bande et quand celle-ci rencontre une case blanche, elle écrit une lettre et puis recommence. À chaque moment, on est dans l’un des états possibles, en nombre fini ; au contraire, la bande est potentiellement illimitée. La thèse de Turing est que tout calcul, tout raisonnement logique, peut être effectué par une telle machine, ou plus exactement qu’il existe une telle machine capable de faire n’importe quel raisonnement logique complet, à condition…

 


A.L. – C’est une machine idéale ?

 


M.P.S. – Elle est idéale dans le sens très précis suivant : c’est que la bande est illimitée. Pour certains des mots qu’on écrit sur la machine, elle continuera à avancer et à écrire sur cette bande sans jamais s’arrêter. Mais pour certains calculs elle aura besoin d’utiliser un segment extrêmement long de sa bande, sans que l’on puisse prévoir à l’avance à quel moment elle va s’arrêter. Il peut arriver que la machine ne s’arrête jamais. C’est une version qui est très plaisante, de ce que peut et ne peut pas formaliser un calcul logique. Il y a d’autres versions rigoureusement équivalentes. Mais ma description de la machine de Turing est un peu grossière. Si je veux y réfléchir, de façon si abstraite que ce soit, il faut que j’utilise des notions comme celle-ci : que j’ai écrit quelque chose à un certain point X de la bande, que le point Y est à droite du point X, que le point Z est à droite du point Y, donc que le point Z est à droite du point X. Transitivité de la relation, autrement dit. Il faudra que je suppose que la bande est illimitée, c’est-à-dire que la tête peut se déplacer d’une case après une case après une case etc., indéfiniment, par exemple de gauche à droite, sans jamais revenir au point de départ. Par contre, si je prends n’importe quel moyen de transport, par exemple l’avion, et si je fais 1 000 kilomètres vers l’est, puis encore 1 000 km vers l’est, avant d’avoir fait cela quarante fois, je serai revenu à mon point de départ. Il faut donc que je suppose qu’on n’est pas dans un univers où l’on boucle automatiquement. Il faut mille et un présupposés avant de pouvoir prendre la machine de Turing comme modèle du raisonnement : pratiquement tout ce que présupposait le mathématicien naïf du XIXe siècle, sans se tromper pour autant. Autrement dit, la machine de Turing utilise implicitement les entiers ; par conséquent, la prétention du logicien qui veut construire les entiers à partir de moins que les entiers me paraît très abusive. Sa construction a déjà utilisé de façon habile, à la manière des prestidigitateurs, tout ce qu’il prétend construire. Je te cède la parole, Alain.

 


A.C. – Il me semble que ton discours introduit une confusion entre calcul et déduction logique. Contrairement à ce que tu sous-entends, il n’y a qu’une équivalence très approximative entre machine de Turing et système formel. Mais venons-en à la logique et à la question de son apport sur la nature des mathématiques.


Ce que la logique nous apporte, c’est avant tout une mise en évidence des limites de la méthode axiomatique formalisée, c’est-à-dire des déductions logiques à l’intérieur d’un système formel. Comme j’essaierai de l’expliquer, cette limitation intrinsèque conduit à séparer ce qui est prouvable dans un système logico-déductif donné, d’avec ce qui est vrai et que j’appellerai de manière provocante « la réalité mathématique archaïque ». Par ce terme volontairement imprécis mais dont le sens intuitif doit être clair, j’entends englober au moins le vaste continent des vérités arithmétiques. Ici, je prends « vérité » au sens naïf ; une assertion arithmétique de type universel (comme « tout nombre pair supérieur à 6 est somme de deux nombres premiers impairs ») est fausse si l’on peut l’invalider en trouvant (s’il le faut avec l’aide d’un ordinateur) un entier qui la contredise, sinon elle est vraie.


Cette réalité archaïque peut être graduellement explorée grâce à des outils conceptuels dont la logique permet de mieux comprendre les limites. J’essaierai de montrer pourquoi cet outil que l’on construit, en d’autres termes le système formel que l’on utilise, n’épuisera jamais la réalité mathématique archaïque. L’outil déductif et la réalité archaïque sont sur deux plans différents, et il est illusoire de croire que l’on peut reconstruire cette réalité mathématique archaïque à partir d’un système déductif. Penser épuiser la totalité des vérités arithmétiques à partir de l’instrument d’exploration est complètement illusoire. Ce que j’ai appris de la logique, c’est cette dissociation entre vérité et prouvabilité.


Le contenu du théorème de Gödel n’est pas seulement l’indécidabilité, c’est-à-dire l’existence de propositions indécidables, quel que soit le système d’axiomes que l’on donne. Beaucoup plus important encore, dans n’importe quel système logico-déductif (suffisamment élaboré pour pouvoir traiter les entiers naturels), il y aura toujours des propositions vraies mais indémontrables dans le système. L’image mentale de cet énoncé est celle d’un monde que j’appelle « le monde mathématique archaïque » ou « primitif » qui n’est jamais épuisé par les instruments d’appréhension que l’on essaie de construire, fondés sur le raisonnement logique et sur un système axiomatique donné. Ce système est toujours pris en défaut, c’est-à-dire, d’après le théorème de Gödel, il existe toujours une infinité de propositions vraies portant en fait sur l’arithmétique mais qui ne sont pas perçues, pas démontrables dans le système logique.



Un autre problème auquel je pense est de nature plus qualitative. Même si le point de vue réductionniste et mécaniste de Hilbert n’avait pas été invalidé par le théorème de Gödel, je suis convaincu qu’il resterait impossible d’évaluer le sens potentiel de ce que l’on démontre.


Si l’on devait utiliser une machine logico-déductive quelle qu’elle soit, produisant mécaniquement des assertions démontrables dans un système logico-déductif donné, toute la difficulté serait de déterminer parmi les myriades de propositions ainsi produites celles qui ont du sens et de les distinguer de celles qui sont insignifiantes. C’est un problème que l’on ne peut pas éluder.


Cette machine va déduire des propositions les unes après les autres, mais comment arrivera-t-on à identifier celles qui soulèvent de manière significative un coin du voile qui recouvre la réalité mathématique archaïque dont je parlais. Cela, pour le moment, échappe complètement à toute analyse logique ou algorithmique.


De mon point de vue, ce qui donne sa force à une proposition, c’est simplement l’implication qu’elle a dans ce monde mathématique archaïque que je veux distinguer de l’instrument d’appréhension que l’on construit progressivement et qui lui, bien sûr, n’a jamais qu’une précision limitée. Il y a vraiment ces deux mondes que le théorème de Gödel nous oblige à bien distinguer l’un de l’autre.

 


A.L. – Je suis très peu logicien, mais je voudrais rappeler toutes les réserves que faisait Poincaré sur la logique et son emploi à l’époque ; il est clair qu’il est cramponné à ce que tu appelles les mathématiques archaïques. Le seul outil logique que retienne Poincaré dans ce contexte, c’est ce qu’il appelle l’« induction » comme propriété des nombres entiers, mais qui se trouve lié à la machine de Turing d’un certain point de vue. Il y a une division rémanente dans la communauté mathématique entre ceux qui partagent ta distinction et ceux qui comme moi ignorent ce qu’est une propriété vraie mais indécidable. Il faut dire que la logique était relativement moins développée au temps de Poincaré. Avec une ironie foudroyante, il épingle les prétentions de ceux qu’il nomme les « logisticiens ».


La prise de conscience de cette distinction provient plutôt du problème de la non-contradiction des mathématiques, à savoir que dans un système donné, il est impossible de démontrer sa non-contradiction. Il y a là une très grande difficulté.

 


A.C. – C’est précisément cette impossibilité, à l’intérieur d’un système logico-déductif donné, de démontrer sa non-contradiction qui permet de comprendre l’existence de propositions vraies et non démontrables dans ce même système. En simplifiant à l’extrême, commençons par éliminer les systèmes logico-déductifs contradictoires, car ils sont hors de propos pour l’instant. Étant donné un système logico-déductif non contradictoire, on ne peut pas formaliser sa cohérence de l’intérieur mais on peut formuler une proposition du type « la présente proposition est indémontrable ». Une telle assertion n’est démontrable que si elle est fausse. Il en résulte que soit une proposition fausse est démontrable, mais ce n’est pas possible vu la non-contradiction du système formel, soit une proposition vraie est indémontrable. En arithmétisant entièrement le système logico-déductif, ce qui représente un pas important d’« internalisation » arithmétique de la preuve de Gödel, on peut alors traduire la proposition ci-dessus en propriété universelle du type « quels que soient les entiers x et y, on a P (x, y) » où, pour chaque valeur de x et y, l’assertion P (x, y) est décidable. Cette propriété est vraie, puisque le système logico-déductif dont on est parti est non contradictoire par hypothèse. Elle est vraie en ce sens très simple que pour tout choix des entiers x et y on a effectivement P (x, y). Elle est cependant non démontrable dans le système, mais ce n’est pas contradictoire puisque sa vérification implique un processus infini. Cela montre bien qu’une vérité arithmétique peut échapper au système logico-déductif de départ.

 


M.P.S. – Je ne suis pas tout à fait d’accord avec l’épithète « archaïque ».

 



A.C. – « Archaïque » est un terme volontairement provocateur, il renvoie à une existence antérieure, qui précède en quelque sorte le recours à l’axiomatisation.

 


M.P.S. – J’ai insisté, parce que j’ai mauvais caractère, sur la forme un peu abusive du discours des logiciens. Une conception plus réductrice consisterait à dire : « Pourquoi, grand dieu ! voudrait-on que les entiers qui sont en nombre non borné aient toutes leurs propriétés données par un nombre fini de générateurs ? »


Autrement dit, je ne pense pas que Hilbert, qui était un grand esprit, ait été persuadé que l’ensemble des mathématiques fût trivial.

 


A.C. – Attention, lorsqu’on dit « donné par un nombre fini » dans le théorème de Gödel, on peut aussi admettre un système infini d’axiomes donné de manière récursive.

 


M.P.S. – La question reste posée : pourquoi faudrait-il qu’un ensemble illimité soit générable à partir de quelque chose qui ne l’est pas ? C’est une condition absolument exorbitante. Donc, en un certain sens, je dirais que l’énoncé de Gödel n’est pas surprenant ; ce qui l’est, c’est qu’à l’intérieur d’un système fini, il parvienne à faire ce raisonnement si étonnamment méta-fini.

 


A.C. – Tout à fait.

 


M.P.S. – C’est quelque chose de prodigieux, comme d’ailleurs une très grande partie de ce qu’ont fait les logiciens. Mais je crois qu’on peut le présenter d’une façon naïve comme un résultat qui n’est pas surprenant. Ce qui est surprenant, c’est qu’on puisse le prouver.

 


A.C. – Absolument, je suis tout à fait d’accord sur ce point. Je fais une distinction entre cette réalité archaïque et les propriétés déduites d’un système axiomatique donné. Effectivement, cela aurait été tout à fait étonnant que l’ensemble des propositions arithmétiques vraies soit en quelque sorte essentiellement de génération finie. Si l’on admet que le système logico-déductif n’est qu’un instrument d’observation de cette réalité mathématique archaïque dont on admet l’existence indépendante, eh bien, le résultat n’a rien de surprenant.

 


A.L. – Ce qui est surprenant, c’est que l’on arrive à le mettre en évidence.

 


A.C. – En effet, au départ, on pourrait penser qu’on a un potentiel fini puisqu’on ne manipule jamais qu’un nombre fini de raisonnements. Il est surprenant que le raisonnement de Gödel, qui est pourtant fini, permette de démontrer l’impossibilité qu’un système logico-déductif de génération finie achève la compréhension des entiers. C’est tout à fait étonnant mais ce n’est pas compliqué. Outre le procédé diagonal, qui consiste à écrire une proposition se référant à elle-même, comme « la présente proposition est indémontrable », la clef de l’argument est la méthode de projection qui consiste à traduire entièrement la démarche logique en termes d’arithmétique.

 


M.P.S. – Je me demande si ce n’est pas l’épanouissement de l’énoncé d’Euclide sur l’infinité des nombres premiers. Le résultat d’Euclide montre que l’ensemble des nombres premiers est infini. Que veut dire « être infini » ? Cela veut dire que, si l’on a des nombres, quelle que soit la collection finie de ces nombres, on peut leur en ajouter un autre.

 


A.C. – L’énoncé d’Euclide est un bon exemple d’assertion universelle. Si on l’énonce sous la forme « Pour tout entier x, il existe un nombre premier y plus grand que x », il n’est pas encore universel car il utilise à la fois le quantificateur « quel que soit x » et le quantificateur « il existe y » et cela sans limitation de taille a priori sur y, ce qui rend douteux que la propriété P (x) « il existe un nombre premier y plus grand que x » soit décidable. Mais l’assertion d’Euclide est plus précise, elle s’énonce ainsi : « Pour tout entier x, il existe un nombre premier y plus grand que x et inférieur au produit x ! des entiers inférieurs ou égaux à x. »



Sous cette forme, il s’agit en effet d’un bon exemple d’énoncé universel « Pour tout entier x on a Q (x) » où pour toute valeur de x la proposition Q (x) est manifestement décidable, puisqu’elle consiste à tester s’il y a un nombre premier parmi un nombre FINI d’entiers, à savoir ceux qui précèdent la factorielle de x.


Je crois que l’énoncé dont tu parles signifie concrètement que, si un jour quelqu’un disait ainsi : « J’ai fabriqué avec un ordinateur le plus grand nombre premier, par exemple, 2132049 – 1 », eh bien …

 


M.P.S. – … Euclide apparaîtrait et dirait : voici ma preuve, je fais le produit de tous les nombres premiers jusqu’à celui que vous prétendez être le plus grand, j’ajoute 1 et le nombre ainsi fabriqué est divisible par un nombre premier qui est plus grand que tous ceux que vous avez déjà.

 


A.C. – Ce raisonnement ne conduirait pas à un calcul même avec les ordinateurs actuels. Si quelqu’un donnait un nombre très grand, le raisonnement d’Euclide ne permettrait pas d’obtenir un nombre premier plus grand avec les moyens de calcul dont on dispose actuellement. Connaissant le produit de deux nombres premiers très grands, on ne sait pas retrouver les nombres premiers qui le factorisent.

 


M.P.S. – Ce que tu dis est très juste, j’ajoute des détails techniques : le plus grand nombre premier que l’on connaît doit avoir quelque 300 000 chiffres et il est impossible, avec les moyens de calcul dont on dispose, de factoriser un nombre de 300 chiffres. Vous me donnez 300 chiffres – ce n’est pas grand-chose 300 chiffres, c’est un nombre qui tient en quatre lignes dactylographiées sur une feuille de papier ordinaire. Et vous voulez factoriser ce nombre.


La puissance installée des ordinateurs sur terre, en les mettant au travail à l’heure actuelle, ne permet pas de répondre avant 10 000 ou 100 000 ans à la question que vous me posez, mais on connaît un nombre premier qui a 300 000 chiffres. Pour expliquer comment on obtient des nombres premiers de 300 000 chiffres, je commencerai par une digression. On part d’un nombre premier, appelons-le p, de l’ordre de 1 000 000. Alors si 2p – 1 est premier, le nombre 2p–1 (2p – 1) est un nombre parfait, c’est-à-dire un nombre qui est égal à la somme de ses diviseurs. Ce n’est pas une amusette de mathématique récréative. La question que pose Euclide consiste à savoir comment fabriquer les nombres qu’il nomme « parfaits » : 6 par exemple parce que 6 = 3 + 2 + 1 ; 28 est parfait parce que 28 = 14 + 7 + 4 + 2 + 1. Ces nombres ne vont plus cesser de captiver l’imagination des penseurs. Pendant tout le Moyen Âge, peu d’auteurs n’en parlent pas. On connaît alors 5 nombres parfaits, le cinquième initialement proposé n’est pas parfait, mais un autre est découvert, on ne sait par qui. Il s’agit d’un des problèmes mathématiques dont on parle le plus pendant cette période. Il fait partie de l’enseignement du trivium et du quadrivium. D’après les textes, la Nonne Hroritsa, qui dirigeait un couvent, en parle au XIVe siècle avec beaucoup de détails dans son traité d’instruction à l’usage de ses moniales. Il entrait dans la culture générale de tous les clercs et donnait naturellement lieu à une certaine interprétation de la perfection. Pourquoi ces nombres sont-ils parfaits ? Pourquoi 6 est-il parfait ? À cause des 6 jours de la création, etc.


La plupart des grands mathématiciens ont contribué à l’étude des nombres parfaits en cherchant des manières d’accélérer les calculs pour savoir si un nombre est parfait ou non. Cela commence avec Cataldi, le premier mathématicien à faire une table des nombres parfaits. Les travaux de Fermat servent à Euler à obtenir un théorème important, sur lequel nous reviendrons. Puis le sujet va être plus ou moins négligé. Lucas – un mathématicien français qui n’est pas très bien considéré par la communauté mathématique parce qu’il était inspecteur de lycée et qu’il a écrit des livres de mathématique récréative qui ne sont pas bien malins – découvre une propriété absolument prodigieuse de ces nombres qui lui permet de tester par exemple que 2126 (2127 – 1) est un nombre parfait2. Et puis, le monde est ainsi fait, la première application proprement mathématique des ordinateurs fut la découverte d’un nouveau nombre parfait. Depuis, c’est devenu une petite industrie ; on pourrait presque mesurer le progrès d’une civilisation au plus grand nombre parfait qu’elle est capable de calculer. Et la question d’Euclide reste toujours posée.

 


A.C. – On ne sait toujours pas s’il y a une infinité de nombres parfaits ?

 


M.P.S. – Non, mais la conjecture, c’est qu’il y en a une infinité. La question d’Euclide est : existe-t-il une infinité de nombres parfaits ou non ? Nous ne savons toujours pas y répondre. Existe-t-il un nombre parfait qui est impair ? Nous ne savons toujours pas y répondre. Par convention, on prend la somme des diviseurs stricts de sorte que 1 n’est pas parfait. Cela reste quand même bien mystérieux. Là, ce n’est pas le rationaliste qui parle. C’est le premier traité de mathématique et en même temps, c’est un fil directeur très ténu et constant de presque deux mille ans de l’histoire des mathématiques.

 


A.C. – J’avoue que sans le théorème d’Euclide qui dit que si 2p – 1 est premier alors 2p–1 (2p – 1) est un nombre parfait, la notion même de nombre parfait paraîtrait ad hoc, mais le lien avec les nombres de Mersenne, c’est-à-dire les nombres premiers de la forme 2p – 1, est tout à fait intéressant.

 


M.P.S. – C’est exact, je pense simplement qu’il y a quelque chose d’assez extraordinaire dans ce problème des nombres parfaits : c’est le seul cas, à ma connaissance, où l’on puisse dire (grâce au théorème de Lucas de 1878) qu’un nombre est premier sans avoir à en tester directement la divisibilité.

 


A.C. – Oui, mais on a, depuis les résultats de M. Rabin en 1976, des tests non déterministes de primalité qui sont largement aussi impressionnants ; ils permettent d’assurer qu’un nombre est premier avec une infime marge d’erreur. Mais revenons aux nombres de Mersenne.

 


M.P.S. – Il s’agit de savoir si 2p – 1, p premier, est un nombre premier. Le premier théorème, dû à Euclide, dit que pour avoir des nombres parfaits pairs, il faut prendre 2, l’élever à la puissance p, soustraire 1, et si ce nombre est un nombre premier, alors à une puissance de 2 près, en le multipliant par 2p–1, on obtient un nombre parfait. Le progrès dû à Euler, c’est la découverte que, pour que 2p – 1 soit premier, p lui-même doit être premier. Il a fallu attendre dix-huit à vingt siècles pour le mettre en évidence. Nous sommes donc ramenés au problème de savoir quels sont les nombres premiers p, tels que 2p – 1 est un nombre premier. C’est alors qu’intervient la méthode de Lucas permettant de savoir si ce grand nombre 2p – 1 est un nombre premier au moyen d’un calcul fabuleusement plus rapide que le test de primalité des autres nombres. Il se produit une espèce de miracle mathématique pour ces nombres. C’est pour cela que j’ai pu te dire que le plus grand nombre premier connu est de l’ordre de 21 000 000.

 


A.C. – C’est Euler qui a démontré que tous les nombres parfaits pairs sont de la forme 2p–1 (2p – 1) avec 2p – 1 premier. Il n’est peut-être pas inutile d’expliquer ce qu’est le test de Lucas, amélioré par Lehmer en 1930, permettant de décider si le nombre de Mersenne n = 2p – 1 est premier. On travaille modulo n et l’on considère la suite de nombres an définie par récurrence de la manière suivante, a1 vaut 4, a2 vaut a12 – 2 = 14, a3 vaut a22 – 2, et ainsi de suite, mais on travaille modulo n de sorte que l’on n’utilise que le reste de la division par n. Le critère de Lucas-Lehmer dit que le nombre de Mersenne : n = 2p – 1 est premier si et seulement si le terme d’indice p – 1 dans la suite ci-dessus vaut 0. C’est fantastique car, comme on travaille modulo n, les nombres impliqués ne sont jamais trop grands et le nombre de multiplications à effectuer n’est plus que de l’ordre de p, c’est-à-dire de Log (n).



Grâce aux superordinateurs on a vérifié par exemple que cela marche pour p = 132049 en 1983, pour p = 216091 en 1984, puis p = 859433 en 1994, mais je ne pense pas qu’il s’agisse du plus grand qui soit connu3. Je crois qu’il est important d’insister sur le fait que, même si le théorème d’Euclide qui démontre l’infinité de l’ensemble des nombres premiers nous donne un algorithme de calcul pour obtenir un nombre premier plus grand qu’un entier n, cet algorithme n’est pas implémentable en pratique par un ordinateur.

 


A.L. – C’est-à-dire que cet algorithme n’est pas physiquement réalisable dans notre univers. La recherche des diviseurs premiers d’un nombre très grand est un problème qui dépasse assez vite la puissance des ordinateurs, si bien que la cryptographie contemporaine utilise systématiquement ce fait, par exemple dans les réseaux financiers et économiques. Donc ce n’est pas un exercice gratuit. Soit un nombre de 300 chiffres produit de deux nombres premiers que l’on ne connaît pas. Si l’on arrive à le factoriser, on déchiffre du même coup le code secret.

 


M.P.S. – Je le dirais de façon plus condensée. Les nombres premiers sont utilisés pour faire des codages faciles à réaliser mais très difficiles à décoder quand on n’a pas la clef du mystère, c’est-à-dire la connaissance du nombre qui a servi à coder. Et par conséquent il se trouve que la fabrication de très grands nombres premiers est devenue une industrie qui a de grosses retombées économiques ou militaires. C’est assez ironique d’ailleurs, parce que le mathématicien Hardy, qui entre autres vertus était un pacifiste convaincu entre les deux guerres, s’est consacré à la théorie des nombres parce qu’elle n’avait alors aucune application militaire. Or, à l’heure actuelle, de toutes les branches des mathématiques, celle qui a le plus directement de l’intérêt pour les militaires et les banquiers, c’est la théorie des nombres telle qu’il l’a pratiquée.


Revenons à la logique mathématique.

 


A.L. – Dans l’esprit des mathématiques archaïques et dans la logique du théorème de Gödel, Paul Cohen, un mathématicien remarquable, a démontré que l’hypothèse du continu – Il n’y a pas de nombre entre le dénombrable et le continu – est indécidable, c’est-à-dire que si la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel est non contradictoire, on peut aussi bien lui ajouter l’hypothèse du continu que sa négation. On s’est aperçu grâce à lui qu’un problème posé par les mathématiciens depuis très longtemps pouvait être indécidable. Il n’y a pas une théorie des ensembles mais des théories des ensembles, comme il y a des géométries. Pour les mathématiques dites archaïques, ces théories sont équivalentes à une théorie des ensembles que l’on peut appeler « naïve ». C’est un résultat logique intéressant pour les mathématiciens.

 


A.C. – Oui, bien sûr, mais c’est un aspect qui, à mon avis, est déjà bien compris par les mathématiciens. Le fait est que, dans la pratique courante des mathématiques, certains problèmes assez simples comme en théorie du potentiel peuvent être résolus en supposant l’hypothèse du continu ou l’axiome du choix. Ce qui est moins évident, ce qui est moins accepté, c’est justement qu’il y a des propositions qui sont vraies sans pour autant être déductibles du système d’axiomes, tels que ceux de Zermelo-Fraenkel, de sorte que l’idée même de démonstration perd de son évidence.


On dispose depuis la fin des années 1970, grâce aux résultats de Paris et Harrington4, d’un certain nombre d’exemples d’énoncés formulés au sein de l’arithmétique de Peano, dont on sait qu’ils sont vrais grâce à la théorie des nombres ordinaux, dont nous parlerons plus tard, mais dont on sait aussi qu’ils sont non démontrables comme conséquences des axiomes de Peano. Ce que j’appelle ici arithmétique de Peano c’est l’arithmétique du premier ordre, de sorte que l’axiome de récurrence ne s’applique qu’aux formules du premier ordre (c’est-à-dire des formules où l’on n’utilise pas de quantificateurs qui impliquent les sous-ensembles de l’ensemble des entiers). L’exemple suivant5 est une merveilleuse illustration mathématique de la fable du lièvre et de la tortue de La Fontaine.


On part d’un entier n, par exemple n = 9 et on l’écrit en base 2, 9 = 23 + 1. On écrit aussi tous les exposants en base 2, et ainsi de suite s’il y a à nouveau des exposants, de sorte que dans notre exemple l’exposant s’écrit 3 = 2 + 1 et 9 = 22+1 + 1. Le lièvre arrive, remplace tous les 2 par des 3 et substitue ainsi 33+1 + 1 à 9 ; la tortue soustrait 1. Le lièvre réécrit le résultat en base 3, puis remplace tous les 3 par des 4, ce qui dans notre exemple donne 44+1 ; la tortue soustrait 1. Le lièvre réécrit le résultat en base 4 ce qui donne 3. 44 + 3. 43 + 3. 42 + 3.4 + 3, puis remplace tous les 4 par des 5 ; la tortue soustrait 1, et ainsi de suite.


Eh bien, l’on sait démontrer grâce à la théorie des nombres ordinaux que, comme dans la fable, c’est la tortue qui gagne, c’est-à-dire que quel que soit l’entier n dont on parte, on arrivera toujours à 0 au bout d’un nombre fini d’étapes, malgré les bonds prodigieux du lièvre ! L’on sait aussi que l’énoncé « pour tout n c’est la tortue qui gagne » n’est pas démontrable au sein de l’arithmétique de Peano, de même que la non-contradiction de cette arithmétique n’est pas démontrable en son sein ! Par contre si l’on utilise Zermelo-Fraenkel, et en particulier la théorie des ordinaux, on démontre que la tortue gagne.

 


M.P.S. – Je voudrais te poser une question. Dans les mathématiques que tu pratiques et que tu connais, qui constituent quand même probablement le courant majoritaire, quel rôle joue l’axiome du choix ?

 



A.C. – Laisse-moi prendre un exemple pour montrer que l’axiome du choix peut jouer un rôle décisif, même dans la formalisation d’un concept aussi banal et important que celui d’infinitésimal. Vers la fin des années 1960, quand j’ai commencé à faire de la recherche, j’ai été séduit par un livre sur l’analyse non standard6. Ce livre commençait par appâter le lecteur avec le problème suivant : on envoie des fléchettes sur une cible ; quelle est la probabilité p (x) pour que la fléchette arrive en un point précis x de la cible ? Il est clair, comme on peut diviser la cible en deux parties égales dont une seule contient x, que cette probabilité p (x) est plus petite que 1/2. Pour la même raison elle est plus petite que 1/4, 1/8 et ainsi de suite, de sorte qu’elle est plus petite que tout nombre epsilon positif. Elle n’est pas nulle cependant car chaque fois qu’on envoie la fléchette sur la cible, elle arrive bien quelque part !

 


M.P.S. – Et l’analyse non standard proposait une solution ?

 


A.C. – Ce problème était destiné à motiver l’édification d’une théorie des infinitésimaux qui lui donne une réponse satisfaisante. La construction de modèles non standards, et en particulier l’utilisation des ultraproduits, sont des outils logiques très intéressants qui ont des applications mathématiques surprenantes. Le passage au modèle non standard ne change pas les propriétés du premier ordre.


Mais au bout du compte, je me suis aperçu d’un défaut absolument majeur de cette théorie, vice qui ne sera jamais corrigé. C’est le suivant. Dans l’analyse non standard, on est censé avoir des infinitésimaux. Or, si l’on donne un tel infinitésimal, on donne de manière automatique, à partir de ce nombre non standard, un sous-ensemble de l’intervalle [0,1] qui n’est pas mesurable au sens de Lebesgue.

 


M.P.S. – Ah !

 



A.C. – Il y a un mécanisme simple qui, à partir d’un nombre non standard, fournit de manière canonique, un sous-ensemble de [0, 1] qui est non mesurable au sens de Lebesgue. La conclusion que j’en ai tirée, c’est que jamais personne ne pourra me montrer un nombre non standard. On sait, en effet, d’après un théorème de Solovay, un logicien de Berkeley, qu’il est impossible d’exhiber un sous-ensemble de l’intervalle [0, 1] qui ne soit pas mesurable au sens de Lebesgue. Cela veut dire que dans la vieille querelle qui avait opposé Lebesgue à Hadamard7, Lebesgue avait, de fait, une position très solide. Il savait intuitivement que toutes les fonctions que l’on peut nommer sont mesurables, mais ce n’est qu’avec des résultats comme celui de Solovay que cette position est devenue tenable.


Quelle conclusion en tirer pour l’analyse non standard ? Cela signifie que, comme jamais personne ne sera capable de nommer un nombre non standard, c’est une théorie qui reste à l’état virtuel et qui ne peut absolument pas avoir de signification autre que celle d’outil permettant de comprendre ce que j’ai appelé « la réalité mathématique archaïque ». C’est un outil superbe et très utile, mais on ne peut pas nommer un nombre, en particulier on ne peut pas nommer cette probabilité pour que la fléchette arrive en un point donné. Très longtemps après, je me suis réconcilié avec la notion intuitive d’infinitésimal en trouvant une théorie des infinitésimaux qui marche dans ce cas comme dans de très nombreux autres cas et qui n’est pas du tout virtuelle. C’est une théorie beaucoup plus élaborée et qui, étrangement, s’appuie sur le formalisme de la mécanique quantique. Un infinitésimal est un opérateur qu’il faut diagonaliser pour le convertir en nombre. Il est en général très délicat de calculer un infinitésimal, mais le calcul a un sens, il a un véritable contenu. Par exemple dans le jeu de fléchettes, cet opérateur est l’inverse du laplacien pour la cible (avec les conditions au bord de Dirichlet) et ses valeurs propres dépendent de manière subtile de la géométrie de cette cible.

 



M.P.S. – C’est la géométrie intégrale ?

 


A.C. – Non, c’est plus précis que cela. Dans ce cas-là, un infinitésimal est un certain type d’opérateur dont je ne vais pas parler. Ce sur quoi je veux insister, c’est que dans la critique du modèle fourni par l’analyse non standard, justement l’axiome du choix joue un rôle extrêmement important que je voudrais expliciter : en logique, lorsqu’on construit un modèle non standard, par exemple des entiers, ou de la droite réelle, on utilise sans le dire l’axiome du choix. Il est appliqué dans une situation non dénombrable. L’axiome du choix, pour autant qu’il paraisse évident lorsqu’on l’énonce puisqu’il s’agit de choisir un élément dans un ensemble non vide, n’est en fait pas du tout évident dans le domaine du non dénombrable. C’est un axiome qui suppose que, à chaque sous-ensemble non vide d’un ensemble, on peut associer un élément de ce sous-ensemble. Il est très facile de donner des exemples des difficultés que cela entraîne. Un exemple frappant est celui des pavages de Robinson-Penrose8 (figure 1). Il s’agit de tous les puzzles que l’on obtient dans le plan à l’aide de deux petits motifs qui sont des triangles de formes différentes liées au nombre d’or. On peut paver le plan d’une infinité de manières par ces motifs, d’une infinité de manières qui sont non congruentes, c’est-à-dire non isométriques les unes avec les autres. Or, précisément, il n’est pas possible de nommer dans chaque classe de pavages, à équivalence isométrique près, un pavage et un seul. Le fait est qu’il est impossible de choisir dans chaque classe de pavages un représentant et un seul. Cela n’est pas possible, sans précisément utiliser l’axiome du choix non dénombrable, donc ce n’est jamais possible de manière effective.

 


M.P.S. – C’est superbe, ce que tu dis là. Je n’avais jamais prêté attention au fait que l’axiome du choix dénombrable était différent de l’axiome non dénombrable. Je dois dire que je n’ai rien à faire de l’axiome du choix dans ma vie quotidienne.
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Figure 1

 


A.L. – Bien sûr !

 


A.C. – L’exemple des pavages de Penrose est typique de la théorie ergodique. Ce qui se produit, en fait, c’est que les isométries sont ergodiques sur l’ensemble des pavages.

 


A.L. – Sois un peu plus explicite !

 


A.C. – Une des propriétés surprenantes des pavages de Penrose est la suivante. Pensons à un univers de Penrose, c’est-à-dire à un pavage infini avec ces deux petits motifs, ces deux petits triangles. Deux univers sont différents si on ne peut pas les appliquer l’un sur l’autre par une isométrie. Il y a néanmoins un fait incroyable : quelle que soit la configuration finie dans un univers donné, on va pouvoir la retrouver exactement identique dans tout autre univers. Cela veut dire qu’il est impossible de distinguer un univers de Penrose d’un autre par une portion finie.

 


M.P.S. – Oui, mais je n’ai pas besoin d’aller si loin.

 


A.C. – C’est quand même quelque chose d’étonnant car on peut distinguer entre deux nombres réels en allant suffisamment loin dans leur développement décimal. On ne peut pas distinguer deux univers de Penrose à une distance finie. C’est-à-dire que, si l’on dit « je vis près d’un triangle du premier type, ce triangle est entouré de tel ou tel type de triangle », etc., on peut aller aussi loin que l’on veut. On n’arrivera pas à distinguer l’univers de Penrose dans lequel on est d’un autre, parce que dans tout autre il y aura la même configuration quelque part. Et néanmoins, il y a une infinité de tels univers. Et bien, c’est ce paradoxe-là qui est relié intimement à l’axiome du choix non dénombrable, le fait que l’on ne puisse pas les distinguer par une propriété finie et que néanmoins ils soient distincts.

 


M.P.S. – Je peux faire ça pour moins cher en formant des mots infinis avec deux lettres.

 


A.C. – C’est moins cher, certes, mais c’est aussi moins naturel. On peut en discuter. Pour un mathématicien, cela peut paraître plus simple de parler de mots infinis formés de deux lettres ; mais j’avoue que je préfère l’aspect géométrique des pavages car il rend particulièrement naturelle la relation d’équivalence entre les pavages : à savoir l’existence d’une isométrie qui transforme le premier pavage en un autre.

 


M.P.S. – Dans le cas de mon approche, c’est l’isométrie qui manque.

 


A.C. – Oui ! sauf si tu remplaces les suites infinies par des pavages unidimensionnels. Ce que je voulais souligner en montrant qu’il est impossible de choisir un élément privilégié dans chaque classe, c’est la relation avec l’axiome du choix. On peut considérer l’ensemble de tous les pavages et les parties de cet ensemble que sont les pavages isométriques entre eux. Selon l’axiome du choix, on peut associer à chaque partie un élément de cette partie. Ici, c’est pratiquement impossible.

 


M.P.S. – Je comprends maintenant pourquoi tu parles des pavages de Penrose dans ton livre sur la géométrie non commutative. Il y a beaucoup d’isométries ?

 



A.C. – Oui, mais le point essentiel est de faire comprendre que l’axiome du choix non dénombrable n’est pas évident. Cela, Lebesgue l’avait parfaitement compris mais il s’est heurté à des mathématiciens qui poussaient à l’extrême le point de vue cantorien. Il a discuté avec Hadamard notamment de la possibilité de bien ordonner les nombres réels, ce qui conduit à la même impossibilité qu’avec les pavages de Penrose.

 


M.P.S. – Redéfinis un « bon ordre » !

 


A.C. – Un bon ordre ! Les entiers ont cette propriété d’être bien ordonnés : ils ont un ordre naturel qui possède la propriété forte suivante : « tout sous-ensemble non vide a un plus petit élément ». Donc quel que soit l’ensemble (non vide) d’entiers que l’on se donne, il existe un élément unique de cet ensemble qui est plus petit que tous les autres. Une autre manière de formuler cette propriété consiste à dire qu’il n’existe aucune suite infinie strictement décroissante d’éléments d’un ensemble bien ordonné. Cette propriété est manifestement fausse pour l’ensemble des nombres réels. Un ensemble bien ordonné définit un nombre ordinal, on note ainsi ω l’ordinal associé à l’ensemble des entiers naturels. Bien que d’apparence innocente, l’arithmétique de ces nombres ordinaux, due à Cantor, est très utile en logique. Elle donne ainsi la clef de la démonstration de la fable du lièvre et de la tortue. On remplace simplement les nombres 2, 3, 4… qui servaient de base par l’ordinal ω. Ainsi dans l’exemple n = 9 que j’avais pris, on obtient la suite : ωω+1 + 1, ωω+1, 3ωω + 3 ω3 + 3 ω2 + 3ω+ 3… On se convaincra sans peine qu’il s’agit là d’une suite strictement décroissante d’ordinaux ; or par définition d’un bon ordre une telle suite est nécessairement finie, ce qui signifie que la tortue gagne !!!


En réfléchissant à cette démonstration on voit qu’elle implique un nombre ordinal qui est la borne supérieure des ωω… Cet ordinal est noté epsilon ε0 et il suffit pour démontrer la non-contradiction de l’arithmétique de Peano.


Un ensemble bien ordonné possède une fonction de choix naturelle : à tout sous-ensemble on associe son plus petit élément.


En fait, ce n’est pas très difficile de bien ordonner un ensemble si l’on accepte l’axiome du choix. S’il est dénombrable, il suffit d’épeler ses éléments un à un. S’il n’est pas dénombrable, il faudra aller au-delà du dénombrable, effectuer ce qu’on appelle une « récurrence transfinie » qui impose, précisément, un choix : après avoir épuisé un sous-ensemble dénombrable, il faut à nouveau choisir un élément dans son complémentaire. Ce choix paraît aller de soi puisque, s’il reste des éléments, il suffit d’en choisir un. Malheureusement, si l’on itère ce procédé au-delà du dénombrable, on se retrouve avec une chimère qu’on ne peut plus expliciter.

 


M.P.S. – C’est formidable !

 


A.L. – Les axiomes de choix dénombrable et non dénombrable ne sont pas les mêmes.

 


A.C. – Absolument pas. Il faut savoir que la plupart des théorèmes utilisés dans les mathématiques courantes se démontrent avec l’axiome du choix dénombrable. Solovay a construit une axiomatique où tous les ensembles sont mesurables9. Cette axiomatique est tout aussi non contradictoire que celle de la théorie des ensembles avec l’axiome du choix global. Elle dépend, en outre, d’une hypothèse sur les ordinaux inaccessibles, mais je n’entrerai pas dans ces détails.

 


M.P.S. – Cela nous entraîne dans une autre discussion qui concerne le rapport avec la réalité.

 


A.C. – Bien sûr.

 


M.P.S. – Qu’est-ce qui est réel dans ces axiomes ?

 


A.C. – C’est là que je retrouve mon opposition entre cette réalité mathématique archaïque dont je parlais et le système axiomatique qui nous permet de la percevoir. On voit très bien que selon le télescope que l’on prend, la perception de cette réalité va changer. Si l’on prend un système axiomatique avec l’axiome du choix non dénombrable, on aura une certaine vision, une certaine appréhension de cette réalité archaïque et si l’on prend par contre les axiomes de Solovay avec l’axiome du choix dénombrable et la mesurabilité, on en aura une autre. Mais ce n’est absolument pas contradictoire.


La réalité archaïque n’en est pas affectée, elle demeure immuable. Elle reste identique à elle-même.

 


M.P.S. – Cela me paraît très bien. Cette thèse me paraît très forte.
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