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Présentation de la revue


Le siècle passé a résonné de l’opposition des savoirs ; le siècle nouveau résonnera de leur mise en relation ou se perdra. Il est temps de rompre avec les définitions dogmatiques des disciplines, de casser les logiques d’enfermement et de cloisonnement académique, de construire un lieu d’échanges entre les savoirs et de réflexion sur leur implication dans l’histoire politique et sociale. Le Temps des savoirs, ou embrasser toutes les formes du savoir pour comprendre le monde présent.

Utopie ? Peut-être. Si chacun est prêt à reconnaître la validité intellectuelle du dialogue des disciplines, chacun, aussi, est prêt à l’oublier dans sa pratique de travail, à se recroqueviller et se clôturer dans sa spécialité, à en défendre la suffisance – dans tous les sens du terme. Et il est vrai encore que, au-delà des réflexes d’autodéfense disciplinaire, la mise en relation des savoirs comporte toujours deux risques : celui de réduire le dialogue à une simple juxtaposition de résultats indifférents les uns aux autres ; celui de croire que le vocabulaire, les notions, les outils et les résultats d’une discipline peuvent être immédiatement transférés et utilisés par les autres disciplines.

Et pourtant, stigmatiser les difficultés sociologiques et épistémologiques du dialogue interdisciplinaire n’invalide pas le projet : aucun savoir ne peut prétendre produire, à lui seul, l’explication et la connaissance du temps présent, et tout savoir s’appauvrit de se priver des lumières apportées par les autres. Il convient seulement de le construire avec prudence, méthode et modestie. En commençant par un travail de traduction, condition élémentaire de possibilité et de validité du dialogue entre les savoirs ; pour (se) comprendre, il n’est nul besoin, en effet, de fabriquer une langue commune ou de chercher à mettre la langue d’une discipline en position de domination ; il faut, simplement, que chaque discipline fasse l’effort de traduire les théories des autres dans son propre vocabulaire. En continuant par un questionnement réciproque sur les objets et les produits des recherches de chacun. En acceptant de prendre au sérieux les problématiques des autres et, s’il le faut, de les reformuler pour les prendre en charge et enrichir ainsi sa propre réflexion.

Tel est le dialogue interdisciplinaire que Le Temps des savoirs souhaite proposer en se fondant sur l’expérience menée depuis dix ans au sein de l’Institut universitaire de France. Revue à comité de lecture, paraissant deux fois par an – avril et octobre – et faisant appel aux contributions de chercheurs étrangers, Le Temps des savoirs est divisé en trois parties : un thème, soumis au questionnement de plusieurs disciplines ; un débat, sur un sujet dépassant les préoccupations de chacun ; une recension, ouverte sur des ouvrages non encore traduits en français. Avec, toujours, la même exigence de donner à chacun les moyens de se comprendre en comprenant le temps présent.








LA LIMITE





Dépasser les bornes : explorer les limites

Michel MORVAN et Dominique ROUSSEAU


Seuils, bifurcations et interfaces en mathématiques, réflexions sur l’élémentaire comme limite de la matière, interrogations historiques sur le fini et l’infini ou encore sur le passage entre la Troisième et la Quatrième République – où placer Vichy ? –, questionnement des chimistes sur les limites de leur science, regard anthropologique, génétique, social, juridique, limites de l’art et art des limites : que retirer de cet inventaire à la Prévert, de cette déclinaison hétéroclite de considérations tellement ciblées qu’elles semblent artificiellement réunies dans ce volume ?

Le thème de la limite est abordé ici sous trois angles complémentaires et pas toujours disjoints : d’un côté, comme l’étude des limites actuelles – ou futures – d’une science ou d’un certain type de recherches ; d’un autre côté, comme l’étude, au sein d’une discipline, d’une question ayant trait à la limite d’un concept ; enfin, simplement, comme l’étude du concept même de limite dans la discipline en question. Ces trois approches, par leur diversité, mais aussi par la similitude parfois troublante des réponses qu’elles apportent, permettent de dégager quelques axes de réflexion.

La limite est d’abord le limes romain séparant des territoires connus, la marque du début ou de la fin d’une étendue, une simple borne à ne pas dépasser. Dans le domaine scientifique – au sens large – toujours organisé en champs disciplinaires quasi étanches, les limites qui séparent les différentes spécialités sont non seulement très fortes mais forment aussi un élément constitutif de la sociologie de ce milieu. De façon réjouissante, les auteurs de ce numéro s’accordent quasi unanimement et indépendamment pour affirmer que les limites de leur domaine ne pourront être franchies que par l’appropriation de concepts, d’idées, de méthodes venues d’ailleurs. La limite n’est donc plus un obstacle infranchissable mais une ombre qu’il peut suffire d’éclairer correctement à partir des disciplines voisines pour la voir soudain s’effacer et laisser la place à un nouveau champ d’investigations, à de nouvelles questions. À de nouvelles limites, peut-être.

Ensuite, et indépendamment du domaine, il apparaît que les principales limites au développement des savoirs sont avant tout d’ordre culturel ou psychologique. Elles sont basées sur des a priori culturels, religieux ou simplement idéologico-scientifiques issus du savoir transmis par les générations précédentes et sur lequel la créativité est basée, et est donc… limitée. Les limites les plus difficiles à franchir sont celles que nous nous imposons.

Pour finir, que dire de ce qui réunit ces limites, chacune émergeant d’un regard spécifique porté sur des champs disciplinaires que rien, a priori, ne rapproche ? C’est peut-être que la limite, où qu’on la place, n’est pas un simple fil ténu qui sépare deux mondes, n’est pas une simple borne qui coupe le chemin en deux. C’est un lieu volumineux, rempli, représentant « l’entre », et qui, quand on s’en rapproche pour le scruter avec acuité, se dévoile riche, complexe et vivant, éclairage improbable de ces extrêmes qu’il doit séparer.







Une promenade à travers champs
Seuils, Interfaces et Transitions

Henri BERESTYCKI

À Alain Borer et Claudia Moatti





Limite et limes


Le mot limite, l’un des vocables les plus utilisés dans les textes de mathématiques, donne lieu à diverses acceptions en mathématiques, comme dans le langage courant. Dans le sens de terme ultime, comme dans l’expression d’état limite, la notion de limite a fait l’objet d’une longue élaboration. Quel sens mathématique rigoureux convient-il de donner par exemple à l’idée qu’un point en mouvement se rapproche indéfiniment d’un autre ? Comment formaliser les notions d’indéfiniment proche ou de valeur limite d’une quantité ? Ces questions ont été posées dès l’Antiquité. Dans des termes de paradoxes sur le mouvement, le philosophe Zénon d’Élée avait, l’un des premiers, apporté ce défi à la raison. À partir de quel moment exactement, demandait-il, la flèche destinée à frapper Achille atteindra-t-elle son talon ou encore, à la course, Achille rattrapera-t-il la tortue partie avant lui ? Pour rejoindre la tortue, observait Zénon, Achille doit parcourir la moitié de la distance le séparant d’elle. Arrivé à ce point, il doit à nouveau franchir la moitié restante de la nouvelle distance jusqu’à la tortue. Arrivé à ce troisième point, il reste encore la moitié de la nouvelle distance à parcourir et ainsi de suite, sans fin. Achille n’arrivera donc jamais à rattraper la tortue puisqu’il lui restera toujours une moitié de distance, aussi petite soit-elle, à franchir. On sait que pour résoudre ce paradoxe, il faut d’abord considérer que le temps est continu. Le résultat de l’addition de tous les intervalles de temps mis à parcourir ces moitiés successives de distance, qui est une somme en effet infinie, donne cependant un temps fini, comme somme infinie d’une série. La valeur de cette somme infinie est ainsi une limite. En mathématiques, on pourrait dire qu’Achille rattrape la tortue en passant à la limite.

L’interrogation mathématique sur cette notion n’est pas aussi éloignée de nos expériences qu’on pourrait le croire. Ainsi, à partir de quel moment précis peut-on dire qu’un geste ou qu’une de nos actions est réellement achevé ? En menant un travail, nous nous formons une idée de son achèvement idéal qui en constitue un état limite. En ce sens, la limite peut être atteinte ou non. De même, le terme de notre vie en constitue la limite non atteinte par définition. Il me semble que certaines croyances se rapportant au dernier instant de notre vie et qui voudraient que défile devant nous en une fraction de seconde toute notre vie procèdent, à la manière d’Achille et de la tortue, en étirant le temps dans un infini destiné à repousser cette limite non atteinte. Une tentative, en somme, pour éviter ce fâcheux passage à la limite.

La notion de limite a émergé lentement en mathématiques. Les travaux de Cauchy, au début du XIXe siècle, lui ont conféré ses définitions rigoureuses qui n’ont cessé d’être affinées et généralisées depuis et font partie du vocabulaire mathématique courant. L’invention du calcul différentiel (ou infinitésimal) simultanément par Newton et Leibniz, l’une des plus grandes découvertes des mathématiques, a permis de calculer des taux de variations par passages à la limite. En introduisant la dérivée d’une quantité comme limite d’un taux d’accroissement, on construit des grandeurs locales donnant la variation infinitésimale d’une fonction. La vitesse par exemple se définit comme le taux de variation infinitésimal de la position par rapport au temps ; l’accélération est un taux semblable obtenu à partir de la vitesse. Les lois de la physique classique s’énoncent souvent sous la forme d’équations reliant les variations instantanées en temps et en espace de certaines quantités. Celles-ci sont appelées équations aux dérivées partielles. (L’adjectif partiel renvoie ici à la possibilité, par exemple, de faire des variations par rapport au temps ou à des variables d’espace séparément.) J’aurai l’occasion plus loin d’évoquer certaines de ces équations.

Plutôt que cette construction historique de la notion de limite d’une quantité et ses applications, j’ai choisi d’évoquer plus en détail ici divers aspects mathématiques actuels liés à la délimitation notamment spatiale. Cette perspective se rapproche de l’origine étymologique du mot limite : « chemin bordant un domaine, limite » du latin limes, limitis. Les branches de l’analyse mathématique que j’évoquerai visent à expliquer l’organisation de l’espace en régions différenciées et la façon dont s’effectuent les transitions entre différents domaines ou phases. Comme elles se rapportent à la modélisation des phénomènes de changements qualitatifs avec des franchissements de seuils, je commencerai par quelques éléments de modélisation mathématique de ceux-ci. En somme, je voudrais illustrer ici l’approche mathématique visant à mettre en évidence les chemins qui bordent les champs et la façon de les franchir.

En faisant intervenir divers champs d’applications et de modélisations, mon propos est aussi d’évoquer de manière indirecte ce qui fait l’originalité du point de vue du mathématicien. À partir de contextes variés, on s’efforce de dégager des règles mathématiques générales et des concepts qui peuvent, en retour, s’appliquer à des champs nouveaux, insoupçonnés au départ. En choisissant ces exemples, je voudrais donner un aperçu de certains des travaux actuels de modélisation mathématique et faire participer le lecteur à mon étonnement toujours renouvelé devant « l’improbable efficacité » des mathématiques.




Seuils et bifurcations

Avant d’en arriver aux limites spatiales, il me semble utile d’exposer une théorie mathématique du seuil. Le flambement des tiges élastiques fournit un exemple à même d’illustrer cette question de la rupture qualitative. Une tige élastique – une règle en plastique, une tige en bois… – tenue entre les deux mains et aux extrémités de laquelle, des deux côtés, on applique une pression ne se déforme pratiquement pas lorsque cette pression est faible. En faisant croître cette pression graduellement, on observe à un certain instant une rupture brutale : la tige se courbe brusquement. Ce phénomène, présentant un changement qualitatif soudain, porte le nom de flambement et la pression qui le provoque est qualifiée de critique. Comment la modélisation mathématique en rend-elle compte ? Peut-on calculer la valeur critique de la pression qui va provoquer cette rupture ? Au moment du flambement, s’est produit un changement de cadre et il semble difficile de rendre compte simultanément dans un même modèle de la tige au repos et de la tige après flambement. Ce problème a été cependant résolu par Euler en 1743 et la théorie en est connue sous le nom d’Elastica d’Euler.

Pour décrire la forme prise par la tige, supposée horizontale, on repère en chaque point de la tige son déplacement vertical. On choisit ainsi comme inconnue une fonction, qui associe sa déflection à chacun des éléments formant la tige. Le modèle s’écrit sous forme d’une équation sur cette fonction de déplacement et qui découle des lois de l’élasticité ; il inclut comme paramètre la force exercée sur cette tige. On observe que le déplacement nul, correspondant à une tige non déformée, est toujours solution de ces équations, quelle que soit la force exercée. Une analyse plus approfondie montre que pour des petites valeurs du paramètre, celle-ci est l’unique solution du système. Cependant, à partir d’une valeur précise du paramètre – la charge critique de flambement – de nouvelles solutions apparaissent, correspondant à un état courbé de la tige. Les équations décrivant ce système admettent donc, pour des pressions suffisamment fortes, des solutions multiples. Le système peut choisir entre plusieurs états possibles. Mais les propriétés de stabilité, c’est-à-dire le retour à l’équilibre de faibles oscillations, distinguent entre elles ces différentes solutions. Lorsque la pression exercée franchit la valeur critique, de nouvelles solutions sont apparues qui sont stables et la solution banale, correspondant à une tige restée droite, en principe toujours possible, a perdu sa stabilité.

Dans le langage mathématique, le phénomène ainsi décrit est celui de la bifurcation des solutions d’une équation différentielle. Chaque type de solution, sans déformation ou avec flambement, est un chemin possible pour le système physique. Jusqu’à la valeur critique, seules n’existent que les solutions sans déformation. À la traversée de cette valeur, deux types de solutions existent et l’on bifurque depuis les solutions sans déformation vers les états avec flambements. Les premières perdent leur stabilité au profit des nouvelles solutions et le système bascule tout d’un coup depuis un type d’état vers l’autre. Un même modèle rend donc compte de la coexistence de plusieurs solutions et explique le changement qualitatif observé1. Cette approche se rapporte à une classe de problèmes où sont mis en évidence des phénomènes de seuils correspondent à des changements qualitatifs. Ces situations sont fréquentes en modélisation.

Les situations de ruptures qualitatives articulées par le franchissement de seuils critiques se rencontrent évidemment aussi en sciences humaines. On peut décrire ces phénomènes avec des mots de tous les jours, dans des situations de relations interpersonnelles. Le déclenchement de crises peut être vu comme exemple d’un phénomène de bifurcation. Je voudrais esquisser ici une métaphore simple autour de la notion de confiance.

Considérons un système avec deux entités A et B qui peuvent être deux individus, ou bien une instance politique et une collectivité, un journal et son lectorat ou encore une entreprise et ses actionnaires ou la bourse. L’entité B est en relation avec A qui lui fournit par exemple des informations. Dans le discours que tient A à B (ou dans ses actes) peut s’introduire une tromperie. Il arrive par exemple que A mente sur des choses plus ou moins importantes ou plus ou moins fréquemment. Pour la commodité de l’exposé, admettons que l’on peut repérer la valeur cumulative du mensonge par un paramètre a. En supposant au départ une confiance installée, tant que la tromperie totale reste petite, la confiance reste une solution stable de ce système (sauf à supposer que B est entier et ne tolère aucun écart aussi minime soit-il à la vérité…). Dans pratiquement toutes les situations décrites plus haut, il existe un seuil où se produit une perte brutale de confiance. En principe, la solution de la confiance existe toujours (on peut continuer envers et contre toutes les évidences à faire confiance à A), mais cette solution est devenue instable et le système a connu une transition rapide vers un nouveau type de solutions, celui de la méfiance. On a basculé vers un autre type de relations. La coexistence d’états multiples est caractéristique de ces problèmes. On peut filer la métaphore et souligner les analogies entre la tige et la confiance à partir du caractère de seuil, d’échange de stabilité, l’aspect de transition brusque, le retard observé en pratique par rapport à la valeur théorique, que revêtent les transitions d’un état à un autre. La confiance s’analyse ainsi comme un phénomène de « flambement relationnel ». Cependant, à l’évidence, on ne peut guère espérer réduire les situations humaines à de simples calculs, ne serait-ce que du fait de leur non-reproductibilité. Le rôle de l’histoire et l’intervention d’un nombre considérable de facteurs (la complexité du système) en sont notamment des aspects essentiels. Un calcul d’un degré de tromperie acceptable est (heureusement) encore hors de portée… Il me semble cependant que ces cadres généraux sont utiles pour penser la modélisation de ces situations.

Euler fut le premier à résoudre le problème de l’Elastica et à proposer une approche mathématique de la bifurcation. Avec Poincaré à la fin du XIXe siècle, naît la théorie moderne de la bifurcation. À la suite des travaux de Jacobi, Poincaré considère la question de l’équilibre d’une masse fluide en rotation. Ce modèle se propose d’expliquer les étoiles en rotation sur elles-mêmes et d’en déterminer la forme. Quelles que soient les valeurs des paramètres en jeu (masse totale, vitesse de la rotation), on trouve une solution où la forme de l’étoile est celle d’un ellipsoïde (de forme ovale). Poincaré observe que si l’on accroît la vitesse de rotation, une valeur de bifurcation est rencontrée où cette solution devient instable. De nouvelles solutions apparaissent pour lesquelles l’ellipsoïde se creuse sur une ligne. À mesure que la vitesse augmente, le creux est accentué et l’étoile prend la forme d’un haltère. Poincaré a proposé cette bifurcation comme explication de la naissance des étoiles doubles à partir des formes ellipsoïdales. Si cette explication a été abandonnée depuis par les astrophysiciens, le cadre mathématique proposé par Poincaré, à qui l’on doit le nom de cette théorie, est visionnaire. À partir de ce problème particulier, il élabore une théorie mathématique générale, qui, elle, aura une postérité importante et contient en germe les résultats de la théorie moderne de la bifurcation élaborée en particulier par Krasnoselskii et Paul Rabinowitz.




Interfaces

Si les phénomènes de seuil se rapportent aux basculements d’un état vers un autre, les systèmes où coexistent plusieurs états, les délimitations géométriques qui apparaissent de ce fait les transitions d’un état vers un autre donnent lieu à une modélisation d’un autre type, d’une certaine façon plus précise. Des progrès considérables ont été accomplis au cours de la dernière décennie en théorie des équations non linéaires2 dans l’étude et le traitement des interfaces.

La problématique de l’interface est tout d’abord au cœur d’un des mécanismes essentiels de la vision et intervient de façon centrale dans les questions de traitement d’image. Sans que nous y pensions, une partie de notre cerveau s’occupe en permanence de trouver les interfaces. Dans les images lumineuses, qui parviennent à la rétine et qu’analyse le cerveau, la détection des contours délimitant les objets et les différentes composantes du champ visuel est l’une des opérations primordiales qui nous permettent de lire une image3. En visualisant et en identifiant leurs contours, nous reconnaissons par exemple un visage, une chaise ou un tableau. Ainsi, dans le magma des points lumineux captés par l’œil, nous traçons des lignes virtuelles, des limites qui nous permettent d’identifier des objets globaux.

Dans le champ en plein essor de l’analyse et du traitement mathématique des images4, cette opération de segmentation d’images joue un rôle essentiel. Des techniques provenant de plusieurs champs des mathématiques, l’analyse du signal, la théorie des probabilités, l’analyse statistique, les équations aux dérivées partielles, les minimisations d’énergies, sont utilisées et ont permis des progrès spectaculaires. Ceux-ci ont permis la compression des images, leurs transmissions rapides (sur Internet par exemple), le débruitage et le gain en précision. Ces techniques mathématiques sont utilisées5 sur des images transmises depuis des satellites pour détecter la trace de structures souterraines ou effacées sur des sites archéologiques ou bien repérer de façon précise un processus de désertification ou encore pour les délimitations des extensions de cultures agricoles.

La transition de phases en physique macroscopique constitue, dans un champ différent, un exemple classique de formations d’interfaces. Dans un mélange eau-glace, la phase liquide (eau) et la phase solide (glace) coexistent. L’interface séparant ces deux phases, sa forme, son évolution et la façon dont s’effectue la transition de l’une vers l’autre sont ici ce que l’on cherche à comprendre. Un autre exemple est la détermination des formes d’équilibre des interfaces liquide-vapeur sous l’effet des phénomènes des tensions capillaires qui fait l’objet de la théorie classique de Young et Laplace.

La théorie mathématique vise à fournir un cadre général pour la représentation de ces phénomènes. Elle se propose de comprendre les formes géométriques auxquelles ils donnent naissance, de décrire les interfaces séparant les phases et la transition d’une phase vers une autre. En somme, on cherche à décrire ici des systèmes où l’on observe simultanément deux phases – toutes deux stables – et à rendre compte de leurs extensions spatio-temporelles de celles-ci et de la forme des interfaces les séparant.

Le problème classique du mélange eau-glace que je viens d’évoquer est connu sous le nom de problème de Stefan. Il met en jeu des équations aux dérivées partielles pour la température dans chacune des deux phases. Mais ici, la frontière de séparation fait partie des inconnues du problème. L’étude détaillée du phénomène physique à la traversée de cette interface conduit à imposer des conditions supplémentaires qui sont appelées conditions aux limites. Le caractère surabondant de ces conditions à la frontière permet de déterminer la position et la forme de cette frontière et d’obtenir la loi régissant l’interface et ses mouvements comme un des éléments de la solution. Le mélange eau-glace appartient à une classe générale de problèmes qui porte le nom de problèmes à frontière libre ou d’interfaces6. On les rencontre dans les domaines les plus variés de la physique, de la chimie, en biologie et en dynamique des populations. Il importe ici de souligner que l’on s’attache dans cette approche à des descriptions macroscopiques. On ne recherche pas à calculer les interactions individuelles au niveau atomique – bien complexes au demeurant et d’où les lois d’interface ne découlent pas simplement, mais plutôt une vision dans l’esprit de la mécanique des milieux continus.

La modélisation mathématique de la combustion, qui a connu des développements importants au cours des dernières années7, conduit à des problèmes à frontières libres. Une flamme qui se propage dans un mélange gazeux réactif contenu dans un tube peut être envisagée comme une interface séparant le mélange frais des gaz brûlés. La flamme est donc vue aussi comme une limite entre deux régions.

Dans tous ces phénomènes, on a le choix en réalité entre deux types de descriptions. Reprenons le cas de la combustion. Dans la première approche, on envisage la flamme comme confinée sur une interface sans épaisseur. C’est dans ces termes que j’ai décrit jusqu’à présent ces problèmes. Dans ce cas, on cherche à trouver les équations régissant l’interface. Elles peuvent provenir soit d’une description globale, comme dans un problème de frontière libre, soit provenir de lois régissant les mouvements de l’interface. Cette deuxième approche a fait l’objet de travaux récents importants8 qui combinent des équations du mouvement et des quantités géométriques comme la courbure moyenne de la surface9.

Une autre approche, qui vise à être plus proche de la réalité, consiste à décrire une transition continue entre les deux états du système. Dans le cas de la combustion, la flamme a une certaine épaisseur non nulle, mais très petite ; elle est définie par la région de l’espace où le taux de la réaction de combustion est non négligeable. Si l’on choisit comme grandeur significative le taux cinétique de réaction chimique, cette quantité ne diffère sensiblement de zéro que dans une zone très mince. La transition est rapide, mais n’est plus localisée sur une interface. Les deux approches sont liées. On obtient la première comme limite de la seconde lorsque l’on fait varier certains paramètres caractéristiques (nombre de Zeldovich en combustion par exemple). Dans cette limite, la zone de transition verra son épaisseur tendre vers zéro et la zone de réaction devenir, à la limite, une interface10.




Le mécanisme de la réaction-diffusion

Pour ce type de modélisation continue, une classe d’équations aux dérivées partielles non linéaires joue un rôle de tout premier plan : les systèmes de type réaction-diffusion. Introduites à la fin des années 1930 de manière indépendante dans des travaux célèbres de Fisher (1937), de Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov (1937) pour des modèles en biologie et par Zeldovich et Frank-Kamenetskii (1938) dans la modélisation des flammes, elles interviennent dans des domaines très variés. Elles sont utilisées pour décrire la propagation de flammes, la création de formes dans les réacteurs chimiques, la propagation de l’influx nerveux, les invasions biologiques dans les systèmes écologiques, les dynamiques de population et dans bien d’autres cadres encore.

Comme leur nom l’indique, ces équations établissent un bilan entre plusieurs phénomènes physiques pour les variations locales d’une certaine quantité (température, concentration d’une espèce chimique ou densité d’une population biologique, etc.). En premier lieu, la diffusion traduit au niveau macroscopique la tendance à la dispersion par l’effet de mouvements individuels désordonnés et aléatoires, comme dans le mouvement brownien. Cette diffusion recouvre la conduction thermique dans le cas de la flamme ou encore la diffusion moléculaire et les mouvements de dispersion pour les espèces chimiques ou biologiques. La forme des termes de réaction est spécifique à chacun des problèmes considérés. Ces termes permettent de décrire des situations où les milieux dans lesquels sont envisagés ces flux réagissent et ses propriétés varient elles-mêmes en fonction des réactions qui s’y produisent. L’appellation générale de milieux excitables qui rend bien compte de cette interaction tend désormais à s’imposer. Dans ce caractère non linéaire de ces termes réside l’une des clés de ces modèles.

Il est important de garder à l’esprit que ces équations n’ont de validité qu’à une certaine échelle. Elles ne rendent pas compte des descriptions de la physique statistique, des systèmes de particules individuelles ou des interactions individuelles dans le domaine des sciences humaines11. Il s’agit de théories macroscopiques comme en mécanique des milieux continus, pour représenter par exemple les dynamiques collectives des populations d’individus et dont je décrirai quelques exemples. En particulier, je n’évoquerai ici que des modèles déterministes où les effets aléatoires ne sont pas inclus en première approximation, alors que la modélisation probabiliste de ces phénomènes est un domaine très actif. Les passages du microscopique au macroscopique ne sont jamais simples (comme en économie ou en sociologie le passage des comportements individuels aux phénomènes collectifs). De nombreuses questions fondamentales sont en suspens dans ce passage d’une échelle à l’autre, que je n’entends pas aborder ici.

D’autres termes peuvent être incorporés dans les équations de réaction-diffusion qui peuvent refléter les structures sous-jacentes, les inhomogénéités du milieu par exemple, les phénomènes de transport ou encore pour inclure d’autres phénomènes annexes. Par exemple, dans le modèle de Fisher, qui décrit l’évolution d’une population biologique, ces équations superposent l’équation de la diffusion pour la tendance à la dispersion, avec la loi logistique d’évolution des populations (cette dernière établit un équilibre entre la croissance due à la reproduction et une limitation représentant les capacités d’accueil données du biotope et liées par exemple à la quantité maximale de nourriture). S’il s’agit d’une population vivant dans l’eau ou dans l’air, on peut rajouter à ces équations un terme de transport pour y incorporer les effets des courants ou du vent. Les équations auxquelles on aboutit sont alors appelées « de réaction-diffusion-advection ».

Une des propriétés remarquables de ces équations est la mise en évidence des phénomènes de propagations de fronts ou d’impulsions. Ce facteur explique en partie le succès de ces modèles.

Sur l’exemple de la flamme, il est possible de comprendre simplement la création d’un front qui se propage par les mécanismes de réaction-diffusion. À partir d’un point qui a été allumé, la réaction commence à se produire. Celle-ci dégage de la chaleur qui, par diffusion, chauffe les régions voisines. Si cet échauffement est conséquent, ces nouvelles zones de gaz frais vont brûler et, partant, chauffer à leur tour les masses voisines. De proche en proche, ce mécanisme de diffusion et de réaction va se propager sous la forme d’un front réactif, à une vitesse bien établie12.

La propagation de fronts dans les milieux excitables par effet de type réaction-diffusion est un phénomène d’une portée générale et se rencontre dans des modélisations d’origines très diverses. Elle s’apparente à la propagation d’une onde ou d’une impulsion. À la différence d’un front qui assure une transition entre deux états différents, le milieu peut revenir à son état initial après le passage de l’onde. L’image d’une onde à la surface de l’eau a donné son nom à ce phénomène. La théorie moderne des ondes progressives, incluant des effets non linéaires, est née en effet à partir de l’observation d’une onde se propageant à la surface d’un canal. Un jour de 1834, au cours d’une promenade à cheval, non loin d’Édimbourg, l’ingénieur écossais John Scott Russell remarqua qu’une onde qui avait été créée par le mouvement d’une péniche continuait à se propager dans le canal. Il voulut la suivre à cheval et fut frappé de voir que cette onde conservait inchangée sa forme et pouvait se propager sur une très longue distance. Intrigué, il consigna cette observation. Tout le restant de sa vie, John Scott Russell demeura fasciné par ce phénomène à qui fut donné par la suite le nom d’onde solitaire. Il fallut attendre plus d’un demi-siècle pour que des équations issues de la mécanique des fluides permettent d’expliquer mathématiquement ce phénomène. Des progrès importants sur l’existence, le nombre et les formes de ces ondes ont été accomplis au cours des dernières décennies.

L’influx nerveux s’apparente à la propagation d’une onde solitaire. En effet, Hodgkin et Huxley ont mis en évidence dans des travaux expérimentaux la propagation le long d’une membrane nerveuse d’une onde électrique se propageant à vitesse constante et conservant sa forme. À la suite de ces travaux, ils proposèrent un système d’équations aux dérivées partielles non linéaires pour comprendre cette propagation. Des expériences numériques sur ces équations montraient en effet le mécanisme de propagation. Ces travaux de neurophysiologie (1952) furent récompensés par le prix Nobel. De nombreux travaux mathématiques ont par la suite permis de comprendre la structure de ces équations13.

Pour illustrer mon propos, je prendrai un autre exemple pour construire une métaphore de l’onde progressive : le mouvement de la Ola dans un stade. Formellement, ce phénomène s’apparente assez à celui de la propagation d’un front de flamme ou de la propagation de l’influx nerveux. On y retrouve les aspects de diffusion, réaction, milieu excitable. Le phénomène d’auto-organisation qui s’y produit peut s’expliquer par la diffusion (ici la vue de voisins sur les gradins qui lèvent les bras) et une caractéristique d’excitabilité du milieu. J’ignore si l’on a déjà réussi à calculer au moyen des équations de réaction-diffusion la vitesse de propagation de la Ola, ce qui constituerait une vérification expérimentale intéressante de cette théorie…

Les fronts et les ondes progressives sont essentiellement caractérisés par deux propriétés : la conservation de la forme et la propagation à une vitesse constante. Ces propriétés caractérisent aussi bien l’onde solitaire dans un canal, un front de flamme, la propagation d’épidémies que j’évoquerai ci-dessous, ou encore l’occupation d’un habitat par une espèce biologique. Ce sont des solutions très régulières qui conservent leurs formes. Elles sont l’analogue des solutions stationnaires, figées dans le temps. Dans le vivant, comme rien ne reste immobile, ces fronts ou ondes sont, dans le mouvement, un paradigme de structure ordonnée. On retrouve ces formes dans des contextes d’une surprenante variété où elles jouent un rôle fondamental.

Les fronts peuvent être plus ou moins réguliers, avoir des formes plus ou moins complexes. Il est quelquefois utile d’invoquer des objets fractals, notamment en présence de turbulence. De même, on est conduit à généraliser les notions de fronts progressifs ou de propagation à vitesse constante pour tenir compte de structures inhomogènes comme dans les milieux périodiques. Pour ces généralisations, on construit des fronts ou ondes progressives pulsatoires ou périodiques et l’on introduit une vitesse effective de propagation14.

L’explication des formes géométriques est une des autres applications de ces modèles. Outre leur capacité à rendre compte de la propagation de fronts ou d’impulsions, un autre succès remarquable des modèles avec équations de réaction-diffusion est en effet de mettre en évidence des mécanismes de créations de formes d’une surprenante richesse. Les applications, là encore, couvrent de nombreux domaines, en chimie, notamment avec la gamme étendue de formes apparaissant dans la réaction de Belousov-Zhabotinskii15, ou en biologie16. Dans cette direction, James D. Murray17 a proposé d’expliquer les formes de pigmentations animales (comme les taches des léopards ou la rayure des zèbres, etc.) au moyen d’un mécanisme unique de génération de formes (« pattern formation ») que l’on peut observer dans les systèmes de type réaction-diffusion. Il compare les formes apparaissant dans la simulation de modèles de réaction-diffusion et les formes rencontrées dans la nature sur les peaux de léopards, de jaguars, de zèbres, de girafes. Ces simulations permettent d’aboutir à des contours présentant une ressemblance frappante avec le dessin des pigmentations sur les peaux de ces animaux.

L’un des pionniers dans l’utilisation des systèmes de réaction-diffusion pour comprendre la naissance de formes dans l’embryon n’est autre que Alan Turing, un des pères de l’informatique, qui a donné son nom à « la machine de Turing ».




Transitions de phases et comportements humains

La modélisation en sciences humaines est sans doute l’un des horizons de ces théories. Elles se prêtent assez naturellement à la description de comportements humains. La diffusion des innovations technologiques ou la contagion des idées fournissent des exemples simples pour guider l’intuition sur ces questions.

Des modèles ont été développés et sont déjà utilisés dans ces domaines. Par exemple des approches de type ondes progressives ont été proposées pour retracer le développement géographique et temporel d’épidémies. En s’appuyant sur un système d’équations de réaction-diffusion, J.V. Noble18 a calculé des vitesses de propagation pour la peste noire de 1347. Au moyen d’ajustements raisonnables des paramètres du modèle, les vitesses obtenues sont comparables à celles qui avaient été observées.

Les mécanismes de diffusion des cultures présentent des analogies avec les systèmes évoqués plus haut. Un modèle a ainsi été développé19 pour représenter la transition de sociétés organisées autour de la chasse et de la cueillette vers des peuplements d’agriculteurs sédentarisés au moyen de la progression de fronts. L’introduction dans ces modèles d’inhomogénéités du terrain ou d’autres données se prête à des représentations dans les équations et leurs effets peuvent être décrits dans l’analyse mathématique de celles-ci.

Dans un essai récent, Hervé Le Bras20 trace un tableau d’ensemble du rôle de ces modélisations pour l’analyse du développement géographique de l’occupation de l’espace. Il en démontre la remarquable pertinence. On y retrouve des phénomènes de propagations de fronts et d’ondes et des créations de formes. Même si dans l’analyse des comportements humains, les formes régulières et géométriques paraissent par trop idéalisées, les exemples de la croissance cristalline ou de la chimie (cités précédemment) témoignent de l’aptitude de ces modèles à engendrer des formes complexes. En outre, H. Le Bras met en lumière la nature fractale des formes observées dans le développement des villes.

D’autres approches des mécanismes de transitions de phases dans les comportements humains ont été développées. Ainsi, Dirk Helbing et ses collaborateurs21 ont développé des approches microscopiques – où l’on s’attache à décrire le comportement de chaque individu par des règles simples – plutôt que macroscopiques comme celles que j’ai indiquées ci-dessus. Celles-ci conduisent à des systèmes d’équations aux dérivées partielles d’un autre type qui forment ce que l’on appelle des systèmes de particules. Ces travaux donnent lieu à des applications aux formations de bouchons sur les routes. Une autre application remarquable avec des retombées pratiques sur les systèmes de sécurité est l’analyse du déclenchement de la panique dans une foule. La panique est vue ici comme un mécanisme de transitions de phases22. Ces travaux ont donné lieu à de nombreuses simulations numériques, mais beaucoup de points demeurent à élucider au plan mathématique. Ces modèles sont également développés actuellement pour l’étude de phénomènes collectifs tel que le comportement des agents sur des marchés financiers.

Le développement dans l’avenir de modèles pour simuler, par exemple, la propagation de rumeurs, la dynamique de populations (au sens géographique), l’extension des villes ou la contagion des idées. Plus généralement l’analyse de certains comportements humains est une perspective bien réelle, où la simulation numérique y jouera un rôle de premier plan. Les approches probabilistes, l’utilisation de géométries fractales ou encore l’étude de propagation sur des réseaux discrets pourront sans doute être combinées avec profit aux modèles que j’ai évoqués ici.




Mathématiques et modélisation

Les exemples précédents de propagations de fronts proviennent de champs très divers : propagations de flammes, épidémies, invasions de populations, ondes chimiques, occupation de l’espace par des populations, diffusion des cultures. Cependant, les systèmes d’équations mathématiques utilisés pour les décrire, de type réaction-diffusion, appartiennent à une même classe générale. La structure commune de ces équations se révèle d’une richesse surprenante et l’on ne cesse d’en découvrir des aspects et des champs d’applications nouveaux. Ces équations forment un objet d’étude pour le mathématicien dont le travail consiste à forger des outils généraux, susceptibles de s’abstraire de l’objet étudié et d’être applicables à des domaines parfois insoupçonnés à l’origine. Les idées mathématiques sont, de ce fait, à long rayon d’action.

Cependant, le développement d’outils généraux abstraits dans ces domaines provient en général d’études particulières. L’intuition du mathématicien se forme sur les problèmes spécifiques qu’il étudie. Je crois que si l’on demandait à un mathématicien d’inventer ex nihilo une belle équation avec une structure riche, le résultat ne serait jamais aussi convaincant que pour les problèmes issus des modélisations. Ce n’est que a posteriori que l’on découvre la portée générale des outils développés. La généralité vient de surcroît.

Ainsi, la mise en évidence de structures et de méthodes de résolutions générales sur les objets symboliques que sont les équations caractérise le travail de mathématicien. Celui-ci s’inscrit donc, par nature, comme transverse aux champs d’applications. Le lien avec le modèle de départ, issu de la physique, de la biologie ou des sciences sociales, reste néanmoins prégnant et, de fait, indispensable.

Les succès que rencontre l’utilisation des mathématiques dans des champs aussi divers ont conduit à l’émergence de la modélisation mathématique en tant que branche spécifique. La démarche de la modélisation se décompose en trois étapes. Elle se propose tout d’abord de traduire sous forme de problèmes mathématiques les phénomènes étudiés – c’est la construction du modèle au sens propre. Celui-ci est ensuite étudié par les méthodes de l’analyse mathématique qui d’une part doit s’assurer du caractère cohérent des équations ainsi écrites (on parle de problème bien posé) et, d’autre part, s’attache à en révéler les propriétés principales. La mise en œuvre de méthodes de résolutions numériques sur ordinateurs permet d’effectuer des simulations qui vont parfois jusqu’à remplacer la conduite d’expériences. Dans les domaines où celles-ci sont difficiles, voire impossibles, comme dans les modèles de comportements humains, la simulation peut jouer un rôle important.

Constituée dans un premier temps pour une grande part en vue de répondre à des problèmes industriels, influencée par les besoins des ingénieurs, la modélisation se généralise aujourd’hui. Elle atteint des domaines que, naguère, l’on n’aurait pas imaginés susceptibles d’approches mathématiques. Ce processus de mathématisation croissante du savoir constitue à mes yeux une évolution fondamentale.

Au terme de cette promenade, comme en suivant des limites, des « chemins », nous avons bordé plusieurs champs. Mais le limes romain n’est pas seulement une ligne qui clôt un territoire et dessine son autonomie, c’est d’abord une route qui traverse un espace en constante expansion, donc une frontière fluide, une zone de transition dont le statut est spécifique. Bordant des champs divers et de plus en plus nombreux, mais ouvrant aussi sur un espace de pensée qui leur est propre, les mathématiques, à leur façon, constituent un limes épistémologique.

 

Ce texte doit beaucoup à des conversations avec Philippe Ciarlet, François Hamel, Masayasu Mimura, Élisabeth Logak et Yves Pomeau ; qu’ils en soient ici vivement remerciés.







1. On peut également calculer cette valeur critique où se produit la bifurcation. Elle est repérée par une dégénérescence de l’équation au voisinage de ce point qui se traduit en termes mathématiques en disant que la valeur du paramètre est une valeur propre d’une certaine équation linéaire. La description mathématique de ce phénomène peut s’énoncer en termes abstraits susceptibles d’applications dans des contextes très différents de celui qui vient d’être décrit.


2. Dans ces équations, les effets ne sont plus strictement proportionnels aux causes.


3. Voir D. Marr, Vision, Freeman, New York, 1982.


4. Voir Jean-Michel Morel, « Perception visuelle et traitement d’images », Revue du Palais de la Découverte, vol. 25, Paris, 1996-1997 ; J.-M. Morel et S. Solimini, Variational Methods in Image Segmentation, Birkhaüser, 1996 ; D. Mumford, « The Mathematical Modeling of Cortical Functioning and Thought », in Proc. Norbert Wiener Centennial Conference, Amer. Math. Society, 1997.


5. Ces applications ont été développées notamment au laboratoire CAMS de l’EHESS.


6. Cf. A. Friedman, « Free boundary problems in science and technology », Notices of the AMS, 47 (2000), p. 854-861. La revue scientifique Interfaces and Free Boundaries (Oxford Univ. Press) est consacrée à ce type de modélisation et à l’étude de ces problèmes.


7. Une présentation générale de ces questions est donnée dans l’article de H. Berestycki et B. Larrouturou, La modélisation et les mathématiques de la combustion, in Modélisation de la combustion, Images des Mathématiques, CNRS, Paris (1996).


8. Voir par exemple : L.C. Evans et J. Spruck, Motion of level sets by mean curvature I, J. Diff. Geom. 33 (1991), p. 635-681.


9. La théorie des solutions de viscosité développée par M. Crandall et P.L. Lions se prête particulièrement bien à la compréhension de telles lois.


10. On trouvera une étude détaillée des passages depuis les équations de réaction-diffusion aux équations d’interfaces dans l’article de G. Caginalp : « Stefan and Hele-Shaw models as asymptotic limits of the phase-field equations », Physical Review A, vol. 39, number 11, 5887-5896, 1989.


11. La question des échelles est par exemple au c ur de certains travaux d’historiens. Voir en particulier : Jeux d’échelles, la microanalyse à l’expérience, sous la direction de Jacques Revel, Hautes Études, Gallimard, Le Seuil, Paris (1996).


12. Cette description vaut pour les déflagrations, phénomènes relativement lents, et non les détonations, où l’on observe des ondes de choc.


13. Voir le livre de J. Cronin, Mathematical Aspects of Hodgkin-Huxley Neural Theory, Cambridge Univ. Press (1987), Cambridge.


14. Voir notamment l’ouvrage de N. Shigesada et K. Kawasaki, Biological Invasion : Theory and Practice, Oxford Univ. Press (1987), pour des modèles écologiques et H. Berestycki et F. Hamel, Propagation of fronts in periodic media (à paraître), pour une théorie mathématique.


15. Le livre Oscillations and Travelling Waves in Chemical Systems (R.J. Field and M. Burger, éd.), J. Wiley, Interscience, NY (1985), est consacré à ces questions.


16. Une série de travaux de E. Ben Jacob (par exemple, Ben Jacob et al., Nature 373, p. 566-567 [1995]) illustre cette remarquable richesse de formes. Voir également, par exemple, E. Budrene et H. Berg, « Complex patterns formed by motile cells of E. coli », Nature, 349, 630-633 (1991) et T. Hoeffer, J.A. Sherratt, et P. Maini, « Cellular pattern formation during Dictyosteleium aggregation », Physica D, 85, 425-444 (1995) ainsi que de nombreux travaux mathématiques de M. Mimura et ses collaborateurs consacrés à ces questions.


17. J.D. Murray, Mathematical Biology, Biomath. Text, 19, Springer-verlag (1989) et J.D. Murray, « How the leopard gets its spots », Scientific American, March, 256, 80-87 (1988).


18. J. Noble, « Geographic and temporal development of plagues », Nature, 250 (1974).


19. K. Aoki, M. Shida et N. Shigesada, « Travelling wave solutions for the spread of farmers into a region occupied by hunter-gathers », Theor. Population Biology, 50, 1-17 (1996).


20. H. Le Bras, Essai de géométrie sociale, Odile Jacob, Paris (1999).


21. D. Helbing, Quantitative Sociodynamics : Stochastic Methods and Models of Social Interaction Processes, Kluwer Acad., Dordrecht (1995).


22. D. Helbing, I. Farkas & T. Vicsek, « Simulating dynamic features of escape panic », Nature, 407 (2000), p. 487-490.
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