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Introduction

Bienvenue dans le monde des réseaux !


En décembre 1998, je passais une année sabbatique à Boston University, et avec mes collègues nous avions pris l’habitude de prendre un café tous ensemble dans un de ces coffee shops si typiques du paysage urbain américain. Nous ne parlions pas souvent de nos sujets de recherche et les discussions, toujours très animées, portaient sur une grande variété de sujets allant de la politique à la cuisine. Un jour, un des chercheurs s’est exclamé : « Je suis à une distance égale à 2 de Bill Clinton ! » Qu’est-ce que cela pouvait signifier ? Il nous a alors expliqué qu’il connaissait directement une personne qui, elle-même, connaissait Bill Clinton, ce qui fait deux « sauts » pour arriver à Bill Clinton. Étant tous physiciens théoriciens, nous nous sommes rapidement posé des problèmes plus généraux : comment estimer la valeur de la distance moyenne entre deux personnes prises au hasard ? Ou bien comment estimer la probabilité que deux amis d’une tierce personne se connaissent ? Un collègue présent nous a alors signalé la sortie juste le mois précédent d’un article dans la revue Nature publié par le physicien Steven Strogatz et son étudiant en thèse Duncan Watts, et qui traitait justement de ces questions et de l’effet « petit-monde »…

Cet article a été pour moi une révélation, et à plusieurs titres. D’abord, parce que les réseaux étaient partout, de la structure du cerveau aux réseaux électriques en passant par les interactions sociales. Ensuite, on pouvait trouver des données sur leur structure. Enfin, et surtout, leur étude n’était pas réservée à des mathématiciens spécialistes de la théorie des graphes : on pouvait les étudier avec les outils de la physique statistique des systèmes désordonnés, ma spécialité. Après une lecture approfondie de l’article, je me suis rendu compte qu’il comportait quelques points obscurs, dont celui concernant les conditions pour qu’un réseau présente une structure de petit-monde. Ce fut pour moi l’occasion d’éclaircir le problème et de publier le premier article sur les réseaux dans la prestigieuse revue Physical Review Letters, entrant ainsi dans le monde des réseaux.

Environ vingt ans après l’étude de Strogatz et Watts, on compte aujourd’hui des centaines de milliers d’articles scientifiques portant sur les réseaux et dans tous les domaines – physique, biologie, sciences de l’ingénieur, informatique, économie, sociologie, géographie ou mathématiques appliquées. On peut, bien sûr, se demander d’où vient cet engouement. La raison en est simple : les réseaux sont partout et sont à la base de nombreux processus qui gouvernent nos sociétés et nos vies. Comprendre leur structure permet d’aborder différemment de nombreux phénomènes et de répondre à toutes sortes de questions : vivons-nous dans un « petit-monde » ? Quelle est la structure du cerveau ? Comment fonctionnent Google et les réseaux sociaux ? Comment évoluent les réseaux de rue, les lignes aériennes ou bien les voies ferrées ? Comment se propagent les épidémies dans le monde et dans nos villes ? Quels sont les points faibles des réseaux et comment peut-on les détruire ?

Toutes ces questions pointent donc vers le même objet : le réseau – aussi appelé « graphe » en mathématiques – qui est constitué de nœuds et de liens les reliant entre eux. Cette simplicité explique le caractère universel de cet objet qui peut s’appliquer à de nombreuses situations de la vie courante.

Grâce à cet objet, j’ai pu croiser dans ma vie scientifique de nombreux systèmes et problèmes apparemment très différents les uns des autres, mais qui ont en réalité des points communs que la théorie des grands réseaux permet de mettre en évidence. Ayant commencé par les structures de petit-monde des réseaux sociaux, j’ai ensuite travaillé sur les réseaux constitués d’un très grand nombre de nœuds, et avec mes collègues nous avons montré un résultat fondamental : il n’existe que deux grandes classes de réseaux, celles qui présentent des nœuds très connectés, les hubs, et celles qui n’en présentent pas.

En 1999, une part importante des études consistait à collecter des données sur les réseaux et la présence de ces données sur Internet relevait surtout du hasard. Elles m’ont conduit à m’intéresser – par hasard, donc – aux réseaux de transport, comme celui des routes ou celui des lignes aériennes. Au-delà du problème de sa structure, le réseau des lignes aériennes est fondamental pour le processus de propagation des pandémies, qui est devenu un sujet d’actualité. Il s’agissait alors de comprendre les ingrédients fondamentaux de la propagation d’une pandémie et comment la modéliser de la manière la plus simple possible tout en garantissant la robustesse des prédictions. J’ai participé à l’élaboration de ce type de modèles et nous avons travaillé sur la propagation de maladies comme le SARS ou la grippe aviaire. Peut-être de manière un peu surprenante, nous avons alors montré qu’il était possible de comprendre assez simplement comment une épidémie se propage d’un pays à l’autre, mais qu’à des échelles plus petites – à l’échelle d’un pays, par exemple – il était plus difficile de faire des prédictions. Et le problème de la modélisation de propagation de virus est encore plus difficile à l’échelle d’une ville…

Les réseaux sont plus que jamais au cœur de l’actualité. La structure des réseaux urbains, des réseaux de distribution de nourriture et de biens gouverne en grande partie leur résilience face à des perturbations comme les guerres ou le changement climatique. La propagation de virus, de maladies infectieuses se fait d’une personne à une autre à travers un réseau tissé de contacts entre individus. Trouver la meilleure stratégie pour arrêter un virus revient alors à comprendre l’effet de la structure du réseau sur la propagation. Ainsi, les gestes barrières, la vaccination, etc., peuvent être vus comme des moyens de découper le réseau de contact en petites parties déconnectées les unes des autres. Même l’information et la désinformation se propagent désormais sur les réseaux. Les études récentes montrent bien que ce sont les algorithmes de recommandation sur les réseaux sociaux qui mènent fatalement à une ségrégation en communautés d’opinions opposées et qui ne communiquent plus…

À l’évidence, une meilleure connaissance du fonctionnement de notre monde passe désormais par une meilleure compréhension de la structure des grands réseaux dans lesquels nous sommes pris. Les chapitres qui suivent sont construits à partir d’exemples empruntés à la vie de tous les jours et permettent d’aborder des sujets aussi divers que la propagation d’épidémies et de fake news, la structure des réseaux sociaux, l’impact des transformations haussmanniennes sur le réseau des rues à Paris, la convergence des métros du monde entier vers un modèle universel ou encore la résilience des infrastructures modernes. La complexité d’un grand nombre de phénomènes peut être saisie grâce au concept unificateur de réseau. L’ambition de ce livre est de vous donner, à vous tous, les moyens de comprendre ce que sont tous ces grands réseaux qui ont fini par mailler nos vies, pour le meilleur ou pour le pire.









  


  Chapitre 1


  Ces grands réseaux qui gouvernent nos vies


  De l’importance des nœuds et des liens


  

    Qu’est-ce qu’un réseau ? Nous allons l’expliquer dans ce chapitre en l’illustrant par plusieurs exemples qui reviendront tout au long du livre : les réseaux sociaux, les réseaux de distribution et de transport ou encore le réseau neuronal. La plupart des réseaux importants sont très grands, ce qui pose une autre question, celle de leur caractérisation : comment les quantifier, que peut-on dire de leur structure, quelles sont leurs propriétés fondamentales ? Par ailleurs, on peut aussi se demander d’où vient l’expression de « petits-mondes », utilisée pour certains réseaux sociaux, et à quoi servent notamment les hubs, ces nœuds très fortement connectés qui ont un impact crucial sur tous les processus qui se déroulent dans des réseaux, qu’il s’agisse de la propagation d’une épidémie ou des pannes en cascade.


    


      À l’origine :


        les sept ponts de Königsberg


      Un réseau, aussi appelé graphe en mathématique, est un objet très simple qui est constitué de deux types d’éléments essentiels : des nœuds et des liens. Pour la petite histoire, rappelons que cette idée de graphe a été inventée pour trouver la solution au célèbre problème des sept ponts de Königsberg (aujourd’hui Kaliningrad) résolu par le célèbre mathématicien suisse Leonhard Euler en 1736 (figure 1) : peut-on se promener dans cette ville de manière à passer une fois et une seule par les sept ponts et retourner à son point de départ ?
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        Figure 1. La ville de Königsberg en 1652 traversée par le Pregel.


        

          Les sept ponts qui relient les îles entre elles par les rives sont indiqués par des flèches verticales. (Plan de Merian Erben, domaine public.)


        


      


      La difficulté principale dans ce problème était de développer un moyen de l’analyser et de le formaliser correctement. Le génie d’Euler a été de se représenter le problème en allant à l’essentiel : il s’agit de rives, d’îles et de ponts. En particulier, le chemin à l’intérieur des rives ou des îles n’est pas pertinent. De même, une géométrie précise et toutes les particularités des lieux ne sont pas importantes. Au lieu de réfléchir à partir de la carte réelle (figure 1), Euler l’a donc volontairement simplifiée en représentant les rives et les îles par des nœuds et les ponts par des liens, ou connexions, entre ces nœuds. En langage moderne, il avait construit un objet mathématique nommé graphe.


      Reprenons. Le problème que se pose Euler est l’existence d’un chemin passant une fois et une seule par tous les ponts. La réponse est non, un tel chemin n’existe pas pour une raison simple : chaque fois que l’on arrive à un nœud (un lieu) par un lien (un pont), on doit en ressortir par un autre lien. Il faut donc que le nombre de liens attachés aux nœuds soit pair.


      Or on voit très clairement ci-dessous (figure 2) que ce n’est pas le cas : de tous les nœuds partent un nombre impair de liens. Dans le langage de la théorie des graphes, le degré de chaque nœud est impair.
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        Figure 2. Le problème de Königsberg mis en graphe.


        

          Les nœuds (cercles) représentent les îles ou bien les rives ; les liens qui les connectent représentent les sept ponts de la ville. © Marc Barthelemy.


        


      


      En mathématique l’intérêt d’une démonstration réside parfois plus dans la méthode utilisée que dans le résultat. C’est exactement le cas ici : la solution à ce problème ne nous apprend pas quelque chose de fondamental, mais on aboutit à la construction de cet objet constitué de nœuds et de liens qu’on appelle graphe. Pour cette raison, on considère généralement que ce problème de Königsberg est la naissance historique d’une partie des mathématiques que l’on nomme la théorie des graphes. Les mathématiciens ont même généralisé ce problème des ponts : en hommage à Euler, on parle désormais d’un chemin « eulérien » quand il passe par tous les liens d’un graphe une fois et une seule.
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        Figure 3. Exemple d’un petit graphe avec 6 nœuds et 5 liens.


        

          Il y a un nœud isolé (a) et 5 nœuds connectés qui forment une « communauté » (b, c, d, e, f). © Marc Barthelemy.


        


      


      L’utilité de ce concept de graphe réside dans sa simplicité : un lien relie deux nœuds ensemble et plusieurs nœuds peuvent alors former une communauté. Un graphe décrit ainsi de manière simplifiée l’ensemble des interactions entre des nœuds. On peut aussi avoir des nœuds isolés, ou bien des nœuds très connectés (figure 3).


      Mais que sont ces nœuds et ces liens ? C’est là que réside la force de la notion de graphe, car elle permet de décrire un très grand nombre de systèmes différents par le même objet et ainsi d’établir des ponts entre différentes idées, différents phénomènes, différentes disciplines. Au lieu de dire graphe, on peut aussi dire réseau dont l’emploi est généralement préféré en dehors des mathématiques. Pour un réseau social, les nœuds seront alors des individus ; pour un réseau de transport, des stations ; pour le cerveau, des neurones ; etc.


      

        

          Exemples de réseaux avec leurs nœuds et leurs liens


        


        

          

            

            

            

            

            

            

              

                	Réseau


                	Nœuds


                	Liens


              


              

                	Réseau social


                	Individus


                	Existence d’une relation amicale (convention)


              


              

                	Internet


                	Ordinateurs, routeurs, etc.


                	Câbles


              


              

                	WWW


                	Sites Web (URL)


                	Hyperliens


              


              

                	Métro, train


                	Stations


                	Rails entre stations consécutives


              


              

                	Lignes aériennes


                	Aéroports


                	Existence d’un vol direct (convention)


              


              

                	Cerveau


                	Neurones


                	Axones


              


              

                	
Écosystème,


                  réseau trophique



                	Espèces


                	Prédation (une espèce est prédatrice d’une autre)


              


            

          


        


      


    


    

    

      Combien de nœuds ?


      Une première caractérisation simple de ces réseaux est, bien sûr, le nombre de nœuds, ce qui permet de se faire une idée de la taille de l’objet. Aujourd’hui le réseau social le plus grand est sans aucun doute celui de Facebook puisqu’il comprend environ 2 milliards d’individus ! Internet avec environ 50 milliards de nœuds en 2020, ou le Web (aussi connu sous l’acronyme www pour World Wide Web) avec 1 milliard de sites sont aussi des réseaux gigantesques. Les deux ne se confondent pas, car Internet est le réseau physique constitué d’ordinateurs et de câbles, alors que le Web est le réseau reliant les sites Web grâce aux hyperliens, ces liens sur lesquels on clique pour aller d’un site à un autre. Ces réseaux sont tellement énormes qu’en faire une carte est un défi qui occupe actuellement de nombreux chercheurs à travers le monde…


      Un autre réseau gigantesque nous concerne directement : il s’agit du réseau neuronal présent dans notre cerveau et qui relie entre eux environ 100 milliards de neurones. Cartographier le réseau neuronal et le comprendre est également une étape fondamentale dans la compréhension de ce système très complexe qui tente de se comprendre lui-même !


      De taille plus modeste, les réseaux de transport tels le métro ou le train relient en général plusieurs centaines de nœuds ; il est donc plus aisé en général de les représenter : on peut dessiner la carte du réseau ferré français ou bien les cartes de nombreux métros dans le monde.


      Nous discuterons aussi beaucoup dans ce livre du réseau des rues où les nœuds sont les intersections et les liens les segments de routes entre deux nœuds consécutifs. Selon la région considérée, ce réseau peut aller de quelques milliers de nœuds pour une grande ville jusqu’à plusieurs ordres de grandeur au-dessus pour des pays ou des continents.


      On voit à travers ces différents exemples que les réseaux importants sont grands, voire très grands. Comprendre leur structure est alors un défi crucial, car c’est cette première étape qui va permettre d’appréhender la dynamique des processus qui s’y déroulent – par exemple, comment la structure du réseau neuronal est reliée aux processus cognitifs, ou bien comment les épidémies de maladies infectieuses se propagent dans les réseaux d’individus (et comment les arrêter).


      La taille gigantesque de ces réseaux interdit de les représenter simplement, et il faut alors envisager des moyens (en général statistiques) pour caractériser, classer ces grands réseaux. Nous allons voir quelques mesures qui permettent de se faire une idée de l’organisation de ces grandes structures. En particulier, nous définirons des quantités fondamentales telles que la distance entre les nœuds, le degré et la centralité d’un nœud.


    


    

    


      En combien de sauts ?


      Après la question de la taille d’un réseau vient celle de la distance lorsqu’on navigue à l’intérieur. Une question naturelle pour caractériser un réseau est, en effet, de se demander en combien de sauts on peut relier deux nœuds. Dans un réseau social par exemple, si la personne A connaît B et si B connaît C, alors je peux en déduire que A est à une distance égale à 2 de C, ce qui signifie qu’il faut faire 2 sauts pour aller de A à C.
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        Figure 4. Exemple d’un petit réseau pour illustrer la notion de distance dans un graphe.


        

          Pour relier les nœuds s et t, il y a deux chemins possibles : s-a-b-c-d-t ou bien s-a-e-d-t. © Marc Barthelemy.


        


      


      Plus généralement, on peut s’interroger sur le nombre de « sauts » nécessaires pour relier deux nœuds pris au hasard. Ainsi, dans la figure ci-dessous (figure 4), on voit qu’il existe deux chemins pour relier les nœuds s et t (mais il arrive qu’il en existe beaucoup plus, ou bien au contraire qu’il n’en existe aucun et les nœuds s et t sont alors dans des communautés disconnectées). On peut, de cette façon, évaluer la longueur d’un chemin par le nombre de sauts permettant d’aller d’un point à un autre. Ainsi pour aller de s à t par le chemin 1 (qui passe par a, e, d), on voit qu’il faut 4 sauts ; pour le chemin 2, il en faut 5. En général quand il y a plusieurs chemins, ils correspondent chacun à un nombre de sauts différent ; ce qu’on appelle la distance entre 2 nœuds est le nombre de sauts pour le chemin le plus court. Toujours dans notre exemple (figure 4), le chemin le plus court est le chemin 1 de longueur 4 et la distance de s à t sera ici égale à 4 (ce que l’on note d(s, t) = 4).


      Plusieurs jeux reposent sur cette notion de distance, notamment celui qui fait intervenir le réseau des acteurs. Dans ce réseau, les nœuds sont les acteurs et il existe un lien entre deux acteurs quand ils ont joué dans le même film (ces acteurs sont alors à une distance égale à 1). Le jeu consiste à trouver un chemin entre deux acteurs choisis au hasard et le joueur qui a trouvé le chemin le plus court a gagné. À titre d’exemple (figure 5), sauriez-vous trouver la distance entre Ava Gardner et Groucho Marx ?


      Ava Gardner et Groucho Marx n’ont jamais joué ensemble, auquel cas leur distance serait égale à 1, et, pourtant, de manière surprenante, cette distance est seulement égale à 2. Pourquoi ? Parce qu’Ava Gardner a joué avec John Carradine dans La Sentinelle des maudits (The Sentinel, 1977) et que ce même John Carradine a joué avec Groucho Marx dans L’Histoire de l’humanité (The Story of Mankind, 1957).
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        Figure 5. Quelle est la distance dans le réseau des acteurs entre Ava Gardner et Groucho Marx ?


        

          La réponse est à chercher dans la figure 6. © Marc Barthelemy.


        


      


      Cette notion de distance a aussi amusé les mathématiciens, qui ont défini le « nombre d’Erdös » qui repose sur le réseau des collaborations : chaque nœud est un mathématicien et on relie deux chercheurs quand ils ont cosigné un article de recherche. Pour mémoire, rappelons qu’Erdös est un des plus grands mathématiciens du XXe siècle et qu’il a la particularité d’avoir eu un très grand nombre de collaborateurs – il n’avait d’ailleurs pas de domicile fixe et a été hébergé, le temps d’une collaboration, par différentes universités dans le monde entier ! Erdös a publié environ 1 500 articles et collaboré avec environ 500 mathématiciens, qui sont donc à une distance de 1 de lui. Le jeu ici est de calculer pour chaque chercheur sa distance à Erdös dans le graphe des collaborations – si vous n’avez jamais publié d’article mathématique, alors votre distance à Erdös est considérée comme infinie…


      De cette distance entre deux nœuds découlent plusieurs indicateurs qui vont nous permettre de caractériser les grands réseaux. La distance entre deux nœuds pris au hasard est une quantité fluctuante et dépend de la paire de nœuds choisie. En moyennant sur toutes les paires de nœuds, on obtient alors la distance moyenne qui est une première indication sur l’ordre de grandeur de la longueur typique du chemin qui relie deux nœuds pris au hasard.
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        Figure 6. La distance dans le réseau des acteurs entre Ava Gardner et Groucho Marx.


        

          Elle est égale à 2, car le chemin le plus court passe par l’acteur John Carradine qui a joué avec ces deux acteurs. © Marc Barthelemy.


        


      


      Afin de fixer les idées, considérons le cas d’un réseau régulier en deux dimensions, autrement dit, d’une grille régulière (figure 7).


      Le réseau régulier de taille L par L a donc N = L × L nœuds (dans la figure 7, L = 5, et N = 5 × 5 soit 25 nœuds). L’unique échelle de distance dans ce réseau est L et on s’attend donc à ce que la distance moyenne entre deux nœuds quelconques lui soit proportionnelle et qui est aussi la racine carrée de N (ce qui peut être confirmé par un calcul exact). Dans notre cas précis, la distance typique entre deux nœuds sera de l’ordre de 5 (ici on ne s’intéresse qu’à l’ordre de grandeur). Si on considérait un réseau régulier avec N = 1 million de nœuds, le raisonnement et le calcul seraient les mêmes : la distance typique entre deux nœuds serait de l’ordre de grandeur de 1 000, ce qui veut dire que, pour relier deux nœuds pris au hasard dans ce réseau, il faudrait passer en moyenne par un chemin qui contient de l’ordre de 1 000 nœuds !
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        Figure 7. Exemple d’un réseau régulier en deux dimensions.


        

          Le nombre de nœuds est ici N = 25 et l’unique échelle de distance dans ce système est L = 5. La distance moyenne d est proportionnelle à L (d = cL où c est un préfacteur qui dépend en général du réseau considéré) et est donc ici de l’ordre de 5. © Marc Barthelemy.


        


      


    


    

    


      De Milgram à Facebook


      Un réseau régulier ne donne sans doute pas une très bonne représentation d’un réseau social comme Facebook, mais permet de fixer une référence à laquelle le comparer. En effet, pour tout réseau réel, on doit se poser la question de la distance moyenne et de sa valeur. Cette information donne une première indication : une distance moyenne de petite valeur signifie qu’il y a en général un chemin court reliant deux nœuds pris au hasard, alors qu’une grande valeur signifie, au contraire, qu’il faut faire beaucoup de sauts pour aller d’un nœud du graphe à un autre.


      Le célèbre psychosociologue américain Stanley Milgram, popularisé entre autres par le film Mon oncle d’Amérique d’Alain Resnais sorti en 1980, a été le premier à conduire une expérience pour mesurer cette distance (Milgram, Sabini et Silver, 1992). Voici le protocole ingénieux mis en place : Milgram a choisi une centaine d’individus au hasard dans les villes d’Omaha et Wichita (États du Nebraska et du Kansas aux États-Unis) et une personne « cible » habitant à Boston, Massachusetts. Ces individus ont reçu une lettre contenant un minimum d’informations à propos de la personne cible de Boston (figure 8). Si l’individu connaissait personnellement cette cible, alors il lui était demandé de lui envoyer directement la lettre. Dans le cas contraire, il devait envoyer la lettre à une autre personne, connue de lui et susceptible de connaître la cible. À chaque envoi, il fallait inscrire son nom sur un registre pour qu’on puisse suivre la séquence d’envois. Si la lettre parvenait bien à la cible, alors on comptait le nombre d’intermédiaires nécessaires entre l’individu initial et la personne de Boston.
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        Figure 8. Illustration de l’expérience proposée par Stanley Milgram pour mesurer la distance moyenne entre les individus dans le réseau social (Milgram, 1969).


        

          En partant de personnes vivant dans le Nebraska, il s’agissait d’envoyer une lettre à une personne cible située à Boston (Massachusetts). On voit ici un exemple d’une chaîne de 3 lettres aboutissant à cette personne cible. © Marc Barthelemy.


        


      


      Sur 160 chaînes qui ont démarré au Nebraska, 42 lettres sont arrivées au destinataire, soit environ 1/4, ce qui peut paraître peu mais ce résultat doit être replacé dans son contexte : il y avait environ 200 millions d’habitants aux États-Unis en 1970, et relier deux individus au hasard n’était pas a priori quelque chose de simple ! Par ailleurs, la moyenne de la longueur de ces chaînes a été d’environ 6 personnes, justifiant l’expression de « 6 degrés de séparation ».


      Grâce à son système de lettres, Milgram a pu caractériser un peu plus précisément ces chaînes : la majorité des individus ont envoyé la lettre à un individu du même sexe ; la plupart des envois étaient vers une connaissance et non pas vers un proche, remarque importante, comme nous le montrerons plus loin à propos des liens faibles (voir chapitre 2) ; enfin, certaines chaînes qui n’ont pas abouti se sont néanmoins arrêtées à proximité de la personne cible (parfois dans son quartier même !), ce qui souligne bien la différence entre la distance dans le réseau social et la distance géographique !


      Cette expérience de Milgram a été répétée ensuite avec des moyens plus modernes. Ainsi en 2003, 60 000 utilisateurs ont eu pour mission d’atteindre 18 personnes cibles dispersées dans 13 pays différents (Dodds, Muhamad et Watts, 2003). Le principe était le même : transmettre un mail à une connaissance afin d’atteindre la personne cible. La distance moyenne obtenue s’est située entre 5 et 7 selon la distance initiale entre la source et la cible. Si cette expérience a aussi montré que le succès d’une recherche d’une personne sur le Web dépend de plusieurs détails et de la motivation des intermédiaires, le résultat reste un nombre très petit, et en accord avec le résultat de Milgram : nous vivons bien dans un petit-monde !


      Encore plus près de nous, demandons-nous maintenant quelle est la distance moyenne entre individus sur le fameux réseau social de Facebook. Une étude (Backstrom, Boldi, Rosa, Ugander et Vigna, 2012) sur la structure de ce réseau en 2011 et qui porte sur 721 millions d’utilisateurs connectés par un total de 69 milliards de liens d’amitié a montré que 99,91 % des utilisateurs de Facebook sont reliés, ce qui signifie qu’il existe au moins un chemin les reliant. La distance moyenne est de 4,74 – à titre de comparaison, en 2008, elle était de 5,28 et en 2016 de 4,57. On a donc ici une illustration de la réduction de la taille du réseau social mondial grâce à des interconnexions de plus en plus développées. Malgré l’existence d’une grande dispersion géographique, cette réduction est un signe de la mondialisation croissante.


      Pour ces réseaux sociaux électroniques, on peut également mesurer d’autres caractéristiques sur les liens amicaux. Ainsi, on a pu établir qu’en général la probabilité d’avoir un ami varie avec la distance. En particulier, les chercheurs étudiant ces réseaux ont pu montrer que la probabilité d’avoir un lien amical avec un individu est inversement proportionnelle aux nombres de personnes habitant entre ces deux individus (Liben-Novell, Novak, Kumar, Raghavan et Tomkins, 2005). Autrement dit, la densité de population est un paramètre fondamental : dans un environnement peu dense, on peut avoir des amis situés plus loin, alors que dans un environnement très dense, la probabilité d’avoir un ami situé à une plus grande distance est plus faible.


    


    

    


      C’est un petit-monde !


      Depuis la publication des résultats de l’expérience de Milgram, il y a de nombreuses discussions et critiques à propos de la méthode et de l’interprétation des résultats, mais l’existence de chaînes très courtes observées dans toutes ces recherches soulève un problème théorique important : quelle est la structure d’un réseau social ? L’expérience de Milgram concernait les États-Unis avec, à l’époque, 200 millions de personnes. Si le réseau social avait ici une structure régulière (comme sur la figure 7), alors la distance moyenne entre individus devrait être de l’ordre de 14 000 (la racine carrée de 200 millions). Or l’expérience a révélé, nous l’avons dit, une distance moyenne de l’ordre de 6 ; une telle discordance prouve que la structure de ce réseau est bien loin d’être régulière !


      De nombreuses études se sont alors penchées sur ce problème et il a fallu attendre 1998 (Watts et Strogatz, 1998) pour comprendre que cet effet de petit-monde repose sur l’existence de liens rares qui relient différentes communautés entre elles. L’idée a été de considérer un réseau régulier et de choisir au hasard un lien pour le reconnecter au hasard. Quand la fraction p de liens « recâblés » variait de 0 à 1, il est apparu qu’on obtenait des graphes allant d’un réseau régulier à un réseau complètement aléatoire (figure 9).


      Ce modèle permet de comprendre qu’un comportement de petit-monde est possible avec quelques liens recâblés qui vont connecter des groupes de nœuds différents ; la distance moyenne entre deux nœuds variera alors comme le logarithme du nombre total de nœuds : typiquement, si on a en moyenne au moins 1 recâblage par site, alors le réseau se comportera en petit-monde. Le logarithme comptant essentiellement l’ordre de grandeur (quantifié par le nombre de chiffres dans un nombre), pour un réseau de 1 million de nœuds, la distance moyenne est le logarithme de 1 million, qui est environ égal à 6 ; pour 200 millions de personnes, on trouve une distance moyenne de l’ordre de 8, en bon accord avec les mesures de Milgram. Il est important de comprendre que l’essentiel est d’aboutir au bon ordre de grandeur, même si les résultats obtenus ne sont pas exacts. Typiquement, un physicien distingue les nombres selon leur ordre de grandeur : de l’ordre de 10, de 100, de 1 000, etc. Un modèle qui produit des prédictions qui ont le bon ordre de grandeur est intéressant ; en revanche, un modèle qui se trompe sur les ordres de grandeur n’est pas acceptable.


      On notera ici une autre propriété importante des réseaux qui est de savoir si les voisins d’un nœud sont connectés entre eux. Dans un réseau social, cela revient à se demander si vos amis sont amis entre eux. La réponse est oui la plupart du temps : suivant le modèle de Watts et Strogatz, si la fraction de liens recâblés n’est pas trop grande, alors les voisins d’un nœud seront en général bien connectés entre eux, favorisant ainsi l’émergence de petits groupes de nœuds bien connectés, conformément à ce que l’on peut mesurer sur les réseaux sociaux réels.


      Ce modèle de Watts et Strogatz (figure 9) permet donc de construire une image approximative des grands réseaux qui ont cette propriété de petit-monde avec une distance moyenne très petite (figure 10).


      

        [image: Image]


        Figure 9. Le modèle de Watts et Strogatz.


        

          Partant d’un réseau régulier (p = 0), on recâble au hasard une fraction p des liens. Pour p = 0, on a donc le réseau régulier ; pour p = 1, tous les liens sont recâblés et on obtient le graphe aléatoire. Pour p entre 0 et 1, on obtient un réseau intermédiaire à mi-chemin entre le réseau régulier et le réseau aléatoire. © Marc Barthelemy.


        


      


      

      

        [image: Image]


        Figure 10. Représentation schématique d’un réseau petit-monde.


        

          Des groupes de nœuds très connectés entre eux (communautés représentées par des ovales) sont reliés les uns aux autres par quelques liens connectant des individus appartenant à des communautés différentes. © Marc Barthelemy.


        


      


    


    

    

      Hub ou pas hub ?


      Grâce à la propriété de petit-monde, les nœuds sont donc reliés les uns aux autres par des chemins courts, mais une autre question cruciale se pose encore et elle concerne, cette fois, l’homogénéité des réseaux : tous les nœuds sont-ils équivalents et, dans un réseau social, tous les individus ont-ils le même nombre d’amis (plus ou moins) ? On devine intuitivement que ce n’est pas le cas en général : certains individus sont isolés alors que d’autres sont des « vedettes » avec un très grand nombre d’amis. La caractéristique qui va nous permettre de traiter ce problème est le degré d’un nœud, c’est-à-dire le nombre de liens connectés à ce nœud ou le nombre de voisins de ce nœud (figure 11).
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        Figure 11. Illustration du degré k d’un nœud (représenté en gris) qui est le nombre de voisins connectés.


        

          Dans le cas d’un nœud isolé on a un degré égal à 0 et dans le cas d’un nœud très connecté un degré très élevé (beaucoup plus que la moyenne) – on parle alors de « hub ». © Marc Barthelemy.


        


      


      Pour un nœud isolé, le degré est égal à 0 ; pour un individu qui a 6 amis, son degré est égal à 6. Enfin quand le degré est très grand, on parle alors de « hub », mot anglais qui n’a pas vraiment de correspondant en français – la traduction de hub par « plateforme » ne correspond pas tout à fait à l’idée principale ici qui est le très grand nombre de connexions.


      Dans un grand réseau, on a un grand nombre de nœuds et, du coup, une longue liste de degrés. Afin de caractériser cette longue liste, il faut en faire une étude statistique et un outil particulièrement utile est l’histogramme des degrés, noté N(k) ; c’est lui qui donne le nombre de nœuds qui ont un degré égal à une certaine valeur k. Par exemple pour le réseau de la figure 3, on a 1 nœud de degré 0, 0 nœud de degré 1, 3 nœuds de degré 2 et enfin 2 nœuds de degré 3, qui est aussi le degré maximum de ce réseau. On représente graphiquement ce résultat par l’histogramme suivant (figure 12).


      Pour un grand réseau, on aura de même un ensemble de valeurs N(k) et son comportement pour k très grand en sera une caractéristique essentielle. En d’autres termes, on s’intéressera au nombre de nœuds avec un très grand degré ou, de manière équivalente, à la probabilité P(k) = N(k)/N de trouver un hub de degré k dans le réseau avec N nœuds. C’est ainsi qu’on est parvenu à distinguer deux grandes classes de réseaux selon le comportement de P(k) pour k très grand.
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        Figure 12. Histogramme des degrés pour le graphe de la figure 3.


        

          On note N(0) = 1, N(1) = 0, N(2) = 3, N(3) = 2. © Marc Barthelemy.


        


      


      Avant d’aller encore plus loin, il nous faut faire un petit détour par les distributions gaussiennes et les lois de puissance. La distribution (ou loi) gaussienne – souvent appelée courbe en cloche – décrit un grand nombre de phénomènes aléatoires, en particulier lorsque la quantité observée est une somme d’événements aléatoires indépendants. La loi gaussienne est caractérisée par sa moyenne et par la dispersion autour de cette moyenne ; la probabilité d’observer une variable beaucoup plus grande que la moyenne est nulle dans la pratique. Dans la figure ci-dessous (figure 13), la moyenne de la loi gaussienne est égale à 5 et la probabilité d’observer ici des valeurs plus grandes que 7 environ est essentiellement nulle. Ce comportement est très différent de celui d’une loi de puissance avec la même moyenne. Cette loi décroît lentement pour les grandes valeurs et la probabilité d’observer une valeur beaucoup plus grande que la moyenne est, certes, petite, mais pas négligeable dans la pratique : on parle alors de loi large car elle décroît lentement. Ces deux exemples sont emblématiques de deux comportements différents : dans le cas gaussien, les fluctuations sont faibles et la moyenne est représentative, alors que dans le cas des lois de puissance, on peut observer des événements rares qui sont très au-dessus de la moyenne (figure 13).
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        Figure 13. Comparaison de la distribution gaussienne et d’une loi de puissance.


        

          Ces deux lois ont la même moyenne, ici 5. On voit cependant que la décroissance pour les grandes valeurs de x est beaucoup plus lente pour la loi de puissance : la probabilité d’observer pour la loi gaussienne des valeurs plus grandes que 7 environ est nulle, ce qui n’est pas le cas pour la loi de puissance. Dans ce cas, lorsqu’on observe des valeurs beaucoup plus grandes que la moyenne, on parle d’événements rares, lesquels, s’agissant de réseaux, correspondent aux hubs. © Marc Barthelemy.


        


      


      C’est exactement ce qui se passe pour les grands réseaux quand on observe le comportement de la distribution des degrés P(k) pour les grands k (Amaral, Scala, Barthelemy et Stanley, 2000). Pour une première catégorie de réseaux, on voit que la probabilité de trouver un hub est très petite et négligeable dans la pratique ; on n’a pas de hubs et les degrés des nœuds peuvent présenter des fluctuations, mais qui sont faibles : les nœuds ont à peu près tous le même degré, égal à la moyenne des degrés, plus ou moins une quantité faible. De ce point de vue, le réseau est plutôt homogène et le degré moyen donne l’ordre de grandeur pour tous les degrés des nœuds de ce réseau. Un tel cas correspond donc au cas gaussien ou, en tout cas, à une distribution qui décroît très vite pour les grandes valeurs du degré.


      Pour la seconde classe de réseaux, la probabilité de trouver un hub est petite, mais non négligeable, à l’instar des lois de puissance. Autrement dit, on a des événements rares et ce sont les hubs du réseau. Le degré de ces hubs est très largement supérieur à la moyenne et on peut même montrer que la moyenne n’a en fait pas de sens ici, car les fluctuations autour de cette valeur sont trop larges. Pour cette raison, on parle alors de réseau « sans-échelle », car la moyenne ne fixe pas l’échelle des degrés : on n’a pas, dans ce cas, un ordre de grandeur typique du degré mais, au contraire, une très grande diversité de nœuds allant du nœud quasiment isolé jusqu’aux hubs. Comme nous le verrons dans la suite de ce livre, la présence de hubs est déterminante pour de nombreux processus. Par exemple, la dynamique de la propagation d’une épidémie dépend crucialement de la présence de ces hubs, ce qui impacte l’efficacité des stratégies de contrôle (voir chapitre 7).


      Lors de l’étude de processus se déroulant dans un réseau, la première chose à tester sera donc de voir dans quelle classe se trouve ce réseau, car la dynamique du processus et l’impact de diverses mesures seront radicalement différents.


    


    

    

      Quand les riches s’enrichissent…


      L’observation de réseaux sans-échelle interroge sur la formation de ces structures et sur l’apparition des hubs. S’il existe plusieurs processus pour l’expliquer, l’un des plus utilisés est celui du « rich get richer », c’est-à-dire des « riches qui s’enrichissent ». Ce mécanisme classique en théorie des probabilités a été proposé (Simon, 1955) afin de comprendre l’observation de nombreuses distributions empiriques suivant une loi de puissance. On associe à chaque élément une certaine valeur – par exemple, les mots et leur fréquence dans un texte – et on observe que l’ajout d’un nouvel élément se fait à un rythme proportionnel à leur fréquence. Ce phénomène engendre un effet « boule de neige » et on montre mathématiquement qu’il mène à une loi de puissance.


      Appliqué aux réseaux, ce mécanisme conduit (Barabasi et Albert, 1999) à ajouter progressivement de nouveaux nœuds, sachant que chaque nouveau nœud va se connecter aux nœuds déjà présents avec une probabilité proportionnelle à leur degré. Un nœud qui a un fort degré aura donc plus de chances d’attirer de nouvelles connexions, processus qui se renforce de lui-même. On établit que ce mécanisme très simple produit une distribution des degrés qui suit une loi de puissance de la forme P(k)~1/k3. Tout réseau dont la formation suit cet « attachement préférentiel » sera donc sans-échelle.


    


    

    

      Les nœuds meurent aussi…


      Jusqu’à présent, nous avons discuté l’existence de deux grandes classes de réseaux : les réseaux avec échelle, qui ne présentent pas de très grandes fluctuations de degrés (les hubs sont absents), et les réseaux sans-échelle, qui ont des hubs. Le premier ensemble peut typiquement être représenté par une loi de type gaussien, alors que le second suit une loi large avec une distribution décroissant lentement pour les grandes valeurs du degré : la probabilité d’observer un très grand degré n’est alors pas négligeable. La question qui se pose maintenant est naturellement de savoir pour quelles raisons ces deux classes existent. Nous venons de voir un mécanisme simple qui produit des réseaux sans-échelle (avec hubs), mais il nous faut aussi examiner quelques-uns des éléments fondamentaux qui empêchent la formation de hubs et qui, potentiellement, mènent donc à des réseaux avec échelle.


      En premier lieu figurent les contraintes physiques qui vont naturellement limiter le degré d’un nœud. C’est typiquement le cas des réseaux de transport pour lesquels il n’y a en général pas de place pour un degré très élevé. Dans le cas du métro, par exemple, les nœuds sont les stations et la plupart des stations ont un degré égal à 2. Quand il y a des connexions avec d’autres lignes, le degré peut être égal à 4, voire à 6. Pour le métro à Paris, la station du Châtelet connecte ainsi les lignes 1, 4, 7, 11, 14 entre elles et a donc un degré égal à 10. Cependant on n’observe pas de degré largement supérieur à 10 (typiquement 100 ou plus), car cela n’est pas possible pour des raisons d’encombrement. On est ici dans la classe des réseaux quasi homogènes. C’est aussi le cas pour le réseau des rues pour lequel les nœuds sont les intersections et qui ont en général un degré égal à 4, rarement beaucoup plus. De même, pour le réseau social, le psychologue Robin Dunbar a suggéré une limite cognitive au nombre de personnes avec lesquelles un être humain peut maintenir des relations sociales stables. Ce « nombre de Dunbar » est estimé à environ une centaine et impose donc un degré maximum au réseau social. À l’inverse, bien sûr, quand il n’y a pas de contraintes physiques, on peut observer des degrés très élevés. C’est le cas typiquement du Web pour lequel créer un hyperlien ne coûte rien et où le nombre de liens entrants vers un site n’a pas de limite.
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