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Préface
Par Gérard Berry
Professeur émérite au Collège de France



Au XXIe siècle, un mot est devenu à la mode : algorithme. Beaucoup de nos contemporains pensent que c’est un mot récent de racine grecque, comme son anagramme « logarithme », et qu’il désigne des inventions mathématiques datant d’un peu plus d’un siècle, celles qui ont conduit à l’informatique moderne. Mais ce n’est pas du tout le cas : comme l’exprime magistralement Giorgio Ausiello dans ce livre, la notion d’algorithme est très ancienne, et le mot est un hommage nominal rendu au cours du Moyen Âge au grand savant al-Khwarizmi, né vers 780 et mort à Bagdad vers 850, à une époque de grande activité culturelle au Moyen-Orient. Il a travaillé sur les méthodes de calcul en général, et en particulier sur celles fondées sur les chiffres de 0 à 9 que nous utilisons tous les jours en les nommant étrangement « chiffres arabes », alors qu’en Arabie on les appelle « chiffres indiens », en reconnaissance du fait qu’ils ont été inventés en Inde bien avant notre ère. On doit par exemple à al-Khwarizmi la méthode de multiplication que nous apprenons à l’école, ainsi que celle du calcul symbolique des racines de l’équation du second degré ax2 + bc + c = 0, enseignée au lycée. Il a aussi abordé le calcul géométrique et mis en place les prémices de l’algèbre, mot venant de l’arabe al jabr (« la réduction »), terme central du titre d’un de ses traités.

Mais les chiffres indiens et les algorithmes ne sont entrés en Europe que bien plus tard, vers le XIIe siècle et de façon très progressive, grâce à quelques moines érudits qui ont lu et traduit les traités d’al-Khwarizmi, ainsi qu’à certains astronomes et astrologues. Ce sont d’ailleurs ces moines qui ont créé un mot écrit algorismo, puis augorisme tiré de son nom, pour lui rendre hommage. Ce mot s’est ensuite progressivement répandu en Europe, mais en oubliant de plus en plus l’hommage initial à al-Khwarizmi pour adopter des interprétations pour le moins fantaisistes décrites dans ce livre. Ce n’est que bien plus tard qu’il est devenu algorithme, ce qui lui a donné sa consonance grecque actuelle.

Pourtant, dans l’Europe du Moyen Âge, dominée par la culture latine, on n’a longtemps utilisé que les chiffres romains, dépourvus de qualités calculatoires et rendant la multiplication quasiment impossible – on continue même étrangement à les utiliser pour désigner les siècles dans les livres. Cependant, durant tout le Moyen Âge, des moines, savants et commerçants occidentaux curieux comprirent progressivement la puissance des chiffres indiens et développèrent de nouvelles méthodes de calcul pour résoudre toutes sortes de problèmes bien concrets, enseignées dans les écoles spécialisées, souvent pendant deux ans. Mais les résultats restaient toujours présentés en chiffres romains pour être lisibles par le plus grand nombre.

C’est à un superbe voyage chez ces moines, savants et commerçants que nous invite ici Giorgio Ausiello, professeur à l’université La Sapienza de Rome, la plus célèbre d’Italie, et informaticien de grand renom, qui a beaucoup fait pour l’essor de l’informatique et de son enseignement en Italie et en Europe. Il nous emmène à travers les siècles rencontrer différents contributeurs, d’abord en Mésopotamie et en Égypte antiques, puis en Inde, au Moyen-Orient dans sa grande époque créatrice, et enfin, plus longuement, au Moyen Âge. Il nous présente ainsi une longue histoire du calcul, tout à fait ancrée dans le concret : astronomie et calendriers, architecture, arpentage, jeux, et de plus en plus transactions marchandes. En effet, l’essor continu des marchands à grand rayon d’action, tout particulièrement en Italie, demandait des calculs de plus en plus complexes pour la conversion entre les très nombreuses monnaies locales, le calcul des taux de crédit, des partages et héritages, etc. À une époque où l’imprimerie n’existait pas, de nombreux auteurs présentaient leurs visions de ces calculs et répandaient les algorithmes de base dans leurs manuscrits, pour lesquels ils innovaient souvent. Leurs textes ne comportaient généralement pas de démonstrations de correction des algorithmes présentés, connues ou faites cependant par les meilleurs savants.

Ce livre présente des coups de projecteur sur de nombreuses personnalités marquantes qui ont chacune apporté leur pierre, des origines orientales aux moines qui ont traduit les écrits et les traités arabes, et enfin plus longuement aux savants et commerçants du Moyen Âge, domaine où ceux des royaumes italiens étaient largement dominants. Il insiste sur l’apport fondamental de Leonardo Pisano (1170-1250), grand connaisseur de l’œuvre d’al-Khwarizmi. Ce dernier est bien connu surtout par sa fameuse suite « du lapin » (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21…), que l’on retrouve partout dans la nature ou en mathématiques, mais sa grande création est le Liber abaci, un pilier majeur de l’histoire du calcul qui a répandu les méthodes efficaces en Europe aux siècles suivants. Il est maintenant surtout connu sous le nom de Fibonacci (un raccourci de Filio de Bonaccio), qui ne date que du XIXe siècle.

À l’époque actuelle, où les algorithmes qui ont occupé tous ces savants sont partout et où l’informatique les a mis en boîtes électroniques d’une puissance auparavant inconcevable, connaissez-vous la lenteur mais aussi la force du développement du calcul et de ses algorithmes à travers ces siècles d’histoire ? Voici un livre fascinant, qui vous en apprendra beaucoup sur cette longue épopée, ainsi que sur ses nombreux contributeurs.









  


    Introduction


    

      En ce moment, on parle beaucoup des algorithmes et de leur rôle dans la vie quotidienne. La présence généralisée du web et des systèmes informatiques qui nous suivent en permanence et nous assistent dans différentes activités, ainsi que la présence invisible d’algorithmes qui nous facilitent la recherche d’informations, nous conseillent dans nos choix d’achat en ligne, nous guident dans nos décisions d’investissement financier, pour ne citer que quelques exemples, ont rendu notre vie quotidienne dépendante des algorithmes même si nous n’en sommes pas toujours conscients1. En conséquence, le terme et le concept d’« algorithme » ont été généralisés dans la presse et les médias, très souvent de manière inappropriée. L’utilisation d’algorithmes est parfois exagérément mise en avant comme le signe d’une approche efficace de la gestion de l’information et de la résolution des problèmes, tandis qu’à d’autres moments elle est diabolisée comme représentant une délégation de l’homme à des mécanismes de calcul et de décision abstraits, impersonnels et, en fin de compte, non responsables. La méfiance à l’égard de l’utilisation d’algorithmes dans les processus décisionnels se fait sentir surtout dans le domaine judiciaire, dans les questions fiscales ou monétaires et dans l’évaluation de l’apprentissage automatique.


      En vérité, l’analyse des documents relatifs à l’utilisation du calcul mathématique et des algorithmes tout au long de l’histoire de l’humanité, depuis au moins deux ou trois mille ans avant notre ère, montre que la nécessité de calculer et de résoudre des problèmes mathématiques à l’aide de règles de calcul appropriées a toujours accompagné la vie humaine ; en effet, ce sont précisément ces besoins quotidiens qui ont déterminé la naissance et le développement des mathématiques et du calcul.


      C’est à partir de ces considérations qu’est née l’idée de présenter dans ce livre la relation étroite qui existait entre les besoins d’application et la résolution de problèmes mathématiques dans une période importante de l’histoire de l’humanité, le Moyen Âge, et en particulier entre les IXe et XVe siècles. C’était une période de grande évolution culturelle, qui a commencé par la phase la plus luxuriante de la science arabe et s’est poursuivie avec l’acquisition en Europe occidentale de méthodes de calcul indo-arabes fondées sur le système positionnel décimal, accompagnée de la redécouverte des sources culturelles et scientifiques grecques transmises par des traductions arabes ensuite.


      Il convient de préciser d’emblée que ce volume n’a pas pour but de présenter une histoire systématique des algorithmes, et encore moins une histoire des mathématiques au Moyen Âge. L’intention de l’auteur est de montrer, à travers le choix d’exemples significatifs, comment, au Moyen Âge, le calcul mathématique était indissociable de la résolution des problèmes de la vie quotidienne, du problème d’intérêt religieux lié au calcul de la date de Pâques, au problème de la mesure des terrains, du calcul des volumes de diverses natures (puits, citernes, murs), à la distribution des grains et autres produits agricoles, ou encore du calcul des intérêts aux problèmes de change. En particulier au cours des siècles du Moyen Âge tardif, marqués par une reprise économique notable, l’activité des marchands exigeait impérativement des compétences en matière de calcul pour résoudre une grande variété de problèmes concrets. C’est cette nécessité qui a conduit à la création de ce que l’on appelle les écoles d’abaque, que les enfants des marchands, principalement de Toscane mais aussi de diverses autres régions italiennes et européennes, fréquentaient à l’adolescence pour acquérir les techniques de calcul nécessaires à l’exercice rentable de leur activité.


      Avant d’illustrer la diffusion des algorithmes au Moyen Âge, il nous a semblé opportun de rappeler brièvement au chapitre I la présence des algorithmes dans le monde antique, car le bagage mathématique et algorithmique des IIe et Ier millénaires avant notre ère, accumulé dans les aires mésopotamienne et égyptienne, ainsi que les techniques de calcul développées dans les mondes chinois et indien, ont conservé leur valeur à travers les siècles et ont marqué l’histoire des mathématiques. Il suffit de penser à la notation sexagésimale que nous utilisons encore aujourd’hui pour mesurer le temps et les angles. Comme on le verra dans le premier chapitre, ce sont les activités quotidiennes de l’homme (gestion des terres, observations astronomiques, achat et vente de produits, partage des héritages) qui ont orienté la définition des problèmes et des méthodes de résolution depuis l’Antiquité, conduisant à la naissance de domaines entiers des mathématiques tels que la géométrie, l’algèbre et la trigonométrie.


      Le chapitre II est consacré aux mathématiques arabes et en particulier aux travaux d’al-Khwarizmi. Il joue un rôle central dans le développement du texte en raison de la grande influence que les mathématiques calculatoires arabes ont exercée sur l’Occident européen, au point que le propre nom al-Khwarizmi (bien que mal prononcé « algorisme » ou « algorithme ») a été et est toujours attribué à chaque procédure de calcul détaillée. Dans les chapitres III et IV, nous avons essayé de montrer comment, dans une Europe encore liée à une tradition numérologique aux influences religieuses, à une époque où le concept de « calcul » était essentiellement appliqué au calcul de la date de Pâques, et où les compétences en matière de calcul étaient cultivées principalement dans les cours et les monastères, les traductions de manuscrits arabes par des mathématiciens juifs et des moines ibériques ont révélé à l’Occident chrétien la puissance implicite des systèmes de calcul indo-arabes. Cependant, la pénétration de ces méthodes de calcul a été plutôt lente. Pour leur implantation dans la vie quotidienne du monde européen, il faut attendre le XIIIe siècle, avec la parution du Liber abaci de Leonardo Pisano, plus connu aujourd’hui sous le nom de Fibonacci. L’œuvre de Leonardo Pisano, que nous abordons au chapitre V, est emblématique à plusieurs points de vue. Tout d’abord, par son contenu, il représente le lien fondamental entre les mathématiques arabes et le monde occidental. Ensuite, en raison des caractéristiques de son auteur (fils d’un marchand pisan et marchand lui-même) et du contexte de la ville dans laquelle il vivait, il est révélateur de la relation qui, pendant trois siècles, liera étroitement le calcul mathématique au monde mercantile. Le Liber abaci est donc un pilier de l’histoire du calcul et il a inspiré toutes les contributions didactiques faites par des centaines de « maîtres d’abaques » au cours des siècles suivants. Des milliers de jeunes, pour la plupart des fils de marchands désireux de se former aux techniques de calcul comme outil fondamental pour leur permettre de réussir sur les marchés italiens et européens, se sont essayés à ces textes, dont nous parlons au chapitre VI.


      Le chapitre VII est consacré d’une part à l’évolution des mathématiques fondées sur les abaques au XVe siècle et d’autre part à l’émergence de la relation entre le monde des mathématiques mercantiles et le monde humaniste. Ce chapitre conclut notre examen du rôle des algorithmes dans la vie quotidienne au Moyen Âge. C’est précisément dans la dernière période du XVe siècle, et surtout au XVIe siècle, qu’en raison d’une série de facteurs – la redécouverte des textes classiques grecs et latins par les érudits, l’invention de l’imprimerie, la renaissance d’une approche plus abstraite des mathématiques, moins liée aux besoins matériels de la « raison » mercantile – le scénario des mathématiques européennes change et le rôle des méthodes de calcul et des algorithmes devient moins important, jusqu’à ce qu’ils réapparaissent avec force au milieu du XXe siècle avec l’avènement des ordinateurs électroniques.


      Avant de conclure cette introduction, il nous semble nécessaire de nous attarder sur quelques aspects importants. Le premier concerne le concept d’algorithme. Notre culture moderne nous a habitués à considérer un algorithme comme une séquence d’étapes de calcul clairement spécifiées, pouvant être exécutées par un être humain ou un ordinateur, sans ambiguïté et, si possible, avec une fin garantie. Les algorithmes que nous rencontrerons dans ce volume ne présentent ces caractéristiques que dans certains cas. Par exemple, certains des exercices didactiques destinés aux étudiants scribes que nous trouvons sur les tablettes babyloniennes reflètent un style répétitif et très détaillé comparable à celui d’un algorithme informatique. Dans d’autres parties du livre, cependant, lorsque nous traitons par exemple des livres d’abaques produits du XIIIe au XVe siècle, nous verrons que la résolution de problèmes est présentée dans un style rhétorique, discursif et non schématique. Toutefois, à y regarder de plus près, même dans ces cas la description des étapes à réaliser n’en est pas moins précise et moins détaillée. La répétition de la solution du même problème avec des données différentes permet d’abstraire facilement du texte une procédure que l’on pourrait sans doute qualifier d’algorithmique.


      La deuxième observation concerne le style dans lequel ce livre a été écrit, un style populaire qui, nous l’espérons, le rendra utilisable non seulement par les lecteurs intéressés par le développement des mathématiques et du calcul, mais aussi par ceux qui souhaitent simplement comprendre l’atmosphère culturelle d’une période historique qui a conduit, d’abord dans le monde musulman puis en Europe occidentale, à une évolution sociale et économique impétueuse. Pour permettre la compréhension par des lecteurs peu familiarisés avec les textes mathématiques, nous avons choisi de tirer des exemples et des problèmes relativement simples des ouvrages cités. En tout cas, une connaissance normale des mathématiques du secondaire devrait permettre à chacun de suivre sans difficulté et, espérons-le, d’apprécier les sujets traités ici.


      Une dernière remarque semble nécessaire pour attirer l’attention du lecteur sur un aspect qui est étroitement lié au contenu de ce livre et qui présente une pertinence historique considérable. Le matériel produit au cours de trois siècles pour préparer les jeunes à l’utilisation des techniques de calcul nécessaires dans la vie quotidienne (des centaines de traités écrits entre le XIIIe et le XVe siècle), les livres dits « d’abaques et d’algorithmes », auxquels sont consacrés plusieurs chapitres de ce volume, représentent un patrimoine d’un énorme intérêt culturel. Il montre que la relation symbiotique entre les algorithmes et les besoins de la vie quotidienne doit non seulement être explorée pour comprendre l’évolution des techniques informatiques, mais qu’une autre clé de leur compréhension est possible. En effet, c’est précisément à partir des livres d’algorithmes et des livres d’abaques que l’on peut dresser un tableau détaillé, voire minutieux, des activités des marchands, des aliments utilisés pour la nourriture, des biens qui étaient échangés sur les marchés (produits agricoles, métaux, animaux, épices), des foires où se déroulait le commerce, des monnaies utilisées pour les transactions, des métiers les plus courants, etc. Même si nous n’avons pas pu développer cet aspect en profondeur ici, nous pensons que la description de la documentation et les exemples que nous avons fournis dans le texte seront suffisants pour stimuler chez le lecteur le désir de comprendre les liens qui ont déterminé la relation entre la civilisation matérielle et les mathématiques aux siècles médiévaux.


    


  









  


  
Chapitre I


    Algorithmes et vie quotidienne dans l’Antiquité



  

    

      Mésopotamie


      La naissance de l’écriture et l’émergence du calcul mathématique sont intrinsèquement liées aux besoins de la vie quotidienne de l’homme. Bien que les premières formes de traces écrites sur des tablettes, de petits objets ou des récipients en argile soient liées à des périodes plus anciennes d’activités agricoles et pastorales, c’est avec l’émergence des villes, et en particulier avec le développement d’une organisation et d’une bureaucratie urbaines dépendant des monarques, des autocrates et des prêtres, qu’il est devenu nécessaire de garder trace des grandes quantités de biens et de produits qui affluaient dans les entrepôts ou étaient échangés avec les États voisins. En outre, c’est également dans ce contexte que sont entrepris des travaux publics d’une énorme importance, tels que la construction de murailles, de palais et d’entrepôts et le creusement de canaux d’irrigation. Ces besoins nécessitaient la formation d’un très grand nombre de fonctionnaires et de scribes capables d’effectuer des calculs mathématiques et d’inventer des méthodes innovantes pour résoudre des problèmes de plus en plus complexes. Parmi les preuves les plus anciennes de cette évolution, on trouve des documents (tablettes d’argile et papyrus) provenant de Mésopotamie et d’Égypte ancienne, donc sans surprise des régions où se sont établies certaines des premières civilisations et où sont nés certains des premiers établissements urbains.


      Les premières tablettes mésopotamiennes, écrites en caractères cunéiformes, qui présentent en détail les procédures mathématiques nécessaires à la résolution de problèmes et attestent de l’existence d’un véritable système de formation des scribes, remontent à la période sumérienne et akkadienne (2500-2000 av. J.-C.). On connaît par exemple les tablettes trouvées à Shuruppak, dans la vallée de l’Euphrate, au sud de Bagdad, qui datent de 2500 avant J.-C. et sont aujourd’hui conservées au musée d’Istanbul. À cette époque, les Sumériens utilisaient un système numérique additif (c’est-à-dire non positionnel), en même temps que décimal et sexagésimal. Ces tablettes traitent de problèmes liés à la division des ressources. En particulier, un problème récurrent1 concerne le calcul du nombre de personnes pouvant obtenir un quota de grains (blé ou orge) sachant que le grenier a une capacité donnée C et que chaque personne doit recevoir une quantité x de grains. La notation positionnelle sexagésimale s’est imposée à la période paléo-babylonienne, à partir d’environ 2000 avant J.-C. (figure 1). Cette notation est toujours mixte car les 59 chiffres nécessaires pour représenter les nombres en base 60 sont représentés en notation décimale additive. Par exemple, si nous séparons les différents chiffres par un point-virgule, le nombre 35 ; 4 correspond au nombre 35 × 60 + 4 = 2 104. La valeur 35 n’est pas représentée dans notre notation positionnelle décimale habituelle, mais sous forme additive (3 × 10 + 5 × 1). Le zéro n’est pas représenté et pour indiquer qu’une des puissances de 60 n’est pas présente, on laisse simplement un espace, ce qui bien sûr peut donner lieu à des ambiguïtés qui ne peuvent être résolues que par le contexte2. La même notation sexagésimale était utilisée pour représenter les puissances négatives de la base 60.
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          Figure 1. Tablette Plimpton 322 (vers 1800 av. J.-C.). Nommée d’après la collection de George Arthur Plimpton, conservée à l’université Columbia. Selon l’interprétation d’Otto Neugebauer (The Exact Sciences in Antiquity, Munksgaard, 1951, 2de éd.), elle contient une séquence de termes pythagoriciens en notation sexagésimale.


        


      


      La documentation disponible de cette période montre l’utilisation d’une mathématique riche en opérations et en concepts3. Parmi les opérations que les scribes enseignaient à leurs élèves figuraient l’addition, la soustraction, la multiplication et le calcul de l’inverse4. Il faut noter que le calcul de l’inverse était particulièrement important car la division d’un nombre x par un nombre y s’effectuait en multipliant x par l’inverse de y. De plus, les opérations de calcul du carré et de la racine carrée d’un nombre (à l’aide de formules d’approximation) étaient connues. Enfin, il apparaît aussi que la procédure de résolution des équations du premier degré et de certains types d’équations du second degré était connue.


      La géométrie plane était appliquée, parfois de manière approximative, pour calculer les aires des terrains de forme quadrilatérale, polygonale et circulaire, en utilisant des tables de coefficients (également approximatifs, par exemple pour π la valeur 3 ou parfois la valeur plus précise 3 + 1/8 = 3,125). En outre, la géométrie plane était également utilisée pour effectuer des calculs algébriques, en interprétant le produit comme l’aire d’un rectangle. Il est curieux de constater que la mesure des angles au sens moderne du terme n’était pas connue, ce qui est d’autant plus étonnant si l’on considère que nous utilisons toujours un système sexagésimal pour mesurer les angles en divisant le plan en 360 degrés. Bien que moins développée, la géométrie était également utilisée pour résoudre des problèmes pratiques, par exemple, pour calculer le volume d’un fossé à creuser ou le nombre de briques nécessaires pour construire un mur.


      Afin d’éviter de devoir effectuer plusieurs fois les mêmes opérations, des tables ont été produites et utilisées depuis la période sumérienne : tables de multiplications, d’inverses5, de carrés, de racines carrées, de séries géométriques, c’est-à-dire de puissances successives de nombres particuliers, etc. Les séries géométriques, utilisées, par exemple, pour calculer le rendement d’un capital réinvesti à intérêt fixe après un certain temps, sont particulièrement intéressantes car elles sont liées au concept inverse de logarithme, qui consiste à calculer après combien de multiplications d’un nombre par lui-même une valeur donnée est atteinte. Or le concept de logarithme était aussi, dans un certain sens, connu des mathématiques mésopotamiennes, puisqu’on trouve des tables de logarithmes (souvent en base 2) dans la documentation disponible6.


      L’approche globale des mathématiques restait cependant de nature pratique. Une étude intéressante analyse un total de 180 tablettes de textes mathématiques cunéiformes7 provenant de différentes époques mais principalement de la période paléo-babylonienne. Plus de la moitié d’entre elles contiennent des problèmes de nature algébrique ou géométrique ; 75 contiennent des problèmes de nature pratique. Environ 40 % des tablettes ne contiennent qu’un seul problème, tandis que la majorité, environ 60 %, en contiennent entre deux et quelques dizaines. L’étude identifie plus de vingt types d’applications auxquelles se réfèrent les problèmes attribués aux élèves scribes : construction de briques, creusement de fondations, canaux et irrigation, travaux défensifs, calculs de commerce et de vente, calculs d’intérêts, calculs d’héritage, construction de sabliers, élevage et gestion du bétail, travail des métaux, division du travail, etc. À titre d’exemple, examinons quelques problèmes simples soulevés dans l’étude (rappelons que le point-virgule sépare les différents chiffres d’un nombre écrit en notation positionnelle sexagésimale) :


      

        • Si 1 ; 1 ; 1 ; 1 [= 603 + 602 + 60 + 1 = 219 661] moutons sont attribués à 13 ; 13 [= 13 × 60 + 13 = 793] bergers, combien de moutons aura le troupeau de chaque berger ?


        • Trouvez la quantité de bitume nécessaire pour recouvrir une certaine surface d’une couche d’un millimètre d’épaisseur.


        • Si un tisserand peut tisser 0 ; 20 [= 20 × 60–1 = 1/3] coudée par jour, combien de temps lui faudra-t-il pour tisser 48 coudées ?


        • Calculez le bénéfice réalisé si une quantité x d’une marchandise (huile ou lard, par exemple) est achetée à un prix y en argent et si une quantité z de la même marchandise est revendue à un prix w.


        • Compte tenu d’un capital en espèces de valeur x et de la valeur des intérêts y, si l’argent a été prêté avec un intérêt de 20 % par an (on suppose que l’année compte 360 jours), quelle a été la durée du prêt ?


      


      Parmi les problèmes qui donnent un aperçu intéressant des coutumes des sociétés mésopotamiennes (à la période historique correspondant à celle des tablettes disponibles), il y a notamment ceux liés au partage des héritages, dont on peut déduire, par exemple, une organisation patrilinéaire et une forte récompense en faveur des enfants mâles aînés ; par exemple, le premier et le deuxième fils reçoivent deux fois plus que le troisième et le quatrième fils, qui à leur tour reçoivent deux fois plus que le cinquième et le sixième fils. Alors que dans le cas de legs en argent ou en monnaie, le problème est facilement résolu, dans le cas de la division d’un terrain rectangulaire ou trapézoïdal, l’utilisation de techniques géométriques non triviales est nécessaire. Les problèmes relatifs au calcul des intérêts éclairent également des aspects singuliers de la vie économique de l’époque ; un intérêt de 20 % par an sur les prêts, par exemple, nous paraît aujourd’hui vraiment excessif pour une société agricole à l’activité commerciale limitée.


      L’examen des tablettes montre que les Sumériens et les Babyloniens ne prouvaient pas les théorèmes. Les scribes fournissaient la solution d’un problème, mais ne disposaient d’aucun argument pour étayer son exactitude, même si celle-ci pouvait parfois être vérifiée en demandant à l’étudiant d’effectuer le calcul inverse. Par exemple, on pouvait demander de calculer le temps t nécessaire pour accumuler un certain intérêt x à un certain taux r, puis de calculer l’intérêt x accumulé compte tenu du taux r et du temps t écoulé. Un concept réel d’algorithme n’était pas présent dans la formation des scribes, mais il est intéressant de noter qu’un concept implicite d’algorithme peut néanmoins être déduit des textes des tablettes. « Les Babyloniens ne possédaient pas de notation algébrique claire comme celle que nous utilisons. Au lieu de cela, une formule était représentée par une liste d’étapes détaillées indiquant comment effectuer le calcul à partir de données numériques spécifiées, en fait un algorithme de calcul de la formule. […] Il convient également de noter la conclusion stéréotypée : C’est ainsi qu’il faut procéder, que l’on trouve à la fin de chaque section d’une tablette. Les procédures babyloniennes sont donc de véritables algorithmes et nous pouvons donc apprécier que les Babyloniens aient développé une bonne méthode d’explication des algorithmes au moyen d’exemples8. » Examinons la tablette VAT 65059, qui se trouve au musée du Moyen-Orient à Berlin10 et qui présente la méthode pour calculer l’inverse d’un nombre. Comme toujours, le calcul a été répété de nombreuses fois avec des nombres différents, mais seuls cinq de ces exemples restent lisibles. Par souci de simplicité, nous ne citerons qu’un seul d’entre eux et montrerons comment l’algorithme correspondant peut en être déduit.


      Le calcul repose sur l’expression 1/n = 1/(y + z) = 1/y × 1/(z/y + 1) et consiste à ramener le calcul de l’inverse d’un nombre n au calcul des inverses y’ et u’ de y et de u = z/y + 1, tous deux inférieurs à n, jusqu’à trouver des nombres dont l’inverse est disponible dans des tables précalculées. Le texte de l’exercice présenté dans la tablette est le suivant :


      

        

          

            

            

            

            

            

              

                	Le nombre est 4 ; 10. Quel est son inverse ?


                	


              


              

                	Procédez comme suit.


                	[Décomposer n = 4 ; 10 dans y = 10 et z = 4 × 60]


              


              

                	Calculez l’inverse de 10. Vous obtiendrez 6.


                	[6 est donc la valeur de y’]


              


              

                	Multipliez 6 par 4. Vous obtiendrez 24.


                	


              


              

                	Ajoutez 1. Vous obtiendrez 25.


                	[25 est donc la valeur de u]


              


              

                	Calculez l’inverse de 25. Vous obtiendrez 2 ; 24.


                	


              


              

                	Multipliez 2 ; 24 par 6. Vous obtenez 14 ; 24.


                	


              


              

                	L’inverse est 14 ; 24. C’est ainsi qu’il faut procéder.


              


            

          


        


      


      En notation décimale, il s’agit de trouver l’inverse du nombre 4 × 60 + 10 = 250, soit 0,004. Selon la formule donnée ci-dessus et utilisée par le scribe, le résultat est obtenu en multipliant l’inverse de 10 (qui est 6 × 60–1) par l’inverse de 25 (2 × 60–1 + 24 × 60–2 = 0,04). Il est clair que l’algorithme suivant peut facilement être dérivé de la procédure donnée dans l’exemple numérique :


      

        Étant donné le nombre n, que y et z soient deux nombres tels que n = y + z.


        Calculez l’inverse de y. Vous obtiendrez y’.


        Multipliez y’ par z. Vous obtiendrez v.


        Ajoutez 1. Vous obtiendrez u.


        Calculez l’inverse de u. Vous obtiendrez u’.


        Multipliez u’ par y’. Vous obtiendrez n’.


        L’inverse de n est n’.


      


      Cet exemple montre clairement que les calculs numériques présentés aux élèves contenaient en fait toutes les instructions détachées nécessaires pour effectuer les mêmes calculs sur d’autres données numériques.


    


    

    


      Égypte


      Les mathématiques et le calcul des anciens Égyptiens étaient également motivés par des raisons pratiques. On sait, par exemple, qu’Hérodote attribue l’invention de la géométrie aux Égyptiens en rapport avec la nécessité de mesurer les terres après la crue du Nil. « On dit que ce roi distribua les terres entre tous les Égyptiens, donnant à chacun un lot égal de forme carrée, et que selon cette division il se procura les revenus, ayant imposé le paiement d’un tribut annuel. Si le fleuve enlevait une partie de la terre d’une ferme, le propriétaire allait voir le roi et lui racontait ce qui était arrivé. Il envoya alors des fonctionnaires qui observèrent et mesurèrent à quel point la terre était devenue plus petite, de sorte que pour l’avenir le propriétaire pouvait payer le tribut proportionnellement. Je pense que c’est là que la géométrie est née et qu’elle a ensuite été transmise à la Grèce. Le cadran solaire, le gnomon et les douze parties du jour, les Grecs les connaissaient grâce aux Babyloniens11. »


      Comme on peut le voir, Hérodote reconnaît la primauté des mathématiques liées à l’astronomie chez les Babyloniens, mais désigne en même temps les Égyptiens comme les « inventeurs » de la géométrie en raison de la nécessité de recalculer la taille des terres à des fins fiscales après la crue du Nil. En particulier, les harpenodaptai (littéralement, « tireurs de ficelle ») étaient chargés de mesurer les terres et d’effectuer des calculs, et allaient donc recevoir une éducation en calcul géométrique.


      Malheureusement, contrairement à la Mésopotamie, où l’utilisation de tablettes d’argile pour enregistrer les documents favorisait leur conservation, très peu de textes mathématiques ont survécu en Égypte, en raison de l’utilisation de supports végétaux périssables et surtout non résistants au feu qui nous permettraient de connaître les problèmes les plus couramment rencontrés et les techniques mathématiques utilisées pour les résoudre. Nos connaissances reposent donc essentiellement sur trois documents12 ; deux conservés au British Museum de Londres, un rouleau de cuir et un papyrus (connu sous le nom de Papyrus Rhind du nom de son premier propriétaire et dont on dispose de deux fragments), et un papyrus conservé au State Museum of Fine Arts de Moscou (connu sous le nom de Papyrus Moscow ou Papyrus Golenischev, également du nom de son premier propriétaire). Tous les documents remontent au Moyen Empire, c’est-à-dire aux premiers siècles du IIe millénaire avant J.-C. (vers 2000-1600 avant J.-C.). Le papyrus de Rhind est particulièrement intéressant car il contient une prémisse qui nous permet de connaître la date de sa rédaction (correspondant au milieu du XVIIe siècle avant J.-C. environ) et le nom du scribe, Ahmose, qui l’a rédigé en le copiant à partir d’écrits plus anciens. La prémisse est très ambitieuse en ce qui concerne les objectifs du calcul mathématique. On y lit : « Méthode correcte pour pénétrer dans la nature, connaître tout ce qui existe, tout mystère, tout secret. » En réalité, l’objectif des problèmes traités dans le papyrus et les autres documents disponibles est, comme dans le cas des tablettes babyloniennes, essentiellement didactique et beaucoup plus pragmatique. En effet, les problèmes se concentrent sur des questions de la vie quotidienne : distribution de pain et de nourriture, calcul du fourrage pour le bétail, construction de greniers, etc. Certains problèmes pratiques reviennent fréquemment :


      

        • calculer l’aire d’un terrain (rectangulaire, triangulaire, trapézoïdal) en connaissant les côtés et, inversement, calculer un des côtés en connaissant l’aire et un autre côté ;


        • calculer le volume d’une grange en forme de parallélépipède ou de cylindre ;


        • calculer la répartition des pains entre un certain nombre d’hommes en imposant un rapport donné entre le premier et le deuxième, un autre rapport entre le deuxième et le troisième, et ainsi de suite ;


        • sachant qu’avec une certaine quantité q de blé, on peut produire n pains, calculer combien de pains sont produits si la quantité de blé utilisée pour chaque pain est réduite à une fraction donnée (1/2, 1/3, 1/10) ; de même pour la production de bière.


      


      La notation utilisée par les anciens Égyptiens était le système décimal additif. Le système additif facilitait les opérations d’addition et de soustraction, mais rendait la multiplication et la division plus complexes. Pour cette raison, certaines simplifications ont été adoptées. La première concernait la multiplication. Elle se faisait en dupliquant l’un des opérandes et en divisant l’autre par deux. Pour illustrer la méthode, nous pouvons nous référer à un cas particulièrement simple. Pour multiplier 27 par 8, nous pouvons diviser 8 par 2 (ce qui donne 4) et multiplier simultanément 27 par 2 pour obtenir 54. Puis on divise 4 par 2 (ce qui donne 2) et nous multiplions 54 par 2 pour obtenir 108. Enfin, nous divisons 2 par 2 (ce qui donne 1) et multiplions 108 par 2, ce qui donne 216. Dans le cas où l’un des facteurs n’est pas une puissance de 2 (par exemple, si l’on doit multiplier 27 par 11), la procédure est un peu plus complexe, comme nous allons l’illustrer ci-après. Pour mieux comprendre comment s’effectue l’opération de multiplication par duplication et division par 2, il suffit d’observer qu’elle correspond à décomposer l’un des facteurs en une somme de puissances de 2 (dans l’exemple choisi : 11 = 1 + 2 + 8) et à multiplier l’autre facteur par cette somme en exploitant la distributivité de la multiplication. En effet, 27 × 11 = 27 × 1 + 27 × 2 + 27 × 8 = 297.


      

        

          

            

            

            

            

            

            

              

                	Contribution sélectionnée

                	Décomposition du deuxième facteur

                	Duplication du premier facteur

              


            

            

              

                	v


                	1


                	27


              


              

                	v


                	2


                	54


              


              

                	


                	4


                	108


              


              

                	v


                	8


                	216


              


              

                	Total


                	11


                	297


              


            

          


        


      


      En pratique, l’algorithme pouvait être plus rapide en décomposant l’un des facteurs non seulement en puissances de 2 mais aussi en multiples de 10. Le scribe pouvait ensuite additionner les contributions nécessaires pour obtenir le résultat. Par exemple, pour multiplier 38 par 45 (= 1 + 4 + 40), on pouvait procéder comme indiqué dans le tableau suivant13.


      

        

          

            

            

            

            

            

            

              

                	Contribution sélectionnée

                	Décomposition du deuxième facteur

                	Multiplication du premier facteur

              


            

            

              

                	v


                	1


                	38


              


              

                	


                	10


                	380


              


              

                	


                	20


                	760


              


              

                	v


                	40


                	1 520


              


              

                	


                	2


                	76


              


              

                	v


                	4


                	152


              


              

                	Total


                	45


                	1 710


              


            

          


        


      


      Une autre façon de simplifier les multiplications et les divisions consistait à n’utiliser que des fractions unitaires, c’est-à-dire du type 1/n, à la seule exception de la fraction 2/3 appelée grande moitié, tandis que 1/3 était appelé petite moitié. Les fractions ayant des numérateurs différents étaient ramenées à des fractions unitaires au moyen de tables de conversion précalculées. Par exemple 3/10 = 1/5 + 1/10. Pour calculer la division entre deux nombres, on procédait, de manière similaire à la multiplication, en dupliquant le diviseur autant que possible, puis on procédait en multipliant le diviseur par des fractions jusqu’à atteindre exactement le dividende.


      La connaissance des méthodes de calcul algébrique comprenait la résolution d’équations du premier degré (par exemple, des équations simples du type : x + x/n = m) et des cas particuliers d’équations du second degré, qui étaient traités à l’aide de la méthode de la fausse position, une méthode largement utilisée jusqu’au Moyen Âge14.


      Voici un exemple d’application de la méthode de la fausse position au cas des équations du premier degré dans le papyrus de Rhind15. Supposons que nous devions résoudre le problème énoncé comme suit :


      

        Un tas et sa quatrième partie additionnés font 15.


      


      La réponse actuelle est de résoudre facilement l’équation du premier degré x + 1/4 x = 15 pour trouver 12. Avec la méthode de la fausse position, on procède comme indiqué dans le papyrus : on suppose pour x la (fausse) valeur 4, on ajoute sa quatrième partie, c’est-à-dire 1, et on obtient 5. Ensuite, on rapporte 5 à 15 et on obtient un facteur d’échelle de 3. Enfin, on multiplie la supposition initiale 4 par le facteur d’échelle identifié et on obtient 12.


      Un autre aspect de l’arithmétique traité dans le papyrus de Rhind est le calcul des progressions16. Deux problèmes concernent le calcul de progressions arithmétiques et le calcul d’une progression géométrique. Ce dernier exemple est intéressant car il correspond à une comptine et se retrouve également dans des textes médiévaux (par exemple dans le Liber abaci de Leonardo Pisano) :


      

        Étant donné 7 maisons, il y a 7 chats dans chaque maison, 7 souris pour chaque chat, 7 plantes à épeler pour chaque souris, 7 hekat17 pour chaque plante ; combien de maisons, de chats, de souris, de plantes à épeler et d’hekat y a-t-il au total ?


      


      La solution du problème n’est pas énoncée dans le document, mais simplement illustrée par les calculs suivants ; rappelons que la somme d’une progression géométrique du type 1 + r + … + rN−1 est (rN – 1)/(r – 1) :


      

        s = 7 + 49 + 343 + 2 401 + 16 807 = 7 × (1 + 7 + 49 + 343 + 2 401) = 7 × (7 5 – 1)/(7 – 1) = 7 × (16 806/6) = (1 + 2 + 4) × 2 801 = 19 607


      


      En ce qui concerne la géométrie, domaine des mathématiques dont on attribue l’invention aux Égyptiens, on peut vérifier à partir des documents mathématiques disponibles qu’ils étaient capables de calculer les aires et les volumes de diverses figures géométriques. Pour le calcul des aires des cercles et des volumes des sphères (ou hémisphères, comme une corbeille), la valeur calculée de π était très précise et légèrement inférieure à celle des Babyloniens : 256/81 = 3,16. Très intéressant est, dans le papyrus de Moscou, le calcul du volume d’une pyramide tronquée en utilisant la formule V = 1/3h (a2 + ab + b2) où a et b sont les longueurs du côté le plus long et du côté le plus court respectivement, et h est la hauteur de la pyramide tronquée. Enfin, voici une observation concernant le style de présentation des algorithmes. Prenons un exemple simple : le calcul de l’aire d’un terrain triangulaire à partir du papyrus de Rhind.


      

        Si on vous dit : un triangle a une hauteur de 10 khet18 et sa base est de 4 khet.


        Quelle est sa superficie ?


        Procédez comme il se doit.


        Calculez la moitié de 4, c’est-à-dire 2.


        Multipliez 10 par 2.


        C’est son aire.


        Son aire est 20.


      


      Comme on peut le constater, à l’instar des mathématiques babyloniennes, les scribes égyptiens présentaient également les algorithmes à l’aide d’exemples numériques avec une description détaillée des étapes de calcul, ce qui était vraiment un algorithme facilement applicable à d’autres cas numériques19. Les Égyptiens utilisaient également une structure fixe de la description de la procédure à suivre, qui commence par l’indication du problème à résoudre et des données à travailler, et se poursuit par la formule « Procède comme tu dois », suivie par le tracé d’une structure prédéterminée qui caractérise le texte comme une séquence d’instructions données à l’élève.


    


    

    

      Chine


      La datation des plus anciens documents mathématiques chinois est, pour diverses raisons, beaucoup moins claire que dans le cas des documents mésopotamiens et égyptiens. L’un des plus anciens textes, le Chou pei suan ching (« Le livre classique du gnomon et des orbites circulaires du ciel ») est daté par certains historiens de 1200 avant J.-C., mais d’autres l’attribuent au début du IIIe siècle avant J.-C.20. Le traitement se présente sous la forme d’un dialogue entre un prince et son ministre. Il présente 246 problèmes qui concernent principalement des calculs astronomiques, des questions de géométrie et de perspective (calcul des ombres), et des problèmes d’arpentage (qui, comme nous l’avons vu, étaient typiques des sociétés agricoles basées sur la canalisation de l’eau et le contrôle des crues des rivières). L’introduction contient des considérations sur les propriétés des triangles rectangles (y compris une démonstration simple du théorème de Pythagore) et le calcul avec des fractions.


      Parmi les textes les plus anciens, le Chiu chang suan shu (« Les neuf chapitres sur l’art mathématique ») apparaît également particulièrement intéressant. On pense que ce texte a été compilé au IIe siècle avant J.-C., bien qu’il contienne des problèmes et des résultats compilés par plusieurs générations de savants pendant plusieurs siècles (probablement à partir du Xe siècle avant J.-C.) et qu’il soit parvenu jusqu’à nous grâce aux travaux d’autres savants qui l’ont encore enrichi jusqu’au XIIIe siècle de notre ère. L’aspect qui rend cet ouvrage particulièrement intéressant, d’un point de vue tant algorithmique qu’historique, est qu’il est consacré à la résolution de problèmes d’intérêt pratique et donne ainsi un aperçu des besoins de la vie quotidienne qui ont fait évoluer le calcul mathématique. Le texte est réparti en neuf chapitres et reflète, comme dans les cas babylonien et égyptien, les besoins typiques d’une société basée sur l’agriculture et l’élevage, mais avec un niveau avancé d’organisation étatique.


      Certains problèmes abordés dans le texte sont :


      

        	

          l’échange de produits (mil, riz, etc.) avec calcul des proportions et des différents taux de change ;


        


        	

          la distribution de produits et d’argent entre plusieurs personnes avec différents critères de proportionnalité ;


        


        	

          le calcul du rendement des terres et l’élevage et la vente d’animaux ;


        


        	

          le calcul des taxes en fonction de différents critères d’imposition ;


        


        	

          le calcul des surfaces de champs de formes diverses : rectangulaire, triangulaire, trapézoïdale, circulaire ;


        


        	

          le calcul des volumes relatifs aux constructions ;


        


        	

          des problèmes inverses aux précédents (calcul de côtés, de diamètres, etc., à partir d’aires de surfaces et de volumes).


        


      


      Le problème suivant, extrait du chapitre II, illustre à titre d’exemple la nature des arguments abordés dans le texte :


      

        2 1/2 piculs de riz sont achetés pour 3/7 d’un taiel d’argent ; combien de piculs peut-on acheter avec 9 taiels ?


      


      où évidemment picul et taiel sont des mesures de volume et de coût respectivement. La solution, qui s’obtient en calculant une proportion simple, est 52,5 picul.


      Un autre problème paradigmatique (qui apparaît également dans d’autres textes mathématiques jusqu’au Moyen Âge) est celui de la canne de bambou cassée : étant donné la hauteur d’une canne de bambou et le point où elle se casse, on demande de calculer la distance entre le point où le sommet de la canne touche le sol et le point où la base de la canne est enfoncée dans le sol. L’exercice implique la connaissance du théorème de Pythagore et la capacité de calculer des racines carrées.


      Bien que le texte ne fasse pas appel à la notation algébrique et ne présente aucune démonstration, force est de constater que les notions mathématiques nécessaires à la résolution des problèmes sont néanmoins très larges. Outre l’arithmétique des nombres entiers et fractionnaires, elles comprennent le calcul du plus grand diviseur commun, le calcul des proportions, l’extraction des racines carrées et cubiques, le calcul des progressions, la résolution de certains types d’équations du premier et du second degré par la méthode de la fausse position et la résolution de systèmes d’équations linéaires à l’aide de méthodes qui ne sont pas très différentes de l’élimination gaussienne. En ce qui concerne la géométrie, il est intéressant de noter que l’un des chapitres, le neuvième, est consacré aux triangles rectangles et commence par une version du théorème de Pythagore.


      Les mathématiques chinoises se sont développées au cours des premiers siècles de notre ère, apparemment de manière totalement indépendante des apports extérieurs provenant de l’aire indienne ou de la Grèce et du Moyen-Orient. Selon la spécialiste de l’histoire des mathématiques Raffaella Franci, deux textes en particulier, le Manuel de mathématiques de Maître Sun et le Manuel de mathématiques de Zhang Qiujian, datant des IVe et Ve siècles après J.-C., contiennent d’intéressants recueils de problèmes qui pourraient être décrits comme des exercices de mathématiques appliqués à la vie quotidienne avec des aspects de mathématiques récréatives.


      Par exemple, le deuxième de ces textes contient la première version connue du « problème des 100 oiseaux », que nous retrouverons plus tard dans les textes de mathématiques arabes21. Parmi les résultats les plus remarquables obtenus à cette époque, on peut citer la précision atteinte dans le calcul de la valeur de π : 3,14159, obtenue par Liu Hui au IIIe siècle de notre ère, en utilisant un polygone régulier de 3 072 côtés.


      En conclusion, tout en constatant la qualité et l’étendue des connaissances mathématiques du peuple chinois et de ses capacités de calcul, nous devons noter qu’au début du XVIIe siècle, le jésuite italien Matteo Ricci a constaté une importante carence des mathématiques chinoises du point de vue de la déduction logique. Il a donc jugé bon d’enseigner aux Chinois les méthodes formelles des mathématiques européennes, en particulier en se référant aux mathématiques développées par les Grecs. Sa principale contribution à cet égard a été la traduction et la publication en chinois des six premiers livres des Éléments d’Euclide. Dans la préface de l’ouvrage, il insiste sur le fait que « sans une bonne base, il est difficile d’arriver à quelque chose solide, et c’est pour ça que même les savants les plus expérimentés sont incapables de prouver les présupposés de leurs conclusions22 ».


    


    

    

      Grèce et Rome


      Selon la tradition, le début des mathématiques grecques remonte au VIe siècle avant J.-C., le siècle de Thalès (vers 624-548 avant J.-C.) et de Pythagore (vers 580-500 avant J.-C.), bien que l’absence de preuves documentaires laisse planer un doute sur leur vie et leurs activités. Il est cependant assez certain (toujours selon la tradition) qu’ils ont tous deux visité la Mésopotamie et l’Égypte (et Pythagore peut-être aussi l’Inde) et que ces contacts ont permis la pénétration en Grèce de l’astronomie et des études mathématiques menées dans ces pays au cours des siècles précédents. Ce qui est certain, c’est que, à partir du VIe siècle avant J.-C., le développement des mathématiques en Grèce a pris une intensité et une dimension inégalées dans le monde antique. Outre l’aspect quantitatif, décidément exceptionnel, le développement des mathématiques grecques présente deux caractéristiques importantes : d’une part, une caractéristique méthodologique, à savoir l’approche axiomatique-déductive qui sous-tend les procédures adoptées et, d’autre part, l’intérêt pour les propriétés abstraites des entités mathématiques étudiées (notamment les entités numériques et les entités géométriques).


      Ces caractéristiques placent les mathématiques grecques dans une perspective très différente de celle observée dans le cas de la Mésopotamie, de l’Égypte et de la Chine. Au vu de la documentation de ces cultures anciennes concernant les opérations mathématiques nécessaires aux activités quotidiennes, il semble étrange qu’une civilisation comme celle des Grecs, qui s’enorgueillissait de certains des plus excellents esprits mathématiques, ne nous ait pas transmis d’ouvrages consacrés à l’aspect appliqué et pratique du calcul. Selon l’historien des mathématiques Carl Boyer, « les Hellènes avaient la réputation d’être des marchands et des commerçants avisés, et il a dû exister un niveau inférieur d’arithmétique ou de calcul qui satisfaisait les besoins de la grande majorité des citoyens grecs, [mais] ce type d’opération n’aurait pas été digne d’une quelconque considération de la part des philosophes23 ».


      L’idée que les Grecs ne s’intéressaient pas aux applications des mathématiques a été étayée au fil du temps par des considérations rapportées par les historiens grecs et romains, ainsi que par diverses anecdotes, comme celle selon laquelle, lorsqu’un étudiant a demandé à Euclide pourquoi l’étude de la géométrie était utile, il a ordonné de lui donner une pièce de monnaie car, a-t-il dit, « il doit profiter de ce qu’il apprend ». Même un mathématicien qui a apporté des contributions aussi fondamentales à la mécanique qu’Archimède aurait méprisé les résultats pratiques qu’il a obtenus. Selon l’historien des sciences Lucio Russo, en revanche, seule la présence temporaire d’études appliquées (en mécanique, en optique ou en astronomie) justifie le développement des études axiomatico-déductives par l’école mathématique grecque24. En d’autres termes, la seule étude spéculative, visant à acquérir des résultats abstraits et formels, n’aurait pas pu exister s’il n’y avait pas dans le tissu social des composantes d’ingénierie visant à résoudre des problèmes de nature pratique, capables d’exploiter les résultats obtenus par les mathématiciens théoriciens dans leur élaboration. En réalité, les applications des résultats mathématiques acquis par les Grecs sont multiples et concernent l’astronomie (par exemple, la mesure par Aristarque de la distance de la Terre à la Lune et au Soleil, ou les différentes contributions de Ptolémée dans l’Almageste), la géodésie (par exemple, la mesure par Ératosthène du méridien terrestre) et divers autres aspects que nous pourrions appeler de physique mathématique, tels que ceux étudiés par Euclide concernant l’optique et ceux d’Archimède concernant l’hydraulique. D’autre part, il est bien connu que les motivations qui ont présidé au développement des mathématiques grecques étaient davantage liées à la recherche de la perfection logique des énoncés mathématiques qu’à leur interprétation à des fins pratiques. Le lien entre les mathématiques et la philosophie qui caractérisait les études mathématiques grecques est une explication – mais pas la seule – pour comprendre l’originalité et, pourrions-nous dire, le caractère unique des mathématiques grecques. En effet, on peut également établir un lien entre l’approche abstraite et logico-déductive des mathématiques grecques accompagnée du développement de la dialectique imposé par les formes embryonnaires de la vie démocratique dans la société grecque et la nécessité qui en découle de fonder les arguments sur une base rationnelle et de persuader l’adversaire d’accepter une certaine conclusion dérivée logiquement des prémisses25.


      Il est un fait que les Grecs ne faisaient pas seulement la distinction entre la théorie et l’application des mathématiques, mais considéraient également qu’il y avait une différence entre le calcul numérique par des moyens traditionnels (disons mécaniques), qui était appelé logistique26, et l’étude des propriétés des nombres. Les calculs logistiques, en fait, pouvaient également être effectués par des esclaves, tandis que l’élaboration théorique était le résultat d’une approche culturelle supérieure.


      Dans ce contexte, la géométrie joue un rôle privilégié pour les Grecs en tant que terrain qui se prête à un traitement axiomatique-déductif, et il ne faut donc pas s’étonner que les Grecs remplacent l’algèbre que nous pourrions appeler arithmétique, développée par les peuples mésopotamiens, par une algèbre géométrique, dont les résultats sont obtenus en établissant une correspondance entre les nombres et les propriétés numériques d’une part, et les quantités et propriétés géométriques d’autre part27. Cette approche a été utilisée par exemple pour calculer les puissances d’un binôme ou la solution d’équations du second degré. Le plus important texte mathématique grec qui nous soit parvenu, les Éléments d’Euclide (vers IVe-IIIe siècle avant J.-C.), consacre les six premiers livres à la géométrie. D’un point de vue algorithmique, il est intéressant de noter que même l’une des contributions les plus classiques et les plus scolastiques d’Euclide, l’algorithme du plus grand diviseur commun, est présentée selon une approche géométrique dans laquelle les nombres sont remplacés par des longueurs de segments. Les aspects les plus intéressants et les plus novateurs de l’algorithme du plus grand diviseur commun contenu dans les Éléments d’Euclide sont fondamentalement liés non pas au fond de l’algorithme, mais à la forme de sa présentation. Ils sont au nombre de deux. Le premier est que, contrairement à la description des algorithmes babylonien et égyptien, les données n’y sont pas numériques mais symboliques. La présentation de l’algorithme commence donc ainsi : « Supposons que l’on donne deux nombres [c’est-à-dire deux segments de longueur] AB et ΓΔ non premiers entre eux, et que ΓΔ soit le plus petit. » L’algorithme montre ensuite comment il faut déterminer un segment ΓΖ dont la longueur est le plus grand commun diviseur de la longueur de AB et de la longueur de ΓΔ. Le deuxième aspect intéressant est que l’algorithme contient également, dans un certain sens, la démonstration de sa justesse et se conclut par la déclaration : « Ce qu’il fallait démontrer. »


      Pour trouver dans les mathématiques grecques une contribution qui s’écarte de l’approche abstraite traditionnelle de nature logico-déductive et qui, malgré l’absence de références à des applications pratiques, montre néanmoins un grand intérêt algorithmique et computationnel, il faut attendre beaucoup plus tard dans l’histoire : le IIIe siècle de notre ère, lorsque Diophante, un mathématicien vivant à Alexandrie, en Égypte, compile les treize volumes des Arithmétiques, son œuvre la plus importante. Cet ouvrage est consacré à la résolution d’environ 150 problèmes, présentés avec des valeurs numériques spécifiques, pour lesquels des solutions exactes sont recherchées. Les problèmes correspondent essentiellement à des équations ou des systèmes d’équations à une ou plusieurs inconnues, qui sont déterminées ou indéterminées (encore aujourd’hui appelées équations diophantiennes). Sur les treize volumes qui composaient à l’origine l’ouvrage, six sont aujourd’hui disponibles dans la version originale grecque et quatre dans une traduction arabe. Dans l’ensemble, l’œuvre de Diophante peut être considérée comme un recueil de problèmes d’algèbre appliquée et, à ce titre, elle est plus proche des textes mathématiques mésopotamiens (qui n’étaient probablement pas inconnus par Diophante) que des mathématiques grecques traditionnelles28.


      Un premier type de problème traité par Diophante est celui de la résolution d’équations du premier degré, comme les « problèmes de tas » du Papyrus de Rhind, dont nous avons vu qu’ils étaient résolus par la méthode de la fausse position. Un exemple singulier de ce type de problème (qui n’est pas contenu dans le texte, mais que l’on retrouve sur la tombe de l’auteur) est l’épitaphe que Diophante lui-même a voulue écrite sur sa tombe et qui pose une énigme au passant :


      

        Cette tombe renferme Diophante. Ô grand prodige ! La science te donnera la mesure de sa vie. Un dieu voulut que son enfance durât un sixième de sa vie, il y ajouta un douzième pour que ses joues soient couvertes du duvet de l’adolescence. Après un autre septième de sa vie vint pour lui le jour des noces, et après cinq ans de mariage, il eut un fils. Hélas ! ce fils bien-aimé, après avoir atteint la moitié de l’âge que son père vécut, connut le froid de la mort. Le père, accablé de douleur, passa encore quatre ans à étudier les nombres, avant d’atteindre enfin le terme de sa propre vie.


      


      La réponse à l’énigme s’obtient en résolvant une simple équation du premier degré : x/6 + x/12 + x/7 + 5 + x/2 + 4 = x, d’où l’on peut facilement déduire que l’âge auquel Diophante est mort était de 84 ans.


      Cependant, l’œuvre de Diophante contient également des problèmes d’une plus grande complexité, qui nécessitent la résolution d’équations du second degré. Un exemple classique (problème 27 du livre I) est la recherche de la longueur des deux côtés d’un rectangle, x et y, telle que leur somme soit égale à 20 et que l’aire du rectangle soit égale à 96, c’est-à-dire : x + y = 20 avec xy = 96. Il s’agit d’un problème dont la solution avait déjà été présentée sur des tablettes babyloniennes utilisées pour l’instruction des scribes et que Diophante résout par une méthode similaire :


      

        Nous divisons la somme des deux côtés par 2, ce qui nous donne 10 ; les deux côtés seront donc de longueur x = 10 – z et y = 10 + z. On résout l’équation (10 – z)(10 + z) = 96, en obtenant pour z la valeur 2. La longueur des deux côtés est donc de 8 et 12.


      


      D’autres exemples de problèmes sont les suivants : trouver deux nombres tels que leur somme et la somme de leurs carrés soient égales à deux entiers donnés, et rechercher les solutions de l’équation indéterminée du type x2 = a + by2.


      Un dernier exemple particulièrement important est la recherche de solutions entières à l’équation x2 + y2 = z2. Cette équation admet une infinité de solutions qui, comme on le sait, sont les fameux triplets pythagoriciens (3, 4, 5 ou 5, 12, 13, etc.), également connus des peuples mésopotamiens deux mille ans plus tôt29.


      Un aspect limitatif de l’œuvre de Diophante – aspect qui nous semble aujourd’hui décidément insuffisant – est qu’une seule solution est donnée pour les équations supérieures au degré 1, ou la plus petite, dans le cas de deux solutions positives, ou éventuellement la seule solution positive. C’est aussi le cas, plus grave encore, pour les équations indéterminées, pour lesquelles il peut y avoir de nombreuses ou un nombre infini de solutions.


      Malgré ces limites, Diophante est considéré, non sans fondements, comme le père de l’algèbre. Comme nous l’avons dit, bien qu’il se réfère à des cas spécifiques de problèmes et n’a donc pas le même niveau d’abstraction que l’on trouve dans d’autres textes grecs, Diophante présente leurs solutions en utilisant ce qui est appelé maintenant des méthodes algébriques classiques (et non, par exemple, des méthodes géométriques). En outre, le style de présentation des problèmes et des méthodes de solution marque également un progrès par rapport au style dit rhétorique utilisé précédemment, qui consistait à décrire les inconnues, les opérations et les nombres de manière textuelle. Dans les Arithmétiques, « il fait un usage systématique des abréviations pour indiquer les puissances des nombres et pour exprimer les relations et les opérations30 » dans un style que l’on appelle syncopé. L’approche de Diophante est donc, en quelque sorte, à mi-chemin entre le style rhétorique et le style que nous utilisons aujourd’hui, dans lequel opérateurs et opérandes sont représentés sous une forme purement symbolique.


       


      En ce qui concerne le monde latin, il est bien connu que les Romains n’ont pas produit d’œuvres mathématiques particulièrement significatives et, par conséquent, la présence de textes mathématiques de nature pratique relatifs à la résolution de problèmes quotidiens est également très limitée. L’une des rares contributions qui nous soit parvenue est le Corpus agrimensorum romanorum, un texte consacré à la mesure des terres à des fins d’achat et de vente, de taxation ou de calcul de rendement. Il s’agit d’un recueil de textes de différents auteurs de l’époque impériale (Ier siècle avant J.-C.-IVe siècle après J.-C.) tels que Frontinus, Siculus Flaccus, Agenius Urbicus, qui sont devenus la base des textes de géométrie utilisés jusqu’au début du Moyen Âge.


      La rareté des documents relatifs aux mathématiques appliquées dans le monde grec et romain ne signifie pas que le calcul n’était pas utilisé intensivement dans la vie quotidienne pour les applications les plus diverses. Il est clair que l’utilisation d’une notation additive pour représenter les nombres, comme celle utilisée par les Romains, ne facilitait pas les calculs. Par exemple, pour les multiplications, il était nécessaire d’utiliser la méthode mentionnée précédemment consistant à multiplier l’un des deux facteurs par 2 et à diviser l’autre facteur par 2. En ce qui concerne les méthodes de calcul, nous savons, grâce à divers textes latins, que les Romains utilisaient le calcul numérique basé sur une méthode de représentation des nombres de 1 à 9 999 par la position des doigts des deux mains. Les doigts de la main gauche (étendus ou pliés) étaient utilisés pour représenter les nombres de 1 à 9 et les dizaines de 10 à 90 ; les doigts de la main droite étaient utilisés pour représenter les centaines et les milliers31. Cette méthode, dont les origines sont anciennes et qui était également utilisée au Moyen-Orient, avait l’avantage d’être simple à utiliser et de présenter des caractéristiques de secret et de mystère. Son utilisation, comme nous le verrons, s’est poursuivie au cours des siècles.


      Mais l’outil de calcul pratique utilisé fondamentalement par les Romains était l’abaque32 (ou boulier). Une utilisation habile du boulier (surtout dans sa version portable) permettait aux marchands, ingénieurs, collecteurs d’impôts, etc., d’effectuer des calculs n’importe où (comme c’était encore le cas en Chine, au Japon, en Russie et en Turquie jusqu’à une époque récente). Le boulier utilisé par les Romains (dont il existait plusieurs variantes) se composait généralement d’une tablette de bois avec une série de rainures sur lesquelles étaient gravés, de droite à gauche, des caractères correspondant aux valeurs du système de numération romain : I pour les unités, X pour les dizaines, C pour les centaines, M pour les milliers. De petits cailloux (calculi) étaient placés dans les canaux, indiquant le nombre d’unités, de dizaines, de centaines, etc., à représenter33. L’absence de cailloux dans une colonne indiquait l’absence de cette puissance de 10 dans le nombre représenté et donc, en fait, l’abaque possédait déjà le concept de système positionnel et l’existence même du zéro. Il avait également l’avantage de pouvoir s’adapter à différents systèmes numériques.


      Naturellement, effectuer des opérations arithmétiques d’addition ou de soustraction était assez simple, mais la multiplication ou la division était beaucoup plus difficile. Ce n’est qu’à partir du XIIIe siècle, c’est-à-dire lorsque le système numérique positionnel d’origine indienne s’est imposé grâce aux travaux des mathématiciens arabes, que l’utilisation du boulier a commencé à être supplantée par l’algorithmique numérique, même si elle s’est poursuivie jusqu’au XVIIe siècle. Dans une illustration célèbre de la Margarita philosophica (ouvrage encyclopédique de l’humaniste allemand Gregor Reisch, publié pour la première fois en 1503), on voit une comparaison entre un algorithmiste (Boèce, à qui l’on attribue la diffusion des chiffres indiens34 et de leurs algorithmes de calcul en Europe) et un abaquiste (Pythagore, à qui l’on attribue l’invention du boulier), tous deux occupés à réaliser un calcul (figure 2).


      La suprématie de la méthode de calcul algorithmique est indiquée sur l’image par le fait que, alors que l’algorithmiste a déjà terminé son calcul et posé le stylet sur la table, l’abaquiste est encore en train de traiter. De plus, derrière eux, l’Arithmétique est présentée avec les chiffres arabo-indiens des deux successions 1-2-4-8 et 1-3-9-27 (les premières valeurs des puissances de 2 et 3) brodées sur sa robe. Il semble ainsi sanctionner sa préférence pour les méthodes de calcul faisant appel aux chiffres arabes plutôt qu’à l’utilisation du boulier35.


      

      

        [image: ]


        

          Figure 2. Défi entre un abaquiste (Pythagore) et un algorithmiste (Boèce). Derrière, la Vérité (G. Reisch, Margarita philosophica, 1503).
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